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TD d’Algebre Série n°1

Exercice 1. Traduire en terme de quantificateurs, les expressions suivantes :
1. Il existe un nombre entier relatif supérieur ou égale a tout nombre réel.
2. 1l n’existe pas de nombres rationnels solutions de I’équation 2% — 2 = 0.

3. Pour tout nombre complexe z. Si z est égal a son conjugué alors z est un
nombre réel.

4. la fonction f: R — R est positive.

5. La fonction f n’est pas croissante sur R.

Exercice 2. Donner la négation des propositions suivantes :
1.Vz >0, Jy<0, 22=y+1.
2.VaeN, VbeN, dceQ, a<c<h.
3. Vo >0, z>3=2?>0.

2 3a—0b
Exercice 3. 1. Montrer que Va,b € R**, ¢ > ¢
a+b 4
x? y? 22 T+y+z
2. En déduire que Vz,y, 2z € R1*, + + >
r+y y+z z+4+x 2

Exercice 4. Soit (u,) une suite numérique définie par :
up =95, up =18 et Vn €N, u,io = 6uyr1 — Ju,.

Montrer que Vn € N, u, = (n + 5)3™.

Exercice 5. 1. Résoudre dans R ’équation suivante v/22 — 3z = /3x — b.

2. Déterminer toutes les applications f : R — R vérifiant :

V(z,y) eR?  flz+y) =x+ f(y)

Exercice 6. Soient A, B et C' trois parties non vides d'un ensemble FE.
1. Montrer que A\B = B\A
2. Montrer que AU (B\C) = (AU B)\(C\A).
3. Montrer que AUB=ANB<+—= A=B.
4. Montrer que ANC =B = (A\C)U B = A.
Exercice 7. Soit 'application f: C\{—3} — C\{i} définie par f(z) = @Zz—i_—?)z

Montrer que I'application f est bijective et donner son application réciproque.
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Exercice 8. Soit 'application f: R — R

x— Va2 —4r+5
Montrer que application f réalise une bijective de [2, +oo[ vers un intervalle J que
I’'on déterminera puis donner sa bijection réciproque.

Exercice 9. Soit 'application f: R?*? — R
(z,y) — zy
1. Est ce que f est une application injective ? surjective ? justifier.
2. Soit la paire A = {—1,2} et le singleton B = {0}.
Déterminer f(A?%) et f~1(B).

Exercice 10. Soit 'application f: R? — R?

Montrer que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

Exercice 11. Soient F et F' deux ensembles non nuls et une application
f:E—F.
1. Démontrer que VA € P(E), VB € P(E), (AC B) = (f(A4) C f(B)).
2. Démontrer que VA € P(FE), VB € P(E), f(AUB) = f(A) U f(B).
)N f

B
3. Démontrer que VA € P(F), VB € P(E), f(ANB) C f(A)N f(B).
L’inclusion réciproque est-elle vraie ?

4. Démontrer que

f est injective <= VA € P(F),VB € P(E), f(ANB) = f(A)N f(B).

5. Démontrer que VC' € P(F), VD € P(F), (C C D) = (f~*(C) C f~1(D)).
6. Démontrer que VC' € P(F), VD € P(F), f~Y(CuU D)= f~YC)U f~(D).
7. Démontrer que VC € P(F), VD € P(F), f~%(C N D)= fYC)n f~1(D).
8. Démontrer que VA € P(E), VD € P(F), f(An f~1(D)) = f(A) N D.

Exercice 12. On définit sur R la relation binaire R par :
Vo,y € R™, 2Ry <= In*(z) — In*(y) = In(x) — In(y).

1. Vérifier que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer la classe de e.

Exercice 13. On définit sur I’ensemble des fonctions de R vers R noté RE
la relation ‘R par
fRy<=VreR, f(z)<g(x).

Vérifier que R est une relation d’ordre. L’ordre est-il total ?
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Corrigés de la Série n°1

Corrigé de l’exercice 1.

Traduire en terme de quantificateurs, les expressions suivantes :

1) Il existe un nombre entier relatif supérieur ou égale a tout nombre réel.

dneZ, VreR, n>=x.

2) 11 n’existe pas de nombres rationnels solutions de I'’équation x> — 2 = 0.

La négation de cette proposition est :

il existe des nombres rationnels solutions de I’équation 22 — 2 = 0. On la traduit par :
Jdr € Q, 22 —2 = 0. Pour traduire la proposition proposée, il suffit d’écrire la négation de la
proposition sous forme quantifiée. On obtient alors : Vo € Q, 22 —2 #0.

3) Pour tout nombre complexe z. Si z est égal & son conjugué alors z est un nombre réel.
VzeC,z=zZ=z€R.

4) la fonction f : R — R est positive se traduit par Vz € R, f(z) > 0.

5) La fonction f n’est pas croissante sur R.

On traduit f est croissante sur R par : Vo e R, Vy e R, 2 <y = f(z) < f(y).

11 suffit maintenant de traduire la négation de cette proposition quantifiée.

JreR, yeR, z<y et f(z)> fly).

Corrigé de ’exercice 2.

Donner la négation des propositions suivantes :

1) la négation de Vo >0, Iy <0, 22=y+1lestIz >0 Vy<0, z2#y+1.
2) lanégation de Va € N, VbeN, FeceQ, a<c<best:

JdJaeN, deN, VeceQ, c<aouc>hb.

3) la négation de Vx >0, >3 =22>9est 3z >0, x>3eta?<9.

Corrigé de ’exercice 3.

a? 3a—0b
_ >
a+b— 4

1) Montrer que Va,b € R**,
Soit a,b € RT*,

2 b
@ 3 402 > (3a— b)(a+b)

a+b 4 =
— a®>3a®+ 3ab— ba — b?
— a*—2ab+b*>0
< (a—0b)*>0, ce qui est vrai.
2 3a—b
Donc Va,b € RT*, @ 50
a+b 4 , , ,
2) En déduire que Vz,y,z € RT*, A 2x+y+z'
Tty y+z zZ+x 2

Soit x,y,z € RT*.

2 2 2

3r—y y Jy—=z z 3z—x
> ; > , et > .
z+y 4 y+z 4 z4+x 4
En faisant la somme membre & membre de ces trois inégalités, on obtient

D’apres la question précédente, on a

x2 Y2 22 3r—y 3y—z 3z—=x
+ + > + +
z+y y+z z+4+z 4 4 4
S 2¢ + 2y + 22
- 4
2 2 2
T z rT+y+z
+ L4 > ITYTE
r+y yt+tz z+z 2

Corrigé de ’exercice 4.
Soit (u,) une suite numérique définie par :

up =95, ur =18 et VneN, wupyo=06upsr1 — Yu,.
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Montrer que Vn € N, wu, = (n+ 5)3™.

. Initialisation.

Pour n =0,0ona (0+5) x3°=5x1=5=ug.

Pourn=1,0ona (1+5) x3' =6x3 =18 = u;.

Donc la propriété est vraie pour n =0 et n = 1.

. Hérédité. Soit n € N fixé. On suppose que la propriété est vraie pour n et n + 1 c’est-a-dire
up = (n+5)3" et upy1 = (n+1+5)3" = (n +6)37+1L.

Upts = OUupt1 —u,
= 6(n+6)3"" —9(n+5)3"
= [6(n+6)3—9(n+5)]3"
(18n + 108 — 9n — 45)3" 1
= (9 +63)3" =9(n+7)3"
(

Un+2 n+7)3" 2

Donc la propriété est vraie pour n + 2.

. Conclusion. D’apres le principe du raisonnement par récurrence :
VneN, u,=(n+5)3"

Corrigé de ’exercice 5.

1) Résoudre dans R I’équation suivante /22 — 3z = /32 — 5.
. Analyse : soit € R solution de I’équation. Alors

Va2 —3z=V3x-5 = 2°-3x=3z-5
— 22— 6x+5=0
— x=1 ou z=0>5.

. Synthese : si z = 1 alors v/22 — 3z = /—2 impossible. Donc 1 n’est pas une solution.

si z =5 alors V22 — 3z = V10 et /3z — 5 = v/10. Donc v22 — 3z = v/3z — b.

D’ou 5 est une solution de ’équation.

. Conclusion : L’équation admet une solution unique 5 et donc S = {5}.

Autre méthode : On commence par déterminer I’ensemble de définition D de ’équation.

ze€D < 2>-32z>0 e 3x—-5>0
— z(r—3)>0 et ng
)
= 1z €| —00,0]U][3,+00] et me[g,—i-oo[.
x€D <= z€l3 +o0[

Donc D = [3, +o0].
Soit z € D alors

Va2 —3z=vV32—-5 < z>—-3:=3z-5
— 22—6x+5=0
<— x=1 ou =z =25,

et puisque 1 ¢ D et 5 € D alors la seule solution de I’équation est 5.
2) Déterminer toutes les applications f : R — R vérifiant :

V(z,y) eR?*  flz+y)=z+f(y) (B

. Analyse : soit f : R — R une application vérifiant ’égalité (E).

En prenant y = 0, on obtient Vx € R, f(z) = = + f(0).

On pose f(0) = A doncon aVe eR, f(x)=x+ A

. Synthese : Soit f : R — R une application vérifiant Vo € R, f(z) = x4+ X ou A € R est une
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Soit z,yeR.  flz+y) =z+y+Ar=x+ f(y).

Donc ¥(z,y) € R?,  f(z+y) =z + f(y).

. Conclusion : Les seules applications f : R — R vérifiant (E) sont les applications z — = + A
ou A € R.

Corrigé de I’exercice 6.

Soient A, B et C trois parties non vides d’un ensemble F.

1) Montrer que A\B = B\A.

A\B = ANB
= BnA (N est commutative)
= BnAd (A=4)

A\B = B\A

2) Montrer que AU (B\C) = (AU B)\(C\A).

AU(B\C) = Au(BNC) (B\C=BnC)

= (AUB)N(AUC) (U est distributive par rapport a N)

= (AU B; N(CUA) (U est commutative)
= (AUB)N(CUA) (A=A
= (AUB)NCNA (XNY =X UY) loi de Morgan
= (AuB)N(C\A) (C\A=CnA)
AU(B\C) = (AUB)\(C\A) (X\Y =XnY)

3) Montrer que AUB=ANB <= A=B.

.=—>) Supposons que AUB = AN B.

Soit z € Aalorsz € AUB. Or AUB =ANDB donc x € B.
OnaVre A, z€ B.Donc AC B.

Par symétrie ( A et B jouent le méme rodle), on déduit que B C A. et par suite A = B.
Dot AUB=ANB=— A=0B.

. <) Réciproquement supposons que A = B.
OnaANB=ANA=Aet AUB=AUA=A.Donc ANB=AUB.
Dot A=B=— AUB=ANBAB.

Par suite AUB=ANB <<= A=B0B.

4) Montrer que ANC = B = (A\C)U B = A.

Supposons que ANC = B.

(AAC)UB = (ANC)U(ANCQC)
ANn(CuUC)

= ANE
(AAC)UB = A.

Donc ANC =B = (A\C)UB = A.

Corrigé de ’exercice 7.

Soit lapplication f : C\{—3} — C\ {3} définie par f(z) = ZZ_;?)Z
z

Montrer que I'application f est bijective et donner son application réciproque.
Pour montrer que f est bijective, il suffit de montrer que

vz e C\{i}, 3FMzeC\{-3}, f(z)=7"
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, 1z —1 ,
= <= =
1) == =
= iz—i=2'(2+3)
= iz—2z=i+37
— z2(i—2)=1i+3
, i+ 32
=7 = z2=—.
On a
- !/
c= 3 e TP 3
i— 2

= i+37 =-3i+3
<= 41 =0, absurde.

Donc z € C\{—3}. On a montré que Vz’' € C\{i} I'équation f(z) = 2’ admet une solution unique
dans C\{—3}. Donc f est bijective et sa bijection réciproque est

f7h e\ — C\{-3}
i+ 37

Z/

Corrigé de D’exercice 8.
Soit 'application f: R — R
x> Va2 —4x +5
Montrer que Papplication f réalise une bijective de [2, +00[ vers un intervalle J que 'on déterminera
puis donner sa bijection réciproque.
. Domaine de définition de f.
xeDf<:>x2—4x+520.
OnaA=-4<0etdoncVe R, z2—4x+5>0.
D'ou Dy =R.
. Soit x € R.

(x—2)2>0 (z—2)2+1>1

—
= 2?2 —4dz+5>1
= Va2—-4zx+5>1
= f(z)>1
Donc Vz € R, f(z) € [1,+o0.
. Montrons que f est bijective de [2,+o0[ vers J = [1, +00].
Soit y € [1,+oo[. Cherchons x € [2, 4+o00[ unique tel que f(x) =y.

f@)=y —= V@&-2P+1=y
— (z-2%=¢*-1
— z-2=y2—-1 ou z—-2=—y>2-1
—= z=2+y’—-1 ou z=2—y>—-1.

.Siy=1alors x =2 € [2,4+00].

y>1 = V1y2—-1>0 et —9y2-1<0
= 2+Vy2—-1>2 et 2—/y2-1<2
= 2+ Vy2-1€[2,400[ et 2—y2—1¢[2,+o0]

Donc Yy € [1, 4+oco[, Jz € [2, +o0[, f(x) =y.
D’ou f est bijective de [2,+oo] vers [1,4+00[ et se bijection réciproque est :
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7t [, 4oo[— [2,+00]
yr—2+4/y?—1

Corrigé de D’exercice 9.

Soit 'application f : RZ—R
(z,y) — zy

1) Est ce que f est une application injective ? surjective ? justifier.
. f est injective signifie : V(z,y) € R?, V(a,b) € R?, f((z,y)) = f((a,b)) = (z,y) = (a,b).
Clest-a-dir : ¥(z,y) € R?, V(a,b) € R% zy =ab =z =a et y = b.
On a f((3,4)) = f((2,6)) et (3,4) & (2,6).
Donc 3(z,y) € R?, 3(a,b) € R, f((z,y)) = f((a,b)) et (z,y) ¢ (a,b).
D’ou f n’est pas injective.
. f est surjective signifie : Vz € R, 3(z,y) € R?, f((z,y)) = 2.
C'est-a-dire : Vz € R, 3(z,y) € R?, oy = 2.
On prend (z,y) = (1, ) par exemple, alors Vz € R, 3(x,y) € R?, f((z,y)) = 2.
D’ou f est surjective.
2) Soit la paire A = {—1,2} et le singleton B = {0}.
3) Déterminer f(A?) et f~1(B).
.Ona A% ={(-1,-1),(-1,2),(2,-1),(2,2)}.
Done £(4%) = (=11, F((=1 2D H(2-0). F(2.2)) = {124}
.Ona

fHB) = {(z,9) €R? f((z,y)) € B}
{({E,y) € R27 Ty = 0}
f7HB) = {(z,y) eR* z=0o0uy=0}

On peut écrire cet ensemble de différentes fagons :

f74B) = {(x,0),(0,y)/ =,y €R}
f71(B) = {(x,0)/z e R}U{(0,y)/y € R}
f7HB) = (Rx{0})U ({0} xR).

Corrigé de ’exercice 10.
Soit 'application f: R? — R?
(@,y) — (@ +y,z—y)
Montrer que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque.
11 suffit de montrer que V(z',y’) € R%,3!(z,y) € R2, f((z,y)) = (', ).
Soit (2/,y') € R2.

f((:c,y)) = ($/7y/)) — (‘7) +Y, T — y) = (QT,y)

fl@,y) =(@"y)

Ce systeme admet une solution unique.
On a donc montrer que : V(2/,y’) € R? I(z,y) € R?, f((z,y)) = (2/,y')).
D’ol f est bijective er sa bijection réciproque f~! est définie par :
e R? — R2
/+ ! /7( !’

(x/7y/) — (%7%)
Corrigé de ’exercice 11.
Soient FE et F' deux ensembles non nuls et une application f: E — F.
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1) Démontrer que VA € P(E), VB € P(E), (AC B) = (f(A) C f(B)).
Soit A € P(E), B € P(E). Supposons que A C B.

Soit y € f(A) alors Iz € A tel que f(z) =y.

Puisque A C B alors 3z € B tel que f(x) = y. Donc y € f(B).

On a montré que Vy € f(A),y € f(B). Donc f(A) C f(B).

Dot (A C B) = (f(A) C f(B)).

Finalement VA € P(E), VB € P(E), (AC B) = (f(A) C f
2) Démontrer que VA € P(E), VB € P(E), f(AUB) = f(A4)
Soit A € P(E) et A€ P(E). Montrons f(AUB) = f(A)U f
. Soit y € f(AU B) alors 3z € (AU B), tel que f(x) =

Siz € Aalorsy = f(x) € f(A) donc y € f(A)U f(B).

Sixz ¢ A alors x € B donc y = f(z) € f(B) donc y € f(A) U f(B).

On a montré que Vy € f(AU B),y € f(A) U f(B) ce qui signifie que f(AU B) C f(A)U f(B).

. Soit y € (f(A)U f(B)) alors y € f(A) ouy € f(B).

Siy € f(A) alors dz € A tel que f(x) = y. Mais puisque z € (AU B) alors y € f(AU B).

Siy ¢ f(A) alors y € f(B). Donc 3z € B tel que f(z) = y. Mais puisque 2 € (AU B) alors
y € f(AUB).

Donc Yy € (f(A)U f(B)),y € f(AU B)) ce qui signifie que (f(A4) U f(B)) C f(AU B).

.Ona f(AUB) C f(A)U f(B) et f(A)U f(B) C f(AU B) donc f(AUB) = f(A)U f(B).
Finalement VA € P(E), VB € P(E), f(AUB) = f(A)U f(B).

3) Démontrer que VA € P(E), VB € P(E), f(ANB) C f(4) N f(B).

Soit A € P(E) et B € P(E).

Soit y € f(AN B) alors 3z € (AN B) tel qu f(z) =y

Onaz e Aetxz € B. Doncy € f(A) et y € f(B) et par suite y € f(A) N f(B).

On a montré que Vy € f(AN B),y € f(A) N f(B) ce qui signifie que f(AN B) C (f(4) N f(B)).
Finalement VA € P(FE), VB € P(E), f(ANB) C f(A) N f(B).

. L’inclusion réciproque est-elle vraie ?

La réponse est non. Prenons par exemple E = {0;1} et F' = {0} et f : R — R une application
telle que f(0) =0 et f(1) = 0. Considérons les partie A = {0} et B = {1} de E.

Ona J(ANB) = f(B) =0 et f(A) N F(B) = {0} N {0} = {0},

11 est clair que f(ANB) C f(A)N f(B) et (f(A) N f(B))<f(AN B).

4) Démontrer que
f est injective <= VA € P(E),VB € P(E), f(ANnB) = f(A)N f(B).

=) Supposons que [ est injective.
Soit A € P(E), VA € P(F). On sait d’apres la question précédente que f(ANB) C (f(A)N f(B)).
Soit y € (f(A)N f(B)), alors y € f(A) et y € f(B).
Donc Jx € A tel que y = f(z) et 32’ € B tel que y = f(a').
On déduit que f(x) = f(a’) et puisque f est injective alors x = 2’ et par suite z € (AN B).
On a montré que Vy € f(A) N f(B),3z € (AN B) tel que y = f(x).
Donc Yy € f(A)N f(B),y € f(ANB).
D'ou (f(A) N f(B)) C (f(AN B)) et par suite f(ANB) = (f(A) N f(B)).

Finalement

(B))-
U f
(B)

B).

(
par double inclusion.

f est injective = VA € P(E), VB € P(E), f(AN B) = f(A)N f(B).
<=) Supposons que VA € ’P(E), VAe P(E), f(ANB) = f(A)n f(B).
Soit x,2" € E tels que z # z’. On pose A = {z} et B = {z'}.
Ona ANB =0, f(A) ={f(x)} et f(B) ={f(=")}.
On sait que f(AN B) = f(A) N f(B). Donc f(0) = {f(x)} N {f(z)}
Clest-a-dire O = {f (= )} N {f(x )}. Donc f(z) # f(z).
On aVe,a’ € E x # 2’ = f(x) # f(2'), ce qui signifie que f est injective.
Ainsi on a montré que

VAe P(E),VB e P(E), f(ANB) = f(A)N f(B) = [ est injective.
. Conclusion :

f est injective <= VA € P(E), VB € P(E), f(ANB) = f(A)N f(B).

6
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5) Démontrer que VC € P(F), VD € P(F), (C c D) = (f~4(C) c f~Y(D)).

Soit C' € P(F) et D € P(F). Supposons que C C D.

Soit z € f~1(C) alors f(x) € C. Or C C D donc f(z) € D et par suite z € f~1(D).
On aVrx € f~4C), z € f~Y(D) ce qui signifie que f~1(C) c f~1(D).

Ainsi on a montré que VC € P(F), VD € P(F), (C C D) = (f* (C) c f~HD)).
6) Démontrer que VC' € P(F), VD € P(F), f~Y(CuD) = f~C)uU f~4(D).
Soit C € P(F) et D € P(F). Soit z € E.

re€ f(CUD) < f(z)e(CUD)
< f(z)eCou f(z)eD
— zcfYC)ouxc YD)
re f{(CuD) < zecfHO)uf D).

Donc YC' € P(F), VD € P(F), f~1(CUD) = f~HC)U f~1(D).

7) Démontrer que VC € P(F), VD € P(F), f~Y(Cn D)= f~4(C)n f~Y(D).
Soit C € P(F) et D € P(F). Soit z € E.

ref~Y{CND) < f(x)e(CND)
< f(z)eCet f(x)e D
— zef Y C)etze YD)
ref1(CND) < xzefYC)nf (D).

Donc VC € P(F), ¥D € P(F), [~1(CND) = f~1(C)n f~1(D).

8) Démontrer que VA € P(E), VD € P(F), f(AN f~4(D)) = f(4) N D.
Soit A € P(E) et D € P(F).

. Montrons d’abord que f(AN f~1(D)) C (f(A) N D).

Soit y € f(AN f~Y(D )) Alors 3z € An f~4(D ) tel quey_f( ).
Onax € Aetxz € f~1(D). Donc f(z) € f(A) et f(z) €

On déduit que y € f(A)ND ety € D. Doty € f(A) ﬂD.

On a montré que Vy € f(ANf~Y(D)), y € f(A)ND, ce qui signifie que f(ANf~1(D)) C (f(A)ND).
. Montrons que (f(A) N D) C f(An f~1(D)).

Soit y € (f(A)N D). Alors y € f(A) et y € D.

Puisque y € f(A) alors 3z € A tel que y = f(x).

D’autre part, on a y € D c’est-a-dire f(x) € D. Donc z € f~1(D).
Onaz e Aetz e f~1(D). Donc x € (AN f~1(D)).

Et puisque y = f(z) alors y € (f(AN f~Y(D)).

On a montré que Yy € (f(A)N D),y € (f(An f~YD)).

Done (f(4) N D) C (f(AN f~(D).

. Conclusion : VA € P(E), VD € P(F), f(An f~4(D)) = f(A)n D.
Corrigé de I’exercice 12.

On définit sur R la relation binaire R par :

Yo,y € RY*, 2Ry <= In’(z) — In?(y) = In(z) — In(y).

1) Vérifier que R est une relation d’équivalence.

. R reflexive : Soit 2 € RT*. On a In®*(z) — In*(z) = In(z) — In(z). Donc zRx.
On a vérifié que Vo € RT™ 2Rux.

D’out R est reflexive.

. R est symétrique : Soit z,y € RT*.

tRy = In*(z) —In®(y) = In(z) — In(y)
— In®(y) — In?(z) = In(y) — In(x)
xRy — yRux.

On a montré que Vz,y € R™, 2Ry = yRuz.
D’ott R est symétrique.
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. R est transitive : Soit z,y,z € RT*.

TRy et yRz = In*(z) —In*(y) = In(z) — In(y) et In*(y) — In*(2) = In(y) — In(z)
—  In*(z) — In(z) = In®(y) — In(y) et In*(y) — In(y) = In*(2) — In(2)
—  In*(z) — In(z) = In?(z) — In(z)
—  In*(z) — In®(2) = In(z) — In(z)

TRy et yRz — xRz

On a montrer que Vz,y,z € R™, 2Ry et yRz = zR=.

Donc R est transitive.

Conclusion : R est reflexive, symétrique et transitive, donc R est une relation d’équivalence.
Autre méthode Dans la définition de la relation R, on sépare les variables x et y.

Vg € RY, aRy = In(z) — In(z) = n(y) — In(y) < f(z) = f(y),

avec f est Papplication définie sur RT* par f(z) = In®(z) — In(z).
R est une relation binaire associée a ’application f.
D’apres le cours, la relation associée & une application est une relation d’équivalence (voir les
exemples 9. 6) page 17 et 11. 3) page 18 du polycopié du cours).
2) Déterminer la classe de e.
e = {reR™/zRe}
{z e R* / In®(z)
{z e R** / In*(z)
{z e RT™ / In*(z) — In(z) = 0}
= {xeR"™/In(z)(In(z) —1) =0}
{zr e R™ /In(z) =0 ou In(z) =1}
{reR™/z=1ouz=c¢}
e = {l,e}.
Corrigé de I’exercice 13.

On définit sur Pensemble des fonctions de R vers R noté RE
la relation R par

In?(e) = In(z) — In(e)}
1=1In(z) -1}

fRg<=VzxeR, f(x)<g(x).
Vérifier que R est une relation d’ordre.
. réfléxivité : Soit f € RE. On a Vo € R, f(x) < f(x). Donc fRf.
On aVf e RR fRf. Donc R est réfléxive.
. Anti-symétrie : Soit f, g € RE.
fRget gRf == VxR, f(z) < g(z) et g(z) < f()
= Vz eR, f(z) =g(x)
fRget gRf = f=y.
On a montré que Vf,g € RE, fRget gRf = f=g.
Donc R est anti-symétrique.
. Transitivité : Soit f, g, h € RE.
fRg et gRh = Vax eR, f(x)
= VzeR, f(x)
fRget gRh = [Rh
On a montré que Vf,g,h € RR, fRg et gRh => fRh.
D’ott R est transitive.
Conclusion : R est réfléxive, anti-symétrique et transitive, donc R est une relation d’ordre.

L’ordre est-il total ? L’ordre ici est partiel puisque il existe des éléments dans R¥ qui ne sont pas
comparables. Par exemple cos et sin. On a cos Rsin et sin K cos.

(z) et g(x) < h(2)

<g
< h(z)
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TD : Série n°2

Exercice 1. Résoudre dans C les équations suivantes : e* = —/5i, e* = 1+i+/3,22 —42+13 =0,
22— (1+i)2+13i =0, 22—(1-2i)z2+1-T7i=0, 22" —iz"—1+i=0o0uneN*".

Exercice 2. Soit les polynomes P, (X) = (X + 1) + (X +2)" —let Q(X) = X2 +3X + 2.
Montrer que le polynéme P, est divisible par le polynéme @ pour tout n € N.

Exercice 3. Effectuer la division euclidienne de A par B dans les cas suivants :
(1) A=2X*-3X34+2X2-5X+6 ,B=X?-3X+1.

(2) A=2X%-6X2+2X-6 , B=X%2+1.
(3) A=X"+2X"+ X +1 B=X?+X.
4 A=X*+X3+2X+9 , B=X°-3X.

Exercice 4. Soit dans C[X] le polynome :
PX)=( —1)X3—(5i —11)X%2— (43+i)X +9+37i.
1. Vérifier que i est un zéro de P.

2. Détérminer les nombres complexes a, b et ¢ tels que
P(X)= (X —i)(aX?+bX +c).
3. En déduire toutes les racines de P.
Exercice 5. On considere le polynéme P(X) = X4 —3X3 + X2 4 4.
1. Montrer que 2 est une racine de P. Préciser son ordre de multiplicité.
2. Factoriser le polynéme P dans R[X].

3. En déduire la factorisation du polynéme P dans C[X].

Exercice 6. Soit le polynéme P(X) = X* + X2 +6X +4.
1. Montrer que —1 est une racine de P. Préciser son ordre de multiplicité.
2. En utilisant la formule de Taylor, vérifier que P(X) = (X 4+ 1)*(X? — 2X +4).

3. En déduire la factorisation de P en produit de polynémes irréductibles dans C[X].

Exercice 7. Soit n > 2. Déterminer le reste de la division euclidienne du polynéme
P,(X) = X", par le polynéme X? —4X + 3.

Exercice 8. Factoriser en produit dz polynoémes irréductibles
1. X*+ X2 + 1 dans C[X] puis dans R[X].

2. X8+ X*+1 dans R[X].
3. X%+ 9X3 + 8 dans C[X] puis dans R[X].
4. X3+ X% + X + 1 dans C[X] puis dans R[X].
5. X7+ X0+ X°+ X4+ X34+ X2+ X +1 dans C[X] puis dans R[X].
Exercice 9. Effectuer la division suivant les puissances croissante de A par B dans les cas suivants :
1) A=X*+X3-2X+1 ) B=X?+X+1 alordre 2.
(2) A=X%2+1 , B=X+1 alordre 3.
(3) A=X3+5X , B=X3+1 alordre 3.
(4) A=X0-2X4+ X3 +1 ,B=X>+X?2+1 alordre 4.

cours en ligne
Sites.google.com/site/saborpcmath/
par whatsapp: 0638148874
FACEBOOK: SABOR PC
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Corrigé de la Série n°2

Corrigé de ’exercice 1.

Résoudre dans C les équations suivantes : e* = —/bi, e = 14+1i/3, 22 =424+ 13 =0,
22— (1+i)2+13i =0 et 22— (1-2i)z2+1-Ti=0.

22 —jz" —1+44i=0o0un € N*.

Soit re? et pe’® deux nombres complexes non nuls. On a
re =pel® —=r=p et O=a [27]

On pose z=x+iy avec z € Ret y € R.

e"e = \/5e /2

ef = —iv/5 —
— =5 et yzfg [27]
e z=I(\5) et (Ikez yz—g+2k7r)
— JkeZ telquezzhl75+(—g+2kz7r)i
Inb5 T

Ainsi 'ensemble solution est S = {z = -t (—5 +2kn)i /k € Z}.
eF=1+iV/3 <« e =273
= €e"=2 et yzg [27]
— z=In2 e (GBkeZ y:g+2k:7r)

— JkeZ tel quezzan—l—(%—i—Qkﬁ)i

Ainsi 'ensemble solution est S = {z =1n2 + (g +2km)i [k € Z}.

On peut utiliser le résultat du cours : les solutions de I’équation e* = pe’® sont
z=1In(p) +i(a + 2kn), ke€Z.

En effet : si pose z = x + iy avec xz,y € R.

ef = peia — exeiy — peia
— "=p et y=a [27]

e =pe'® — z=In(p) et (GkecZ y=a+2knr)

Ainsi les solutions de Iéquation z = —iv/5 c-a-d 1’équation z = v/5e /2 sont
T . In(b) ™ ,
z=1In(V5) + (*5 + 2km)i = — + (*5 + 2kn)i [k € Z.

Les solutions de e* = 1 + i1/3 c-a-d I’équation z = 2¢7/3 sont

z:ln2+(g+2kz7r)i Jk e L.

Le discriminant de I’équation 22 — 4z + 13 = 0 est :

A =b—dac=(—4)? —4x1x 13 =16 — 52 = —36 = (6i)°.



Univesrsité Abdelmalek Essaadi Tetouan Année Universitaire 2020,/2021
Faculté des Sciences et Techniques Parcours MIP
Al-Hoceima Semestre 1

4+ 6i 4— 6i
O 948 et = !

Ainsi ensemble solution est S = {2+ 3i;2 —3:}.
Le discriminant de équation 2% — (1 + i)z + 13i = 0 est :

Donc les solutions sont z; = =2-—335.

A =0 —dac= (1+1i)> —4x 13i = 2i — 52i = —50i = 25 x (=2 ) = [5(1 —)]*

Donc les solutions de 1’équation sont :

b+ 14+i+5(1—i) 6-—4i ,
= = = - 3 - 2 .
T T 2 2 '
—b—8 1+i-5(1—di) —4+6i .
2T T 2 2 o
Ainsi I'ensemble des solutions est S = {3 —2i, -2+ 3i}
Remarque : en utilisant les deux identitées utiles suivantes (1 + )% = 2i et (1 —i)?> = —2i, on

peut déterminer assez rapidement les racines carrées de /A dans le cas particulier ou A = bi avec
b € R. En effet

Sib>0alors A =bi= Q.Qi = 9(1 +i)? = l\/g(l +1)
2 2 2

b 2

Si b < 0 alors A = bi = %.(—22') =5 (- i)? = %(1 - i)] .

Le discriminant de équation 2% — (1 — 2i)z +1 — 7i = 0 est :

2

b =b

A=b—dac=(1-2)2—4(1 -Ti)=1—4—4i —4+28i = 7+ 24i

Cherchons les racines carrées de A. Posons 6§ = z + iy avec (z,y) € R2.

P =N = (v+iy)?=-T+24i
= 22 —yP=-T et 2axy=24

D’autre part 22 + y? = |§|2 = [0%] = |A| = /(=7)% + 242 = /625 = 25.

On a donc 3 équations

()+(2): 222 =18+= 22 =9 <=z ==3.

(2)-(1): 1> =32 = y? =16 <=y = 4.

(3): a2y =12> 0, donc z et y ont méme signe.

Doud =3+ 4ioud=-3—4i.

On peut déterminer les racines carrées de —7 + 24i facilement en remarquant que :

A=-T+24i=9+2x3x4i—16=3%+2x3 x i+ (4i)? = (3+4i)%

Par suite les solutions de I’équation sont :
b+ 1—-2i+3+4i 4+2 .
= = =241

2 2 ) 2 )
b4+ 1-21—3—-4 —2—06¢ )
Résoudre I'équation 22" — 42" — 14147 =0 o n € N*.
On pose 2" = u, ’équation devient u2 —iu — 141 = 0.
En utilisant la remarque du cours : les solutions de I'équation 22 — (a + )z + a8 = 0 sont « et 3.

zZ1 =

z9 =

w—iu—14+i=0 <= w’—[(-14+9)+D]ut+(-14+4)x1=0

W—iu—14i=0 < u=-1l4+iouu=1

22" —14i=0 < 2"=—-14iouz"=1.
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Donc les solutions de I’équation sont les racines n'*™ de —1 + ¢ et de I'unité.

. 1 1
147 = ﬁ<ﬁ+z\@>
- () i ()
= \@[cos(ﬂfz>+isin(7rf—>}

- (3 ()]

—14+i = V27,

M=—14i = " =27

D’autre part :

; 2k N
M=le=sz=z,=¢"n ouk=01,...,n—1

37r+27k;7r) ,L-2k7r

D’oilsz{(\@)%ei(H ,e'mn Jk=0,1,...,n—1}.

Corrigé de I’exercice 2.

Pour montrer que le polynéme @ divise le polynéme P,, il suffit de vérifier que toutes les racines
de @ sont aussi racine de P,, avec au moins le méme ordre de multiplicité.
OnaQ(z)=X2+3X+2=X2+(1+2)X +1x2= (X +1)(X +2).

Donc —1 et —2 sont des racines simples de Q.

OnaP,(—-1)=0"+1"-1=1-1=0et P,(-2)=(-1)>"4+0"-1=1—-1=0.

Donc —1 et —2 sont des racines au moins simples du polynéme P,.

D’ou on déduit que le polyndéme @ divise le polynéme P, pour tout entier n.

Corrigé de ’exercice 3.

Effectuer la division euclidienne de A par B, c’est détérminer deux polyndémes @) et R tels que
A=BQ+Ravec R=00u0<d'R < d"B.

1) Effectuons la division euclidienne de A = 2X* — 3X3 +2X? —5X + 6 par B = X2 — 3X + 1.

2X4 —3X3 42X2 —5X 46| X2 —-3X +1

2X* —6X3 +2X2 2X?2 43X +9
3X3 +0X2 —5X +6
3X3 —9X? 43X

9X?2 —8X +6
9X?2 —27X +9
19X -3

Donc le quotient est Q@ = 2X? 4+ 3X + 9 et le reste est R = 19X — 3.
On a bien d®R=1<2=d°Bet A= B(2X?+3X +9)+ (—19X — 3).
2) Effectuons la division euclidienne de A = 2X3 —6X2 4+ 2X — 6 par B = X2 + 1.

2X3 —6X? 42X —6/X2 +1
2X3 +0X? 42X 2X —6

—6X? +0X —6
—6X2 —6
0

Donc le quotient est Q = 2X — 6 et le reste est R = 0.
Donc B divise A et A = B(2X — 6).
3) Effectuons la division euclidienne de A = X7 +2X* + X + 1 par B = X% + X.
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X7 4+0X% +0X° +2X* +0X3% 4+0X2% +X +1|X?%2 +X
X7 +Xx6 X5 —X* +X3 +X2 —X +1
—X6 2X4 +X +1
—X6 —Xxb>
X5 42X+ +X +1
X5 +x¢
X4 +X +1
X4 +X3
X3 +X +1
—X3 —X2
X? +X +1
X2 +X
1

Donc le quotient est Q = X® — X* 4+ X34+ X2 — X 4 1 et le reste est R = 1.
Onad’R=0<2=d’Bet A=B(X° - X*+ X3+ X2 - X +1)+1.

4) Effectuons la division euclidienne de A = X%+ X3 +2X 4 9 par B = X° — 3X.
Ond’A=4<5=d°B donc A=B x 0+ A.

Le quotient est @ =0 et le reste est R=A = X4+ X3 +2X 4+ 0.

Corrigé de ’exercice 4.

Soit dans C[X] le polynéme :

P(X)=( —1)X3—(5i —11)X%2— (43+i)X +9+37i.

1) Vérifier que 7 est un zéro de P.

P(i) = (i—1)i®—(5i—11)i® — (43 +1)i + 9+ 37i
= 1+i+5i—11—43+1+9+37
0

Donc ¢ est un zéro de P.
2) Détérminer les nombres complexes a, b et ¢ tels queP(X) = (X —i)(aX? + bX + ¢).
Une premiere méthode consiste a effectuer une division euclidienne de P par X — 1.

(i—1)X% —(5i —11)X?  —(43+i)X +(9+ 374) X —i
j ) X2 (i—1)X2 +(10 — 64) X +(—37 + 94)
(10— 6i) X2 —(43+49)X
X2 +(6+10i)X
(=374 91)X +(9+ 37)
—(=37+9i)X —(9+374)
0

Donc P(X) = (X —i)[(i — 1) X2 + (10 — 6i) X + (=37 + 9i)].
Une deuxieme méthode :
(X —i)(aX? +bX +¢) aX?+bX?%+cX —iaX? —ibX —ic
P(X) = aX?+ (b—ia)X?+ (c—ib)X —ic.

Donc par identification, on a
a=1—1
b—ia=—-5i+11
c—ib=—-43—1
—ic =9+ 3Ti.
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On obtient alors
a=1—1
b=-5i+11+4i(i—1)=10—6¢
c= (94 37i)i=9i — 37.

3) En déduire toutes les racines de P.
PX)=0<=2—-i=0 ou (i—1)X%2+(10—60)X + (=37+9i) = 0.

A = (10 —6i)% —4(i — 1)(—37 + 9)
= 100 — 36 — 120i + 148i + 36 — 148 + 36i
= 484 64i
16(—3 + 44)

Cherchons les racines carrées de —3 + 4i.
Soit u = z + iy avec (z,y) € R%

u? = (x4 iy)? = =3+ 4i <= (2) 2?+9y% =5,

()+(2): 222 =2<=122=1<=z==+l.

(2)-(1): 22 =8<=y? =4+ y=+2,

(3): a2y =2>0donc z et y ont méme signe.

Donc les racines carrées de —3 + 4i sont 1 + 2i et —1 — 2i et A = [4(1 + 24)]? = §°.

Par suite

“b+05  —(10 — 6i) + 4(1 + 2i) —b—3  —(10 — 6i) — 4(1 + 2i)

Xi=— = 20i — 1) =02 et Xo =i = 20i — 1) =3+

D’ou les racines de P sont i, 5 — 2¢ et 3 + 44.

Corrigé de l’exercice 5.
On considere le polynome P(X) = X* — 3X3 + X2 +4.
1) Montrer que 2 est une racine de P. Préciser son ordre de multiplicité.
OnaP(2)=21-3x234+224+4=16—24+4+4=0. Donc 2 est une racine du polynéme P.
Ona P'(X)=4X3 - 9X2+2X. Donc P/(2) =4 x 2> —9x 22 +2x2=232—36+4 = 0.
Ona P?(X)=12X2 - 18X +2. Donc P"(—1) =12 x 22 — 18 x 2+2 =48 — 36 + 2 = 14.
Puisque P(2) = P'(2) = 0 et P”(2) # 0. Donc 2 est une racine d’ordre de multiplicité 2.
2) Factoriser le polynéme P dans R[X].

Puisque 2 est une racine d’ordre 2 du polynéme P alors (X — 2)? divise P.

X4 -3X3 4+X? 40X +4|X?% —4X +4
X4 —4X3 4+4X°2 X% +X +1
X3 —-3X2 +0X +4
X3 —4X? 44X
X2 —4X +4
X? —4X 44
0

Donc P(X) = (X —2)%(X2+ X +1). C’est la factorisation de P dans R[X] puisque c’est le produit
du polynéme (X — 2) de degré 1 un polynéme (X2 + X + 1) de degré 2 avec discriminant négatif.
3) En déduire la factorisation du polynéme P dans C[X].

On sait que le polynéme X2 + X + 1 admet deux racines conjuguées j et j.
Donc X? + X +1= (X —j)(X —j).
Dot P(X) = (X — 2)2(X = j)(X = J).
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Corrigé de ’exercice 5.
Soit le polynome P(X) = X%+ X2 +6X + 4.
1) Montrer que —1 est une racine de P. Préciser son ordre de multiplicité.
OnaP(-1)=(-1)*+(-1)2+6(-1)+4=14+1-6+4=0.
Donc —1 est une racine du polynome P.
Ona P'(X)=4X3+2X +6. Donc P'(—1) =4(-1)>+2(-1) +6=—-4—-2+6 = 0.
On a P’(X)=12X?+2. Donc P"(—1) = 12(-1)2 +2 =12+ 2 = 14.
Puisque P(—1) = P'(—1) =0 et P”(—1) # 0. Donc —1 est une racine d’ordre de multiplicité 2.
2)En utilisant la formule de Taylor, vérifier que P(X) = (X +1)%(X? — 2X + 4).
Soit @ € R et P un polynéme de degré n. La formule de Taylor donne

P pn)
P(X)=P(a)+ P'(a)(X —a)+ 2('a) (X —a)? 4+ n'(a) (X —a)™.
On écrit la formule de Taylor appliquée au polynome P au point a = —1. On obtient
P (~1 PO (—1 PW(-1
P(x) = P+ P+ 1)+ U o P e T (g
=0 =0

On a PO)(X) = 24X et PW(X) = 24. Donc P®)(—1) = —24 et P (—1) = 24. Dot :

PX) = D17 - X1 o (X4 1)
= T(X+1)2—4X +1)>4+ (X +1)*
(X+1)?[7T-4X +1)+ (X +1)?]

= (X +1)*(7—4X —4+ X2 +2X +4)
(X +1)%(X?*+2X +4).

3) En déduire la factorisation de P en produit de polynomes irréductibles dans C[X].
On résout I’équation 22 + 2z + 4 = 0 dans C.
Le discriminant est A = —12 = (21/3i)? = §2. Donc les solutions sont

b+ —242V3i

= =1 ;
21 %a B . +/3i
-b—6 —2-2V3i
29 5 5 V3i (20 =77)
Par suite

X2 42X +4=(X—2))(X —20) = (X +1 —V3i)(X + 1+ V30).

D’oit on obtient P(X) = (X + 1)%(X + 1 — v3i)(X + 1 + V/30).
C’est la factorisation de P dans C puisque P est le produit de polynémes de degré 1.
On peut factoriser directement le polynéome X2 4 2X + 4, en effet

X2 42X +4 = (X?4+2X+1)+3
(X +1)% — (V3i)?
X2 42X +4 = (X +1—V3i) (X +1+V30).

Corrigé de I’exercice 7.
Soit n > 2. Déterminer le reste de la division euclidienne du polynoéme
P,(X) = X", par le polynome X? —4X + 3.
La division euclidienne de P,(X) par X? —4X + 3 s’écrit :

P(X)=(X?-4X +3)Q(X)+ R(X) avec R=0 oud’R<2.

Donc le polynéme reste est de la forme R(X) = aX + b tel que (a,b) € R2.
D’autre part, X2 —4X +3 = X2 — (1+3)X +1x3 = (X — 1)(X — 3).
Donc P, (X) = (X — 1)(X — 3)Q(X) + R(X).
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En substituant & X les valeurs 1 et 3 les racine du polynome X2 —4X +3 = (X — 1)(X — 3), on
obtient P, (1) = R(1) et P,(3) = R(3) c’est-a-dire 1" = a + b et 3" = 3a + .
On résout donc le systeme
a+b=1,
{ 3a+b=3"
3" —1 33 3 —1 3-3"

et donc R(X) = 5 X+ 5

On trouve facilement a =

Corrigé de D’exercice 8.
1) Facorisation de X* + X2 + 1 dans C[X] puis dans R[X].
On résout dans C I'équation 2* 4+ 2% 4+ 1 = 0. On pose Z = 2%, I'équation devient Z? + Z + 1 = 0.
Les solutions sont données par Z; = j =e 5 et Zoy = j=e73

Donc 22 = e ou 22 =j=e 5"
247 i i
o 22=¢ 3 <> z=e3 ouz=-—e3.
o 2= =z=e 3 ouz=—€ 5.
(Les racine carrées de re? sont \/re'?/? et —/rei?/?).
Dans C[X] : v
X4 X2 41=(X —eT) (X +eT) X —e T X +e F)
Dans R[X] :
On utilise les identities suivantes :
(X —e®) (X —e ™) = X?—2cos(0)X +1
(X +e) (X +e ) = X?42cos(0)X +1

Donc en regroupant les polynémes qui ont des racines conjuguées on obtient :

i

X4 X241 = (X—eF)(X—e F)X +eF) X +e F)
(X% —2cos(m/3)X + 1)(X? + 2cos(7/3) X + 1)
(X2 - X+ 1)(X2+ X +1).

Autre méthode qui n’utilise pas la factorisation dans C[X].
Xt X241 = (X'4+2X%41) - X?
= (X2 +1)° — X2
(X24+1-X)(X2+1-X)

2) Factorisation de X® + X% + 1 = 0 dans R[X].
D’apres 1) on sait que :

X'+ X2 +1=(X*+X+1)(X*-X+1).
Donc
X84+ X'41 = (XD +(XH2+1
(X' + X2+ 1)(X* - X2+ 1)
(X24+ X+ D)(X2 =X+ 1) (X = X2 +1).

Il reste & factoriser X* — X2 +1 dans R[X]. Pour cela, on peut utiliser les racines complexes comme
dans 1) ou bien mieux utiliser Pastuce suivant :

X*-X?+1 = X*+2X%+1-3X?
= (X%41)? - (V3X)?
= (X?+1-V3)(X*+1-V3X)
Ainsi dans R[X] :

X X 1= (X2 + X+ D)X - X +1)(X? - VBX +1)(X? - V3X +1).
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X%+ X%+ 1 est le produit de polynomes irréductibles dans R[X] puisuqe se sont des trindmes de
discriminants strictement négatif.

3) Factorisation de X¢ + 9X? + 8 = 0 dans C[X] puis R[X].

On résout dans C 1’équation 264923 +8 = 0. On pose Z = 23, I’équation devient Z? +9Z +8 = 0.
On a A =49 > 0 donc 'equation admet deux racines réelles Z; = —1 et Zo = —8.

Donc z2 = —1 ou 23 = —8.
Méthode 1 :
o F=-l=F=(-1)P = (F)P=1

Donc = est une racine cubique de 'unite.
Or on sait que les racines cubiques de 1'unite sont 1, j et j2.

Doncﬁzlouﬁzjonﬁzj?
ccad z=—louz=—jouz=—j52
o P=-8=2=(2P=(FH)P=1

Donc 5 est une racine cubique de 'unite.
Or on sait que les racines cubiques de 1'unite sont 1, j et j2.
z z z
Donc — =1 ou — = j ou — = j2.
—2 e
cra-d z = —2 ou z = —2j ou z = —2j2.
Ainsi dans C[X] :

X0 49X 48 = (X +1)(X +j)(X +5°)(X +2)(X +2j)(X +25°).

Dans R[X] : On regroupe les polynémes qui ont des racines conjuguées et on utilise le fait que
jP=1let14+j+5*=0.

X+HX+5Y = X24+72X+jXx+5°
X2+ (2+NX+53
= X’-X+1.

(X +25)(X +25%) X2 4 252X + 25X + 453
X2 42052 + )X +45°

X2 -2X +4.

Ainsi dans R[X]
XP4+9X?+8=(X+1)(X +2)(X* - X +1)(X*—2X +4).

Méthode 2 :

Les solutions de I’équation X%4+9X3+8 = 0 sont les racines cubiques de —1 = 1e'™ et de —8 = 8¢’™.
Donc les solutions sont /1! (7/3+2k7/3) - {/Rei(m/3+2k7/3) " — 1, 2..

Clest-a-dire zj, = ! (7/3F2k7/3) 1 — 9ei(m/3+2k7/3) "} —(0,1,2..

On obtient alors zg = ei”/3, 21 = €T = —1, 25 = P7/3 = ¢77/3,

et 2 = 27T/3, 2 = 2e'™ = —2, 2 = 2e157/3 = 2e~i7/3,

Par suite dans C[X], X%+9X348 = (X —e™™/3)(X +1)(X —e™"/3)(X —2¢"/3)(X +2)(X —2¢™/3)
En regroupant les polynémes ayant des racines conjuguées, on obtient

X0 49X +8 = (X +1)(X +2)(X —e™3)(X — e ™3 (X —2e"/3)(X — 2e7/3)
= (X +1)(X +2)(X? —2cos(7/3)X + 1)(X? — 4cos(n/3) X + 4)
X049X?*+8 = (X +1)(X+2)(X? =X +1)(X?-2X +4)

4) Factorisation de P(X) = X? + X2 + X + 1 dans C[X] puis dans R[X].

X1 4 _

=0 X*=1

P(X)=0«<= X—-1 b = ’
(X)=0 {X;&l {X;él
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Donc les racines de P sont les racine quatrieme de I'unite différentes de 1.
Pour determiner les racines carrées de 'unite, on peut utiliser la méthode generale (voir cours) ou
bien remarquer que

A=1 = (*)?=1
— 22=1 ou 22=-1
<~ z=1 ou z=-1 ou z=1¢ ou z=-—i

Donc les racines de P sont —1,¢, —i et par suite puisque P est unitaire alors
Dans C[X] :
P(X)=(X+1)(X —i)(X +1).

Dans R[X] :
P(X) = (X+1)(X =) (X +1)
= (X +1)(X?*—1d?)
= (X +1)(X2+1).

5 Factorisation de P(X) = X7 + X6 + X® + X% + X3 4+ X2 + X + 1 dans C[X] puis dans R[X].
La méthode est semblable a celle du cas precedent.

x8-1 8 _

=0 X® =1
PX)=0<— X-1 T = ’
&0 {X#l {Xsél

Donc les racines de P sont les racine huitiéme de 'unite différentes de 1.
Les racines huitieme de 1'unite sont les nombres complexes z; tels que

i2km

zp=¢€ 8 , ke {0;1;2;..;7}.
Donc les racines de P sont :
i i . i3
z1=e4 29 =€e2 =1 23 =e¢ 4
in i5m —i3m i3m .
zg=e" =—1 25 =€ 4 =e 4 Zg=¢€ 2 = —1i

Donc dans C[X] :

i3 —i37 i

X +D)(X —e 3 )X+ (X —e7).

PX)=(X-eT) (X -))(X—e

Dans R[X] et apres regroupement des polynémes de racines conjuguées on obtient

37 —i37

PX) = (X+D)X-i)(X+)(X—eT) X —e )X —eT)X —e )
= (X +1)(X?—*)(X? —2cos(m/4) X + 1)(X? — 2cos(3m/4)X +1)
P(X) = (X4+1D)(X2+1)(X?=V2X +1)(X%+V2X +1).

Corrigé de ’exercice 9.
Effectuer la division suivant les puissances croissantes a ’ordre h de A par B c’est détérminer deux
polynomes Q et R tels que A = BQ 4+ X" R avec Q =0 ou d°Q < h.
1) Division suivant les puissances croissantes de A = X4+ X3 —2X + 1 par B = X2 + X + 1 & l'ordre 2.

1 —2X +0X2% +X% +X*%1 +X +X?

1 +X +X? 1 —3X 42X2

-3X -X? +Xx3 +Xx#
—-3X —3X? —3Xx3

2X2 44X3 +X*

2X? 42X3 42X4

2Xx3 —Xx4
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Donc le quotient est Q@ = 1 —3X + 2X? et le reste est 2X3 — X* = X3(2 — X) = X?T!R.
Onad'@Q<2et A= B(1—-3X +2X?)+ X3(2 - X).

2) Division suivant les puissances croissantes de A = X2 + 1 par B = X + 1 & I'ordre 3.

1 40X +X2 1 +X
1 +X 1 —-X +2X2% —2X3
-X +X?
-X —-Xx?
2X?2
2X2% 42X3
—2X3
—2X3 —2Xx*
2X4

Donc le quotient est Q = —2X3 +2X% — X + 1) + 2X* et le reste est 2X* = X3F!R.
Onad’@Q<3etA=B(-2X3+2X2-X +1)+2X%

3)Division suivant les puissances croissantes de A = X3 +5X par B = X3 + 1 a l'ordre 3..

5X +X3 1 +X3
5X +5X% 5X +X3
X3 —5X*
X3 +X6
—5Xx4 —X6

Donc le quotient @ = 5X + X3 et le reste est —5X* — X6 = X*4(—5 — X?) = X3+1R.
On a d’Q <3et A= B(5X + X3) + X*(-5 - X?).

4)Division suivant les puissances croissantes de A = X6 —2X4 + X3 4+ 1 par B = X3 + X2 + 1 a l'ordre 4..

1 40X +0X2 +X3 —2X* 40X° +X°6 14+X2 +X3
1 +X2 +X3 1 —-X2 —2x+4
—X? —2X4 +X6
—X? —X* —X°
-X* +X° 4+Xx6
—X* —X6 —Xx7
X% 4+2X6 + X7

Donc le quotient est Q = 1 — X2 — X% et le reste est X5 +2X%+ X7 = X5(14+2X + X?) = X'+ R.
OnadQ<4et A= B(l— X2~ X%+ X5(1+2X + X2).

10
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TD : Série n°3

Exercice 1. Décomposer en éléments simples dans C(X) puis dans R(X) les fractions rationnelles

1 X043 1

FO =gy W=y 0=y iy

Exercice 2. Décomposition en éléments simples dans R(X) les fractions suivantes :

X5 X’ +X+1 X°+1
FX)= = X)=——-F"———, HX)= ———
X'+ X2 +1 X?+3
KX - LX = .
(X) (X —1)(X2+3)’ (X) (X —1)3(X2%2+2)
Exercice 3. Décomposition en éléments simples dans R(X) les fractions suivantes :
X3 —4X+5 (X2+1)2 X?243X+5
FX)=———F ,GX)=-—+— - HX)= ————
(X) X2 —4 » G(X) (X —1)6° (X) X2 -3X +2
K(X) = 3X% —5X*+4X% - 11X + 1 () = X?
B (X2 + X +1)6 ’ B (X2 + X +1)2021°

Exercice 4. Soit la fraction rationnelle

1
F(X)_anl’ ot mneN*.
Montrer que
P(xX) = Til el 2= k=01 1
= — avec wp=e n = e, — 1.
n X_U)k k ) 3Ly ey

Exercice 5. Soit (uy,) la suite numérique définie par :

n
1
Y N* n = —_—
e, ;k(k+1)(k+2)
1. Calculer u,, en fonction de n.

2. En déduire la limite de wu,,.

cours en ligne
Sites.google.com [site/saborpcmath/
par whatsapp: 0638148874
FACEBOOK: SABOR PC
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TD : Série n°3

Corrigé de l’exercice 1.

1

eDécomposition dans C(X) puis dans R(X) en éléments simples de FI(X) = SCEwE

. Il est clair que F est une fraction irréductible dans C(X).
. F' possede 2 zéros simples 2i et —2i. Donc la décomposition en éléments simples de F s’écrit

a n b
X -2 X+2

F(X) =

. En multipliant les deux membres par (X — 2¢) puis on substitue & X la valeur 2i, on obtient alors

1 =
4 4
. En multipliant les deux membres par (X — 2i) puis on substitue & X la valeur —2i, on obtient
1 i
1 =—=-.
alors a = —- = - . ‘
Donc F(X) = ! + !

AX —2) " AX +20)

e Remarque La décomposition de la fraction rationnelle ou a # b s’écrit

-
(X —a)(X —b)

X—-a)(X-b) (b-a)X-a)(X-b (b—0a)

1 (X—a)— (X -b) 1 (le_Xla)

Ce résultat peut-étre par la suite utilisé directement.

00X +1
e
eDécomposition dans C(X) puis dans R(X) en éléments simples de G(X) = X oX Q)
.Ona Q(X) = X(X*—1). Les zéros de @ sont 0 et les racines 4™ de 1'unité. Ils ne sont pas des
zéros de P. Donc P et () sont premiers entre eux et par suite la fraction G est irréductible dans
C(X).

. Puisque d°P = 6 > 5 = d’Q, alors la partie polynémiale de G est le quotient de la division
euclidienne de P par Q.

. Dans R(X), G(X) est deja un élément simple de deuxieéme espece puisque G(X)

X6 +3|X5 —-X
X6 —x2 X
X2 +3

X?+3

D GX)=X+ ———.

onc G(X) + e
. G possede 5 poles simples 0, 1, —1, i et —i. Soit a un des poles alors le coefficient de 1’élément

simple dans la décomposition vaut
o

1
Donc pour o = 0, on obtient —3. Pour @ = £1, on obtient 1 et pour o = +4, on obtient 3

D’ou

3, 1 1 1
X TX—1 " X+1 " 2X—4)  2X+4)

G(X)=X
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. Dans R(X), la décomposition en éléments simples s’obtient a partir de la décomposition dans
C(X) en regroupant les éléments simples ayant des poles conjugues.

31 | | 1
GX) = X—25
(X) x T x-1i T xritax—y tax 4y
3 1 | XtitX—i
X) = x-2
G(X) X T x1 T xi ta xS ax w0y
D’ou
3 1 1 X
GX)=X— >
(X) xtx-itxritxe g

1

eDécomposition en éléments simples dans C(X) puis dans R(X) de H(X) =

P(X
On pose H(X) = QEX; Il est clair que H est une fraction irréductible.
On factorise le polynéme @) pour déterminer les poles de F.
OnaQ(X)=(X+1)%(X —1)(X?2+ X +1). Donc H possede dans C, 3 poles simples 1, j et j* et
un pole double —1.
Ona d’P =0 <5 =d’Q, donc la partie polynomiale £ de H est nulle.

Donc la décomposition en éléments simples de F' dans C(X) s’écrit alors

(X2 +2X +1)(X3 - 1)

a b c d e
H(X)= .
(X) (X+1)2+X+1JFX—leX—j+X—j2
On multiplie les deux membres de I’égalité par (X + 1)? et on évalue en X = —1, on obtient
1 1
a =

P12
On multiplie les deux membres de ’égalité pa X + 1 et on évalue en X = 1, on obtient
1 1

(IT+1)2(12+1+1) 12
Ona Q' (X) =2(X +1)(X® —1) +3X2(X + 1)2 Donc

Q) = 20+1)(° -1 +35%(+1)
= 35%(—j%)? car =1 et jZ+j+1=0
= 34°
= 3(;%)?

= 3 car =1

De méme on a

Q%) = 207+ DG -1 +3(*)*(* +1)°
= 207+ D)2 =D +37(=)* car j+j+1=0
= 3()°% car =1
= 3(;%)?
= 3 car j3=1
Donc . )
g6 _ 1 _PG) _ 1
Q) 3 Q%) 3
Pour déterminer b, on multiplie par X et on fa_i‘i tenldre i( — b&-oo, 015 obtient alors

0=0+b+c+d+e. D’oubz—c—d—ezﬁ—g—g——ﬁ: 1
Finalement la décomposition de H en éléments simples dans C(X) s’écrit :

1 3 1 1 1
C2X 124X +1) + 12(X — 1) +?,(ij) +?,(X—j?)'

H(X)=
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Dans R(X), la décomposition en éléments simples s’obtient & partir de la décomposition dans C(X)
en regroupant les éléments simples ayant des poles conjugues.

1 3 1 1 1
HX) = sy amen TE o) CAE ) K )

- 1 3 1 X—-72+X—j

T OTAX P AR RE D IE K )

B 1 3 1 2X — (> +7)
HX) = —xvip i@ T REoD AR (P )X 1)

Finalement

1 3 . 1 L 2N+l
22X 124X+ 12(X-1) 3(X2HX+1)

Corrigé de P’exercice 2.

X® P(X)
(X2+1)2 QX))
. P admet 0 comme seul zéro de multiplicité 2 et Q admet i et —¢ comme zéros de multiplicité 2.
P et Q n’ont pas de zéros communs dans C, donc P et @) sont premiers entre eux dans R[X] et
par conséquent F' est irréductible dans R(X).
.On ad’P =5>4=d°Q. La partie polyndémiale E de la fraction F est égale au quotient de la
division euclidienne de P par Q.

e Décomposition dans R(X) en éléments simple de F(X) =

X5 X4 +2X2 41
X% +2X3 +X| X
—2X3 —-X

Donc X% = X (X% +1)? 4+ (—2X3 — X) et par suite la partie polynomiale est E(X) = X et on a

X° —2X3 - X

TS G T e

. F n’admet pas de poles dans R. La décomposition de F' en éléments simples dans R(X) est de la

forme
aX +b cX +d

(X2+1)2  (X2+1)
. F' étant une fonction impaire : F(—X) = —F(X), donc

F(X) =X+

avec a,b,c,d € R.

x4 —aX+b+—cX+d__ +—aX—b+—cX—d
(X24+1)2  (X241) (X2+1)2  (X2+1)
L’unicité de la décomposition entraine que b = —b et d = —d et donc b = d = 0.
D’ou ¥ X
a c
F(X)=X .
D =X+ iyt
. Calcul de a.

On multiplie les deux membres de 1’égalité par (X2 +1)? et on substitue & X la valeur 7, on obtient
i° = ai, donc a = i* = 1.
. Calcul de c.
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on transfere les éléments connus a gauche et on simplifie :

X° X X X
(X2 +1)2 (X2 +1)2 X211
—2X3 — X X X
(X2+1)2  (X24+1)2 X241
—2X3 —2X X
(X2+1)2 X241
—2X(X2+1) X
(X2+1)2 X241
—2X _ cX
X241 X241
Par identification, on trouve ¢ = —2.

Autre méthode pour déterminer ¢ : on a

X cX
FX)-X =
(X) (X2+1)2+X2+1
—2X3-X X X
(X2+1)2  (X2+41)2 X241

On multiplie par X et on fait tendre X — +o00, on trouve que —2 = 0 + ¢, donc ¢ = —2.
Finalement

X 22X
(X2+1)2 X2+1

F(X)=X+

Autre méthode Puisque Q est de la forme (X2 + aX + b)™ avec X2 + aX + b sans racines
réelles (A < 0), alors il suffit d’effectuer des divisions euclidiennes successives des numérateurs par
X2 +1.

X5 X2 +1
X5 +Xx3 X3 —-X
_X3
—X3 -X
X
X5 X3—-X X

Donc X° = (X2 +1)(X® - X)+ X. Donc F(X) = + (1).

(X212 X241 ' (X211)2

X3 —X|[X? +1
X? 4+X| X
—2X
X3 -X 2X
3 —(x2 —
DOHCX _X—(X +1)X—2X ]:)OI'IC)(274_1—)(_)(274_1 (2)
En combinant (1) et (2), on obtient
2X X
FX)=X—-
) X2+1+(X2+1)2

X+ X+1  PX)

XX +1)P QX))

. Les zéros de @ sont 0 de multiplicité 4 et —1 de multiplicité 3. Comme P(0) = 1 # 0 et
P(—1) = —1 # 0 alors P et @ n’ont pas de zéros communs dans C, donc P et @ sont premiers
entre eux dans R[X] et par conséquent G est irréductible dans R(X).

.Onad’P=3<7=d°Q, donc la partie entiere E est nulle. E = 0.

e Décomposition dans R(X) en éléments simple de G(X)
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. Les poles de G dans R sont 0 de multiplicité 4 et —1 de multiplicité 3.
. La décomposition en éléments simples de G est de la forme
aq a9 as b1 b2 b3 b4

X) = b b bs b
=i tEry v it Ty

. La partie polaire relative au pole —1 de multiplicité 3 :
On a
PX)
X+ 1)IQu(X)’
Onpose X +1=Y c-a-dY = X — 1 (changement d’indéterminée).
Donc P(X)=(Y =12+ (Y —1)+1=Y3—3Y24+3Y —1+Y = Y3 —3Y2 +4Y — 1
et QX)) =Y -1 =Y*—4Y3 4 6Y? —4Y + 1.
On effectue la division suivant les puissances croissantes a l'ordre 2 = 3 — 1 de P(X) par Q1(X)
en négligeant les termes de degré supérieur ou égal a 3.

G(X) =

—1 4+4Y —-3Y2 +...| 1 —4Y 46Y? +...
—1 +4Y —6Y?2 —1 +3Y?
3Y2 4.

La partie polaire relative au pole —1 est donc

-1 N 3
(X+1)3  X+1

. La partie polaire relative au pole 0 de multiplicité 4.

onaG(X)= & on effectue la division euclidienne de P(X) par Q2(X) alordre 3 =4—1
X4Q2(X)
en négligeant les termes de degré supérieur ou égal a 4.
1 +X +X3 1 +3X +3X? +X3
1 +3X +3X% +X3 1 —2X +3X? —3X3
—2X —3X?
—2X —6X2 —6X3 +...
3X% +6X3 +...
3X2 49X3 ..
—3X3 4.

la partie polaire relative au pole 0 est donc

12,3 3

XiOxs T x2 X

Finalement

-1 3 1 2 3 3

X) = B T
GX) X 1P X411 Xt X3 X2 X

X5+1 P(X)
XX 12 QX))
. Les racines de @ sont 0 et 1 de multiplicité 2. On a P(0) =1 #£ 0 et P(1) =2 # 0, donc P et
Q@ n’ont pas de zéros communs dans C. D’out P et @) sont premiers entre eux dans R[X] et par
conséquent H est irréductible dans R(X).
.d°P =5>4=d°Q. La partie enti¢re de H est le quotient de la division euclidienne de P par Q.

e Décomposition en éléments simples dans R(X) la fraction H(X)

X° 1] X4 —2X3 4+ X2
X° —2X* 4+Xx3 X 42
2x4 —X3 1
2X* —4X3 42X
3X3 —2X2 +1
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On adonc E(X) =X +2et P(X) = (X +2)Q(X)+3X3—2X?+ 1, ce qui entraine que

3X3 —2X%2 41
HX)=X+4+2+ ——7——+
X) =X 424 oz =132
. H admet dans R deux poles de multiplicité 2 : 0 et 1. Donc la décomposition en éléments simples
de H est de la forme
o b, e . d
X2 X (X-12 X-1

HX)=X+2+

On pose
Hy(X) = HX)-(X+42)=2 40 ¢ 4
! B X2 TX T (x—1)2 T x—1
3X%-2X2+1  a b c d

+ s+

X2(X —1)2 “xtx (X-12"X-1

. On multiplie les deux membres de 1’égalité par X2 et on évalue en X = 0, on obtient : a = 1 ou
bien

33 — 222 +1

1 2 I B
a—ili%x Hi(x) = lim =1

a—0  (z—1)2
. On multiplie les deux membres de I’égalité par (X —1)? et on évalue en X = 1, on obtient : ¢ = 2,
ou bien

-2z +1
c= liml(x— 1)?H,(z) = lim L 2.
z—

r—1 3;‘2
. On multiplie les deux membres de 1'égalité par x et on fait tendre x — 00, on obtient :
3=0+b+0+d donc b+d = 3. Il suffit maintenant d’évaluer en une valeur particuliere (différente
des poles) par exemple
Hy(-1) :—1:1—b—|—§—g: 1—b—|—%—g, donc b—l—%: % ou bien encore 2b + d = 5.
On résout le systeme linéaire

Finalement

1 2 2 1
HX)= X +24 — + = .
X=X+ mryx+tx-me tx—1

Xt+ X241 P(X)

e Décomposition en éléments simples dans R(X) la fraction K(X) = X —1)(X2+3) = X))

. Les zéros de @ sont 1,v/3i et —/3i. P(1) =3 # 0, P(v/3i) = P(—/3i) # 0. Donc P et Q n’ont
pas de zéros communs dans C. D’ott P et @) sont premiers entre eux dans R[X] et par conséquent
K est une fraction irréductible dans R(X).

.Onad’P=4>3=4d°Q. La partie entiere E est la division euclidienne de P par Q.

X+ +X? +1|X3 —X2? +3X -3
X4 - X3 $3X?% -3X X +1

X3 —2X2 3X +1

X3 —X? 43X -3

-X? +4

Onadonc E(X)=X+1et P(X)=(X+1)Q(X)+ (—X?+4) de qui entraine :

B ~X’+4 _ P(X)
KX =X+1+ 55773 ~ o)

Par suite La décomposition en éléments simples de K est de la forme :

a +bX—|—c
X—-1 X243

K(X)=X+1+
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On pose
a bX + ¢
Ki(X) = K(X)-(X+1)= 520+ o5
X244 a bX +c
K X == = .
1(X) X-D(X?+3) X—-1 X°+3

. Calcul du coefficient a relative au péle simple 1 : On multiplie les deux membres de 'égalité par

X — 1 et en évalue en X = 1, on obtient a = %, ou bien
~ lim (s — 1)K (2) = lim — 4 23
a—$1_>11111’ 11‘—;_}1111 x2+374

Calcul de ¢ et d. On multiplie les deux membres de I’égalité par X2 +3 et on évalue en X = iv/3
(i7/3 racine de X2 + 3), on obtient

ﬁ \/gbi—i-c
7 —

—7(1 + V/3i) .
(1 —/30)(1 + /34) V3bi+
—7—7V3i

= ¢+ V3bi.

4
Donc \[
-7 —7v3
C—T et \/gb—T
D’ou :
c—_—7 et b—_—7
T4 T4
Finalement
O
KX)=X+1 .
X)=X+l+ 57+ 23
ou encore
3 TX+7

RX) =X 41+ 1= ~ixz 19)

, i, e . : X2 +3 P(X)
e Décomposition en éléments simples dans R(X) la fraction L(X) = X_1)P(X2+2) ~ QX))
. Les polynoémes P et @) n’ont pas de zéros communs dans C[X], donc ils premiers entre eux et par
suite la fraction L est irréductible dans R(X).
.Onad’P=2<5=d°Q, donc la partie entiere E est nulle. E = 0.
.Onal(X)= % avec Q1(X) = X?+2. On pose Y = X — 1, donc
PX)=X24+3=(Y+1)?2+3=4+2Y + Y2 et Q1(X)=X?+2=(Y +1)2+2=3+2Y + Y2
. Effectuons la division suivant les puissances croissantes de P(X) par Q1(X) a lordre 2.

4 42y +Y? 3 2y  4Y?
4 48y +3v?2 3 —2Y +5Y?
—2y —iy?
~2v iv? gy
1v? 4+2y3
Y2 4273 +Ly?
Y4V
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On en déduit que

4
442Y +Y? = (3+2Y+Y2)<3—Y+ Y2)+ —Y3*4-Y)
442y +Y?2 (342 +Y?) (53 -2V +5Y?) 4+ 5 Y3(4-Y)
Y3(3+2Y +Y2) Y3(342Y +Y?2)
4 2 1 4-Y
LY +1) = ———
¥+1) 33 9v2 27y | 27312y + V2
4 2 1 4—(X-1)
LX) = -
(X) BX 1P X 12 27X -1 27(X°+2)
D’ou
4 2 1 5-X
L(X) = —
M) =3x—1p aw—1 T T o) T e+

Corrigé de ’exercice 3.

X3 —4X+5  P(X)
X1 Q)

. La fraction F est irréductible dans R(X) puisque les polynomes P et @ n’ont pas de zéros com-

muns dans C. En effet, les zéros de ) sont 2 et —2 et ona P(2) =9#0et P(—2) =1#0.

On a

e Decomposition dans R(X) en éléments simple la fraction F(X) =

X3 —4X +5
FX) = S
_ X(X?—-4)+5
- X2 4
COX(XZ-4) 5
T Tx2-4 X214
(X +2)(X —2)
50 1 1 1 1 1 1
FX) = X+ 2 (oo~ - - .
(X) +4(X2 X+2) X (X ) ba(Xb Xa>
D’ou

5 5
4X-2) 4X+2)

F(X) =X +

(X2+1)?  P(X)

(X -1 QX))

. Le seul zéro de @ est 1 et ce n’est pas un zéro de P. Les polynoémes P et ) n’ont pas de zéros
communs dans C, donc P et @ sont premiers entre eux dans R[X] et par conséquent la fraction G
est irréductible dans R(X).

.On ad’P =4<6=d°Q, donc la partie polynomiale E de F est nulle. £ = 0.

. La fraction F' admet un seul pole 1 de multiplicité 6. Donc la décomposition de G en éléments
simples s’écrit :

e Decomposition dans R(X) en éléments simple la fraction G(X) =

a b c d e f
G(X)= .
O ) P VL0 S P SRy
On fait le changement d’indéterminée Y = X — 1< X =Y + 1.

(Y +1)2+1]2  (Y2+2Y +2)2
Yo - Y6
Y4 44Y3 +4Y2 +4Y2 +8Y +4
Y6
44 8Y +8Y2 +4Y3 + Y4
YG
4 8 8 4 1

Sy Ty Tyvity Tty

GX) =
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Finalement
4 8 8 4 1
G(X) = .
S S e e e S A S

_ X?+3X+5  P(X)
CX2-3X+2 QX))
.OnaQ(X)=X?-3X+2= (X —1)(X —2). Puisque 1 et 2 ne sont pas des zéros de P. Donc
P et @ sont premiers entre eux et par suite la fraction H est irréductible dans R(X).

. la décomposition dans R(X) en éléments simples de H est

e Decomposition dans R(X) en éléments simple la fraction H(X)

b
H(X):a—‘—ﬁ—kr,c_f ou a,b,c € R.
. . X?+3X+5
o = Mm HX)=lim s~
. . X?+3X+5
b= (X -DHX) = fim —mo— =9
. . X?2+4+3X+5
¢ = JmE=2HX) = fin ———7— =15
Donc
9 15
HX)=1—- — + ——
(X) X_1 X_2
e Decomposition dans R(X) en éléments simples la fraction
X? —5X444X?2-11X+1 P(X
K(x) = 220X +1_ P(X)
(X2+X +1)8 Q(X)
. Les zéros de @ sont j et j = j2 de multiplicité 6.
P(j) = 35° =5 +452 —11j+1 =352 —5j +452 - 115 +1 carj’=1
= 772 -16j+1=7(-1-45)—16j+1 carj>4+j4+1=0

P(j) = —23j—6%#0.

Puisque le polynome P est a coefficients réels, alors

P(j)=P(j) = -23j —6=—23 — 6 #0.

Donc P et @ n’ont pas de zéros communs dans C. D’olt P et ) sont premiers entre eux dans R[X]
et par consequent la fraction K est irréductible dans R(X).

. Puisque Q est de la forme (X2 4+ aX + b)™ avec X2 + aX + b sans racines réelles (A < 0), alors
il suffit d’effectuer des divisions euclidiennes successives des numérateurs par X2 + X + 1.

3X°% —5X* +4X? 11X +1 X2 +X +1
3X°% 3X* 43Xx3 X3 —8X2 +5X +7
—8X% —3X3 +4X? —11X +1
—8X* —8X3 —8Xx2
5X3 +12X2 —11X +1
5X% +5X? 45X
-23X -6

On déduit que : P(X) = (X? + X +1)(3X3 —=8X2 +5X +7) + (=23X — 6), ce qui entraine :

3X3 —8X24+5X+7 —23X —6

KX =—T(erx+p (XZ+ X +1)5
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3X3 —8X? 45X 47|X? +X +1

3X3 +3X? 43X 3X —11
—11X2%2 42X +7
—11X2 —11X —11
13X +18

On déduit que 3X3 —8X2 +5X +7= (X2 + X +1)(3X — 11) + (13X + 18), ce qui entraine

3X? —8X*+5X+7  3X-11 L 13X 418
(X2+ X415 (X2+X+1)* (X24+X4+1)5
Finalement
3X — 11 13X + 18 —23X — 6
K(X)= .
M= erxr T XX (O X 1P

X2 P(X)

e Decomposition dans R(X) en éléments simple la fraction L(X) = XZr X 1o = ox)

P a pour racine 0 et les racines de @ sont j et j2. P et Q n’ont pas de racines communs dans C,
donc P et @ sont premiers entre eux dans R[X] et par consequent L est irréductible dans R(X).

La méthode qu’on va utilisé pour cet exemple est la méme que celle utilisée pour la fraction K.
C’est-a-dire la division du numérateur par X2 + X + 1. Mais ici, c’est plus simple

XP=(X?+X+1)-X -1

Donc
_ X2 O (XP+X+1)-X -1
L(X) = (X2 X +1)2021 ~ (X2 4 X + 1)2021
Finalement
1 -X -1
L(X) = (X2 + X +1)2020 + (X2+ X + 1)2021'

Corrigé de I’exercice 4.
Soit la fraction rationnelle

1
F(X)*Xn_l, oui mneN".
Montrer que
1n71 Wi i2km
F(X)=— avec wp=e¢ » , k=0,1,...,n—1
nkzoX—w;c

11 suffit de décomposer la fraction rationnelle F' en éléments simples dans C(X).
F a exactement n poles simples qui sont les racines ni*™ de 'unité données par la formule

w,=¢en , k=01,...n—1.

La décomposition de F' en éléments simples dans C(X) s’écrit alors

n—1
(%)) a1 Qi —

Qg N
F(X) = 1 = ,
(X) X—w0+X—w1+ +X—wn,1 kZZOX—U/k’ ot ap € C

P(X
Si on pose F(X) = QEXi alors
ap = Plwy) = 1 La—— car wy = 1.
Q(wx)  nwp™'  nwp  on’ k

10
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Finalement

wo wy Wn—1
F(X) = n n 4 —n
( ) X —w +X—w1+ +X—wn_1
= wo w1 + +L
n(X — wp) (X —w) 7 (X —wn_1)
1 Wo w1 Wn -1
F(X) = e —
(X) n(X wg X w1+ +Xwn_1>
1 Wo w1 Wp,
F(X)=—- _
(X) n(X—wo+X—w1+ X —wy,— 1) ZX Wy

e Pour n = 3, les racines cubiques de I'unité sont 1,j et j

2. On obtient donc

1 1
X -1

. .2
J J
i)

e Pour n = 4, les racines 4*™°s de 1'unité sont 1,

—1,7 et —i. On obtient donc

13
,1 ZZ

=0

X -

wk

1 L
X -1

1 n 7 7
X+1 X—-i X+i/)

Corrigé de ’exercice 5.
Soit (uy,) la suite numérique définie par :

n

Vn € N*,
k=1

1) Calcul de u,, en fonction de n.
Soit la fraction rationnelle

1

u":Zk(k+l)(k+2)'

1
F(X) = .
(X) X(X+1D)(X+2)
b
Décomposons F' en éléments simples sur R(X). On a F(X) = )a( +—— X1 + X3 j_ 5
Puisque les poles de F' sont simples, alors
. . 1 1
@ = Imel@ = ey 2
. . 1
On a
1 R N SR
X(X+1)(X+2) 2X X+1 2(X+2)

11
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Donc
n 1
Uy =
P k(k+1)(k+2)
= < 1 1 1 )
- (k-
—~\2k k+1 2(k+2)
el &1 I~ 1
S I ED S NS
kalk k:1k+1 2k:1k‘—|—2
n n+1 n—+2
1 1 1 1 1
= 52 2 tixg
k=1 k=2 k=3

Finalement on a

2) Limite de (uy,).
Il est évident que

12
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TD : Série n°4

3 1 2 0 1 2
Exercice 1. Soit les matrice A= |0 3 1 e¢e B=|0 0 1
0 0 3 0 00

1. Montrer que B est une matrice nilpotente d’ordre 3.

2. En déduire AP pour tout entier naturel p.

01 1 1

. . . 1 0 1 1
Exercice 2. Soit la matrice A = 110 1
1 11 0

1. Calculer A2.

2. En déduire que A est une matrice inversible et déterminer son inverse.

Exercice 3. On considere les trois matrices

1 % % 1 1 1
00 5 0 0 1

1. Calculer Q5. En déduire que @ est inversible et expliciter Q1.

2. calculer D (on vérifiera que D est une matrice diagonale). Justifier que M = Q.D.Q
3. Démontrer que Yn € N, M"™ =Q.D".QQ
4

. Expliciter les neufs coefficients de la matrice M™.

Exercice 4. Résoudre les systémes suivants en utilisant la méthode du pivot de Gauss

2 4+ 4y + 2z = 10 y - (z,y,z) € R3.
2 — 2y 4+ z = —4 -y £z =2
y - e + y + z = 3
—3r1 4+ 9z — 223 + 3x4 + bxy = 4
1 — 3wy + w13 — 1y — 2x5 = 5
Sti  — 24z, + 4wy — 120, — dzy, = -8 (@nTTHTT) ERT
—r1 +  3xs — 2x4 + Tzs = 10
Exercice 5. Inverser les matrices suivantes :
5 4 3 1 2 i 2 -3 g _22 g _11
A= , B=12 0 -1), C=10 ¢ 2 D=
-3 5 L1 1 0 1 -2 -3 -2
! 0 1 2 1
1 00
E=1]a 1 0|, oua,betcsontdes nombres complexes.
b ¢ 1
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1 1 -1
Exercice 6. Soit la matrice A= (2 0 1
2 1 -1
-1 0 1
1. Montrer en utilisant la méthode de Gauss que A est inversibleet que A™' = | 4 1 -3
2 1 -2
r 4+ y — z =1
2. En déduire 'unique solution du systeme linéaire 2z + z = 2 ou
20t + y — z = 3
(z,y,2) € R3.
3. Par la méthode de Gauss et en discutant suivant les valeurs du parametre réel m, résoudre
2c + y + 2z =1
le systeéme linéaire suivant r — y + 22 = 2 , (1,y2) €R3
x + z = m

cours en ligne

Sites.google.com/site/saborpcmath/
par whatsapp: 0638148874
FACEBOOK: SABOR PC
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Corrigé TD Série n°4

Corrigé de l’exercice d.
1)Montrer que B est une matrice nilpotente d’ordre 3.

1
0
0



Ona B? # 0 et B®> = 0, donc B est nilpotente et son ordre de nilpotence est 3.
2)Calcul de A? pour tout entier naturel p.
3
0
0
. (

0

0

1
A:?)Ig

On sait que I3B = Bl; = B, donc B et I3 commutent et par suite on peut appliquer
la formule du bindme de Newton.

AY = 3L+ B)

p
= > CEBI) B
k=0
= CpBI3)'B° + C)(3L5)" ' B+ C) (313" *B® + C3(315)"°B® + ...

+ CP'(3L3)' B 4 CP(315)°B”

1 2
A = 3 1
0 3

10
01
0 0
+B

-1 .
AP = 3PI3+p3P B + %3}’—232, (car B'=0,Vi > 3)

3 0 0 0 p3r=t 2p3r! 0 0 Btz
AP=(0 3 0|+(0 0 p3»']+10 0 0
: 0 0 3 0 0 0 0 0 0
Donc
30 p3rl gpgrty K0l

A=o 3 !

0 0 3P
Corrigé de I'exercice 2.
1)Calcul de A2
0111 01 11
e |rorajfrora
1 101 1 101
1 110 1 110
3 2 2 2
. |23 22
A= 2 2 3 2
2 2 2 3
2)Montrons que A est inversible
3000 0 2 2 2
, (0300 2.0 2 2
A=loo3o0|T|2202
000 3 2220



1000 0111
0100 1011
2 _
A=31001 0l 1t211 01
000 1 1110
A% =31, +2A
A% =31, +2A A% —2A =3I,

<

— (A-21,)A=3I,
1

Donc A est inversible et son inverse est

A = %(A 1)

Ou encore
-2 1 1 1 —-2/3 1/3 1/3  1/3
g M2 n | 13 23 13 13
31 1 —2 1 /3 1/3 —2/3 1/3
1 1 1 =2 /3 1/3 1/3 -2/3

Corrigé de I’exercice 3.
1)Calculer Q*. En déduire que Q est inversible et expliciter Q.

Q> = QQ
1 1 1 1 1 1
= 0o -1 —=2].[0 -1 —2
0 0 1 0 0 1
100
Q> = (010
00 1

Donc |Q? = I5|.

Ona Q.Q = I; donc () est inversible et son inverse est| Q™! = Q|.
2)Calculer D (on vérifiera que D est une matrice diagonale). Justifier que M = QDQ).

D = QMQ
11 1 IS 11 1
= [0 -1 =2].10 § 3 0 -1 —2
0 1 00 % 0 0 1
11 1 11 1
= (0 -5 -1 0 -1 —2
0 0 1 0 0 1
100
D = (030
00 %



On remarque que D est bien une matrice diagonale.

Q'D=Q'Q.MQ
Q7 '.D=1I.MQ
QYD =MQ
Q'D.Q'=MQ.Q!
QtD.Q =M1,
Q'DQ'=M

Or on sait que Q7' = @ donc|Q.D.Q = M |
3)Démontrer que Vn € N, M" = QD"Q.

D=Q.MQ =

Lrvel

Initialisation : pour n = 0, on

Q.D°.Q

Q.D".Q

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N fixé. .

Q.13.Q)

= QQ

MO

Supposons que M"™ = QD" et montrons que M"*' = QD" Q?

M =

Mn+1 —
Conclusion : Vn € N, M" = QD"Q.

M™.M
Q.D".Q.Q.D.Q
Q.D".I3.D.Q
Q.D".D.Q
Q.D".Q

4)Expliciter les neufs coefficients de la matrice M™.

M"™ = Q.D".Q

1 1 1 "m0 0 1 1 1
= [0 -1 -2 o " o 0 -1 -2
0 0 1 o 0 (H") \o o 1
LG () L1l
= o —(§)" —2(%)” 0 -1 -2
0 0 (3) 0 0 1
L1=(3)" 1-2(3)"+(3)"
= (o " 2 -2
0 0 (1)
Corrigé de l'exercice 4.
’ r - 2y — z = =5
2x - 2y + z = —4 L3<—L3—2L1



r — 2y — 2z = =D

— 2z = 0 Lo<+— —1Ly
2y + 3z = 6 L3y +— Lo
r — 2y — z = =5 L1+— L1+ L3
2y + 3z = 6 Lo<+— Ly— 3L3
z = 0
r — 2y = -5 Li<+—Li+ L
z = 0
T =1
(0 = 3
z =0
Donc le systeme admet une solution unique (1, 3,0).
[ ]
3r — y + z = 5 Li<+— L3
2t +y — 2z =1
r — Yy + z = 2
4 + y + 2z = 3
(2 — y + z = 2
2r + Yy — z = 1 Lo+— Lo—214
3r — Yy + =z 5 Ly<+— L3— 3L,
L4 + y + 2z = 3 Ly<— Ly—4l,
(2 — y + 2z = 2
2y — 2z = —1
L oy — 3z = —5H
T — Yy 4+ z = 2
y — z = -1
2y — 2z = -1 L3 — L3 — 2L2
5y — 3z = =5 Ly<+— Ly—51
r -y + z = 2
y — 2z = —1
0 = 1
z = 0

Le systéme est donc incompatible a cause de la troisiéme ligne. Par consequent S = (.
[ ]

—3r1 + 929 — 223 + 3r4 + DTy = 4 Li<+— Lo
I - 3£L'2 + 3 - Ty - 2ZE5 = 0
8ri — 24x9 + 4z — 1224 — 4dxs = -8
—x7 + 3 — 2x4 4+ Tzs = 10
I - 31‘2 + 3 - Ty - 21’5 = 0
—3r1 + 9x9 — 223 + 3xry + Sxs = 4 Lo<— Lo+ 3L,
8r1 — 24x9 + 43 — 12v¢4 — 4da5 = —8 L3<+— L3 —8L,
—x1 + 3x — 24y 4+ Txs = 10 Ly+— L,+ L,



ry — 31’2 + T3 - Ty - 21’5 == 0

T3 - Ty = 4
— 4xy3 — 4dxy + 1225 = —8 Lg<+— Ls3+4L,
r3 — 3xy + Srs = 10 Ly<+— Ly— Lo
rT — 3[L‘2 + T3 — X4 — 21’5 = 0
T3 — Xy = 4
— 4xy + 8xy = 8 Lg<+— —]_/4L3
— 31’4 + 6£L'5 = 6
rT — 31‘2 -+ r3 — T4 - 21’5 = 0
T3 — Xy = 4
Tyg — 21‘5 = -2
— 3x4 + 65 = 6 L4 — L4 + 3L3
ry — 31’2 + X3 — x4 — 21’5 = 0 L1 — L1 + Lg
T3 — x5 = 4
Ty — 21’5 = -2
0 = 0

On élimine la quatrieme ligne. il nous reste donc 3 colonnes pivots a savoir z;, x3
et z4. Ce sont des inconnues principales et les autres inconnues z, et x5 des incon-
nues auxiliaires (ou inconnues libres ou parametres). On exprimera les inconnues
principales en fonction des inconnues auxiliaires.

ry — 3I2 + x3 — 4:[L‘5 = -2 L1<—L1—L2
T3 — Ty = 4
g — 2335 = =2
ry — 31’2 — 31’5 = —6
T3 — Xy = 4
T4 — 21’5 = =2
Finalement on obtient
r1 = —6 +3z9 +3x5
r3 = 4 +uxs
Ty = —2 +2$‘5

Le systeme admet une infinité de solutions et I'ensemble des solution est :

S = {(—6 + 3wy + 3x5, T, 4 + x5, —2 + 275, 15) / (79, 75) € R?}.

Corrigé de 'exercice 5.
e Ona

2 4

det(A) = a5

=10.— (—12) = 22.

Puisque det(A) # 0, alors d’aprés un théoreme du cours, la matrice A est inversible
et sa matrice inverse est :

gt L (5 -4y _ 1 (5 4
Tdet(A)\3 2 ) 2\3 2 )




e Pour des matrices M de taille n > 2, on va utiliser un théoréme du cours qui
consiste a transformer par des opérations élémentaires sur les lignes la matrice (M, I,,)
en la matrice (7,,, N). Dans ce cas M~! = N

[ ]

31 2 100 Ly +— Ls
2 0 -1 010
1 -1 1 0 0 1
1 -1 1 001
0 -1 010 Ly +— Ly — 2L,
31 2 100 Ly <— L3 — 3L,
1 -1 1 00 1
2 -3 01 -2
0 4 -1 10 -3 Ly ¢— L3 — 2L,
1 -1 1 0 O 1
0 0 5 1 =2 1 L3 <— 1/5Ls
1 -1 1 0 0 1 Li+— L, —Ls
0 1 =3/2 0 1/2 -1 Ly <— Ly +3/2L4
0 0 1 1/5 =2/5 1/5
-1 0 —-1/5 2/5 4/5 Ly +— L+ Ly
1 0 3/10 —-1/10 —=7/10

0 1 1/5 =2/5 1/5

0 0 1/10 3/10 1/10
10 3/10 —1/10 —7/10
001 1/5 -2/5 1/5
La matrice B est donc inversible et sa matrice inverse est :

O = o O =

1/10 3/10  1/10 L[ 3 1
Bt'=|3/10 —-1/10 -7/10| =~ (3 -1 -7
10
/5 —=2/5 1/5 2 —4 2
[ J
1 2 =3 100 Ly +— —il,
0i 2 010 Ly ¢+— —ily
00 i 001 Ly +— —ils
1 -2 3 —i 0 0 Ly L — 3iL,
0 1 -2 0 —i 0 Ly «— Ly + 2iL;



1 =220 -2 0 =3 Ly <— Ly +2iL,
o 1 0 0 —i 2
0O 0 1 0 0 =
100 — 2 —-3+4
010 0 — 2
001 0 O —1
Donc la matrice C' est inversible et sa matrice inverse est aussi triangulaire supérieure
—i 2 —3+4
Cl=10 —i 2
0 0 —1
[ ]
3 =2 0 -1 1000 L, +— Ls
02 2 1 0100
1 -2 -3 -200120
o 1 2 1 0001
1 -2 -3 =2 0010
0 2 2 1 0100 Lo+— Ly— 1L,
3 =2 0 -1 1000 Ly +— Ly —3L,
01 2 1 0001
1 -2 -3 -200 1 0
o1 0 0 01 0 -1
04 9 5 10 -3 0 Ly +— Ly —4L,
0 1 2 1 00 0 1 Ly+— L, — Ly
1 -2 -3 -20 0 1 0
o1 0 o0 0 1 0 -1
o0 9 5 1 -4 -3 4 Ly +— L3 — 5L,
o o0 2 1 0 -1 0 2
1 -2 -3 =20 0 1 O
o 1 0 0 0 1 0 -1
o0 -1 0 1 1 -3 -6 Ly +— —L4
o o0 2 1 0 -1 0 2
1 -2 -3 -2 0 0 1 0
o1 0 0 0 1 0 -1
oo 1 0 -1 -13 6
0 O 2 1 0O -1 0 2 Ly+— L,—2L;4
1 -2 -3 -2 0 0 1 0 L+ Ly +2L,
o1 o0 o o0 1 0 -1
oo 1 0 -1 -1 3 6
o o0 o 1 2 1 -6 -10



1 =2 =30 4 2 —11 =20\ [, L, +3Ls
0O 1 0 0 0 1 0 -1
0O O 1 0 -1 -1 3 6
0O O 0O 1 2 1 —6 —10
1 200 1 -1 —2 =2 Ly «— L, +2L,
0O 1 00 O 1 0 —1
O 0 10 -1 -1 3 6
O 0 01 2 1 -6 -10
10'00 1 1 -2 —4
01 00 O 1 0 -1
Ooo01o0 -1 -1 3 6
0001 2 1 -6 -—-10
Donc la matrice D est inversible et sa matrice inverse est
1 1 -2 -4
o o lo 1 0 -1
D™= -1 -1 3 6
2 1 -6 -10
[ ]
1 01 00
a 0010 Lo +— Lo —aly
b ¢ 1 0 01 Ls+— L3 — bl
1 00 1 00
01 0 —a 10
0O ¢c1 —=b 01 L3 <— L3 —cLs
1 0 0 1 0 0
010 —a 1 0

0 01 ac—b —c 1
Donc FE est inversible et sa matrice inverse est

E~!'= —a




Exercice 6.

-1 0
a). Montrer en utilisant la méthode du pivot de Gauss que A est inversible et que A™' = | 4 1
2 1
On considere les deux matrices A et Is 'une a coté de autre.
1 1 -1 1 0 0
A=12 0 1 I3=10 1 0
2 1 -1 0 0 1
On effectue les deux opération Ly «— Lo — 2L et L3 «— L3 — 2L, on obtient
1 1 -1 1 0 0
0o -2 3 . -2 1 0
0 -1 1 -2 0 1
On effectue les deux opérations L1 «— Ly + L3 et L3 +— —2L3 + Lo, on obtient
1 0 0 -1 0 1
0o -2 3 -2 1 0
0 0 1 2 1 =2
On effectues 'opération Ly <— Lo — 3L3, on trouve
1 0 0 -1 0 1
0 -2 0 -8 -2 6
0 0 1 2 1 -2
Finalement, on effectue 'opération Lo «— —%Lg, on arrive a
1 00 -1 0 1
I3=10 1 0 B=[4 1 -3
0 0 1 2 1 =2
Donc la matrice A est inversible et sa matrice inverse est
-1 0 1
Al'=B=(4 1 -3
2 1 =2
z 4+ y — z=1
b). En déduire I'unique solution du systéme linéaire { 2z + z=2 ,(z,y,2) € R
2c + y — z=3
11 suffit d’utiliser ’écriture matricielle du systéme et le fait que A est inversible (systéme de Cramer)
r 4+ y — z=1 11 -1 T 1
2x + z= = 20 1 |lyl=1|2
2t + y — z=3 2 1 -1 z 3
x 1
— AJy| =12
z 3
T 1
— |y|l=4"1]2
z 3
x -1 0 1 1
<= yl=[4 1 -3 2
z 2 1 =2 3
x -140+4+3 2
— yl=|4+2-9 | =1[-3
z 24+2—-6 -2
= r=2,y=-3,z=-2

1
-3
—2



Donc le systeme admet une solution unique (2, —3, —2).
2). Par la méthode du pivot de Gauss, et en discutant suivant les valeurs du parametre réel m,

20 + y + z=1

résoudre le systéme linéaire suivant r — y + 22=2 (x,y,2) €ER®.
T + z=m
2r + y + z = 1 L1 +— Lo
r - y + 2z = 2
x + z = m
r -y + 2z = 2
<~ 2¢  + y + z = 1 Lo +— Ly —214
T + z = m Ly «— L3 — Ly
r — Yy + 2z = 2
<~ Jy — 3z = -3 Lo +— 7%[/2
y - z = m-—2
rx — Yy + 2z = 2 L1 +— L1+ Ly
— y - 2z = -1
y - z = m-2 L3 — L3 — L2
T + 2z = 1
= y — z = -1
0 = m-1

Sim # 1 alors I’équation L3 serait impossible et donc le systéme n’admet pas de solutions. S = {.
Sim =1 alors I’équation L3 devient 0 = 0. On élimine cette troisieme équation et on obtient un

systeme a 2 équations et 3 inconnus.
{ T + 2z = 1
y — z = -1

Finalement, on obtient t =1 —z et y = —1 + 2.
Le systeme admet donc une infinité de solutions. S = {(1 —z,—-1+2z2,2)/z € R}.
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