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PROLOGO

La Estatica, es una ciencia de la Mecanica Tedrica, que estudia el equilibrio de diversos elementos
o0 sistemas estructurales sometidos a la accion externa de cargas puntuales y distribuidas, asi como de
momentos.

Por lo general, los textos base de Estatica, son muy voluminosos y, principalmente, se centran en
la descripcion tedrica, lo cual dificulta el proceso de aprendizaje a través de trabajos domiciliarios e
investigacién, conducentes a un mejor dominio de la materia.

El presente libro naci6, después de comprobar las grandes dificultades mostradas por los alumnos
en la resolucién de problemas aplicados en practicas calificadas y examenes, asi como en la realizacion
de sus trabajos domiciliarios.

Es por ello, que tomé el reto de escribir un libro, que haga mas did4ctico el proceso de estudio
individual, resolviendo para ello 125 problemas tipos en forma seria y con el rigor cientifico, propiciando
de manera més amena la convivencia con la Estatica.

En el presente libro, se tratan temas que en la mayoria de programas de las universidades se
analizan y que son muy importantes en la formacion profesional de los ingenieros civiles.

Como base se tomé la experiencia adquirida en el dictado de los cursos de Estatica en la
Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas, Universidad de San Martin de Porres y Universidad Privada
Antenor Orrego.

En mi modesta opinion, el presente libro es Unico en su género, tanto en la forma de resolucion de
problemas; asi como en su contenido, que no es una repeticion de otros textos, editados anteriormente.

El presente libro consta de 5 capitulos y bibliografia.

En el primer capitulo se analizan las diversas formas de las fuerzas y momentos, a las cuales
estan sometidas las estructuras.

En el segundo capitulo se estudian el equilibrio de estructuras simples, estructuras con rétulas
intermedias, estructuras compuestas y estructuras espaciales.

En el tercer capitulo se calculan los centroides en alambres y &reas, asi como, los momentos de
inercia de areas planas y de perfiles metalicos.

En el cuarto capitulo se analizan diversos tipos de armaduras, a través del método de los nudos y
método de las secciones.

En el quinto capitulo se calculan las fuerzas internas y se grafican los diagramas de fuerza axial,
fuerza cortante y momento flector para vigas, porticos, arcos y estructuras espaciales.

El presente texto esta dirigido a estudiantes de ingenieria civil y docentes que imparten los cursos
de Estatica; asi como, a ingenieros civiles, postgraduandos e investigadores en el area de estructuras.

Este libro se lo dedico a mis alumnos de Estética de la Universidad Peruana de Ciencias
Aplicadas, Universidad de San Martin de Porres y Universidad Privada Antenor Orrego; quienes con sus
consultas me motivaron a escribir el presente libro y con su energia renovada me permitieron culminar
con éxito este trabajo.

De manera muy especial, dedico el presente libro a la Ing. Leyda Yudith Suarez Rondon, una linda

venezolana, quien con su inteligencia, comprensién, apoyo constante, dulzura y belleza espiritual



conquistd mi corazon, rogando a Dios Todopoderoso nos conceda la oportunidad de seguir

compartiendo nuestras vidas, para continuar aportando al desarrollo integral de la sociedad.

Ph.D. Genner Villarreal Castro

genner_vc@rambler.ru

Lima, Julio del 2011
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CAPITULO 1
FUERZAS Y MOMENTOS

1.1 OPERACIONES CON VECTORES

PROBLEMA 1.1 ¢ Sera correcto afirmar que los dos sistemas mostrados son equivalentes?
[T

7N 25N

A 24N A

Sistema | Sistema Il
Fig. 1.1

Solucién:
Para que ambos sistemas, sean equivalentes, las fuerzas del sistema | debieron estar orientadas tal

como se muestra en la figura 1.2, que lo denominaremos como Sistema Ill, cuyo valor de la

resultante lo determinamos por la ley del paralelogramo.

R, =V7?+24% = 25N

24N

Fig. 1.2
En consecuencia, los sistemas | y Il no son equivalentes, a pesar que la resultante del sistema | tiene

la misma direccion y sentido que la fuerza Unica del sistema II.

PROBLEMA 1.2 Si P=76KkN y Q =52kN, determine en forma analitica la resultante de P y Q

32m




Solucioén:

Calculamos el angulo que forma el vector P con la vertical y el angulo que forma el vector Q con la

horizontal.

o= arctg(lGj = 26,56°
32

12
=arctg| =— | = 26,56°
B 9(24]

\

‘
Q

Fig. 1.4

De esta manera, el 4ngulo que forman los vectores P y Q es 0=2.26,56+90=14312° y la

resultante se calculara por la formula:

R =/P? + Q2 + 2PQc0s 0 = /762 + 522 + 2.76.52.c05143,12° = 46,45kN

Para determinar el angulo que forma la resultante con Q, aplicamos la ley de senos (figura 1.5):

R _ P = v =79,09°
sen36,88°  seny

El &ngulo que formaré la resultante con el eje horizontal sera de 52,53°.

PROBLEMA 1.3 Para la estructura mostrada en la figura 1.6, se pide:

a) Descomponer la fuerza de 360 Ib en componentes a lo largo de los cables AB y AC. Considerar

o =55y B=30°.

b) Silos cables de soporte AB y AC estan orientados de manera que las componentes de la fuerza
de 360 Ib a lo largo de AB y AC son de 185 Ib y 200 Ib, respectivamente. Determinar los angulos

ayp.



da

r 360 Ib
Fig. 1.6

Solucioén:
a) Como la estructura debe de encontrarse en equilibrio, por lo tanto, aplicamos el triangulo de

fuerzas, mostrado en la figura 1.7

P =360 Ib

Fig. 1.7

Aplicamos la ley de senos y obtenemos los valores de las fuerzas en los cables AB y AC

P 360
sen/;’aBO0 “senos’ Pas =180,69lb

Poc _ 30 b 296020

sen55°  sen95’
b) Analizamos el triangulo de fuerzas, mostrado en la figura 1.8 y aplicamos la ley de senos para

determinar los angulos o y B

P =360 Ib




185 = 200 = sena. =1,08senpB (@)
senf  sena

360 =200 s +108cosp=1944  (b)
sen(180° —(a.+B)| sena

Aplicamos en la ecuacién (a) el principio que Sena =-/1—cos®a vy senf} = \/1—(:052 B,
reemplazando luego COS[3 de la ecuacién (b) en la ecuacion (a), obteniendo:

a=216°

B=19,9°

PROBLEMA 1.4 La longitud del vector posicién r es de 2,40m (figura 1.9). Determine:

a) La representacién rectangular del vector posicion r
b) Los angulos entre r y cada uno de los ejes coordenados positivos

Solucién:
a) Descomponemos r en dos componentes como se muestra en la figura 1.10. Por trigonometria

obtenemos:
r, =rcos40° = 2,4cos40° =1,84m

Iy = rsend0® = 2,4sen40° =1,54m
En forma anéloga, descomponemos My €N Iy I
r,=r, cos50° =0,99m
r, = rxysen50° =118m

Por lo tanto, la representacion rectangular de r es:
r=ri+rj+rk=0099+118j+184k

Z
A
r
40°
0 Y
o0”
X
Fig. 1.9



r,=rcos 40°

40°

50°

X
L r,=rsen40°

Fig. 1.10
b) Los angulos entre r y los ejes coordenados, los calculamos por las siguientes ecuaciones:

0, =arccos 5| = arccos 0.99 =65,6°
r 2,4

r
0, = arccos( j = arccos£12’18] =60,5°

v
r

0, = arccos %2 | arccos 184 =40,0°
r 2,4

Dichos angulos se muestran en la figura 1.11 y como se puede apreciar, no fue necesario

calcular 0, , porque ya estaba dado en la figura 1.9

Z

0,= 405

0,= 60,5°

0,= 65,6°

Fig. 1.11



PROBLEMA 1.5 Encuentre la representacién rectangular de la fuerza F cuya magnitud es de 240N

z

S
A
P 3m
0
X A
\ Y

Fig. 1.12
Solucién:
Como se conocen las coordenadas de los puntos O y A sobre la linea de accién de F, entonces
escribimos el vector OA (vector de O hasta A) en forma rectangular (figura 1.13), expresado en
metros:
OA =-4i+5)+3k
Luego, el vector unitario de O hasta A sera:
- OA _ —4i+5j+3k
OAl /(-4 +5% +3

=—0,566i + 0,707 j+ 0,424k

Asimismo, se tendra:
F = 240(-0,566i + 0,707+ 0,424k) = —135,84i + 169,68 +101,76k

Las componentes rectangulares de F se muestran en la figura 1.14

101,76N



PROBLEMA 1.6 Dado los vectores:

A=6i+4j—k (N)
B=j+3k (m)
C=2i—j+4k (m)

Determinar:

a)
b)
<)
d)
e)

f)

AB
La componente ortogonal de B en la direccion de C

El &ngulo entre Ay C
AxB
Un vector unitario A perpendicular a Ay B

AxB.C

Solucioén:

a)

b)

c)

d)

e)

f)

Aplicamos la siguiente ecuacion, obteniendo:

AB=AB, +A B, +A,B, =6(0)+4QL) +(-1)(3 =INm

El signo positivo, indica que el angulo entre A y B es menor que 90°

Si O es el angulo entre B y C, se obtiene de la ecuacion:

Booso =B, =B.C = (j+ak). A-dtAk WD+, 0,
C X/ZZ + (=12 + 42 J21
Si o es el angulo entre A y C, se encuentra de la siguiente ecuacion:
COScL = p A = égz 6i+4j—k | 2i-j+ak _6(2)+4(-D)+(-D(4)
AC  [62+4%+(-1)? 22 +(-1)% +42 \/53+/21
cosa =0,1199 = o =831°

El producto cruz de Ay B es:
i j k| ]i j K
AxB = A, Ay A, =6 4 -1=i
B B B 01 3

X y z

-1 4 ) .
=13i—-18j+6k (m)
1 3

6
k
01

.6—+
J03

El producto cruz A x B es perpendicular a A y B. Por lo tanto, un vector unitario en esa direcciéon

se obtiene dividiendo A x B, que fue evaluado anteriormente, entre su magnitud:
AxB  13i-18j+6k
AXB| 132 4 (-18)% + 6

= 0,565i — 0,783+ 0,261k

Como el negativo de este vector es también un vector unitario que es perpendicular a A y B, se

obtiene:

A ==£(0,565i —0,783j + 0,261K)

El triple producto escalar AXB.C se evallia usando la ecuacion:

10



A, A, Al 4 -1
1 3 03 0 1 ,
AXBC=B, B, B, =0 1 3/=6 —4 T+ (-1) = 68N.m
~1 4 2 4 2 -1
C, C, C,, 2 -1 4

PROBLEMA 1.7 Determinar a, b y c; tal que (a; 3; 5) x (20; -30; -60) = (b; 400; c)
Solucion:

Reemplazamos valores y obtenemos:

i J k
| 3 5 |a 5 a 3
AxB =|a 3 5 | =1 -] +
-30 -60 °j20 -60 20 -30
20 -30 -60

AxB = -30i — (—60a —100) j + (—30a — 60)k
Por dato del problema:

AxB = bi +400j+ ck

Luego:

b=-30

400 =60a+100 = a=>5

¢ =-30(5) —60 =—-210

1.2 FUERZAS CONCURRENTES

PROBLEMA 1.8 Si R es la resultante de las fuerzas P y Q, determine Py Q
Y

25°
50° 22 62°
R= 260 Ib

Fig. 1.15
Solucién:

Y
Psen25°

I
+Qsen50°

Fig. 1.16
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De acuerdo a la figura 1.16, las representaciones rectangulares de P y Q son:
P = Pcos25°i + Psen25° j
Q =-Qc0s50°i — Qsen50° |
La resultante de P y Q se encuentra sumando sus componentes:
R=P+Q=(Pcos25° —Qcos50°)i + (Psen25° —Qsen50°)j  (a)

Segun dato del problema, expresamos la resultante R en funcién de sus componentes rectangulares:

R = 260c0s 22,62°i — 260sen22,62° j = 240i —100j (b)
Igualamos las ecuaciones (a) y (b) y obtenemos:
P =588Ib
Q =455Ib

PROBLEMA 1.9 La fuerza R es la resultante de las fuerzas P;, P, y P53 que actlan sobre la placa

rectangular de 0,6m x 1m. Determinar P; y P, si R =40kN y P, = 20kN

i
300 | 300
o // R
o 4
© /
l//’/" 30°
R X
o e
(@) \
< A
R
Fig. 1.17
Solucién:
Este problema lo podemos resolver de 2 formas:
1lra FORMA:
R, = Z F = P, c0s63,43° + P, cos53° — 20 = 40cos 30°
0,45P, +0,60P, = 54,64 (a)
R, = Z F, = P,sen63,43° — P,sen53° = 40sen30°
0,89P, —0,80P, = 20 (b)
Resolvemos las ecuaciones (a) y (b), obteniendo:
P, = 62,32kN
P, = 44,33kN

12



2da FORMA:
Escribimos las fuerzas en forma vectorial:
P, = P, c0s 63,43%i + P,5en63,43° |
P, =P, c0s53%i — P,sen53° j

P, = —20i

R =40c0s30°i + 40sen30° j

Como la fuerza resultante R se determinara de la ecuaciéon vectorial:
R=>F=P +P,+P,
40c0s30°i +40sen30° j = (P, c0s63,43° + P, cos53° — 20)i + (P,sen63,43° — P,sen53°%)
De esta manera, se obtienen las ecuaciones:

P, c0s63,43° + P, cos53° — 20 = 40cos 30°
P,sen63,43° — P,sen53° = 40sen30°

Estas ecuaciones, son las mismas que (a) y (b), obteniendo los mismos resultados, es decir:
P, = 62,32kN

P, = 44,33kN

PROBLEMA 1.10 Un pequefio aro tiene una carga vertical de peso P y esta sostenido por dos

cuerdas AB y BC, la dltima de las cuales soporta en su extremo libre un peso PQ =100N, como se

observa en la figura. Determinar la magnitud del peso de la carga P y la tensién de la cuerda AB, si

el sistema se encuentra en equilibrio.

Fig. 1.18
Solucioén:

Efectuamos un corte y analizamos el equilibrio del nudo B




> F =0 —  100c0s30° — T,; C0S45° =0 s T =12247N

Z F, =0 = 100sen30° +122,47sen45° —P =0 .. P =136,60N

PROBLEMA 1.11 Sea R la resultante de las tres fuerzas mostradas. Si P, =110lb, P, =200Ib y

P, =150Ib , determinar:

a) La magnitud de R
b) Los cosenos directores de R
c) El punto en que la linea de accion de R interseca al plano YZ

Z R

Fig. 1.20
Solucién:
a) Las fuerzas son concurrentes en el punto A (figura 1.21), por lo que pueden sumarse
inmediatamente. Como las fuerzas no se encuentran en un plano coordenado, conviene usar

notacion vectorial.
Un método para expresar cada una de las fuerzas en notacion vectorial es usar la forma F = FA,

donde A es el vector unitario en la direccién de la fuerza.

De esta manera, se tendra:

P, =110

P, = 2000, =200 °C _p00| - ZATAIDT |11 561 4 84,52
AC (2% +(2tg25°)?

P, =150)5 =150 "2 ~ 2+ 21g40"k

=150[ 2 0\2
AB J(-2)? + (2tg40°)
La fuerza resultante estara dada por:

R=>F=P, +P, +P, = (~181,26 ~114,90)i + (110 +84,52) j + 96,42k

] =—-114,90i + 96,42k

R =-296,16i +194,52]+ 96,42k

14



b)

La magnitud de la resultante R es:
R = \/(—296,16)2 + (194,52)2 + (96,42)2 =367,21lb
< R

2tg4Q°pies
R
2tg25°pies /
—Y
(¥
Fig. 1.21

El vector unitario A en la direccion de R es:
- E _ - 296,161 +194,52 )+ 96,42k _ _0:807i+0,530+ 0,263k

R 367,21

Los cosenos directores de R y los angulos entre R y los ejes coordenados son:

cos0, =-0,807 = 0, ,=1438°
cos6, = 0,530 = 0, =58°
cos0, =0,263 = 0, =74,8°

Sea D el punto en que la linea de accién de la resultante R interseca al plano YZ. La distancia

horizontal € y la distancia vertical h, mostradas en la figura 1.22, pueden determinarse por

proporciones:

e h 2
19452 96,42 296,16

De donde:
e =1,314pies
h =0,651pies
De la figura 1.18, las coordenadas del punto D son:
Xp =0
Yy, =e=1314pies
z, =h =0,651pies

15



2pies

Fig. 1.22

PROBLEMA 1.12 Tres tensiones T,,T,, T,, generadas en cables, actGan en el punto A del mastil

OA. Si la fuerza resultante de las tres tensiones es R = —4OOE (N), determinar la magnitud de cada

tension en los cables.

Z

Solucién:

Se sabe que F=F\
Luego, analizamos cada cable en forma separada.
CABLE AB:

AB _ -10j-12k
AB[(~10) + (-12)°

Apg = = -0,64j—0,768K
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13

T, = Ty A pg = —0,64{T, —0,768KT,

CABLE AC:
hpo = 2C __BIZ12K 4 447i- 0,804k
AC [62 +(-12)2
T, =T, hac = 0,447iT, —0,894KT,
CABLE AD:
hp = D ZHH3ITIZK 4 3084 0,231j - 0923k

AD| [(C4)? + 37 1 (-12)?
T, =T, o = —0,308iT, +0,231jT, —0,923KT,
Determinamos la resultante de la accion de las tres fuerzas:

R= 'T'l + 'T'z + 'T'3 =(0,447T, —0,308T,)i + (-0,64T, +0,231T;) j+ (-0,768T, —0,894T, —0,923T, )k
Por condicion del problema:

R = —400k
Esto significa que:
0,447T, -0,308T, =0 =  T,=0,689T,
—0,64T, +0,231T, =0 =  T,=0361T,

—0,768T, —0,894T, —0,923T, = —400

Reemplazamos valores en esta ultima ecuacion y obtenemos:

T, = 220,24N
T, =151,74N
T, =79,50N

MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN PUNTO. TEOREMA DE VARIGNON

PROBLEMA 1.13 Una placa rectangular delgada esté sostenida por los soportes de bisagra en Ay B
y por dos cables PQ y RS, cuyas tensiones son 200N y 300N, respectivamente.

a) Determinar el momento de la fuerza ejercida por el cable PQ respecto al punto A

b) Determinar el angulo que forma el cable RS con la linea RT

Solucion:

a) Lafuerza en el cable PQ lo denotamos como P y en forma vectorial es:

p—200"Q _5pp__—041+03j-08k _,,,-04i+03j-08kK
PQ J(0.4)2 +0,3% + (-0,8)° Jogo

P = —84,8i +63,6j —169,6k
Para el momento, respecto a “A”, elegimos un vector I,, que va desde A hasta P (punto que

pertenece a la linea de accion PQ)
Iy = 0,8k

17



Luego:
i j K
Mapy =TeXP=| O 0 0,8
-848 636 -169,6
Mupy = —50,88i — 67,84 (N.m)

_io 08| | o 0,8+0
636 —169,6

= 84,8 -169,6

100cm

40cm
80cm
Z 40cm

Fig. 1.24
b) Determinamos los vectores Igg, I'rr Y calculamos el angulo que forman dichos vectores
ks = 0,4i+j—-0,8k
Iy = 0,4i —0,8k
RS RT  04i+j-08k 0,4i —0,8k
RS'[RT| J0,42 +12 +(-08)* /0,47 +(-08)?

COSO = ApgApr = =0,667

o = arccos(0,667) = 48,16°

PROBLEMA 1.14 Una placa rectangular esta sostenida por dos ménsulas en Ay B y por un cable

CD; sabiendo que el momento de la tension respecto al punto A es — 7,681 + 28,8j+ 28,8k (N.m),

determinar el médulo de la tensién en N.

0

-84,8 63,6



Solucioén:
La fuerza en el cable CD lo denotamos como P y en forma vectorial es:
= CD -0,3i+0,24)-0,32k

P-p— —p, — (~0,6i +0,48j — 0,64k)P
CD|  /(-0,3)% +0,242 + (~0,32)°

Para el momento respecto a “A”, elegimos un vector I, que va desde A hasta el punto C (punto que
pertenece a la linea de accion CD)
I =0,3i+ 0,08k

Luego:

M,=r.P=/03 0 008 |=i
0,48P —0,64P| '-06P —064P |-06P 0,48P
—0,6P 048P —0,64P

i ' K
. ‘ 0 0,08‘ ‘ 0,3 0,08‘ ‘ 0,3 0 ‘
-] +k
M, =-0,0384Pi +0,144Pj+0,144Pk

De donde:
P =200N

PROBLEMA 1.15 La puerta batiente se mantiene en la posicién mostrada en la figura, por medio de

dos cables AB y AC y, adema4s, por las bisagras mostradas. Si las tensiones en los cables son
T, =30lby T, =90Ib . Determinar:
a) La magnitud de la fuerza resultante

b) ElImomento de la fuerza tensional T1 respecto al punto C
V4

’LQ.\Q'%’ 1

Solucion:

a) Determinamos las coordenadas de los puntos A, B y C, de acuerdo a la figura 1.27
A(2;0; 4)
B (5; 2,819; 1,026)
C (0; 2,819; 1,026)

19



\eS
s 3sen20° = 1,026pies

20°
3c0s20° = 2,819pies
Fig. 1.27
Luego:
A —31-2819j+2974K _ _ 4591 0,555+ 0,585k

BA —
J(=3)% +(=2,819)° + 2,974

T, = T, Ags = 30.(-0,591i — 0,555] + 0,585k) = —17,73i —16,65j+17,55k
2i — 2,819j + 2,974k
J22 +(=2,819)% +2,974°

hea = =0,438i - 0,618j + 0,652k

T, =T, A, =90.(0,438i —0,618] + 0,652k) = 39,42i — 55,62 + 58,68k
En consecuencia:
R=T,+T, =2169i—72,27j+76,23k

La magnitud de la fuerza resultante:

R| = /21,69” + (-72,27)* + 76,23” =107,26lb

b) Para el momento respecto a C, elegimos un vector ., que va desde C hasta B (punto que

pertenece a la linea de accion de la tensién T,)

leg = Si
[ J k
M. =rXT, =| 5 0 0
-17,73 -16,65 17,55
| 0 0 | 5 0 5 . _
M. =i -] +k =—87,75]—83,25K (Ib.pie)
-16,65 17,55 °-17,73 17,55 |-17,73 -16,65

PROBLEMA 1.16 Si las magnitudes de las fuerzas P=100N y Q=250N (figura 1.28),

determinar:

a) Los momentos de Py Q respecto a los puntos Oy C

b) Las distancias perpendiculares entre los puntos O y C y las fuerzas Py Q
Solucion:

En este caso es conveniente utilizar la forma vectorial:

p =100 B _100f “ON1=081+036K ) o04i 6ogj+ a1k (v
AB 0,860

Q= 250% = 250 M =—202,9i +146,1k (N)
DB 0,616

20



D

600mm
X
Fig. 1.28

Para el caso de los momentos respecto al punto O, elegimos un vector I',; que va del punto O hasta
B (punto que pertenece a la linea de accion de los vectores P y Q) y para el caso de los momentos

respecto al punto C, elegimos el vector .5 que va del punto C hasta el punto B, escribiéndolos en

forma vectorial:
ros = 0,36k (m)

reg =—0,6] (M)

Ahora, determinamos los valores de los momentos respecto a los puntos O y C, posteriormente las

distancias requeridas.
a) El momento de P respecto al punto O sera:

—25i —34,9K (N.m)

i J k
Mopy =TogXP =| 0 0 0,36 = 25,1i — 20,9j (N.m)
-581 -698 419
El momento de P respecto al punto C es:
i J k
Mcpy =TeeXP =| 0 -0,6 0 |=
-581 -698 419
El momento de Q respecto al punto O sera:
i J k
Moy =TeeX@ = 0 0 0,36 =-73,0j (N.m)
-2029 0 1461
El momento de Q respecto al punto C es:
i J Kk
Mcg =leeX@=| 0 -06 0 |=
-2029 0 1461
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b) La distancia perpendicular del punto O a la linea de accion de P puede determinarse por:

Mop,  +/251% +(~209)*
P 100

La distancia perpendicular del punto C a la linea de accion de P es:

Mepy  /(-251)° +(-34,9)°
P 100

La distancia perpendicular del punto O a la linea de accion de Q puede determinarse por:

M [r 2
Moo _CT30F _ 4 g9

dop =

=0,327m

dep = = 0,430m

d
®0Q 250

La distancia perpendicular del punto C a la linea de accion de Q es:

M —87.7)% + (-121.7)?
o= 2 = (87,7 +( )" _ 0,600m
Q 250

d

PROBLEMA 1.17 Si el momento combinado de las dos fuerzas, cada una de magnitud P =100N
respecto al punto “H” es cero. Se pide:
a) Determinar la distancia “d” que localiza a “H”

b) Determinar el angulo que forman las lineas EC y EB

Z
E 3m G
3m i
| P
D  ¥F &
1 ‘\ F \\\
i \‘\ \\‘
T LR oY
3m P ¥ ;d
\ H
Al \
X B
Fig. 1.29

Solucién:

a) Calculamos los momentos respecto al punto “H”

o EC 3j-3k :
Pee =P, = 1OO.E = 100.32+—(_3)2 =70,71j-70,71k
Mye =—d.
i i k
P | 0 0 |-d 0 -d O
Mi=r,xP,=-d 0 0 |=i -] +k
70,71 -70,7 0 -707 0 707
0 7071 -707
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b)

M} =-70,71dj—70,71dk

P =P, =100. 25 —100.— 2 *31=3K 577511 57,73j-57.73k
|EB| 37 +32+(=3)°
re = (3—d).
! j K 0 0 B-d) 0
M =r xP, =/(3—-d) 0 0 |=i i +
4 = N2 = (3-0) ‘57,73 —57,73‘ Js773 —57,73‘
57,73 57,73 —57,73
B-d) 0 .
k = (3—d).(57,73)j+ (57,73).(3—d)k
5773 5773 (3—d).(57,73)j+(57,73).(3—d)

Luego, por condicién del problema:
M2 +M72 =0
—70,71d + (3—d).(57,73) =0

d =1,348m
Determinamos el angulo que forman las lineas EC y EB
ree =3j—-3K
ro =3i+3j—3K

_EC EB _3j-3k 3i+3j-3k _ 9+9
[EC| [EB| V18 V271 V18427

= o = arccos(0,8165) = 35,26°

COSO = Apc Agg =0,8165

PROBLEMA 1.18 Determinar el momento de la fuerza de 50kN respecto al punto A (figura 1.30).

a)
b)

Usar el método vectorial.
Usar el método escalar colocando las componentes rectangulares de la fuerza en los puntos B,
CyD.

50kN

W)

> [
5% |
3



Solucioén:

a)

b)

Escribimos la fuerza en forma vectorial, escogiendo el punto D como inicio del eje de
coordenadas en el plano XY, pudiendo apreciar que el rectangulo es de 0,6m x 0,8m, es decir, el

angulo ADB es 37°.

F =50c0s37°i +50sen37° j = 40i + 30 (kN)

Elegimos el vector r del punto A al punto D, por facilidad de célculo, siendo:
r=r,, =—03i (m)

Usando la forma de determinante para el producto cruz, el momento respecto al punto A es:

i j K
M, =mF=r,xXF=-03 0 0 =k[(-0,3)(30)]=-9k (kN.m)
40 30 0

La magnitud de M, es 9kN.m y la direccién de M, es en la direccién de Z negativo, que por la

regla de la mano derecha significa que el momento respecto al punto A es horario.
En este problema el calculo escalar es tan conveniente como el método vectorial, porque las
distancias perpendiculares entre A y cada una de las componentes de fuerza (figura 1.31)

pueden determinarse por inspeccion.

30kN
/IB—>4OKN

30kN

C 40KN

6.1
Fig. 1.31
Como primer caso, analizamos cuando las componentes estan colocadas en el punto B:
M, =(30)(0,5) - (40)(0,6) = —9KN.m (sentido horario)
Luego, analizamos el caso cuando las componentes estan colocadas en el punto C:
M, =(30)(0,) —(40)(0,3) = —9KN.m (sentido horario)
Finalmente, analizamos el caso cuando las componentes han sido colocadas en el punto D:
M, =—-(30)(0,3) = —9kN.m (sentido horario)
Como se puede apreciar, los resultados son los mismos, lo que implica que si tenemos un
sistema coordenado, ldgicamente es mucho mas facil aplicar el método escalar,
descomponiendo la fuerza en sus componentes rectangulares y aplicarlo en cualquier punto de

la linea de accion de la fuerza, que los resultados seran los mismos, como se ha demostrado en

este problema.
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PROBLEMA 1.19 En la siguiente figura, considerando que el peso W de la barra es de 100kg,

evaluar el momento de giro en el punto A.

220kg

Fig. 1.32
Solucién:
Como se sabe, la ubicacion del peso debe ser en la parte media de la barra, calculando las

distancias respectivas, que se muestran en la figura 1.33,ay 1.33,b

220kg
a) l' b)
1,52m
3,8m 3,04m
1,52 .
2,28m
1,14m 1,14m
Fig. 1.33

Evaluamos el momento en el apoyo A
M, =-150.(3,04) —220.(2,28) —100.(1,14) = -1071,6kg.m

El sentido es horario por ser negativo

PROBLEMA 1.20 Determinar la relacién a/b, sabiendo que el momento en la base A del poste es

nulo.
6F 9F

20F ki
L

a b
8F oF |
v 1,5a 2b y L
4F 10F L
v 2a 1,5b A
L
A Y.

J777777777777 7777777777777 ?
Fig. 1.34
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Solucioén:
Como el momento respecto a un punto es fuerza x distancia, aplicamos este concepto al presente

problema.
M, =—-9F.(b) — 2F.(2b) —10F.(1,5b) + 6F.(a) + 8F.(1,5a) + 4F.(2a) = —28Fb + 26Fa
Por condicién del problema:
—28Fb+26Fa=0
De donde:

2 _1077
b

PROBLEMA 1.21 La fuerza F actia sobre las tenazas del brazo de robot. Los momentos de F

respecto a los puntos Ay B son de 120N.m y 60N.m respectivamente, ambos en sentido antihorario.

Determinar F y el angulo 0

o\ 600“\((\

150mm

Fig. 1.35

Solucién:
Efectuamos los momentos respecto a los puntos A y B, descomponiendo la fuerza F y calculando por

geometria las distancias:

PUNTO “A’:
Fcos 6.(1561,23) — Fsen6.(150) = 120000 (@)
PUNTO “B”:
Fcos 6.(1041,62) — Fsenb.(450) = 60000 (b)
B
8o,
o 0
S [00mm
A c | E cose__
519,61mm 741,62mm T —
Fs?ane D



Resolvemos las ecuaciones (a) y (b), obteniendo:
Fsenb = 57,33 (©)
Fcos0 =82,37 (d)
Dividimos (c) entre (d) y obtenemos:
tgo = 0,696

0 = arctg(0,696) = 34,84°
Luego:
57,33
=———= 100,35N
sen34,84
1.4 MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A LOS EJES CARTESIANOS
PROBLEMA 1.22 En la figura mostrada, la fuerza F, es paralela al plano XZ, determinar el momento

resultante respecto a cada uno de los ejes coordenados.

Z
A

IF=100N
im
60°
>Y
->
|F1|=400N 2m
/ 4dm
Xk~ IF|=600N
Fig. 1.37
Solucion:
Proyectamos la fuerza F, en los ejes OX y OZ (figura 1.38)
Z
A
C G ,2=600cos60°
F,=600sen60° 1m
c F »Y
2m

Fig. 1.38
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Resolvemos el problema de las dos formas: escalar y vectorial
METODOQO ESCALAR:

Proyectamos las fuerzas en los planos YZ (momento respecto al eje OX), XZ (momento respecto al

eje OY), XY (momento respecto al eje OZ)
EJE OX (PLANO YZ):
Calculamos el momento respecto al eje OX

M, =-400.1-600cos 60° (4) = —1600N.m

Como el signo es negativo, el sentido del momento es horario, tal como se muestra en la figura 1.39

Z
A

600cos60°
) 400N

Tm

——

A\
0 iy >Y

4m

b

Fig. 1.39
EJE OY (PLANO XZ):
Efectuamos un proceso analogo al caso anterior.
M., = 600sen60°.(1) —100.(1) = 419,61N.m

El sentido del momento es antihorario, por ser positivo su valor (figura 1.40)

Z

100N

600sen60°
/ 600c0s60° Tm

X< 0
\\\~J"“4Y

Fig. 1.40

<

EJE OZ (PLANO XY):
M, = —600sen60°.(4) +400.(2) = —1278,46N.m

El sentido del momento es horario, por ser negativo su valor (figura 1.41)
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4m

+ 0 ) pY
i v
om 100
600sen60°

# P 400

v
X
Fig. 1.41
METODO VECTORIAL:
EJE OX:
0 01
Mg, =TI XFAop =[~100 0 0/=0
1 00
Donde:
loc = (radio-vector que se inicia en O e interseca la fuerza)
F, = —100i
2i . L o .
Aoa =——= =1 (vector unitario en la direccion del eje OX)

VJ2?

Como se podra apreciar, no era necesario calcular dicho momento, ya que se sabe por propiedades

que el momento de una fuerza respecto a un eje paralelo a la accién de la misma es cero.

2 0 1
M(F;A =rgXF Aon =|0 400 0] =-400
1 0 O
0 4 1
M(F;A =T XF, Aon = 600sen60° 0 0[=0
1 00
Tampoco era necesario su célculo, debido a la misma propiedad que el de la fuerza F3
0 4 0
Mg, =T XF, Ao =|0 0 —600c0s60°| =—2400cos60° = -1200
10 0

Luego:
M, =-400-1200 = -1600N.m

Como el signo es negativo, indica que su orientacion es en sentido horario.
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EJE OY:

Por propiedad se sabe, que F; no genera momento por ser paralelo al eje OY y F, tampoco genera
momento por intersecar el gje.

Calculamos los momentos que generan las fuerzas Fz y F,

0 01
Mg = rgeXFy Ao =[-100 0 0 =-100
0 10
Donde:
Aor = \/% =]
0 4 1
M@ =y XF, Ao =(600sen60° 0 0| = 600sen60°
0 10
Luego:

M, =-100+ 600sen60° = 419,61N.m

El sentido del momento es antihorario

EJE OZ:

La fuerza F; interseca el eje y no genera momento vy la fuerza F, tampoco genera momento por ser
paralela al eje.

Calculamos los momentos que generan las fuerzas F, y F,

2 0 1
ME. = XF Ao =0 400 0 =800
0 0 1
0 4 1
M. =r . XF,. Ao =|600sen60° 0 0 = —2400sen60°
0 01

Luego:
M, =800—2400sen60° = —1278,46N.m

El sentido del momento es horario.

PROBLEMA 1.23 Para la figura mostrada, determinar la fuerza resultante y el momento resultante
respecto a cada uno de los ejes coordenados, donde la fuerza de 2kN es paralela al plano XZ, la
fuerza de 4kN es vertical y la fuerza de 7kN es paralela al plano YZ

Solucién:

Descomponemos la fuerza de 7kN en los ejes OY y OZ, y calculamos las proyecciones de la

resultante en los ejes OX, OY y OZ.
Ry =Y F=-2
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R, =Y F, =7sen60° = 6,062

R, =—4-7cos60° =-7,5

Luego, la fuerza resultante es:

R =-2i+6,062j— 7,5k

7kN
4m

Y

X
Fig. 1.42
Ahora, calculamos los momentos respecto a los ejes coordenados.
METODO ESCALAR:
EJE OX (PLANO YZ2):

M, =—-4.(2) —7cos60°.(2) — 7sen60°.(4) = —39,25kN.m

El signo negativo indica que su orientacion es en sentido horario

A Zsen60°
4kN 7cos60°
|
|
4m |
|
[
[
|
/‘\ |
L |
My
2m
Y e
Fig. 1.43

EJE OY (PLANO X2):
M, =-7c0s60°.(1) +4.(2) — 2.(5) = —9,5kN.m

Una vez mas el signo negativo indica que va en sentido horario.
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*+—» 2kN

4kN 7cos60° 4m

ANM,
X4 h >

1m Tm
A

Fig. 1.44

EJE OZ (PLANO XY):

M, =—7sen60°.(1) + 2.(1) = —4,06kN.m
La orientacién del momento es en sentido horario.

2kN 7sen60°
—)p

) T1m
M, O Y
Zyw [ 4
im  1m |
v
X
Fig. 1.45

METODO VECTORIAL:

Codificamos las fuerzas de la figura 1.42, de la siguiente manera:
F, = 2kN (punto D)
F, =4kN (punto E)
F, =7KkN (punto G)

Calculamos los momentos respecto a los ejes coordenados.
EJE OX:

ngzo
1 2 4
M, =reXF,lox =[0 0 —4/=-8
1 0 O
rog =1+2j+4K
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Aok =1

F, = —4k
-1 2 4
Mg, =l XFahox =| 0 7sen60° —7cos60°|=—14c0s60° —28sen60° = —31,25
1 0 0

o =—1+2j+4k
F, = 7sen60° j— 7 cos 60° k

Luego:
M, =-8-31,25=-39,25kN.m

La orientaciéon del momento es en sentido horario.

EJE OY:
0 1 5
MgY =IpXF Aoy =|-2 0 0|=-10
0 1 0
oo = J+5K
Aov =1
F=-2
1 2 4
Mng:rOEXFZ'}\’OY:O 0 —-4=4
01 O
-1 2 4
M'<:33Y =T X3 Aoy =|0 7sen60° —7cos60°|=—-7cos60° =-3,5
0 1 0
Luego:

M, =-10+4-35=—95kN.m

El momento va en sentido horario.

EJE OZ:
0 15

Mg, =lopXFi ko, =—2 0 0/=2
0 01

Aoz =K

-1 2 4

Mg, = XF, ko, =|0  7sen60° —7cos60°| = —7sen60° = —6,06
0 0 1
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Luego:

M, =2—6,06 = —4,06kN.m

El momento va en sentido horario.

PROBLEMA 1.24 Se aplican a la pieza compuesta ABDE las cuatro fuerzas mostradas en la figura,
donde la fuerza de 50N es vertical, la fuerza de 250N paralela al eje X, las fuerzas de 300N y 120N

son paralelas al eje Y. Determinar la fuerza resultante y el momento resultante de todas las fuerzas
respecto a los ejes coordenados.

Z

120N
Fig. 1.46

Solucién:

Proyectamos las fuerzas en cada eje, calculando su resultante parcial respecto a cada eje.
Ry =-250

R, =-300-120 = —-420

R, =-50

Luego, la fuerza resultante es:

R =-250i —420j—50k

Ahora, analizamos los momentos respecto a los ejes coordenados:

METODO ESCALAR:
EJE OX (PLANO YZ):

M, =-50.200-120.100 = —22000N.mm = —22N.m
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b N

50N

™ 10mm l 300N
=

0 o Y
ey } 200mm ,
x4 ) 350 ) 100mm
<4—
120N
Fig. 1.47
EJE OY (PLANO X2):
M, =0
Z
A
50N
10mm
250N
X4¢— po \\TYO
170mm
Fig. 1.48

EJE OZ (PLANO XY):
M, =-120.160 + 250.200 = 30800N.mm = 30,8N.m

220mm
o » 300N
MZ\—/ gl g
; g |E
; 3 IR
“—
120N
250N
v
X 200mm
Fig. 1.49

METODO VECTORIAL:

Escribimos las fuerzas en forma vectorial, asumiendo que los moédulos de las fuerzas son F, =50N;
F, =300N; F, =250N y F, =120N
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F, =50k

|

, =-300j
F, = —250i
F, =—120j
Luego:

!
I

— 4 — — —
R=>F =F +F, +F, +F, =-250i — 420j—50k
i=1

Ahora, determinamos los momentos respecto a los ejes coordenados:

EJE OX:
0 200 10
M@y =Tog XF Ay =[0 0 —50/=-50.200 = —10000N.mm
1 0 0
0 220 O
MGy =Top, XF, A =[0 =300 0/=0
1 0 O
170 200 O
MGy =Toe XFshy =[-250 0 0=0
1 0 0
160 220 -100
MGy =Top, XF, A =| 0 =120 0 |=—(-120).(-100) = ~12000N.mm
1 0 0

Luego:

M, =M +MZ +Mg +ME =-10000-12000 = —22000N.mm = —22N.m
EJE OY:

0 200 10
Mgy =ToeXF Ay =[0 0 —50/=0
o 1 0
0 220 O
MG, =Top,XF, Ay =[0 =300 0/=0
0 1 O
170 200 O
MGy =Toe XFshy =[-250 0 0=0
0 1 0
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160 220 —100
ME =roe XF, Ay =[ 0 =120 0 |=0

0 1 0
Luego:
M, =MZ, +MZ, + Mg, + M, =0
EJE OZ:
0 200 10
MG, =loeXFA, =[0 0 —50/=0
0 O 1
0 220 O
Mg?zerszFz.xzzo -300 0/=0
0O o0 1
170 200 O
Mg, = lor, XF3A, =-250 0 0 =—(-250).(200) = 50000N.mm
0 0 1
160 220 -100
M = roe, XFgh, =| 0 =120 0 |[=160.(-120).1=-19200N.mm
0 0 1

Luego:

M, = ME +MZ, + M2, + M, =50000—19200 = 30800N.mm = 30,8N.m

PROBLEMA 1.25 Una fuerza Unica P actla sobre el punto C en direccién perpendicular al mango

BC, el cual es paralelo al eje X. Determinar el valor del &ngulo o y el momento M, de la fuerza P

con respecto al eje X, cuando 6 =70°, sabiendo que M, =—-20N.m y M, =-37,5N.m

Fig. 1.50

Solucioén:

Resolvemos el problema por ambos métodos.
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METODO ESCALAR:
EJE OX (PLANO YZ):

M, =0,2sen70°.(P cos ) + 0,2 cos 70°.(Psenc)

Z 4

)

0
0,2cos70

EJE OY (PLANO X2):
M, =-Pcoso.(0,25) = -0,25P cos o

Z4

Fig. 1.51

0,2cos70°

0
My

A

My
0

Pcosox

EJE OZ (PLANO XY):
M, =-0,25Psena

0,2sen70°

Fig. 1.52

B

ol
\

—

<4

0,2sen70°

0,25m

# 0

0,25m

Fig. 1.53
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Por datos del problema:

—0,25Pcosa =-20 (a)
—0,25Psenco. = -37,5 (b)
Dividimos (b) entre (a) y obtenemos:
tgo =1,875

Luego:
o = arctg(1,875) = 61,93°
Reemplazamos el valor obtenido en la ecuacion (a):

b_ 20
0,25c0s61,93°

Ahora, determinamos el momento respecto al eje “X”

M, =0,2sen70°.(170).cos 61,93° + 0,2cos 70°.(170).sen61,93° = 25,29N.m

=170N

El sentido del momento es antihorario.
METODO VECTORIAL:

Trazamos un vector I, siendo:
Toc = 0,25i +0,2sen70° j+ 0,2cos 70° k

P = (—Psena).j+ (Pcos o).k

Luego:
i j k
Mg =F.cXP =(0,25 0,25en70° 0,2cos 70°
0 —Psena Pcosa
_J02sen70° 0.2c0570°| _ .‘0,25 02¢0570°| k‘o,zs 0,25en70°
—Psena Pcos a 0 Pcos a 0 —Psena

Mg = (0,2sen70° P cos a + 0,2 cos 70° Psenav)i + (—0,25P cos o) j + (—0,25Psena) k
Siendo:

M, =0,2sen70°P cos o + 0,2cos 70° Pseno
M, =-0,25Pcos o
M, =-0,25Psena

Por datos del problema:

—0,25Pcosa =—20 (a)
—0,25Psena. = —37,5 (b)
Dividimos (b) entre (a) y obtenemos:
tgo =1875

Luego:
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o = arctg(1,875) = 61,93°
Reemplazamos el valor obtenido en la ecuacion (a):

P 20
0,25¢0s61,93°

Ahora, determinamos el momento respecto al eje “X”
M, =0,2sen70°.(170).cos 61,93° + 0,2 cos 70°.(170).sen61,93° = 25,29N.m

Como se podra apreciar se obtienen los mismos resultados por ambos métodos.

=170N

CUPLA O PAR DE FUERZAS

PROBLEMA 1.26 ¢ Sera correcto afirmar que los dos sistemas mostrados son equivalentes?

T1on
208 .
—
0,3m 0,3m
O A
20N 0,4m k>4N'm
10N
0,2m = 0,2m
¥ + 7
Sistemal | Sistemalll
Fig. 1.54

Solucién:

Calculamos los momentos que generan ambos sistemas, ya que se trata de cuplas o pares de
fuerzas, cuyas proyecciones como fuerzas en los ejes X e Y son ceros.

SISTEMA I

M, =—20.0,3=—6N.m
SISTEMA II:
M, =-10.0,2—4=-6N.m

Efectivamente, ambos sistemas son equivalentes, ya que generan el mismo momento. Hay que

aclarar, que sistema equivalente no es lo mismo que igual, ya que generan diferentes efectos.

PROBLEMA 1.27 Los trabajadores del sector petrolero pueden ejercer entre 220N y 550N con cada
mano sobre el volante de una véalvula (una mano en cada lado). Si para cerrar la valvula se requiere

un par de momento de 140N.m, determinar el intervalo del diametro “d” que debe tener el volante.

Fig. 1.55
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Solucioén:
Analizamos cada caso, es decir:
FUERZA 220N:

Se sabe:
Fd=M

Reemplazamos valores:

220d =140
Obtenemos:

d =0,636m
FUERZA 550N:
Analizamos en forma anéloga al caso anterior:

550d =140

d =0,254m

Luego, el intervalo en el cual puede variar el diametro del volante es:
0,254m <d <0,636m

PROBLEMA 1.28 La placa delgada en forma de paralelogramo mostrado en la figura, se somete a la

accion de dos pares de fuerzas (cuplas), determinar;

a) El momento formado por las dos fuerzas de 210N, indicando su sentido.

b) La distancia perpendicular entre las fuerzas de 120N, si el par resultante de los dos pares es

nulo.

210N

<
120N

120N

ST
Fig. 1.56

Solucién:

a) Elmomento del par formado por las dos fuerzas de 210N es:
M,,, =210.0,16 = 33,6N.m

La orientaciéon del momento es sentido antihorario.

b) Por dato del problema:

MlZO + leo =0
—-120d+33,6=0

d=0,28m

Siendo “d” la distancia perpendicular entre las fuerzas de 120N

41

0,16m



PROBLEMA 1.29 Si el sistema mostrado es equivalente a un par M =16T.m, determinar el valor
de o tal que F sea minimo y luego estimar el valor de F minimo.

2m
| ]

Tm

Fig. 1.57
Solucioén:

En la figura 1.58 se muestra la distancia “d” que separa ambas fuerzas F

[ ] L]
m
o 2m oL
d F
Fig. 1.58
Se sabe que:
M=Fd

Reemplazamos valores:

16 = F.(2sena)

-8
Sena

El valor de F serd minimo, cuando el denominador, es decir Sena., sea maximo, esto es:

F — sena =1 = o =90°

min

Luego:
F., =8T

1.6 TRASLACION DE FUERZAS. PAR DE TRANSPORTE
PROBLEMA 1.30 Trasladar todas las fuerzas mostradas al punto B y expresarlas como una sola
fuerza mas un momento. En su respuesta debe incluir la direccion de la fuerza.
Solucion:
Como se sabe, el resultado de trasladar una fuerza hacia otro punto, generard un momento mas la
accion de la fuerza en dicho sentido, por ello, el equivalente de un sistema de fuerzas, sera la suma
de las proyecciones de las fuerzas en los ejes vertical y horizontal mas el momento resultante de

todas ellas.
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40T 30T

Tm

+— 10T £t
m

20T—¥ |B +
Tm

A ’

[TITITITTTTTT 7

o Im 2m ,
Fig. 1.59

En base a lo indicado anteriormente, calculamos las proyecciones de las fuerzas en el punto B y

determinamos la resultante de las mismas.

FS, =30+40=70T 4
F2, =20-10=10T —»
Fo = J(F2, ) +(F2,f =707 +10 =70,71T

Determinamos el angulo o que forma la fuerza resultante FF? con el eje horizontal

FB
tgo = ;—BV = % =7 =  a=arctg(7) =8187°
RH
B
Frv
B
Fr
5 o
Fei B
Fig. 1.60

Ahora, calculamos el momento resultante:
Mg =-30.2+10.1+40.1=-10T.m

Esquematizamos los resultados obtenidos en la figura 1.61
[ ]

FR=70,71T

B)Mz=10T.m

[TTTTITITTTT
Fig. 1.61
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PROBLEMA 1.31 Trasladar todas las fuerzas mostradas al punto B y expresarlas como una sola

fuerza mas un momento. En su respuesta debe incluir la direccion de la fuerza.

700N 800N
200N.m 60°
! ,/\ 60 -
NLiv

2m

600N—— /B #

2m

A _
[TTTTITITITT ’

5m

1m 1.5m o

K
+

Fig. 1.62

K
A

¥ v
A d

Solucioén:

Calculamos las proyecciones de las fuerzas en el punto B y determinamos la resultante de las
mismas.

F>, =700 +800sen60° =1392,82N 4
FS, = 600 +800c0s60° =1000N —

Fe = J(F3,F +(FE, ] =+/1392,827 +1000% =1714,63N
Determinamos el angulo o que forma la fuerza resultante FF? con el eje horizontal.

_ Fy 139282

tgo = ¥ = =13928 = o =arctg(1,3928) =54,32°
9 F5 = 1000 9(1,3928)
B
I:RV
B
FR
§ (04
FRH B
Fig. 1.63

Ahora, calculamos el momento resultante:

M, = —800sen60°.(0,5) —800cos 60°.(2) + 700.(2,5) + 200 = 803,59N.m

Esquematizamos los resultados obtenidos en la figura 1.64
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Fo=1714,63N
54,32°
B
Mg=803,59N.m
A
T
Fig. 1.64

1.7 REDUCCION DE FUERZAS PARALELAS
PROBLEMA 1.32 En la figura 1.65 se muestra una platea de cimentacion, donde actldan las cuatro
columnas, sabiendo que la fuerza resultante actla en el punto (3; 3,5) m del plano XY. Determinar

los médulos de las fuerzas Py Q

Z
A

Solucién:

Calculamos el valor de la resultante:
R=P+Q+40+12=(P+Q+52){
Aplicamos el Teorema de Varignon para fuerzas paralelas, sabiendo que por condicién del problema,

la ubicacion de la fuerza resultante es la mostrada en la figura 1.66
R 5 F
1) M§ => M
i=1

—(P+Q+52).(35) = —P.(4) — Q.(10) ~12.(10)
0,5P +6,5Q = 62 (2)
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4
2) M$ => MY
i=1

(P+Q+52).(3)=P.(10) +Q.(5
7P+2Q =156 (b)

Resolvemos (a) y (b), obteniendo:

P=20T
Q=8T
Z

Fig. 1.66

PROBLEMA 1.33 La figura muestra una platea de cimentacion, donde se encuentran apoyadas las
columnas con las fuerzas indicadas. Determinar los moédulos de P y Q, de tal manera que el centro

de presion pase por (2,4; 0,8) m.
10T 15T 10T

Solucién:

Calculamos el valor de la resultante:

R =28:Fi =15.(3)+20+2.(10)+P+Q=(85+P+Q) {

i=1
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Aplicamos el Teorema de Varignon, sabiendo que el centro de presion es el lugar donde se ubica la

resultante.
1) M§ = ZB: M3
i=1
-(85+P+0Q).08=—(10+P+15).5+20.3+10.6
4,2P -0,8Q =63 (@)
2 M = 35

(85+P +Q).24=(20+P +Q).25+305

P+Q=40 (b)
Resolvemos (a) y (b), obteniendo:
P=19T
Q=21T

PROBLEMA 1.34 La figura muestra una platea de cimentacion que tiene la forma de un hexagono
regular ABCDEF (en planta) de 6m de lado, sobre la cual se encuentran 6 columnas. Determinar los

valores de P y Q, de modo que la fuerza resultante pase por el centro O de la platea.

Z
Q 20T
15T l 30T
P R[0T E] l
|
. lyl 0 Y

%

Fig. 1.68
Solucién:

Un hexagono regular es aquel que tiene todos sus angulos internos iguales y son de 120° . También
se puede definir, como una figura formada por 6 triangulos equilateros (figura 1.69)

b)

3/3=5,2m

3m




1.8

Aplicamos el Teorema de Varignon:

6
1) M3 =D Mg
i=1
0=-20.3-10.3-30.6+15.6 + P.(3) + Q.(3)
P+Q=60 @)
6
2) M$ => MY
i=1
0=P.(5,2) +10.5,2—20.5,2 - Q.(5,2)
P-Q=10 (b)
Resolvemos (a) y (b), obteniendo:
P=35T
Q=25T

FUERZAS DISTRIBUIDAS
PROBLEMA 1.35 Determinar la resultante de la carga distribuida que actia sobre la barra ABC e

indicar su direccion, sentido y ubicacion.

Y
- 800Ib/pie
5001Ib/pie m
A B c A
i 3pies i 4pies i
1 | |
Fig. 1.70

Solucion:

Calculamos las resultantes de cada accion de la carga distribuida sobre una linea, sabiendo que
dicho valor es igual al &rea de la figura. Para ello, dividimos en 3 figuras geométricas: 2 rectangulos y
1 triangulo.

RECTANGULO EN EL TRAMO AB:

R, =500.3 =1500Ib

Esta ubicada en el centro del tramo AB (centro de gravedad del rectangulo formado por la carga
distribuida de 500Ib/pie con el tramo AB)
RECTANGULO EN EL TRAMO BC:

R, =500.4 = 2000lb

Est4 ubicada en el centro del tramo BC (centro de gravedad del rectdngulo formado por la carga
distribuida de 500Ib/pie con el tramo BC)
TRIANGULO EN EL TRAMO BC:

R, = %.300.4 _600lb 4
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Esta ubicada a una distancia de 2/3 de la longitud del tramo BC respecto al punto B (centro de
gravedad del triangulo formado por la diferencia de 800Ib/pie y 500Ib/pie con el tramo BC), es decir,
a una distancia 2,67pie respecto al punto B 0 a una distancia 1,33pie respecto al punto C.

Y
- 800Ib/pi
a) pie
500Ib/pie
l .
A B c P
L 3 pies ; 4 pies ;
1 1 1
Y
b)
1500Ib R 2000lb 600Ib
]
A 4
A B C »X
% X 12
1 1
) 1,5pies ) 1,5pies ) 2pies pies b1,33p|es )
1 1 A 1 A 1
Fig. 1.71

Calculamos la resultante del sistema de fuerzas distribuidas:
3
R = Z FY =1500 + 2000 + 600 = 4100Ib 4

i=1

Para determinar la ubicacion de la resultante, aplicamos el Teorema de Varignon:

M3 =§3:M§
i=1

—Rx =-1500.(1,5) — 2000.(5) — 600.(5,67)
—4100x = —-15652
X =3,82pie

PROBLEMA 1.36 La resultante de las dos cargas distribuidas triangulares es un par antihorario de
60kN.m. Determinar la intensidad de la carga wg
Y

wy(kN/m) o)

il

3m

3m 1,5m

B

e

Fig. 1.72

49



Solucioén:
Determinamos las resultantes y orientamos sus direcciones de acuerdo a lo mostrado en la figura

1.73

1,5w, 1,5wg

im 5,5m

e
-
e 3

Fig. 1.73
Calculamos el valor de wy, aplicando el concepto de cupla o par de fuerzas

15w,.(5,5) =60
W, = 7,27kN/m

PROBLEMA 1.37 Para la platea de cimentacion mostrada en la figura, determine la resultante del

sistema de fuerzas, asi como su ubicacién y sentido, si todas las cargas distribuidas son lineales.

1500N 3000N/m
F
(& J
3000N/m 3000N/m
4500N/m 4m
B = Y
3000N/m / H
4dm
2000N/m 2500N/m
A D G
, 3m 3m "
7 / 7
X
Fig. 1.74

Solucién:
Calculamos la ubicacién y valor de las resultantes parciales de cada tramo.

TRAMO FJ:

R, =3000.3 =9000N
R;=9000N

, 1.,5m |, 15m
1 7 1

Fig. 1.75
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TRAMO EF, HJ:
R, =3000.4 =12000N

J
R,=12000N
2m
2m
H

Fig. 1.76
TRAMO EG:
R, =3000.5 =15000N

Rs=15000N
2,5m
G

Fig. 1.77
TRAMO AD:
R, = %.(3).(2500) = 3750N

R=3750N
A D
L 2m , Im
1 1 1

Fig. 1.78
TRAMO AB:
R, =2000.4 =8000N
R, = %.(4).(2500) =5000N

a) B b) R=5000N B
Rs=8000N
2m 1,33m
om 2,67m
A A
Fig. 1.79
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Calculamos el valor de la resultante:

8
R= Z R, =1500 + 9000 +12000.2 + 5000 + 8000 + 15000 + 3750 = 66250N

i=1

Aplicamos las cargas a la platea de cimentacién, tal como se muestra en la figura 1.80

1500N 4 9000N

! !

12000 12000

R=66250N

________ 2m
N
5000 ‘ X bY
S000K "~ 15000N 1,33m
¢ ,67m
3750N om
p. 2m /1m/ 1,5m V. 1,5m /
X
Fig. 1.80
Para determinar la ubicacién de la resultante, utilizamos el Teorema de Varignon.
8
1) M§ => M
i=1
— 66250y = —-9000.1,5—-15000.1,5-12000.3 + 3750.1+1500.3 + 5000.3 + 8000.3
y =0,373m
8
2) MY =D M3
i=1

—66250x = —-12000.2 —12000.2 —1500.4 —9000.4 +5000.1,33 +8000.2 +15000.2 + 3750.4
X =0,337m

Esto quiere decir, que la ubicacién de la resultante es la misma que la mostrada en la figura 1.80

PROBLEMA 1.38 Sabiendo que la abscisa de las coordenadas del centro de presién del conjunto de
cargas distribuidas es 1,073m. Determinar el valor de “a”

Solucién:

Determinamos las resultantes de la accion de cada carga distribuida sobre superficie:

CARGA TRIANGULAR:

P, = %.(3000).(51).(1,5) = 2250a

CARGA RECTANGULAR:
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P, =3000.(15).(2) = 9000

CARGA SEMICIRCULAR:

P, = 3000.(%}(1)2 = 4712,39

Calculamos el valor de la resultante:

3
R =P, = 2250a + 9000+ 4712,39 = (2250a +13712,39) {

i=1

i

l

q=3000N/m?

X
Fig. 1.81
Ahora, aplicamos las fuerzas (figura 1.82) y el Teorema de Varignon:
3
M7 =2 M7
i=1
(2250a +13712,39).1,073 = 2250a.(0,75) + 9000.(0,75) + 4712,39.(1,924)

a=1518m

P,=2250a R P»=9000
1,073m 0,75m l l l
-------- |;3=|471 2:39

al3 1m Tm

Fig. 1.82
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PROBLEMA 1.39 Para la platea de cimentacién mostrada en la figura, se sabe que ademas de la

carga distribuida W = 2T/m?; existe una carga puntual vertical dirigida hacia abajo de magnitud

P =16T ubicada en (2; 0; 2) y que CD es paralelo al eje OZ. Determinar la resultante del sistema y

Su ubicacion.

Fig. 1.83
Solucion:
Calculamos las resultantes de las cargas distribuidas en las zonas rectangular y triangular
SECTOR RECTANGULAR:
R, =3.6.2=36T
SECTOR TRIANGULAR:
R, = %.3.3.2 =9T

Ubicamos las fuerzas resultantes y la carga P =16T , de acuerdo a lo indicado en el problema

Y
A

»X

Fig. 1.84

Calculamos la resultante del sistema de fuerzas:

R=36+16+9=61T {
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Aplicamos el Teorema de Varignon, teniendo en cuenta los ejes coordenados:

3
1) M§ => M§
i=1
61.z=16.2+36.3+9.5
Z=3,03m
3
2) M§ => M
i=1

-61.x=-16.2-36.1,5-94

X=2m

En consecuencia, las coordenadas del centro de presion son (2; 0; 3,03) m.

PROBLEMA 1.40 Determinar las coordenadas del centro de presién de las fuerzas distribuidas
mostradas en la figura, donde el cilindro circular hueco de 1,5m de radio se encuentra en la parte
central correspondiente a las fuerzas distribuidas uniforme sobre una superficie de la zona positiva

delosejes X, Y, Z

z
A
1,5m 3m 1,5m

w=2000N/m?

6m

3m 6m

Fig. 1.85

Solucion:
Calculamos las resultantes de la carga distribuida triangular y la carga rectangular con circulo interior
CARGA TRIANGULAR:

R, = %.3.6.2000 =18000N

CARGA RECTANGULAR CON CIRCULO INTERIOR:
R, =(6.6— m.1,5%).2000 = 57862,83N

Ubicamos las fuerzas resultantes en la figura 1.86 y determinamos el valor de la resultante:
R =18000 + 57862,83 = 75862,83N {

Aplicamos el Teorema de Varignon:
2
M =2 Mg
i=1
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—75862,83.y = -57862,83.3+18000.1

De donde:
y =2,05m
Luego, las coordenadas del centro de presion son (3; 2,05; 0) m.
Z

Fig. 1.86
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CAPITULO 2
EQUILIBRIO

2.1 DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE
PROBLEMA 2.1 Dibuje el diagrama de cuerpo libre (DCL) debidamente acotado para:

a) La vigaisostatica ABC

4000N/m
800N
2000N/m
B 60°
Al 1C
JT7777777777 /777%%777
2000N.m
L 3m L 1 Y5ITI L 1 ,5m |
1 1 1 1
Fig. 2.1
b) La viga hiperestatica AB
1500N

1200N/m N
RN
N
N
R~
A S
B\
- S

L 1,5m L 2,5m L

1 1 1

Fig. 2.2

Solucion:
Se denomina diagrama de cuerpo libre (DCL), al esquema resultante de eliminar los apoyos, fuerzas
distribuidas y cargas puntuales inclinadas, reemplazadndolos por sus reacciones y fuerzas
equivalentes resultantes de las cargas distribuidas o componentes de las cargas puntuales
inclinadas.
Hay que recordar, que un apoyo simple posee 1 reaccioén, el apoyo fijo posee 2 reacciones y el
empotramiento 3 reacciones (2 fuerzas y 1 momento).
También hay que aclarar, que una viga es isostética, cuando se puede resolver su equilibrio por las
ecuaciones simples de la estatica e hiperestéatica, cuando no se puede resolver por las ecuaciones
simples de la estatica y necesita ecuaciones adicionales de compatibilidad.
a) Calculamos la resultante de la carga trapezoidal, dividiéndola en una carga uniformemente
distribuida y otra carga triangular.
CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA:

R, = 2000.3 = 6000N 4

57



b)

CARGA TRIANGULAR:

R, = %.2000.3 =3000N {

Luego, descomponemos la carga puntual inclinada.
CARGA INCLINADA:

R, =800c0s60° = 400N «
R,, =800sen60° = 692,82N {

Ubicamos las cargas resultantes en los centros de gravedad para las distribuidas y en el punto
de accion de las mismas para las puntuales descompuestas, tal como se muestra en la figura

2.3. Nétese, que el momento queda igual.

6000N 3000N 692,82N 2000N.m
Ha A l l B l 400N
>, A= B
TVA TVB
L 1,5m I/0,5m|/ 1m L 1,5m L 1,5m L
1 1 1 1 1 1
Fig. 2.3

Efectuamos en forma analoga con la viga hiperestatica AB
CARGA TRIANGULAR:

R, = %.1200.1,5 =900N ¢

CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA:
R, =2,5.1200 = 3000N 4

Con estos valores, esquematizamos el DCL de la viga hiperestatica.

900N 1500N 3000N

T T

Tm I’0,5m|/ 1,25m
1 1

—~

Fig. 2.4
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PROBLEMA 2.2 Para la viga mostrada en equilibrio, cuyo peso es 300N, donde en A existe un

empotramiento, dibuje su diagrama de cuerpo libre (DCL) debidamente acotado.

500N/m
250N
» 100N.m 200N/m
-~
é 609
A 1 1B
2

1,5m L 2m 4.5m

L -

L
1

e
=

Fig. 2.5
Solucién:
Calculamos las resultantes de la carga trapezoidal, dividiéndola en uniformemente distribuida y
triangular.
CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA:

R, = 200.(4,5) = 900N {
CARGA TRIANGULAR:

R, = %.(4,5).(300) =675N 4

Luego, el DCL seré el mostrado en la figura 2.6

216,5N 675N 900N
Ma 100N.m
Ha 125N I /i
VA 300N \
5
L 1,5m L 2m =N 1m I,O'75mb 2,25m L

L
1 1 B 1 1 1
Fig. 2.6

Como se puede apreciar, el peso se ubica en el centro de la viga.

2.2 CALCULO DE REACCIONES DE ESTRUCTURAS SIMPLES

PROBLEMA 2.3 Determinar las reacciones en los apoyos de las siguientes armaduras:

a) 8T B
8T 8T
3 8T .
4T 4T
CY J L 2m
2T N+
B
3m
Al L
F H K M é;
JTT777777777
L, 3m 3m 3m 3m 3m 3m

L
1 1



b) 45kN

45kN

A

3 E G J N % 7
/77777777777

" 4 5m " 4 5m L 4 5m " 4 5m P 4 5m 4 5m
1 7 7 7 7

Fig. 2.7

e
=

Solucioén:

a) Esquematizamos las reacciones como se muestra en la figura 2.8, calculando sus valores por las
ecuaciones simples de equilibrio estatico en el plano.

8T
8T
8T 8T oT
4T EY G ; AT o
C 2m
2T - N+
B
3m
Ha
2 A o
F H K M P
A
»3m»3m»3m»3m»3m»3m»
1 1 1 7 ( 1 i
Fig. 2.8

Para determinar el momento en A, aplicamos el concepto de momento respecto de un punto y

recordando que la orientacién del momento es positiva en sentido antihorario y negativa en
sentido horario.

dM,=0 = V,.(18)-2(3)-8(3)-8.(6)-8.(9) -8.(12) -8.(15) - 4.(18) =0
V, =24,33T7T

YF, =0 = V,+2433-4(2)-8(5)=0
V, =2367T7

dYF=0 = 2-H,=0

Hy =2T «

b) Esquematizamos las reacciones como se muestra en la figura 2.9
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4 5m
45kN
Ha \ M
A C E J L =
T77777777777 %
VAT TVM
4 4,5m " 4,5m " 4.5m " 4,5m " 4.5m " 4,5m .
1 | 1 1 1 A 1
Fig. 2.9
Para calcular las reacciones, previamente, sera necesario calcular el valor del &ngulo o
F
L
i 4,5m
a
A G

13,5m
Fig. 2.10

4,5 1

tgo=—— =  a=arctg = o =18,435°
135 3

Ahora, determinamos la longitud del tramo AF
L, =+/135% +4,5* =14,23m
Z M,=0 = V\,-(27) —90.(4,743) —90.(9,486) — 45.(14,23) =0
V,, = 71147kN T
z F, =0 = V, + 71147 — 2.(45c0s18,435°) — 2.(90c0s18,435°) =0
V, =184,997kN T
z F, =0 = —H, +2.(45sen18,435°) + 2.(90sen18,435°) =0
H, =85,382kN «

Notese, que para la sumatoria de fuerzas proyectadas en los ejes horizontal y vertical, se tuvo

gue descomponer las fuerzas de 45kN y 90kN en dichos ejes.

PROBLEMA 2.4 Sabiendo que la viga homogénea AD pesa W, determinar la distancia “x” tal que la

componente de reaccion en el apoyo B sea el doble de la componente de reaccién en C

[ X N|
| q
B c
Al 1D

4m 2m

L
1

—re—
e

Fig. 2.11
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Solucion:
Por condicién del problema, sabemos que V; = 2V, entonces analizamos el equilibrio de la viga.
W
> F, =0 = Ve+V =W vC:?T
2W
Vg =—
3

Luego, esquematizamos las reacciones en la viga y determinamos la distancia “x

i C

Al - 1D
T Yo mtmm
fa Ty
L 3m L 3m L
1 1 1
Fig. 2.12
> M, =0 =N %.(x)—w.(sng.@):o X =2,5m

PROBLEMA 2.5 Determinar el peso de la viga y las componentes de reaccién en el apoyo A, si la

reaccion en B es 14,44kN
6KkN.m
A d B
1 |
L 3m L 2m L
1 1 1

Fig. 2.13

Solucioén:

Esquematizamos el peso de la viga como P y lo ubicamos en el centro de la misma, analizando el

equilibrio de la estructura.

4KN

=]
Y/
V,
l A TVB=14,44kN
L
1

Ha A '/“‘ : B
\_/

—

2,5m 2,5m

=

>
e

Fig. 2.14

> M, =0 =  14,44.(3)—P.(2,5) — 6 —4sen60°.(5) =0

D Ry = =

H, —4cos60° =0
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> F, =0 = -V, +14,44-8—4sen60° =0 V, =297kN {

PROBLEMA 2.6 Determinar las reacciones en los apoyos de las siguientes vigas:

8T
a)
< 10T/m
4T.m
A B c
60kN
L im L 6m L 150
1 7 1 s
b)
10kN/m 4m
30kN
Ai By w A A 4 vy Vv YV VVVY v wvC D
6m 12m 6m
L k L }
1 1 1 1
Fig. 2.15
Solucioén:

a) Esquematizamos las reacciones, como se muestra en la figura 2.16 y calculamos sus reacciones

8T
10T/m
4T.m
A B % y A A (o)
mmm —PHg
Ve Ne
L im L 6m L
1 q 1
Fig. 2.16
dYMy=0 = V.(6)-10.(6).3)+4=0 .. V. =2933T 1T
Y>F =0 = V;+2933-8-10.(6)=0 .- V, =3867T T

D F=0 = Hg=0

b) Esquematizamos sus reacciones (figura 2.17) y determinamos sus valores, descomponiendo la

carga puntual de 60kN en sus fuerzas horizontal y vertical.

10kN/m
30kN
Al By N A 4 N A A 4 N A 4 wC D
it € Hg
gy A
L 6m , B 12m LVC 6m L
1 1 () 1
Fig. 2.17
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d>Mg=0 =  V..(12)+30.(6)-10.(12).6+ (60sen15°).(18) — (60c0s15°).(4) = 0
V. =41,02kN T

>F =0 =  V,+4102-30-10.(12) +60senl5° =0
V, =93,45kN T

>F=0 =  —Hz;+60c0s15° =0
Hg =57,95kN «

PROBLEMA 2.7 Determinar las reacciones en los apoyos de las siguientes barras de eje quebrado:

a) 18T/m

C -

777

4m

5m

3m

2
7

2000N/m

e\
-

3m

’||’ 4m '|l' 3m zlL
Fig. 2.18
Solucién:
a) Calculamos las resultantes de la acciéon de la carga uniformemente distribuida de 12T/m y la

carga trapezoidal, dividiendo esta Gltima en 2 resultantes parciales de una uniformemente

distribuida y otra triangular, esquematizando todas las cargas y reacciones de la barra de eje

quebrado en la figura 2.19
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60T 15T

Ll e

777777777777
2m
VC

2m

VAT 1,5m 1,5m
! L

2,5m 0833m  1,667m
2 L |
7 y 7
Fig. 2.19

Determinamos las reacciones por las ecuaciones de equilibrio estatico:

M.=0 = =V,.(8)+60c0s53°(6,5)+60sen53°(2) +60.(2,5) +15.(1,667) = 0
Z C A

SN

V, =63125T T
>F, =0 = 63125+V, —60c0s53° —60-15=0
V., =47875T 7T
> F =0 = 60sen53°—H. =0
H. = 48T «

b) Orientamos las reacciones en los apoyos como se muestra en la figura 2.20 y determinamos sus
valores mediante el equilibrio estatico.

2000N/m

3m

1 4m L 3m L
’| 1 1
Fig. 2.20

dDMy=0 = V.7 —800.(5).(2,5)—%.(3).(2000).(6)—3000.(4) =0
V. =5714,28N T
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ZFY =0 = V, +5714,28 —800.(5).cos 37° —3000 — %.(3).(2000) =0
V, =348572N T
SF =0 =  800.(5)sen37°~H, =0
H, = 2400N «

PROBLEMA 2.8 En la siguiente estructura en equilibrio se tiene una barra doblada ABC, la cual

pesa 330kgf, determinar las componentes de reaccion en los apoyos Ay C

900kgf/m
400kgf
A °
: 4 5m " 1,5m : 4m ;
1 1 7 1
Fig. 2.21

Solucién:
Como el peso total es 330kgf, determinamos los pesos en los tramos AB y BC, dividiéndolo en forma

proporcional a su longitud, obteniendo:
P, =180kgf
Pgc =150kgf

Calculamos las resultantes de las cargas distribuidas y ubicamos dichas resultantes en el DCL de la

viga doblada ABC, tal como se muestra en la figura 2.22
2025kgf 400kgf

B ! L
N T

180kgf 225kgf

3000kgf

1,5m 1,5m 2,5m 0,5m 2m 2m
L L b L

Fig. 2.22
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Calculamos las reacciones en los apoyos, aplicando las ecuaciones de equilibrio estéatico en el plano
> M, =0 =

V...(10) — 2025.(1,5) —180.(3) + 225.(5,5) — 400.(6) —150.(8) — 3000 c0s 53°.(1,5) — 3000sen53°.(8) = 0

V. = 2784kgf T

>F =0 =V, +2784+225- 2025180 — 400 —150 — 3000sen53° = 0
V, =2146kgf T

D> F=0 =  H, —3000c0s53° =0
H, =1800kgf —

PROBLEMA 2.9 Determinar las reacciones en los apoyos A y C de la estructura mostrada en la
figura 2.23

%

i 45kN/m
A I y o
B 1,8m
<
1_
‘_
4_.
% o
—z |°M
mEl
‘_
‘_
‘_.
o ;; ~
15m
L 14
1 7
Fig. 2.23

Solucioén:

Proyectamos la reacciéon R , en la horizontal y vertical (figura 2.24) y analizamos el equilibrio de la

estructura.
ey
1/ 675
RAseMBA:// l
—> = =
1,8m
=
TRAcos18°
4,5m
[4—88,29 +
4,5m
C gHC -*
7,5m 7,5m TVC
k k 1
1 L § 1
Fig. 2.24



> M. =0 =  —R,c0s18°(15) - R ,sen18°.(10,8) + 675.(7,5) +88,29.(4,5) =0
R, =310,216kN
>F, = = V. +310,216c0s18° —675=0
V. =379,967kN T
D> F=0 =  —H.—88,29+310,216sen18° =0
Hc = 7,572kN «

Notese, que la reaccion R , forma un angulo de 18° con la vertical

PROBLEMA 2.10 Determinar las reacciones en los apoyos de los siguientes porticos, considerando
para el caso b) que la carga de 10kN y el momento de 8kN.m dividen a la barra CD en tres tramos

iguales.
a) 60kN/m
54kN g‘ =l of
3,6m
108kN— +
3,6m
A D -
: 10,8m :
1 L |
20kN/m
b) 10kN -
15kN/ 8kN.m
n 4m
.
L 4m . 3m .
1 K| 1
Fig. 2.25
Solucioén:

a) Orientamos las reacciones en los apoyos, como se muestra en la figura 2.26, calculando las

reacciones por las ecuaciones de equilibrio estatico.
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60kN/m

54kN—>lB cl T
3,6m

108kN—f +
3,6m

D -

HA‘_ A e
it i
TVA 10,8m

k
1 a

Fig. 2.26
SM,=0 =  V,.(108)—60.(108).(54)—54.(7,2)~108.(36) =0
V, = 396kN 1
SF =0 =  V,+39%-60.(108)=0
V, =252kN T
SF=0 = —H,+108+54=0
H, =162kN «

b) Esquematizamos las reacciones en los apoyos, tal como se muestra en la figura 2.27 y

calculamos sus valores por el equilibrio estatico.
20kN/m

10kN

-

-
15kN/m Ly am

-

-

V,,.(7) —15.(4).(2) - %.(4).(20) (% .4) ~10c0s53°.(5) + 10sen53°.@j +8=0

V, =32,476kN T
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YR =0 =V, +32,476—%.(4).(20)—10c0353° =0
V, =13524kN T
Y F=0 =  —H,-10sen53° +15.(4)=0
H, =52kN «

2.3 CALCULO DE REACCIONES DE ESTRUCTURAS CON ROTULAS INTERMEDIAS

PROBLEMA 2.11 Determinar las reacciones en los apoyos A, C y D, sabiendo que en B existe una

rétula.
450kN 360kN
l l 45kN/m
A B T D
J77777777777
p 12m " 18m " 9m £ 9m £ 36m P
Fig. 2.28
Solucién:

Efectuamos un corte en la r6tula B y analizamos el equilibrio en el tramo AB de la viga, sabiendo que
en una rétula existen 2 fuerzas internas.

> M, =0 = V,.(30)—450.(12) — 45.(30).(15) = 0
V, =855kN T

>R =0 =V, +855-450—45,(10) =0
V, =945kN T

ZFX =0 = Hy=Hg
450kN
l 45kN/m

HA_A‘ — Hg

12m 18m

S
-~
N

Fig. 2.29

70



Ahora, analizamos el equilibrio del tramo BCD de la viga.

SMy=0 =  —V,.(36)+855.(54) +45.(54).(27) + 360.(45) = 0
V. =3555kN T
>F, =0 — 3555+ V, —855-360—45.(54) =0
V, =90kN T
2R =0 =  Hg=0

De esta manera, se cumpliraque H, =H; =0

360kN

VB=855kN
¢ 45kN/m

Hg—>

C D

e TVD

L, 9m ,  9m 36m ,
1 7 2

Fig. 2.30

Ahora, comprobamos el equilibrio de toda la viga, incorporando, para ello, las reacciones obtenidas

en el célculo previo.
450kN 360kN

l l 45kN/m

A
0;;;:&0%0 B 5;3%2%07
945kN 3555kN 90kN
4 12m " 18m y om , om 36m 4
Fig. 2.31
D> F=0 = 0=0
>F, =0 = 945+3555+90-450—360-45.(84) =0
> My =0 =

3555.(18) -+ 90.(54) + 450.(18) — 945.(30) — 360.(9) — 45.(84).(12) = 0

De esta manera, se ha comprobado el correcto céalculo de las reacciones en los apoyos.
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PROBLEMA 2.12 Sabiendo que el siguiente sistema se encuentra en equilibrio, donde en C y E

existen rétulas, determinar las componentes de reaccion en los apoyos A, B, Dy F

Solucién:

TRAMO EF:

D> F =0
> M =0
> F, =0

TRAMO CDE:
D> F=0
> M. =0

3T/m
2T/m
2T
Liddibiey o ofe -
9, G {F
A B
JTTIIT7T1777 /7775,%777 N ,777%777 R i ]777%777
L im L 2m , Im % im " im L 1,8m |
1 1 1 1 1 1
Fig. 2.32
Analizamos en forma consecutiva los tramos EF, CDE y ABC
= He =0
= V..(18)- %.(1,8).(3).(1,2) =0 V. =18T7
= +1,8—%.(1,8).(3) =0 V. =09T 7T
3T/m
E
Hg—P! \F
N i
V;
: 1,8m TF
1 |
Fig. 2.33
= H. —2cos60° =0 H. =1T >
= V,.(1)-2sen60°.(1)-0,9.(2) =0 V, =353T T
= 353-V, —2sen60° -0,9=0 V. =09T J

> F, =0
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T
V
L im [ & m L

1 Kl 1

Fig. 2.34

TRAMO ABC:
D> F=0 = H,-1=0 H,=1T —
> M, = =  —V;.(2+09.(3+05-2.(3.(05)=0 .. V, =0T
> F =0 = V,-01-23)+09=0 V, =52T7

2T/m

o,m@llulllllll |

oy
b

2m l Tm L
1 1

(@]

Tm

=

—r-

Fig. 2.35

Ahora, comprobamos el equilibrio de toda la viga, incorporando las reacciones obtenidas en el
célculo previo.

3T/m
2T/m

2T
0,5Tm /1 C D‘(<60° E
A B 1 11 F
7 T
1T
Tf’vZT ¢0’ T3,53T T1 8T
L

1m

L L 2m L 1m I 1m 1m L 1,8m L
1 1 1 1 1 1
Fig. 2.36
>R =0 =  1-2c0s60° =0
>'F =0 =  52-01+353+18-2.(3)—2sen60° —%.(1,8).(3) =0
> M. =0 =

~353.(2,8) +0,1.(4,8) 52(68)+05+2(3)(63)+23en60°(28)+ .(18).(3).(0,6) =0

De esta manera, se ha comprobado el correcto calculo de las reacciones en los apoyos.
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PROBLEMA 2.13 En el sistema mostrado en equilibrio, las barras AB y BC pesan 200kgf y 100kgf,

determinar las componentes de reaccion en los apoyos Ay C

Solucioén:

1774

Y7171

)T

600kgf/m
( 7L
A B
2m
C ,
3m L 1m ,
Fig. 2.37

Como se sabe, la resultante del peso de una estructura, se ubica en el propio centro de la mismay

en este caso, por ser B una rétula, efectuamos un corte en dicha rétula y analizamos el equilibrio de

los tramos BC y AB
TRAMO BC:

D> Mg =0 =
> F, =0 =

Z F, =0 =
TRAMO AB:

HB_E

N

im
100kgf
im
C #*
N
0,5m 0,5m
—F—
Fig. 2.38
V,.(1) -100.(0,5) =0 V. =50kgf T
V, +50-100=0 V, =50kgf T
600kgf/m

1,5m 1,5m




Como se podra apreciar, en la rétula B, la fuerza interna V del tramo AB es igual que la del tramo

BC, pero en sentido opuesto.

DR =0 —~  H,=0

2R =0 =V, —200—50—%.(3).(600):0
V, =1150kgf T

2.M, =0 = M, —50.(3)—200.(1,5)—%.(3).(600).(2) -0
M, = 2250kgf .m

El momento M , va orientado en el mismo sentido que la figura 2.39

PROBLEMA 2.14 En el sistema en equilibrio mostrado en la figura, se tienen dos barras dobladas

ABC de peso despreciable y CDE cuyo peso es 60kgf. Determinar las componentes de reaccién en
los apoyos Ay E

50kgf/m
N /m D .
i ) 7
B C
3m
4 5m
8 A 1 ?QQ'SQ,f-m<
| [A
E |
L e
4m 2m 3m
¥ * £ A
Fig. 2.40

Solucién:

Distribuimos las reacciones y pesos en forma proporcional a su longitud y analizamos todo el sistema
(figura 2.41,a):

M, =0 = V..(5)-H..(L5) —%.(6).(50).(0) —24.(3,5) —36.(5) +120 =0

SV —15H; =144 (@)
Ahora, analizamos la parte derecha de la estructura, es decir derecha de la rotula C (figura 2.41,b):
> ME =0 =  V..(3)—H..(4,5)-24.(15)-36.(3) +120=0

3V —45H, =24 (b)

Resolvemos las ecuaciones (a) y (b), obteniendo:
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V. =34kgf T
H. =17,33kgf «
Retornamos al sistema general (figura 2.41,a), analizando el equilibrio final:

> F =0 = H,-17,33=0

H, =17,33kgf —

1
F, =0 = V, +34—-=.(6).(50)-24-36=0
Y A 2
V, =176kgf T
a) 50kgf/im b)
(@) 1 D - HC_}k v D -~
24kgf 2,25m 2a%gf 2,25m
36kgf -+ 36kgf *
1} 10,75m vL 10,75m
'"'""""""""i"z'b'kgf.nq(—" 1zokgf.n§~’
a 1,5m E 1,5m
£sS 4 —Hg sy 4—Hg
4m 2m  1,5m 1,5mTVE 1,5m 1,5mTVE
’II, ,|y ’ly ’ly ’ly ’{%’y—*
Fig. 2.41

PROBLEMA 2.15 Determinar las reacciones en los apoyos A y C del arco triarticulado ABC
135kN

9m

12m

4 I I 4
1 ] 4 1

Fig. 2.42

Solucion:
Analizamos el equilibrio del arco triarticulado ABC:

> M, =0

= V..(36)—135.(6) —135.(12) — 270.(30) =0

V. =2925kN T
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ZFY =0 = V, +2925-135-135-270=0

V, =2475kN T
Para determinar las reacciones horizontales en A y C, efectuamos un corte en la rétula B y
analizamos el tramo AB del arco.
Z I\/IiéaI =0 = 247,5.(18) —135.(6) —135.(12) —H,.(9) =0

H, =225kN —
135kN
135kN B

L

) A
HA
247,5kNT
6m 6m 6m
|4 4 4 1%
1 1 | 1
Fig. 2.43
Para determinar la reaccién horizontal en el apoyo C, analizamos el equilibrio del arco ABC
D> F=0 =  225-H.=0
H. = 225kN «

De esta manera, las reacciones finales de todo el arco se muestran en la figura 2.44
135kN

9m
Ha=225kN— A He=225kN
VA=247,5kNT TVC=292,5kN
, 6m , 6m , 6m , 12m , 6m
1 7 7 7 g 7

Fig. 2.44
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PROBLEMA 2.16 Determinar las reacciones en los apoyos A y B del arco triarticulado ACB

mostrado en la figura 2.45
180kN

360kN

12m

L 12m , 6m , 6m 9m L 9m y
4 71 Ll Ll Ll 1
Fig. 2.45
Solucion:
Efectuamos el equilibrio de todo el arco ACB
> M, =0 =  V,.(42)-360.(12) —180.(18) —180.(33) + H.(6) =0
7Vy +Hyg =2250 (a)

Ahora, efectuamos un corte en la rétula C y analizamos el equilibrio del tramo CB
> ME =0 =  -180.(9)—H..(6) + V,.(18) =0
3V —Hy =270 (b)
Resolvemos las ecuaciones (a) y (b), obteniendo:
V, =252kN T
Hg =486kN «

Retornamos, para analizar el equilibrio de todo el arco, determinando las componentes de reaccion

en el apoyo A

180kN

180kN
6m
12m Hg=486kN
Ha=486kN—p{ A TVB=252kN
VA=468KN? 12m ¥ 6m ¥ 6m ¥ 9m ¥ 9m ¥
Fig. 2.46
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D> F=0 =  H,-486=0

H, = 486kN —
>F, =0 =  V,+252-360-180-180=0
V, =468kN T

De esta manera, las componentes de reaccion en los apoyos A y C se muestran en la figura 2.46

2.4 CALCULO DE ESTRUCTURAS COMPUESTAS
PROBLEMA 2.17 Para la estructura mostrada en equilibrio, determinar las componentes de reaccién
en los apoyos A, E y la tension en el cable FG

2,9m Tm

Cable horizontal

Fig. 2.47
Solucioén:

Efectuamos un corte por el cable y analizamos el equilibrio de toda la estructura.

> M, =0 =

V,.(59) - Tos.(2) — 200.(3,9).(L95 —%.(3,9).(100).(1,3) ~60.(4,9) =0

59V; — 2T, =2068,5 (@)
300N/m
200N/m /JD
r L 337°
Z .
HA—'E A - C 60N 7
Z
TVA 2m
1m

2,9m 3m TVE

>
S
_>

Fig. 2.48
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Ahora, efectuamos un corte en el perno B y analizamos el tramo BE
> Mg =0 = Vo(3)-Te.(2)=0
2T =3V, (b)

2m
im
) 3m TVE
Fig. 2.49
Reemplazamos (b) en (a) y obtenemos:
V. =71327N 7T
T =1069,91N «—
Luego, analizamos el equilibrio de todo el sistema:
D> F =0 =  Hy-Te =0
H, =1069,91IN —
> F =0 =  V,+71327- (200 + 200)'3’9 -60=0
V, =321,73N T

PROBLEMA 2.18 Para la estructura mostrada en la figura, despreciando el peso de AD, se pide
calcular las reacciones en los apoyos, si el peso de la barra CDE es 125kg y el peso de la barra
guebrada GEB es 250kg.

(= 0 JE e

250kg g

8m

B
777777777 7
4m 10m

<
-
=

Fig. 2.50
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Solucioén:
Calculamos las reacciones en el centro “C” de la polea:

250kg
Hc
VC
250kg
Fig. 2.51
D R =0 =  250-H. =0 © Hg =250kg <
> F =0 =  V,-250=0 V, = 250kg T

Ahora, pasamos dicho efecto en sentidos opuestos a la barra CDE y analizamos el equilibrio de la

barra CDE incluyendo su peso de 125kg

250kg
<«
—> = S
250kg” ¢ : i 7 E
9 C Y v v\
125kg
|2 4m L 3m L 7m L
1 7 7 7
Fig. 2.52
Z M. =0 = 250.(14) - V,.(10) +125.(7) =0 V, =437,5kg T
> F, =0 =  4375-125-250-V, =0 V. =62,5kg ¥
Nos detenemos en el andlisis y pasamos a la barra AD
437,5kg
DfF|——»Hp=0
6m
Al
TVA=437,5kg
Fig. 2.53
> M, =0 = —H,.(6)=0 Hy, =0

D> F=0 = H,=0
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> F, =0 = V,-4375=0 V, =437,5kg T

Ahora, retornamos al equilibrio de la barra CDE

D> F=0 =  250-H, =0 He = 250kg <

Finalmente, analizamos el equilibrio de la barra GEB, aplicando los pesos en forma proporcional a

sus longitudes y las acciones de las otras componentesen Gy E
G

250kg v +
£ V2
50kge) > 250kg -+
4m
l200kg
4m
B H
i 62+
MB
VB
%’I@‘
Fig. 2.54
D> F=0 =  250-250-H, =0
Hg =0
> F, =0 =  -50+625-200+V, =0
V, =187,5kg T
> Mg =0 =N —MB—250.(8)+250.(8+\/§)+50.(%]:O

M, =388,91kg.m

El sentido del momento M es horario, tal como se muestra en la figura 2.54

PROBLEMA 2.19 Para la estructura mostrada en equilibrio, la polea tiene masa 120kg, determinar
las componentes de reaccién en:

a) Elcentro E de la polea

b) Los apoyos AyC

c) Laarticulacion G

82



Olw)

2,4m
F
B [ _E \ G |
=0,6 1,2m
[500N] s &
L 12m 12m 12m
Fig. 2.55
Solucioén:
a) Calculamos el peso en el centro de la polea:
P=mg =120.(9,81) =1177,2N
Luego, analizamos el equilibrio de la polea:
>F=0 =  500-H.=0 Hg = 500N <«
>F =0 = V.-500-1177,2=0 V. =1677,2N T
500N
He
500N
1177,2N
Fig. 2.56

b) Aplicamos todas las reacciones y sus acciones en toda la estructura (figura 2.57)
SF.=0 =  H,+500-500=0
H,=0
SM,=0 =  V.(36)+500.(L8)-500.(1,2) ~1677,2.(2,4) = 0
V. =10348N T
SR =0 = V,+10348-1677,2=0

V, =6424N T
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W)

1,8m
500N

16772 €—1|F +
0,6m

500N , + & K

E
1,2m
Ha—>

:C b
s

2,4m 1,2m WC

¥

N

k 2
1 7 1

Fig. 2.57
¢) Analizamos el equilibrio de la barra BEG
dDMy=0 = V,.(24)-1677,2(1,2)=0 V, =8386N T
Vg 1677,2 Vs
fow)
HB_’ O é D<_HG
o 12m 12m
1 7 7
Fig. 2.58
Luego, analizamos el equilibrio de la barra DGC:
ZMD =0 = —500.(1,8)+Hs.(24)=0 Hs; =375N —»
l’o
HD #HD *
1,8m
500N 4—|F +0 &
=838,6N |
HG—DWZ;G +
1,2m
TVC=1034,8N
Fig. 2.59
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PROBLEMA 2.20 La siguiente estructura esta en equilibrio y formada por dos barras AB y BC de
pesos 50N y 80N respectivamente. Se pide:

a) Determinar las componentes de reaccién en los apoyos.

b) Dibujar el diagrama de cuerpo libre del perno en B, indicando las componentes de las fuerzas

que acttan sobre el mismo.

B 100N
— <> £
—>
L) 1,5m
N C Il
—>
200N/m 3%
> 2,5m
—>
i

§
NI
I~

Fig. 2.60
Solucién:

a) Ubicamos las cargas y pesos sobre la estructura, analizando su equilibrio:

SMA=0 =  V..(2)+Hc.(25)-80.(1) ~100.(4) - 200.(4).(2) = 0

2V, +2,5H. =2080 (@)
B 100N
—’\ —
) 0,75m
200N/ m—Pp! +0 5
> C ,75m
q T
—llson Vo
2 » 2,5m
m —P)
A
— At >
VA¢ Tm 1m
A
Fig. 2.61

Ahora, analizamos el equilibrio de la parte derecha de la estructura, efectuando un corte en el

perno B.
dYME =0 =  V.(2-H..(15)-80.(1)=0
2V, —15H. =80 (b)
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Hg—» +
B 0,75m
C 0,75m
80N —He
VC
, Imo Im
1 7 7
Fig. 2.62
Resolvemos las ecuaciones (a) y (b), obteniendo:
V. =415N T
H. =500N «
Analizamos el equilibrio del tramo BC:
>F=0 =  Hy;-500=0 ~ H, =500N —
>F =0 =  415-80-V, =0 V, =335N{
Retornamos al sistema completo (figura 2.61), para analizar su equilibrio:
ZFX =0 = —H, +200.(4)+100-500=0 H, =400N «
>F =0 = -V,-50-80+415=0 V, =285N |
Ahora, analizamos la barra AB y comprobamos su equilibrio:
D F=0 =  —400-H;+200.(4)=0 Hg = 400N «
d>F =0 = V;-50-285=0 V, =335N T
Vs
B
0 ‘—HB e
2m
200N/m oA
50N
2m
. A4—400N *
285N
Fig. 2.63
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b) Con los valores obtenidos, dibujamos el DCL del perno B y comprobamos que existe equilibrio

en dicho nudo, lo cual certifica el correcto célculo.

> F=0 =  400+100-500=0
>F =0 = 335-335=0
VB
y! 00N
He—ho4¢—Hg
Ve
Fig. 2.64

PROBLEMA 2.21 Para el sistema en equilibrio mostrado en la figura, calcular:
a) Las reacciones en el centro E de la polea
b) Lareaccion en el apoyo C vy las fuerzas internas en el perno B

c) Lareaccién en el apoyo Ay el diagrama de cuerpo libre del perno B

o
-~
ZA e B
2 [) (¢ 2,5m
Z
= r=0,5m
25T.m 2,5m
{ 20T E
C

, 4m , 4m . 3m .

1 2 7 7

Fig. 2.65
Solucioén:

a) Calculamos las reacciones en el centro E de la polea:

SF=0 = H.-20=0 © H,=20T -
YR =0 = V.-20=0 V. =20T7
20T

He
VE
20T
Fig. 2.66
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b) Efectuamos un corte en el perno B (rétula) y analizamos el equilibrio en la barra BC

dMy=0 = V.(5)-25=0 V. =5T
D F=0 = 5c0s37°-Hy,=0 .. Hy = 4T «
>F =0 = 5sen37°-V,=0 .. V, =3T!

Fig. 2.67
¢) Ahora, analizamos el equilibrio de la barra ADB, efectuandolo de 2 formas:
lra. FORMA:

D> F=0

= H,-20+4=0 H, =16T —
YR =0 = V,-20+3=0 Vv, =177 7T
=

> M, =0 3.(8) —20.(4,5) +20.(0,5) + M, =0 .. M, =56T.m

% Vg=3T

20T4——
HA—éfA /';\ §—>H§4T
Ma Z

\TA 20T

) 4m 0.5m 3,5m ,

4 Fig.42.684 4
2da. FORMA:
dYF=0 = H,+4-20=0 H, =16T —
YR =0 = V,-20+3=0 Vv, =17T11
dYM,=0 =  M,-20.(4)+3.8)=0 M, =56T.m
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y . V3=3T
Z 20T
Ha : . 2 —bH=4T
MAZA E
Z
i
, 4dm L 4dm ,
A 7 7
Fig. 2.69

Efectuamos el diagrama de cuerpo libre (DCL) del perno B y comprobamos el equilibrio en dicho

nudo, corroborando, de esta manera, el correcto analisis.

DR =0 = 4-4=0

YR =0 = 3-3=0
Vg=3T

B
Hi=4T4— @ —PH, =4T
Vg=3T
Fig. 2.70

PROBLEMA 2.22 La siguiente estructura en equilibrio esta formada por dos barras AB y BC, donde
la barra AB es de peso despreciable, la barra BC tiene 0,5T de peso y la polea es de peso
despreciable, con radio r =0,5m. Se pide:

a) Determinar las componentes de reaccion en los apoyos Ay C

b) Dibujar el diagrama de cuerpo libre del perno en B, indicando las componentes de las fuerzas
que acttan sobre el mismo.

A—>2T £

3m

4T 3m

4m

N
<

Fig. 2.71
Solucién:

a) Analizamos el equilibrio de toda la estructura, incorporando el peso de la barra BC (figura 2.72):
Z M,=0 = V..(4)+H..(3)—2.(6)-0,5.(2) +4.(0,5) - 4.(0,5) =0
4V, +3H. =13 (a)
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»oT £
3m
0,5T C
. ‘_HC -+
Ve 3m
¥ 2m "
Fig. 2.72
Ahora, analizamos el equilibrio de la barra BC:
dDMF =0 =  V.(4-H..(3)-05(2)=0
4V, —3H, =1 (b)
Vs
He—p B
3m
0,5T C
<+—Hc
o 2m  2m ch
Fig. 2.73
Resolvemos las ecuaciones (a) y (b), obteniendo:
V. =175T T
He =2T «
Luego, analizamos el equilibrio de la barra BC:
ZFX:O = Hg—2=0 H; =2T >
YR =0 = 175-05-V;=0 V, =125T
Retornamos al sistema completo (figura 2.72):
YF=0 = -H,-2+2=0 H,=0
ZFY=0 = V,-8-05+175=0 VA=6,75TT
Ahora, analizamos el equilibrio de la barra AB:
d>F=0 = H;-0=0 Hg =0
YR =0 = 675+V;-8=0 V, =125T 7T
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G

’ B
HB—’ Q -
3m
Dl ox-
4T 3m
O‘_ O A -
6,75T l4T

Fig. 2.74

b) Con los valores obtenidos, dibujamos el DCL del perno B y comprobamos el equilibrio del mismo

dYF=0 = 0-2+42=0
dYF =0 = 125-125=0
v
—p2T
He 44— @ ¢—Hs

N

Fig. 2.75

2.5 CALCULO DE REACCIONES DE ESTRUCTURAS ESPACIALES
PROBLEMA 2.23 Calcular las reacciones que surgen en el empotramiento A, por efecto del sistema

de cargas mostrado en la figura. Considerar que la barra CD es paralela al eje Z

Y
+
I
: 600N/m
I 1000N
A A l 500N
- 2m 3m B S
Zk 2m
C
400N/m
6m
D
800N )‘
Fig. 2.76
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Solucioén:

Sabemos que en un empotramiento en 3D existen 6 reacciones (3 fuerzas y 3 momentos), teniendo
que analizar el equilibrio para 6 ecuaciones.

Orientamos las reacciones en el punto A (fuerzas) en las direcciones mostradas en la figura 2.77

Xa £ ----»X
-z Y,
za”
Fig. 2.77
D> F=0 = -X,+500=0
X, =500N «
> F =0 = Y, —1000—%.(3).(600) —400.(6)=0
Y, =4300N T
> F,=0 = Z,-800=0
Z, =800N

La orientacion de la reaccion Z, es la misma que la mostrada en la figura 2.77

Proyectamos los momentos en los planos YZ, XZ, XY, con la finalidad de determinar los momentos

respecto a los ejes X, Y, Z respectivamente.

> M, =0 =  —M% +800.(2) +400.(6).(3) =0 .. M% =8800N.m
Y
V' N
1000N| | 900N
A
Z4 /‘,'\ Mx
400N/m
2m
800N —p'
¥ 6m =
Fig. 2.78
> M, =0 =  —MZ%+800.(5) =0 M?% = 4000N.m
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> M, =0

6m

" 5m y

N+

Fig. 2.79
M2 —1000.(2) —%.(3).(600).(4) —2400.(5) =0
M2 =17600N.m

Y
A

1000N 600N/m
A A\ P X
MZ
2400N
i 2m
p 2m 4 3m 4
Fig. 2.80

PROBLEMA 2.24 La losa homogénea pesa P =8KkN y esta unida a la pared por medio de una

rétula esférica A, una rotula cilindrica B y un cable AD, cuyo peso se desprecia. La losa soporta una

carga F=15KN vy un par de fuerzas con momento M =5kN.m . Se pide determinar las reacciones

en los apoyos y la tensién en el cable.




Solucioén:

Elaboramos el esquema de célculo, incorporando las cargas y reacciones en la losa. El peso “P” lo
aplicamos en el centroide de la losa, es decir en la interseccién de las diagonales.

El sistema de ejes coordenados, lo elegimos de tal manera que la mayor cantidad de incognitas sean

paralelas a los ejes coordenados o intersectan a los mismos, disminuyendo, asi, el célculo.

Para simplicidad de célculo, descomponemos los vectores F y M por medio de sus proyecciones

en los ejes coordenados.

G A B Y
o o
C E
v
X
Fig. 2.82
FUERZA “F”:
F, =Fcosa
F, = Fsena
MOMENTO “M”:
M, = Mcosa
M, = Msena
Siendo:

cosa:GC: 3 —3:0,6

J3 14 5

sena=£=ﬂ=0,8
GE 5

De esta manera, obtenemos:

F, =15.0,6 = 9kN
F, =15.0,8 =12kN
M, =5.0,6 =3kN.m
M, =5.0,8 =4kN.m
La tensién S en el cable también lo descomponemaos en sus proyecciones:
S, =S.cos30° = 0,866S
S, =Ssen30° = 0,55
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2m 2m

Fig. 2.83
Plateamos las ecuaciones de equilibrio estatico:
D> F=0 = F-S +X,+X;=0 @)
> F, =0 = F+Y,=0 (b)
ZFZ=O = S,-P+Z,+Z;=0 (©)
> M, =0 =  -S$,2+Z,2+M,=0 (d)
> M, =0 =  -S,3+P.15-M, =0 ()
> M, =0 = -S,.2+F.2-X,.2=0 (f)
Resolvemos las ecuaciones (a) — (f), previamente, reemplazamos los valores calculados
anteriormente, obteniendo:
X, =—8,76kN
Y, =-12kN
Z, =416kN
Xg =4,38kN
Z, =117kN
S =5,33kN
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CAPITULO 3
CENTROIDES Y MOMENTOS DE INERCIA

3.1 CENTROIDE DE ALAMBRES
PROBLEMA 3.1 Un alambre compuesto delgado de seccion uniforme ABCD esta conformado por un
tramo AB de cuarto de circunferencia y dos tramos rectos BC y CD donde este Ultimo es vertical.
Determinar las coordenadas de su centro de gravedad.

z
A
A

2m

C(4,0;0)

Fig. 3.1
Solucion:
Para determinar el centro de gravedad de figuras, como es el caso de alambres compuestos, se
divide en sectores conocidos (tramo cuarto de circulo AB y lineas BC y CD).

Para el caso del cuarto de circulo, tenemos:

nR  3rn
=—=—=15x
AB 5 5
2R 23 6
Yoo =Leg=—=—"=—
T T T
Z
A
A
CG
2R
ZCG=TI
0 B >Y
A\ ¥ R ¥
Fig. 3.2

Las longitudes y ubicacion de los centros de gravedad de las lineas BC y CD se conocen y muestran
en latabla 3.1
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Tabla 3.1

TRAMO L

| X Y, z,
(m)
AB 157 0 6/n 6/n
BC 5 2 15 0
CD 2 4 0 1

Luego, determinamos las coordenadas del centro de gravedad:

< D LX, 15m(0)+5.(2)+2.(4) 18

= = = =1,537m
> L 15m+5+2 11,712
15n[6j+5(15)+2(0)
. LV y | T . g .
Y:Z I T _ 165 ) 400m
dL 11,712 11,712
15n(6j+5 ©)+2.(D)
- 2Lz T a) T '
z:Z i T - 1 _5930m
DL 11,712 11,712

PROBLEMA 3.2 Sabiendo que la coordenada en “Z” del centro de gravedad del siguiente alambre

delgado homogéneo es 0,466m. Determinar “R”, sabiendo que la semi-circunferencia se encuentra
en el plano YZ

Fig. 3.3

Solucion:
Determinamos las longitudes de cada tramo:

L, =0,5m

Lgc = 0,5%+1,2° =1,3m

Lo = 40,9 +1,2% =15m

Lo =7R

En la tabla 3.2 se tienen las longitudes y centroides de cada tramo.
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Tabla 3.2

TRAMO L. Z
(m)
AB 0,5 0
BC 1,3 0
CD 15 0,45
- R 09+ 2R
T

Luego:

- DLz
2=L = 0,466 =
DL 05+13+15+7R

Efectuamos calculos y obtenemos:
2R? +1,3634R —0,8628 =0

Resolvemos la ecuacién cuadratica, tomando solo el valor positivo, ya que el radio siempre sera asi,

0,5.(0) +1,3.(0) +1,5.(0,45) + nR.[O,9 + ZRJ

T

obteniendo:

R =0,4m

3.2 CENTROIDE DE AREAS
PROBLEMA 3.3 Determinar las coordenadas del centroide de la lamina compuesta delgada, la cual
esta formada por una region de cuarto de circulo y otra regién rectangular hueca.
Z

Fig. 3.4
Solucién:

Analizamos cada figura en forma independiente, determinando sus areas y coordenadas del centro
de gravedad.
FIGURA 1:
- 4R 4(3) 4
Xl = = Q = —
3tn 3t =
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Y, =0

1

3n 3n

T

T2 n.(3)°

Al :ZR

z -MR_4Q _4

=2,251

>N

X<

1,5m

1,5m

3m

x4

Fig. 3.6
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Tm

m

0 ' PY
O,YSmI
C‘G 1 ,5m

Fig. 3.7
Con los resultados obtenidos, elaboramos la tabla 3.3, con la finalidad de determinar las

coordenadas del centro de gravedad de la lamina compuesta.

Tabla 3.3
FIGURA A Xi 7i zi AX Aivi Aizi
(m?)
1 2,257 4] 0 4] 9 0 9
2 9 1,5 1,5 0 13,5 13,5
-1,5 0,75 1,5 0 -1,125 -2,25
> 14,568 - - - 21,375 11,25

Nétese, que el area de la figura 3, es negativa, por ser la lamina hueca en esa parte.

Luego:

o 2AX

X = 2AX, _ 21375 =1,467m
> A, 14568

- 2AY,

Y = QAN 1125 =0,772m
DA, 14,568

- Y.AZ 9

Z= = =0,618m
DA, 14568

PROBLEMA 3.4 Sabiendo que las coordenadas del centro de gravedad de la lamina delgada

homogénea mostrada es (0,421; V;Z) .Determinara, Y, Z.

p4
A

C(0;0;2)m
T |

A(a;0;0)m
Fig. 3.8
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Solucioén:
Una vez mas, dividimos en figuras regulares.
FIGURA 1:

- a
Xl = g
Y, =0
= 2
Zl = §
1
A ==.()2)=a
2
Z
A
C.G
X<
—a 4
Fig. 3.9
FIGURA 2
X, =0
Y, =15
Z,=1
A,=23=6
Z
A
CG
0
1,5m  1,5m
Fig. 3.10
FIGURA 3
X, =
Y, =3+ 4.0 =3+ 4
3n 3n
Z, =1
2 2
A, - nR _ .1l T
2 2 2
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N

o

D .

K ¥y
1 1

3+4/31

=<

4
Fig. 3.11

Luego:

a s
B ZAiX a.(3j+6.(0)+2.(0)
X=55— = 0,421 =
ZAi a+6+g

Efectuando célculos se obtiene:

a®-1263a-9,561=0

Tomamos solo el valor positivo de la solucién de la ecuacién cuadratica, obteniendo:

a=3787m
Ahora, determinamos las otras coordenadas del centro de gravedad de toda la figura:
. 3787.(0)+6.05)+ |3+
- DAY, 2 -
Y = = =1,266m
2A 378746+~
2
3787/ 2 |+ 6.0)+ =.q1)
- DYAZ T3 ' 2’
7 - =0,889m

ZA‘ 3,787+6+g

3.3 MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS PLANAS
PROBLEMA 3.5 Determinar los momentos de inercia respecto a los ejes centrales principales de la
seccion transversal mostrada en la figura 3.12, cuyas dimensiones estan dadas en centimetros.

Y
A

10 / -
10 Vp W N

12 18 18 12

Fig. 3.12
Solucién:
Los ejes OX y OY se denominan centrales principales de toda la seccion transversal.

Determinamos los momentos de inercia, areas del rectangulo y de cada uno de los circulos huecos.
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RECTANGULO:
o _bh® _60.20°

¢ =40000cm*
12 12
3 3
1o b~ _ 20600 _ a650000m
12 12
A, =60.20 =1200cm?
CIRCULO:

4 4
x —ly _T_

A, =nR? = n.6* =11310cm?

Calculamos los momentos de inercia respecto a los ejes principales centrales, aplicando el teorema

=1017,88cm*

de ejes paralelos:

I, =19 —31? = 40000 -3.1017,88 = 36946,36cm"*
I, =19 -31¥ —2A,.d* =360000-3.1017,88 — 2.113,10.18% = 283657,56cm*

PROBLEMA 3.6 Determinar los momentos de inercia respecto a los ejes principales centrales de la

seccién transversal mostrada en la figura 3.13, cuyas dimensiones estan dadas en centimetros.

Y

A
6 N »X,

D R 6
8 0 pX
6
6 6
Fig. 3.13

Solucion:

Dividimos la seccion transversal en tres figuras geométricas sencillas: un rectangulo y dos triangulos
isésceles.

Calculamos las areas y momentos de inercia del rectangulo y triangulos, respecto a sus ejes
centrales.

RECTANGULO (eje central XQY):

3
19 = % =512cm*

3
19 = 812" _11500m*

A, =12.8 = 96cm?
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TRIANGULO (eje central X;0.Y)
3 3
(@ _bn® _126

% =72cm*
36 36
3 3

o _ho* 6120 oo
48 48

A, :% = 36cm?

Ahora, calculamos los momentos de inercia respecto a los ejes centrales principales OX y OY,

considerando el teorema de ejes paralelos.

I =19 +2(12 +A,.d?)=512+ 2,72+ 36.6? )= 3248cm"
I, =19 +21% =1152 +2.216 =1584cm*
PROBLEMA 3.7 Determinar la ubicacién del centro de gravedad y los momentos de inercia respecto

a los ejes centrales principales de la seccion transversal mostrado en la figura 3.14, cuyas

dimensiones estan dadas en centimetros.

Y
A
6
0 »X
0
12 =]
o
0y 28
6 6 6 6
Fig. 3.14

Solucion:
La seccion transversal mostrada, se puede analizar como un rectangulo de 24cm x 18cm y otro
rectangulo hueco de 12cm x 12cm

El area de la seccién transversal es:

A=24.18-12.12 = 288cm’

Para determinar la posicion del centro de gravedad, el cual se ubica en el eje de simetria QY,
utilizamos un eje auxiliar O.X;, el cual pasa por la base de la seccién.

El momento estatico de la seccion respecto a este eje, lo determinamos como la diferencia entre los

momentos estaticos de dos rectangulos.
Sy, =AY, —A,y, =24.18.9-12.12.6 = 3024cm®
Determinamos la ubicacién del centro de gravedad.

Sx, 3024
Yo = —+="""-10,5cm
A 288
De esta manera, los ejes OX y OY son los denominados ejes centrales principales.
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Determinamos el momento de inercia de toda la seccion respecto al eje O;X;, que es la base de

ambos rectangulos:

| _bihi bhi 2418° 1212°
3 3 3 3

Ahora, determinamos los momentos de inercia respecto a los ejes centrales principales, aplicando

=39744cm*

para el eje OX el teorema de ejes paralelos, pero para el eje OY no es necesario, ya que coinciden

los ejes de las figuras analizadas anteriormente con la seccién completa, producto de la simetria.

I = Iy, — Ay, =39744-288.10,5* = 7992cm*

| _1824° 1212°
Y12 12

Otra de las formas para determinar el momento de inercia respecto al eje OX, es analizando cada

=19008cm*

figura en forma independiente y considerando el teorema de ejes paralelos para cada figura, es decir
la distancia de cada eje local respecto al eje OX. Para ello, dividimos en tres figuras regulares, donde
existe material, es decir, un rectdngulo en la parte superior de 24cm x 6cm y dos rectangulos

laterales de 6cm x 12cm.

3 3
l, = {2‘;5 + 24.6.4,52} + 2{6'1122 + 6.12.4,52} =7992cm*

Como podemos apreciar, coincide la respuesta, quedando a criterio del lector el método mas

adecuado a utilizar.

PROBLEMA 3.8 Determinar los momentos de inercia respecto a los ejes X; —X; y X, =X, de la

secci6n mostrada en la figura 3.15. Considere que los ejes X; — X, y X, —X, son paralelos.

a '
X4 b
b=2cm| f-——--- - »X |@=10cm
" ;
b, X1
X2
Fig. 3.15

Solucion:
Determinamos los momentos de inercia de toda la seccion, respecto a sus ejes centrales principales

| _10.10°  2.2°
v 12 12

=832cm*

Ahora, calculamos el momento de inercia respecto al eje X; — X,
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3.4

2 2
I, =1y cos” o+l sen“o -1y, sen2a
Para este caso, reemplazamos los valores obtenidos anteriormente y o =—45°, porque o es

positivo en sentido antihorario y negativo en sentido horario, que es el presente caso.

I, =832c0s”(—45°)+832sen®(-45°) -0 =832cm*

Luego, determinamos el momento de inercia respecto al eje X, — X, , utilizando el teorema de ejes
paralelos.

l,, =1y, +Ad? =832+ (10% - 2%).(5J2)? = 5632cm”

Si en el presente problema, nos hubiesen pedido determinar el momento de inercia respecto al eje

Y, —Y;, perpendicular al eje X, — X, se determinaria de la siguiente manera:
ly, =l sen®a+ 1, cos® a.+ I, sen2a
I, =832sen®(—45°) +832c0s*(-45°) +0 = 832cm*

Para determinar el producto de inercia respecto a los ejes X, —X, e Y, —Y,, se determinard

mediante la siguiente relacion:

Ix _IY
Iy, = Tsen2a+ I COS 20

832-832
l,, =———sen(-90°)+0=0
171 2
Esto demuestra un principio basico del producto de inercia, que indica: “Si un area tiene un eje de
simetria, ese eje y el eje perpendicular a él, constituyen un conjunto de ejes para los cuales el

producto de inercia es cero”.

MOMENTOS DE INERCIA DE PERFILES METALICOS

PROBLEMA 3.9 Determinar los momentos de inercia respecto a los ejes centrales principales de la
seccién transversal de acero, compuesta de cuatro angulos de lados iguales L10x10x1 y una
plancha de seccion 30x1, tal como se muestra en la figura 3.16, cuyas dimensiones estan dadas en

centimetros. Las caracteristicas del angulo se dan en la tabla 3.4, respecto a los ejes O;X; y O.Y;

Y
4 | 10x10x1

A [ A
T 7
- —
30x1cm
0 »X
ine
o Y,
- A
0
al [P
o, y Y
3,33cm
Fig. 3.16
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Tabla 3.4

@ (Y]
A Ix1 IY1
PERFIL 2
(cm?) (cm?) (cm?)
L10x10x1 19,2 179 179
Solucioén:
Los momentos de inercia respecto a los ejes OX y OY y el area de la plancha son:
1.30°
1) ==—— =2250cm*
30.1°
19 === -25cm"*

A, =30.1= 30cm?

El &rea de toda la seccion transversal es:

A=4A, +A, =4.192+30=106,8cm’

Los momentos de inercia respecto a los ejes centrales principales OX y OY lo determinamos,

teniendo en cuenta el principio de ejes paralelos.
L =4(19 + Ab?)+ 19 = 4(179+19,2.12,17% )+ 2250 =14340,76¢m*

=419 +A@?)+19 = 4(179+19,2.333% )+ 2,5 =1570,13cm*

IY

PROBLEMA 3.10 Determinar la ubicacion del centro de gravedad y los momentos de inercia
respecto a los ejes centrales principales de la seccion transversal de una viga de acero compuesta

por dos perfiles 127 y una plancha de seccion 40x1,2cm, tal como se muestra en la figura 3.17. Las

caracteristicas del perfil 127 se dan en la tabla 3.5

Y, Y Y,
40x1,2cm A A A
0,
1,279
13,5
0|
127
13,5
10 10
Fig. 3.17
Tabla 3.5
® @
A Ix1 IY1
PERFIL 2
(em) (cm®) (cm*)
127 40,2 5010 260

107



Solucioén:

Los momentos de inercia respecto a los ejes O,X,Y, y el area de la plancha son:

3

19 = % =5,76cm*
3

1) = % = 6400cm*

A, =4012= 48cm?

El &rea de toda la seccion seré:

A =2.40,2+48 =128,4cm?

Para determinar la ubicacién del centro de gravedad de toda la seccion, calculamos el momento
estéatico de la seccién respecto al eje 01X, que pasa por el centro de gravedad de los perfiles 127 vy,
en consecuencia, no generan dichos perfiles momentos estaticos respecto al eje indicado.

Sy =AY, = 48.(13,5 + %) = 676,8cm®

De esta manera, determinamos el centro de gravedad de toda la seccidn, respecto al eje O X;:

S
Yo = —- = 5768 _ 5 97em
A 1284

Los ejes OX y OY se denominan ejes centrales principales y los momentos de inercia respecto a

dichos ejes son:

I, = 25010+ 40,2.5,27% )+ 5,76 + 48.8,83% =16001,21cm"
I, = 2260+ 40,2.10 )+ 6400 = 14960cm*

PROBLEMA 3.11 Para la seccién no simétrica mostrada en la figura 3.18,a compuesta por un perfil
150 y un angulo de lados desiguales L20x12,5x1,6. Se pide determinar la ubicacién del centro de
gravedad de la seccion, los momentos de inercia respecto a los ejes centrales principales y la
orientacién de estos ejes. Los momentos de inercia y areas de ambos perfiles respecto a sus ejes

locales centrales se dan en la tabla 3.6
2

a Y, b I
) %X A2 ) Tty ESCALA
21,79 6,71 [ e

»

3 3
7,24 14‘55/ 0 107 210
150 VA o~ K
g ) »X
0) e Ixy
g S A
< 2
o w( plxly

s
Xy <

7,32

»X 0 c \%
(05 I 1
. :
\‘1

Fig. 3.18
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Tabla 3.6

PERFIL 150 PERFIL L20x12,5x1,6
I, =39727cm* l,, =617cm’
l,, =1043cm* l,, =2026cm*

ly,y, =—644cm*

A, =100cm?® A, =49,8cm?

Solucioén:

El &rea de toda la seccion es:

A =100+ 49,8 =149,8cm*

Para determinar la ubicacién del centro de gravedad, elegimos como ejes auxiliares los ejes del perfil

150, es decir, los ejes O.X; y O,Y;

Sy, A,x, 4982179

0 =—— =

A A 149,8

=7,24cm

y. = Sx, Ay, 4982201 p—
° A A 149,8 ’

Estas magnitudes y las coordenadas de los centros de gravedad de los perfiles se muestran en la

figura 3.18,a, cuyos valores son:

a, =—7,24cm; b, =-7,32cm; a, =14,55cm; b, =14,69cm
Determinamos los momentos de inercia respecto a los ejes centrales OX y OY

Iy =1y, +Ab +1, +A,b]

I, =39727 +100.(—7,32)2 +617 +49,8.14,69° = 56448,88cm"*

Iy =1y, +Aa; +1, +A,a;

I, =1043+ 100.(—7,24)2 +2026 + 49,8.14,55% =18853,54cm*

Iy = levl +A1a1b1 + Ixzv2 +A2a2b2

I =0+100.(-7,24).(-7,32) — 644 + 49,8.14,55.14,69 = 15299,91cm*

Ahora, determinamos los momentos de inercia principales y los angulos de desviacion de los ejes

principales 1y 2 respecto al eje OX

IX+IY IX_IY2 2
I, = > + > + 15y

|- 56448,88 +18853,54 N \/[ 56448,88 —18853,54
L=
2 2

2
j +15299,91* = 61888,36cm*
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_ 56448,88+1885354 (56448,88 —18853,54

2
| +15299,91% =13414,05cm*
2 2 2

|
tga, = —xr - 192099 o5 =  ,=-1954°
I, —1, 1885354 6188836

Il 1520991
|, -1, 1885354-13414,05

tgo, = 2,813 = a, =70,43°

En la figura 3.18,b se muestra la obtencion grafica de los momentos de inercia principales y la

orientacién de los ejes principales, cuyo proceso se detalla a continuacion:

1. Se eligen los ejes coordenados, orientando en el eje horizontal los momentos de inercia |, 1,

y en el eje vertical el producto de inercia IXY
2. De acuerdo a la escala elegida, se obtienen los puntos correspondientes en el eje horizontal de
los momentos de inercia |, e I

3. La diferencia de dichos momentos de inercia lo dividimos entre dos y obtenemos el centro C de

la figura.

4. A partir del extremo del momento de inercia |, , levantamos en el eje vertical del producto de

inercia, es decir 1, , obteniendo el punto K de la figura.

5. Unimos los puntos C y K, cuyo valor es el radio del circulo denominado de Mohr para momentos
de inercia.
6. Trazamos el denominado circulo de Mohr, intersecandose con el eje horizontal en dos puntos,

que corresponden de mayor a menor a los momentos de inercia principales |, e |,, cuyos

valores se obtienen como indicamos en un inicio de acuerdo a una escala previamente elegida.

7. Para obtener la orientacion de los ejes principales, trazamos desde el punto K dos lineas que
unen al punto K con el extremo del momento de inercia principal I1 y corresponde a la
orientacion del eje principal 1. Analogamente, unimos el punto K con el extremo del momento de
inercia principal |, y cuya direccién corresponde a la orientacién del eje principal 2.

8. Los angulos que forman dichos ejes principales con el eje horizontal, corresponden a los angulos
de desviacién de los ejes principales 1 y 2 respecto al eje OX, recordando que el signo es
positivo en sentido antihorario y negativo en sentido horario, siempre y cuando se tome como

referencia el eje OX como inicio de la medida.
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CAPITULO 4
ARMADURAS

4.1 METODO DE LOS NUDOS
PROBLEMA 4.1 Para la siguiente armadura:
a) Calcular las reacciones en los apoyos
b) Indicar que barras no trabajan

c) Determinar las fuerzas axiales en las barras restantes

- B
D
F
H
3m
J
9T
L
. ?>A Cc E G | K M
’IL 4m ’IL
Fig. 4.1
Solucion:
a) Calculamos las reacciones en los apoyos:
dMy=0 = H,(3-9.(4)=0 . H, =12T —»
dYF=0 = —H;+12=0 Hg =12T «
YR =0 = V;-9=0 V,=9T7"

b) Sabemos que una barra no trabaja, si su fuerza interna es cero, también conocida como barra
nula, existiendo 3 principios de determinacion visual de tal tipo de barras, los cuales son:

1. Sien un nudo convergen dos barras y el nudo no esta cargado, entonces ambas barras son
nulas.

2. Si en un nudo convergen dos barras y el nudo est4 cargado con una fuerza en la direccion
de una de las barras, entonces la otra barra sera nula.

3. Si en un nudo convergen tres barras, donde dos de las barras se encuentran sobre una
misma linea y la tercera en una direccion arbitraria, ademas el nudo no esta cargado,
entonces la barra que tiene direccién arbitraria es nula.

Basado en estos principios, analizamos la armadura de la figura 4.1, para ello iniciamos con el

nudo K y vemos que la barra KL es nula por el 3er principio anteriormente descrito, luego,

pasamos al nudo L y observamos que la barra LI es nula por el mismo principio. Continuamos
analizando el nudo |, determinando que la barra 1J es nula y asi, sucesivamente, se cumplira con

este mismo principio al analizar los nudos J, G, H, E, F, Dy C.
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Las reacciones en los apoyos Y las barras nulas se muestran en la figura 4.2, esquematizandolas

las barras nulas con un circulo.

Vg=9T
Hg=12T T
—F B
D
F
H
3m
O} J 9T
)]
L
H,=12T %>A G E G I K M
k 4m 4
Fig. 4.2

¢) Para calcular las fuerzas internas en el resto de barras, aplicamos el método de los nudos,
analizando el equilibrio en el nudo M

>F =0 =  F,sen37°-9=0 F, =15T (TRACCION)
YF=0 =  F —15c0s37° =0 Fou =12T (COMPRESION)
oT
FLM
37°
FKM M
Fig. 4.3

El resto de barras tienen las mismas fuerzas internas, tal como se muestra en la figura 4.4

9T
12T T

- 15
15
15
15
P oT
O 15
15
12T
%>‘ 12 12 12 12 12 12
Fig. 4.4
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PROBLEMA 4.2 Para la siguiente armadura:

a) Calcular las reacciones en los apoyos

b) Indicar que barras no trabajan

c) Determinar las fuerzas axiales en las barras restantes

o6m

100kN
., 2m  2m . 2m | 2m
1 4| 1 7 7
Fig. 4.5
Solucioén:
a) Calculamos las reacciones en los apoyos:
d>M,=0 = V,.(8)-100.(6)=0 V, =75kN T
YR =0 = V,+75-100=0 V, =25kN T

dDF=0 = H,=0

b) Si analizamos el nudo E y aplicamos el ler principio de barras nulas, se tendra que las barras
ED y El son nulas. Luego, aplicamos el 3er principio al nudo F, siendo la barra FB nula y
continuamos con este principio en los nudos B, G y C, siendo nulas las barras BG, GC y CH.
Las reacciones en los apoyos, las barras nulas y las fuerzas internas en el resto de barras se

muestran en la figura 4.6, esquematizando las barras nulas con un circulo.

E
D
41,67
C @
41,67 o, ¢
B Y100
- 41,67
A= A |
3333 F 35,433 G 35,1%3 Hszg/?%
T 100N
Va=25kN .
h TV,—?SkN
Fig. 4.6
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c) Aplicamos el método de los nudos para determinar las fuerzas internas en el resto de barras.
NUDOQO “A”:

dYF,=0 =  25-F,sen37° =0
Fag =4167kN (COMPRESION)
Y Fc=0 =  F—4167c0s37° =0

F, =33,33kN (TRACCION)

Fag=41,67kN
H=0 A 37°
P F-=33,33kN
T\/A=25kN
Fig. 4.7

Ahora, pasamos al hudo F, en el cual, la barra FB es nula y las fuerzas internas en las barras AF

y FG son iguales. Lo mismo sucede con las barras FG y GH, asi como en ABy BC, BCy CD.
NUDO “H”:

dF=0 = F,-3333=0 F., =33,33kN (TRACCION)
>R =0 = Fp-100=0 F.o =100kN (TRACCION)
?D
33,33kN ¢ 0 »F,
100kN
Fig. 4.8
NUDO “I”:

Previamente, calculamos el valor del angulo J3 :

_45
2

Ahora, calculamos la fuerza interna en la barra DlI:

dF =0 =  75-F,sen66,04° =0

tgp =  B=66,04°

Fo, =82,07kKN (COMPRESION)

Como comprobacion, efectuamos el equilibrio en el eje horizontal:
Z F,=0 = 82,07c0s66,04° —33,33=0 OK

Con esto, no es necesario comprobar el equilibrio del nudo D, el cual también sera correcto.
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DI

33,33 '

Tv. =75kN

Fig. 4.9

PROBLEMA 4.3 Para la armadura mostrada en la figura, determinar:
a) Las reacciones en los apoyos

b) Las fuerzas axiales en las barras AB y BE, indicando si estan en traccion o compresion

300N
3m

+ B = D
=i 400KN

7

Solucioén:

a) Calculamos las reacciones en los apoyos:
ZMA =0 = —V,.(6) —400.(3) +300.(8) =0
V, = 200kN {
>F=0 = H,-300=0
H, =300kN —
>F =0 = V,-200-400=0
V, =600kN T

b) Determinamos la fuerza interna en la barra AB, analizando el equilibrio en el nudo A y la fuerza
en la barra BE, analizando el equilibrio en el nudo B.
NUDO “A”:
Previamente, calculamos el &ngulo o.:

tga = g = o =59,04°
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ZFXZ

NUDO “B”:

>'F, =0

=

300 F,. c0559,04° =0
F.e =583,16kN (COMPRESION)
600 — F,; —583,16sen59,04° =0

Fis =99,92kN (COMPRESION)

Fae  Fue

Hy=300kN  al/ \*
A

V,=600kN
Fig. 4.11

99,92 — Fysen45° =0
Foc =141,31kN (COMPRESION)
Fee —141,31cos45° =0
Fae =99,92kN (TRACCION)

FBC

99,92kN

Fig. 4.12

Las reacciones y fuerzas internas de las barras AB y BE, se muestran en la figura 4.13

300kN ¢

99,92kN
’ D
7 ;%

lVD=200kN

»w

99,92kN

v
400kN

H,=300kN
AT 4 A

TVA=600kN
Fig. 4.13
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PROBLEMA 4.4 Para la armadura mostrada en la figura, usando el método de los nudos, determinar
las fuerzas en las barras CD y DF

3m 3m " 3m 3m

Fig. 4.14

Solucién:

Como se podra apreciar, no es necesario calcular las reacciones en los apoyos y analizamos
consecutivamente el equilibrio en los nudos E y D.
NUDO “E”:

Determinamos el valor del angulo o :

tga = 4 =  a=1843
12
Luego
> F, =0 =  F,senl843° -2=0

F.. = 6,326kN (COMPRESION)
2 Fc=0 = 6326051843° —F, =0

F., = 6kN (TRACCION)

2kN
F
ED‘)/VIE
Fer
Fig. 4.15
NUDO “D”:
Calculamos el &ngulo f3:
4 o
tgp = 9 = B=2396
Luego:
> F =0 = F.5en23,96° —3=0

For = 7,387kN (COMPRESION)
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> F =0 —  7,387c052396° +6—F., =0

F.p =12,75kN (TRACCION)

3kN
FDF
Fig. 4.16
La armadura con las fuerzas internas en las barras CD y DF, se muestran en la figura 4.17
p 3m 4 3m " 3m " 3m "
5kN 4kN 3kN 2kN

12,75kN

4m

Fig. 4.17
PROBLEMA 4.5 Para la siguiente armadura:
a) Calcular las reacciones en los apoyos.

b) Determinar las fuerzas axiales en cada una de las barras.

AT 5kN  4kN "0,

Fig. 4.18

Solucion:
a) Calculamos las reacciones en los apoyos, para ello, proyectamos el tramo FC hasta el punto H,
producto de la interseccion de dicha prolongacion con la perpendicular trazada desde el punto A,

determinando la distancia d (figura 4.19).
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b)

d = 20sen30° =10m

c
< (
A F
d
@,
H
Fig. 4.19

Como las fuerzas 4kN y 8kN son paralelas, entonces la distancia desde el apoyo A hasta la
interseccion con la proyeccién de DG es 20m.

d>M,=0 = V,.(2.20c0s30°)-10.(10) —5.(20) + 4.(10) +8.(20) =0
V. =0
dYME=0 =  8(10)-H..(10)=0

He =8KkN «

Ahora, analizamos el equilibrio de toda la armadura:

> Fy=0 =  —H, +10sen30° +5sen30° + 4sen30° +8sen30° -8 =0
H, =55kN «

> F,=0 =  —10c0s30° —5c0s30° +4c0s30° +8c0s30° +V, =0

V, =26kNT

Determinamos las fuerzas internas en cada una de las barras de la armadura, analizando el
equilibrio nudo por nudo.

NUDOQ “A”:

SF, =0 =  26-Fgsen30° =0
F.s =5,2kN (COMPRESION)
ZFX =0 = Fae —5,2€0830° —55=0
F,- =10kN (TRACCION)
F

AB
5,5kN /y{
«—"5 »F

9 AF
TZ,GkN

Fig. 4.20

119



dYF, =0 = 52-F,=0
Fac =5,2kN (COMPRESION)
YF, =0 =  F;-10=0

Fse =10kN (COMPRESION)

5,2kN Far
Fig. 4.21

>F,=0 =  F50s30°-10c0s30° =0

Fsc =10KkN (TRACCION)
Comprobamos el equilibrio en el eje horizontal:

Z F,=0 =  10sen30° +10sen30° —10=0

Y F,=0 =  Fpsen30° =0

Fep =0

dYF=0 = F;-8=0

Fec =8KN (COMPRESION)




NUDO “D”:
DFe=0 =  8-Fy =0

Foe =8KN (TRACCION)
YF.=0 =  Fy=0

v
Yy _ e
Fo 8KkN
D
I:DG
Fig. 4.24

NUDO “G”:
D> F =0 =  8c0s30° —F, c0s30° =0

F.c =8KN (COMPRESION)

Comprobamos el equilibrio en el eje horizontal:

D> F=0 =  8sen30° +8sen30° —8=0

Fsc 8kN

Fig. 4.25

De esta manera, las reacciones y fuerzas internas en la armadura, se muestran en la figura 4.26
5kN  4kN

8kN

Fig. 4.26
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PROBLEMA 4.6 Para la siguiente armadura:
a) Calcular las reacciones en los apoyos.

b) Determinar las fuerzas axiales en cada una de las barras.

B D F i
6m
A H _L
ras c : - 53,
v v
20kN 20kN 20kN
L 4m L 4m L 4m L 4m L
1 g 4] g 1
Fig. 4.27

Solucioén:

a) Por simetria:
V, =V, =30kN T
YR =0 = H,=0
b) Determinamos las fuerzas internas en cada una de las barras de la armadura, debiendo de
iniciar en el nudo C, ya que ahi podemos determinar la fuerza interna en la barra CB y luego

pasamos al nudo B, continuando con el apoyo A y luego con el nudo D, aplicando el método de

los nudos, en el cual se deben de tener como maximo 2 incgnitas a determinar.
NUDO “C”:

YR =0 = F-20=0
F.g = 20KN (TRACCION)

YF=0 =  Fe-Fp=0

NUDO “B”:

Determinamos el angulo o.:

tga = % = o =33,69°
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D= —  F,,5en3369° — F,.5en33,69° =0
Fon = Fae
D Ro= =  2F,,00533,69° —20=0
Fsa =12,02kN (COMPRESION)

Faoe =12,02kN (COMPRESION)

B
o a
P 20kN Fae
Fig. 4.29
NUDO “A”
DR = =  30-12,02sen56,31° — F,,sen37° =0

F.o =33,33kN (COMPRESION)

>F, =0 =  F, —3333c0s37° ~12,02¢0556,31° =0

Fac =33,33KN (TRACCION)
12,02kN

NUDO “D”:
Por simetria:

Fou = Foa =33,33kN (COMPRESION)
SF, =0 =  23333c0s53° —F, =0
Foe = 40kN (TRACCION)

D

53° | 53°
33,33 33,33
Fig. 4.31
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Como la armadura es simétrica, no determinamos las otras fuerzas internas, debido a que son

iguales al lado izquierdo de la armadura.
De esta manera, las reacciones en los apoyos y fuerzas internas en todas las barras de la

armadura, se muestran en la figura 4.32

4.2 METODO DE LAS SECCIONES

PROBLEMA 4.7 Dada la siguiente armadura:
a) Usando el método de las secciones, determine las fuerzas axiales en las barras CD, KD y KJ,

indicando si estan en traccion o compresion.
b) Usando el método de los nudos, determine la fuerza axial en la barra CK, indicando si esta en

traccion o compresion.

C \
B E
A & ) H _
@ w800kgf
, 12m , 12m , 12m , 12m , 12m |, 12m
1 1 1 1 1 1 i
Fig. 4.33
Solucién:
a) Calculamos las reacciones en los apoyos:
dM,=0 = V,.(7,2)-800.(48)=0 V, =533,33kgf T
SF, =0 =  V,+53333-800=0 V, = 266,67kgf T

dDF=0 = H,=0
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Efectuamos el corte indicado, analizando la parte izquierda de la armadura, pero, previamente,

calculamos el valor del angulo o

tgo = L5 = o =22,62°
3,6

DM =0 =  —(FpC0s22,62°).(1) - 266,67.(2,4) =0
Fep = —693,34kgf (COMPRESION)

dM,=0 = F,=0

dYM,=0 = F,.(15)-266,67.(36)=0

F., = 640kgf (TRACCION)

D

FCD,///q:

/, !

C o

Fo .

B :

I

]

:

o—p -

/@7 L o Fesd

T266,67kgf

Fig. 4.34

b) Determinamos el valor de la fuerza interna en la barra CK, aplicando, para ello, no el método de
los nudos, sino el principio de barra nula en forma consecutiva en los nudos B, L, C y K para la
parte izquierda de la armadura, siendo las barras nulas de toda la armadura las barras BL, CL,
CK, KD, FH, HE y ElI, tal como se muestra en la figura 4.35
En consecuencia:

F.c =0
C
(0]
0—re
A K ! e
T266,67kgt 800kgf 1533, 33kgf
Fig. 4.35

PROBLEMA 4.8 Dada la siguiente armadura:
a) Usando el método de los cortes, determine las fuerzas axiales en las barras DE, JE y JI,
indicando si estan en traccién o compresion.

b) Usando el método de los nudos, determine las fuerzas axiales en las barras AB, AK, FG y GH
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,I
1
8 C D " E F
I
0,6m !
#+ : G
B VY s
\‘ 25|'<N
1,5m @
> A

i i 1 1
Fig. 4.36
Solucion:
a) Calculamos las reacciones en los apoyos:
dDM,=0 = V;.(4)-10.(32)-20.(24)=0 V, = 20kN T
>F =0 = V,+20-20-10=0 V, =10kN T

dDF=0 = H,=0
Analizamos la parte izquierda del corte, por ser la de menor trabajo:
SM;=0 =  —Fy.(06)-10.16) =0

Foe =—26,67KN (COMPRESION)
DF =0 =  Fsen37°+10=0

Fz =—16,67KN (COMPRESION)
S>Mc=0 =  -10.(24)+F,.(06)=0

F, = 40kN (TRACCION)

F
T e Dyt
F
0,6m JE
B 37:
| K J °HK
1,5m
I ] 1
I 1 1
N : | :
= i i i
| | |
10kNT 0,8m | 0,8m | 0,8m |
1 1 7 |
Fig. 4.37



b) Aplicamos el método de los nudos en los apoyos Ay G

APOYO “A”:
15

togB = — =
B 08

dFR=0 =

B=6193°

Fu €0561,93° =0
Fu =0

YR =0 = -Fu+10=0
F.s =10KN (COMPRESION)

FAB FAK

10kN
Fig. 4.38

APQOYO “G”:
dF, =0 =  20-Fsen37° =0
F-c =33,33kN (COMPRESION)

>F,=0 =  3333c0s37°-Fy, =0
Feyy = 26,66KN (TRACCION)

Fea
S
R G
TZOkN
Fig. 4.39
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PROBLEMA 4.9 Un bloque de 20kN de peso, se encuentra suspendido en los nudos D y E de la
armadura, mediante dos cables inextensibles. Calcular las fuerzas en las barras AC, BC y BD,

utilizando el método de las secciones e indique si las fuerzas son de traccién o compresion.

o §>A
0,9m
-+ C
0,9m
> B D E
BLOQUE
" 1,2m g 1,2m -
1 1 i
Fig. 4.40

Solucién:
Como el bloque pesa 20kN, entonces cada cable soporta 10kN y para determinar las fuerzas

internas en las barras AC, BC y BD efectuamos el corte 1-1, tal como se muestra en la figura 4.41

s~ ?A
0,9m y
A ¢
K| I
i
0,9m :
\
o \\ E
B @ D
v
10kN 10kN
b 1,2m 5 1,2m ;
1 1 i
Fig. 4.41

Ahora, analizamos el lado derecho del corte y su equilibrio:

v
10kN 10kN
Fig. 4.42
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>'M; =0 =  —10.(1,2)-10.(2,4) + F,.5en37°.(1,2) + F,. c0s37°.(0,9) = 0
F.c = 25kN (TRACCION)
>M, =0 = 10.(1,2) + Fy. c0537°.(0,9) + F,.5en37°.(1,2) = 0
Fsc =-8,33kN (COMPRESION)
> M. =0 =  -10.(L,2)-F,,.(09) =0

Fsp =—13,33kN (COMPRESION)

PROBLEMA 4.10 Dada la siguiente armadura:
a) Usando el método de los cortes, determinar las fuerzas axiales en las barras EF y BC, indicando
si estan en traccion o compresion.

b) Analizar el nudo E y determinar las fuerzas axiales en las barras EH y ED

D
2000N—» ¢
3m
C ///’—H_\\\\\
4000N —p F—= —yE
’ ) 3m
B
4000N —» F +
3m
A ;G ol
4 2m g 2m 4
Fig. 4.43

Solucion:
a) Calculamos las reacciones en los apoyos:

SMy=0 =  V,.(4)—4000.(3) - 4000.(6) - 2000.(9) = 0
V, =13500N T

SF =0 = 13500-V, =0
V, =13500N |

SR, =0 =  4000+4000+2000—H, =0
H, =10000N «
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Efectuamos el corte indicado en la figura 4.43, denotandolo como 1-1 y analizamos el equilibrio

de la parte superior de la armadura.
ZMC =0 = —2000.(3)-F.(4) =0
F.. =—1500N (COMPRESION)
DM =0 = Fy.(4)-2000.3)=0
Foc =1500N (TRACCION)

D
2000N —» T

3m

Fig. 4.44

b) Analizamos el nudo E por el método de los nudos:

tgo = g = o =56,3°

>F =0 =  1500-F.sen56,3° =0
Fep =1802,98N (COMPRESION)
Y F=0 =  180298c0s56,3° —F, =0

F.., =1000,37N (TRACCION)

Fep
(0
Fen E
1500N
Fig. 4.45
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PROBLEMA 4.11 Usando el método de las secciones, determinar las fuerzas axiales en las barras

DE, QE, OQ y OP e indicar en cada caso, si las fuerzas son de traccién o de compresion.

1800lb C D E G H I
I F .
3pie
B Q R S T J
3pie
A K -

P O N M L
1000lIbw 1200Ib¢ w2000Ib
P 4pie ; 4pie g 4pie ; 4pie D 4pie B 4pie B
Fig. 4.46
Solucion:

Calculamos las reacciones en los apoyos:

DM, =0 = V..(24)—1800.(6) —1000.(4) —1200.(12) — 2000.(16) =0
V, =2550b T

2R =0 =V, +2550-1000-1200—2000 =0
V, =1650Ib T

> Fy= =  1800-H, =0
H, =1800Ib «

En la figura 4.47 se muestran los cortes 1-1 y 2-2 que debemos de realizar para determinar las

fuerzas internas en las barras requeridas, asi como las reacciones en los apoyos.

1800l C D / E F G H 1
P 3pie
B L Q R S T J £
\\\ 3pie
180‘0Ib A N K L
P A\ 0] N M L
T 1000lbw ®@ 1200Ibw w2000Ib T
16501b . , . , , , 25501b
P 4pie 5 4pie " 4pie 5 4pie B 4pie " 4pie y
Fig. 4.47

Ahora, efectuamos el corte 1-1 mostrado en la figura 4.48 y determinamos las fuerzas internas en las
barras DE y OP
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Z M, =0 =  —F..(6)—-1800.(6) —1650.(4) =0
Foe =—2900Ib (COMPRESION)
Z M, =0 = Fop-(6) —1650.(4) —1800.(6) =0

For =2900lb (TRACCION)
C D

1800Ib > > e
Foa
B
Foq
A
1800Ib « 5 ars
A l‘l 000Ib
1650Ib
Fig. 4.48

Para determinar las fuerzas en QE y OQ, efectuamos el corte 2-2, analizando su equilibrio:
> My =0 =
1000.(4) —1650.(8) —1800.(6) + 2900.(6) + Fe5en37°.(4) + Fz c0s37°.(3) =0
Foe =541,67lb (COMPRESION)
Z F, =0 = 18001800 + F,, cos37° —541,67cos37° =0

Foq =541,67Ib (TRACCION)

C
1800 —
B
1800 4¢—"
A v
1000
1650
Fig. 4.49
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PROBLEMA 4.12 Para la siguiente armadura plana mostrada en la figura, se tiene que la fuerza
axial en CD es 3000kgf y en GD es 500kgf, ambas en compresion.
a) Calcular las reacciones en los apoyos.

b) Determinar los valores de las fuerzas Py Q

P
E H
Q<7A 71
3m
F &=
Q< B 7
3m
G .
Q< C J A
3m
D K -
, 2m  2m
1 7 7
Fig. 4.50

Solucioén:

a) Calculamos las reacciones en los apoyos, dejandolo en funcion de variables:
dMc=0 = -V,.(9)+Q)+Q.(6)+Q.(9)+P.(4) =0
V, =(P+45Q) 7T
YR =0 = (P+45Q)-V,-P=0
V, =45Q
dF=0 = H.-3Q=0
H,=3Q—>
b) Para determinar los valores de las fuerzas P y Q, debemos de efectuar los cortes 1-1 y 2-2, que
se muestran en la figura 4.51, donde también se esquematizan las direcciones de las reacciones
en los apoyos.

Posteriormente, analizamos la parte superior del corte 1-1 (figura 4.52), incorporando, para ello,

el valor de la fuerza axial en la barra CD
d>M;=0 = —3000.(4)+P.(4)+Q()+Q.(6)=0
4P +9Q =12000 @)
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- ~.

. /\ J
@ @)
D K pH.
TVD VVK
Fig. 4.51
P
v E
H
Q< A
F
Qeé— |
C
Q¢— FCG FGJ J
3000kgf FJ'K
Fig. 4.52




Previamente al analisis del corte 2-2, calculamos la distancia perpendicular del nudo K hasta la
barra GD, con la finalidad de determinar el momento en el nudo K del corte 2-2
De la armadura inicial:

tga = g = o =56,31°

Luego, analizamos el triangulo DLK de la figura 4.53

d =4sen56,31° =3,328m

P
E
A 4
H
Q< 7
F
Q< B I
C G
Q% 500kgf .
3000kgf
o Fai, YFJK
1 ’ N :
:,’<\(X N
Du__n_____________;!K
Fig. 4.54

Ahora, analizamos el equilibrio de la parte superior al corte 2-2, incorporando las fuerzas axiales
en las barras CD y GD, tal como se muestra en la figura 4.54

> M =0 = —3000.(4)—500.(3328) + Q.(3) + Q.(6) + Q.(9) + P.(4) =0
4P +18Q = 13664 (b)

Resolvemos las ecuaciones (a) y (b), obteniendo:
P = 2584kgf
Q =184,89kgf
Ahora, retornamos a la parte a) del problema, determinando las reacciones en los apoyos:

V, =P +4,5Q = 2584+ 4,5.(184,89) = 3416kgf T
V, =4,5Q = 4,5.(184,89) = 832kgf {
H, =30Q =3.(184,89) = 554,67kgf —
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PROBLEMA 4.13 Para la armadura mostrada en la figura, calcular;
a) Las fuerzas axiales en las barras EL y AH usando el método de los cortes o secciones.

b) Las fuerzas en las barras AB y AG por el método de los nudos.

1200N 600N 600N
D
200N—pY yE . (.
1,5m
C
200N-> F K A
1,5m
400N—p G J F
B
1,5m
A | L
H
, 2m . 2m )
1 7 1
Fig. 4.55

Solucién:
a) Calculamos las reacciones en los apoyos:

SM, =0 = V,.(4)—400.(L5) - 200.(3) — 200.(4,5) — 600.(2) — 600.(4) = 0
V, =1425N T

YF =0 =  V,+1425-1200—600—600 =0
V, =975N T

SR =0 =  400+200+200—H, =0
H, =800N <«

Efectuamos un corte tipo S, tal como se muestra en la figura 4.56 y analizamos el equilibrio del

lado derecho del corte:
Z M,=0 = F. .(4,5)+1425.(2) -600.(2) =0
F, =-366,67N (COMPRESION)
Z M;=0 = —600.(2) —F,,.(4,5) +1425.(2) =0
F,, = 366,67N (TRACCION)
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600N

F
E ./ EL
r—/—-/—— vL e
i I
& A 1,5m
/
1
i 3 K =
\\\
AU 4 1,5m
b J F
A 1,5m
/’ < I .
7 Fal H

2m

Fig. 4.56
b) Ahora, calculamos las fuerzas axiales en las barras AB y AG, utilizando el método de los nudos,

y analizando el equilibrio en el nudo A, tal como se muestra en la figura 4.57

> Fc=0 =  366,67+F,;C0s37°-800=0
F.c =54166N (TRACCION)
> F, =0 =  541665en37° +975—F,; =0

F,s =1300N (COMPRESION)

F
AB
FAG
800N ¢ »366,67N

F7
-

975N
Fig. 4.57
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PROBLEMA 4.14 En la armadura mostrada, la fuerza axial en GH es 600N (traccién) y en BC es
480N (traccidn), determinar:
a) Elangulo a

b) El valor de la carga P

Fig. 4.58
Solucién:
a) Aplicamos el principio de barras nulas, siendo estas las barras BF, CG y DH, tal como se

muestra en la figura 4.59




Como la barra CG es nula, entonces al analizar el equilibrio en el nudo G, tendremos que las
fuerzas axiales en las barras GF y GH son las mismas y ambas son de traccién, debido a que
por condicion del problema la fuerza axial en GH es 600N en traccion.

Ahora, analizamos el equilibrio de la parte derecha al corte 1-1, el cual se muestra en la figura
4.60

D
C H
45945°
480N _4_5° :
For 45°%/G !
I
600N ;
| ]
L a7 |
Fig. 4.60

M =0 =  F..(av2)-600.(a) =0
For =424,26N (TRACCION)

> F, =0 = Pseno — 424,26 — 480cos 45° — 600sen45° =0

Psena. =1187,93 (@)
> F=0 =  Pcosa—480sen45° —600cos45° =0

Pcosa = 763,67 (b)
Dividimos la ecuacion (a) entre la ecuacion (b) y obtenemos:

tgo =1,555
De donde:
o =57,26°

b) Para determinar el valor de la carga P, reemplazamos valores en la ecuacion (a), es decir:

P= M =1412 3N

~ sen57,26°
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PROBLEMA 4.15 Para la estructura mostrada en la figura, se pide determinar:
a) Las reacciones en los apoyos A, By D

b) Las fuerzas axiales en las barras BC y EF, indicando si son de tracciéon o de compresién

10T
E Fwy G SZ
2m
A B C D L
, 2m , 2m , Im ,
1 7 (

Fig. 4.61
Solucioén:

a) Calculamos las reacciones en los apoyos:

DF=0 = Hg=0

Efectuamos un corte 1-1 y analizamos el equilibrio de la parte derecha del corte:

YR =0 = V,-10=0

V, =10T T
10T
\\ F F
\\ EF [ 4 G
\‘\ L
\
'.
:
!
|
/
II
/4 C D
@I FBC
2
Fig. 4.62

Retornamos a la armadura inicial, analizando el equilibrio de toda la armadura:

dDMy=0 = 10.(3)-10.(2)-V,.(2)=0 vV, =5T7T

>FR =0 = 5+10-10-V, =0 V, =5T

b) Para determinar las fuerzas axiales en las barras BC y EF, retornamos al corte 1-1 (figura 4.62)

dM,=0 = 10()-F;.(2)=0
Fer =5T (COMPRESION)
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dDFK=0 = 5-F=0
Fsc =5T (TRACCION)

PROBLEMA 4.16 Para la armadura mostrada en la figura, se pide determinar:

a) Las reacciones en los apoyos A, By D

b) Las fuerzas axiales en las barras FE, AB y JF, indicando si son de traccion o de compresion.
5T 6T

i G F 3 J, 3
C D

N

4m

3m 3m 3m 3m 3m

=<
=<
-x
=<
e
b2

Fig. 4.63

Solucién:
a) Analizamos el equilibrio de la parte izquierda del corte 1-1 de la armadura:

YR =0 = V,-5=0

Vv, =5T"T
5T
H L P »Fee /"
I/l
‘.
A
4T <4 ) P FAB d})
"
Fig. 4.64

Para determinar la reaccion vertical en B, analizamos la armadura entre los cortes 1-1 y 2-2, tal

como se muestra en la figura 4.65
>F, =0 = V,-6=0
V, =6T7T
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b)

Sp—3
NS

1
{ fre E
\\\ //
\\ I/
\ /
| |
I I
I \
] \
/l ‘\

// \\\
// F \\
1 AB \
5 A 6

v,
Fig. 4.65

Retornamos a toda la armadura, analizando su equilibrio, previa incorporacién de las reacciones

ya calculadas, tal como se muestra en la figura 4.66

> F =0 =

dMy=0 =

dYFK=0 =

5+6+V,-5-6=0

V, =0
6.(3) +5.(12) — 4.(4) —5.(9) — 6.(6) + H4.(4) =0
H, =4,75T —>
—4+475-H, =0

Hp =0,75T «
5T

sr

Fig. 4.66

Determinamos las fuerzas axiales en las barras FE y AB, analizando el equilibrio del lado

izquierdo de la armadura del corte 1-1, incorporando el valor de la reaccion en A, tal como se

muestra en la figura 4.67

dYM, =0 =

> Fy=0 =

53)-F:.(4)=0

F.c =3,75T (TRACCION)
Fag +375-4=0

Fas = 0,25T (TRACCION)
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5T

H G F }FFE \/\I
{II
\
\\\

Fig. 4.67

Ahora, determinamos la fuerza axial en la barra JF, efectuando un corte 3-3 y analizando el lado
izquierdo de la armadura.

d>F =0 =  -5+F.sen53°=0

F,. =6,25T (TRACCION)

5T
! BN
I//
Fie {
‘\\
\\\
530 F \\\
\
4Te— y prA)

Fig. 4.68
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CAPITULO 5
DIAGRAMAS DE FUERZAS INTERNAS

5.1 FUERZAS INTERNAS
PROBLEMA 5.1 La siguiente viga tiene una componente de reaccién en el apoyo B igual a 1002N,
se pide determinar:
a) Elvalorde “W”
b) Las fuerzas o acciones internas a 2m a la derecha del apoyo A

800N  1000N w
60°
K/ A& I I '[ 1 ’
& m B m 5 3m 3
1 1 1 1
Fig. 5.1
Solucion:

a) Efectuamos el equilibrio de la viga, teniendo en cuenta que por dato del problema, la reaccién
vertical en el apoyo B es igual a 1002N, debido a que es la Unica componente que alcanza dicho

valor.
>M,=0 = 800sen60°.(1)+1002.(4) - %.(1)(W)(§.1j -3.(W).(25)=0

W =600N/m
>F=0 =  H;-800cos60° =0
Hg = 400N —

YR, =0 =  V,+1002-800sen60° —1000—%.(1).(600) —3.(600) =0

V, =27908N T

b) Efectuamos un corte a 2m a la derecha del apoyo A, analizando su equilibrio de la parte

izquierda de la viga (figura 5.2) y denotando el punto del corte como C
D> F=0 = N;-800cos60° =0

N, = 400N (TRACCION)
>F, =0 =  2790,8—800sen60° —1000—%.(1).(600)—1.(600) ~V, =0

V. =198N
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dM.=0 =

— 2790,8.(2) + 800sen60°.(3) +1000.(2) + % (1).(600) (gj +1.(600).(0,5) + M, =0

M, =80314N.m

800N  1000N 600N/m
/ X

60°
A
N
c i j P
Ve
T2790,8N
P Tm G Tm v m o
1 1 7 7
Fig. 5.2

PROBLEMA 5.2 En la figura se muestra una viga empotrada en B, se pide determinar:
a) Las componentes de reaccién en los apoyos.

b) La fuerza axial, fuerza cortante y momento flector a 2m a la derecha del apoyo A

500N/m

rotula

60 A

ANMRRRARN RN

Tm Tm 1,2m 3m

N
N
A
A
=

Fig. 5.3
Solucioén:

a) Analizamos el equilibrio de la parte izquierda de la rotula (figura 5.4)

d>Mc=0 = —V,.(1)+100.(1) +70sen60°.(2) =0

V, =221,24N T
70N 100N
60°
A %—DHC
551
1"
" im & Tm ”
| 1 1

Fig. 5.4
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Ahora, analizamos el equilibrio de toda la viga:
D> F=0 =  —70c0s60°+H, =0

Hg =35N —
>F =0 =  —70sen60° —100- %.(1,2).(500) —3.(500) + 221,24+ V, =0
V, =1739,38N T
dM;=0 =
70sen60°.(6,2) +100.(5,2) + %.(1,2).(500).(3,4) +3.(500).(15) — 221,24.(5,2) - M =0

Mg =3015,4IN.m

La orientaciéon de las reacciones en los apoyos y sus valores, se muestran en la figura 5.5

70N 100N 500N/m C
L
v
; 7
rotula b4
L~ 3015,41N.m
-
60° A =
S ; 35N
é § %
/
L 1m I Tm , 1,2m , 3m T
1 ;| 7 7 d
221,24N 1739,38N
Fig. 5.5

b) Ahora, determinamos las fuerzas internas a 2m a la derecha del apoyo A, efectuando un

equilibrio en dicho punto, denotandolo como D
70N 100N 416,67N/m

=

221,24N
Fig. 5.6

>F=0 =  Np-70cos60° =0

N, = 35N (TRACCION)
>F, =0 =  22124-70sen60° —100—%.(1).(416,67)—VD =0

V, =-147,72N
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1 1
—221,24.(2) + 70sen60°.(3) +100.(2) + E .(1).(416,67).(51) +M, =0
M, =-8,83N.m
PROBLEMA 5.3 La siguiente viga mostrada en equilibrio tiene sus componentes de reaccion vertical
en el apoyo A igual a 3T y en el apoyo B igual a 10T respectivamente, determinar:

a) Elvalorde “W”

b) La fuerza axial, fuerza cortante y momento flector a 1m a la derecha del apoyo A
10T

g o o o e L
77 52 5D

Fig. 5.7

3m 2m

Solucién:
a) Analizamos el equilibrio de la viga, incorporando las reacciones que son dados como datos en el

problema, tal como se muestra en la figura 5.8

SIIIIII T4 L
25 Jray

TV3T s Ty10T B )
d 7 7
Fig. 5.8
dMc=0 =  -3(5-10.(2)+3W.(35) =0 W =333T/m
YF=0 = H,=0
d>F =0 = 3+10+V,.-333(3)-10=0 V=771

b) Ahora determinamos las fuerzas internas a 1m a la derecha del apoyo A, efectuando un corte y

analizando su equilibrio, denotando a dicho punto como D

dDF=0 = N,=0
dFR =0 = 3-333@1)-V,=0 V, =-0,33T
dYM,=0 = -3(1)+333().(05)+M,=0 M, =1335T.m
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3,33T/m

A

Tar

im

f—

Fig. 5.9

PROBLEMA 5.4 En la siguiente barra doblada ABC, la componente de reaccion en el apoyo C es
igual a 2000kgf, determinar:
a) Elvalorde W

b) Las fuerzas internas a 2m a la derecha de B
500kgf W

_/ﬂ’7§7 H

6m

)V

III/
Fig. 5.10
Solucion:
a) Determinamos el valor de W, efectuando el equilibrio de toda la estructura y, luego, calculamos

las componentes de reaccién en el apoyo A
ZMA =0 = 2000.(6)—W.(4).(2)—%.(W).(6).(4) =0
W = 600kgf /m
dF=0 =  600.(4)-H, =0
H, = 2400kgf «

YFR=0 = VA+2000—500—%.(6).(600):0

V, =300kgf T
b) Ahora, efectuamos un corte a 2m a la derecha de B y analizamos el equilibrio de la parte

izquierda de la estructura, tal como se muestra en la figura 5.11

D F=0 = N,+600.(4)-2400=0
N, =0
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R =0 = 300—500—%.(2).(200)—vD =0
\/,, = —400kgf
ZMD =0 =
—300.(2) — 2400.(4) + 600.(4).(2) + 500.(2) + %.(2).(200).@) +M, =0

M, =4266,67kgf.m

500kgf
200kgf/m Mp
'ﬁ 2
e Yo
» V,
_* D
o
600kgf/m I 4m
—
—
—
A
7737—2400kgf 7
300kng om
—
Fig. 5.11

PROBLEMA 5.5 En la estructura mostrada en equilibrio se tiene dos barras AB y BC unidas por una

articulacion en B, determine:

a) Elvalor de W (N/m) sabiendo que el momento en el empotramiento en C vale 500N.m en sentido
antihorario.

b) Las fuerzas internas a 2m a la derecha del punto B

C
W (N/m) £
-
-
/m§
B Z
- As ;C
4
1,2m 200N.m v
—
1,2m
< A
, Im , 1m 3m .
1 y 1 g

Fig. 5.12
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Solucioén:

a) Efectuamos un corte en la rotula B y analizamos el equilibrio de la parte izquierda del corte,
determinando la reaccion en Ay las fuerzas internas en la rétula.

dYME=0 = -V,(1)+200=0 V, =200N T
YR =0 = 200-V,=0 V, = 200N {
DF=0 = Hg=0

Los valores obtenidos se muestran en la figura 5.13
Hg=0

200N.m \V;=200N
2,4m

Fig. 5.13
Ahora, analizamos el lado derecho de la rétula B, es decir BC, determinando el valor de W y las
componentes de reaccion vertical y horizontal en el empotramiento C, debido a que el momento
es dato del problema, esquematizando los resultados obtenidos en la figura 5.14

> Fy =0 = H. =0

dYM.=0 = —200.(4)+500+%.(3).(W).(1):0 W = 200N/ m
dYFR=0 = 200+vc—%.(3).(200)=o V. =100N T
W
Mc=500N.m

0«

S—rw
O
AN
\.)
v
L
'e)
&

Tm L 3m

AT
N
=N

Fig. 5.14
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b) Ahora, efectuamos un corte a 2m a la derecha de la rotula B, analizando el equilibrio de la parte

izquierda del corte y determinando las fuerzas internas en el punto D, que es la seccién
requerida en el problema, tal como se muestra en la figura 5.15

dYF=0 = Ny=0
YFR=0 = 200—%.(1).(66,67) -V, =0
V, =166,67N
1 1
dMy=0 = —200.(3)+200+E.(1).(66,67).(§.1j+MD =0

M, =388,89N.m
66,67N/m

B 4&:) N,

200N.m

Fig. 5.15

PROBLEMA 5.6 Para el sistema mostrado en equilibrio:
a) Determinar el valor de la tensién en el cable AB y las componentes de reaccion en el apoyo D,
sabiendo que la barra doblada ADC rigida es recto en D y es homogénea con un peso de 400N

b) Determinar la fuerza axial, fuerza cortante y momento flector en el punto medio de la barra AD




Solucioén:

a) Determinamos las longitudes de los tramos CD y AD:

b)

0,9
L., = ! =15m
® " c0s53°
2
= =25m
AP os37°

Luego, calculamos los pesos en cada tramo en forma proporcional a sus longitudes:

P.o =15.100 =150N
P.o = 2,5.100 = 250N

Graficamos el diagrama de cuerpo libre de la estructura y analizamos su equilibrio, determinando
la tensién en el cable y las componentes de reaccién en el apoyo D

>M,=0 =  T(2)-250.() ~1600.(2) +200.(09) +150.(0,45) = 0
T =1601,25N
>F, =0 =  V,-200-150—250-1600+160125=0

V, =598,75N T

YF=0 = H,=0
T
TA

1600N

Hp . T
Vo
,0.45m 0,45m m o m %
1 1 1 7 (
Fig. 5.17

Calculamos las fuerzas internas en el punto medio de la barra AD, denotandolo como E,

efectuando un corte en dicho punto y analizando el equilibrio de la estructura.
Z M;=0 = M¢ +200.(1,9) +150.(1,45) —598,75.(1) +125.(0,5) =0
M; =-6125N.m
> Fc=0 = Ngcos37°+V,cos53° =0
N =-0,75V,
D> F,=0 = Ngsen37°+598,75—200-150-125—V,sen53° =0
—0,75V;.(0,6) +598,75—-200-150-125—-0,8V; =0
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V. = 99N
N, =-74,25N

200N

598,75N
,0,45m ,0,45m, 0,5m , 0,5m
1 ‘] 1 7| 1
Fig. 5.18

PROBLEMA 5.7 Para el sistema mostrado, calcular:
a) Latensién en el cable BC
b) Las reacciones en los apoyos Ay D

¢) Las fuerzas internas en el punto medio de la barra AB
8m 5m

=<

)72 2
1 1

1800kg/m

BARRA RIGIDA

Y = —===—————o==—

C D

ANNNNNNNNNNY

6m

> 1200kg/m

Solucién:
a) Efectuamos un corte en el cable BC, analizando el equilibrio de la parte izquierda de la

estructura, es decir la barra AB, tal como se muestra en la figura 5.20
Z M,=0 = —1200.(10).(5) —%.(600).(10).(%.10} +T5.(8)=0

T, =8750kg

b) Calculamos las reacciones en el apoyo A

>F, =0 = V,+8750-1200.(10)cos37° —%.(600).(10) c0s37° =
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c)

V, =3250kg T

Z F, =0 = H, —1200.(10)sen37° —%.(600).(10)sen370 =0

H, =9000kg —
1800kg/m

Fig. 5.20
Ahora, analizamos el equilibrio de la barra rigida CD

dDF=0 = H,=0
YR =0 =  -8750+V,=0

V, =8750kg T
d>M,=0 =  8750.(5)-M, =0

M, = 43750kg.m
7
L Mo
C(i:E o pH
- D
L/
! I
8750kg v,
)74 5m y
4| 1
Fig. 5.21

Calculamos las fuerzas internas en la parte media de la barra AB, es decir en el punto E de la
figura 5.22, analizando el equilibrio de la parte izquierda al corte. Para su facilidad de célculo,
elegimos como ejes coordenados X' e Y’

>Fe=0 = Ng+9000c0s37° —3250c0s53° =0
N =-5250kg

(1500 +1800).(5)

D> FR.=0 = 9000sen37° +3250sen53° :

V. =0

Ve =-250kg
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dM.=0 =

— 3250sen53°.(5) — 9000sen37°.(5) +1500.(5).(2,5) + %.(300).(5) @ .5) +M, =0

M. =18750kg.m
v’

~_ 1800kg/m
379 A

9000kg

Fig. 5.22

5.2 DIAGRAMAS EN VIGAS

PROBLEMA 5.8 ¢Sera correcto afirmar que el momento flector maximo de la viga mostrada es
PL/2?

>
4—T
4—T
4—T
w

Fig. 5.23
Solucién:
Como la viga es simétrica en geometria y cargas, entonces las reacciones en los apoyos A y B son
iguales a 3P/2 y el momento flector maximo debe suceder en el centro de la viga.
Graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector, por 2 formas o métodos diferentes.
1. ECUACIONES:
Antes de iniciar esta metodologia, debemos de conocer la convencién universal de signos de la

fuerza cortante y momento flector, que se muestran en la figura 5.24 y 5.25 respectivamente.

V &

Fig. 5.24
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(oY

Fig. 5.25
Planteamos las ecuaciones de la fuerza cortante y momento flector por tramos, considerando la
distancia X a partir del origen, es decir del apoyo A
TRAMOAC (0<X<L/4)

VAC::%P = VA:?’—P
= VC_O=%
MAC=%X = M,=M,_,=0
TRAMO CD (L/4<X<L/2)
= VDO:g
MCDz%PX—P(X—%) = MC:MX_LM::%P(%):%
- e 2

En las ecuaciones, el subindice -0 significa que esta en el punto indicado como valor final del
tramo y el subindice +0 corresponde al mismo punto, pero al inicio del siguiente tramo.

De las ecuaciones, podremos apreciar, que se cumple con la relacion diferencial entre la cortante
y el momento flector, la cual es:

_dM

~dx

Invitamos al lector, a comprobar dicha relacion para cada tramo analizado.

\Y

Como la viga es simétrica en geometria y cargas, entonces el diagrama de fuerza cortante sera
antisimétrico y el diagrama de momento flector simétrico, tal como se muestra en la figura 5.26 y
gue el lector lo puede comprobar analizando los tramos sucesivos DE y EB

Graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector, teniendo en cuenta que de

acuerdo a las ecuaciones obtenidas, el diagrama de fuerza cortante es constante en cada tramo
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y en los puntos A, C, D, E y B sufre un ascenso o descenso igual al valor y direccion de las
reacciones o fuerzas externas actuantes en el punto indicado. Para el diagrama de momento
flector, las ecuaciones obtenidas nos indican que es una linea recta.

Con los valores obtenidos, graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector, tal
como se muestra en la figura 5.26

Se puede observar, que los diagramas de fuerza cortante y momento flector empiezan en cero y
terminan en cero.

Como se podra apreciar de los diagramas, se grafica para fuerza cortante, positivo arriba y
negativo abajo, en cambio, para momento flector, se graficara positivo abajo y negativo arriba,
con la finalidad de aproximar el diagrama de momento flector con la deflexion de la viga, que es

materia de estudio del curso Resistencia de Materiales.
P P

N
/747>7CDE

4 1 L/4 L/4 L/4

3P/2
3P/2

©) P/2

Pi2 @

3P/2

A C D E B
a Q)

3PL/8 3PL/8
PL/2

Fig. 5.26
METODO DE LAS AREAS:

Para efectuar con mayor rapidez los diagramas de fuerza cortante y momento flector, aplicamos

el Método de las éareas, cuya veracidad de célculo es 100% vdlida para cargas puntuales y

cargas uniformemente distribuidas.

DIAGRAMA “V”:

a) En el apoyo A, la cortante es igual al valor de la reaccién en dicho punto, es decir 3P/2

b) En el tramo AC no existe fuerza externa, por ello, el diagrama de cortante permanece
constante e igual a 3P/2

c) En el punto C aparece la fuerza P hacia abajo, lo que hace que el valor de la cortante en
dicho punto disminuya la magnitud P y sea igual a P/2

d) En el tramo CD no existe carga externa aplicada, en consecuencia, el diagrama de cortante

es constante e igual a P/2
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e) En el punto D aparece otra fuerza P hacia abajo, que hace que la cortante disminuya dicho
valor y sea igual a —P/2

f) En el tramo DE no existe carga externa, en consecuencia el diagrama de fuerza cortante
permanece constante e igual a —P/2

g) En el punto E aparece otra fuerza externa P, que hace disminuir al diagrama de fuerza
cortante en dicho punto hasta —3P/2

h) En el tramo EB no existe fuerza cortante, por lo tanto el diagrama de fuerza cortante es
constante e igual a —3P/2

i) Finalmente, en el apoyo B existe una reaccion vertical hacia arriba e igual a 3P/2, que hace
que el diagrama de fuerza cortante llegue a cero.

DIAGRAMA “M”:

Para graficar el diagrama de momento flector, el Método de las areas se basa en un principio

basico, que indica que el diagrama de momento flector es igual al area del diagrama de fuerza

cortante, el cual lo aplicamos al presente problema.

M, =0
m, = P(L)_%PL
24 8
3PL P(L) P
D=—+__=_
8 24 2
_PL_P(L)_3PL
E 2 24 8
v, 3L P,
8 2.4

Como podemos apreciar, ambos métodos nos llevan a obtener los mismos resultados, quedando a
criterio del lector la aplicacion indistinta del método més adecuado.

Efectivamente, para el presente problema, el momento flector maximo es PL/2 y sucede en el centro
de la viga, es decir en el punto D

La fuerza cortante maxima sucede en los apoyos, por ello, en vigas de concreto armado, para evitar
los agrietamientos en dichas zonas, se colocan los estribos menos espaciados, con la finalidad de

reducir dicho efecto.

PROBLEMA 5.9 ;Cual debera ser la distancia “X” en la siguiente viga, para que el momento maximo

positivo sea numéricamente igual al momento maximo negativo?

[T,
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Solucioén:

Calculamos las reacciones en los apoyos, los cuales seran de 2T hacia arriba, debido a que la viga
es simétrica en geometria y cargas, esquematizando el diagrama de momento flector que se
producira, lo cual se invita al lector a comprobar que se trata de parabolas cuadraticas, tal como se

muestra en la figura 5.28

2T/m
A l l l l l l D
é ;B >0 E C
TZT 2T
X . X
k 12
4" 2m ilI’
() Q)
Mméx Mméx

(+)
Mméx

Fig. 5.28

Por dato del problema:
(NN Y1)
‘I\/Im. ‘— M,

Planteamos las ecuaciones:

- 2x(§)‘ = -2.(1).(05) + 2.(1- X)

Efectuamos el célculo, obteniendo una ecuacién cuadratica:
X?+2X-1=0
Dicha ecuacién tiene 2 soluciones, siendo la positiva la verdadera, es decir:
X =0,414m

PROBLEMA 5.10 Para la viga mostrada en la figura, sometida a una carga trapezoidal, determinar la

relacién a/L, de tal manera, que la fuerza cortante V siempre sera igual a cero en el punto medio.
W,
W,

77 B

4 2
1 1 1

Fig. 5.29

b
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Solucién:
Esquematizamos la viga con sus reacciones y distribucion de cargas.

W2
(Wi +W,)/2
W,
ﬁﬁ%*“*oc 3
Va V.
yaVL/2yL/2TVBay
1 1 1 1 1
Fig. 5.30
3 Mg =0 - VA(L)—Wl(L+2a)(%]—%(L+2a)(WZ —Wl)(%j -0
2 2 2 _nn2
V, =W, 2L° +5alL +2a AW, L°+aL-2a
6L 6L

Por dato del problema, la fuerza cortante en C es cero, lo que indica que la suma de las fuerzas

verticales hasta dicho punto sera igual a cero, analizando el lado izquierdo o derecho de la viga. En

este caso, analizamos el lado izquierdo.

W, +W, L
212 +5al +2a° L2 +al —2a> W 2 atsy
W, +W, - -0

6L 6L 2

2 2 2 _ 9n2
W, 2L° +5aL + 2a AW, L +aL —2a — W, 6a+3L W, 2a+L
6L 6L 8 8

Para que se cumpla la condicion del problema, los coeficientes de W, deben ser iguales. Lo mismo

debe de suceder con los coeficientes de W,

Igualamos los coeficientes de W, obteniendo:

2L% +5aL +2a® 6a+3L
6L 8

8a’+2aL—L*>=0
aY a

SH +z.[_j_1=o
L L

2 _025
L

De donde:

Para comprobar, la veracidad del célculo, igualamos los coeficientes de W,, obteniendo:
L*+aL—-2a® 2a+L
6L 8
8a°+2aL—L*=0
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Como se obtiene la misma ecuacioén, entonces el resultado sera el mismo, quedando demostrada la

veracidad del célculo.

PROBLEMA 5.11 Para la viga mostrada en la figura, se pide:

a) Plantear la ecuacion de la fuerza cortante y momento flector en funcion de “X”, cuando
0<X<4

b) Dibujar el diagrama de fuerza cortante y el diagrama de momento flector debidamente acotados.

OO 1

Solucién:
a) Calculamos las reacciones en los apoyos:

ZMA =0 = V;.(4) —350.(4).(2) —400.(5) =0
V, =1200N T
ZFY =0 = V, +1200-350.(4) —400=0
V, =600N T
YFR=0 = H,=0
Planteamos la ecuacion de la fuerza cortante para el tramo AB
V,s =600—-350X = V, =V,_, =600N
= Vg, = Vy_, =—800N

Como pasa de un valor positivo a otro negativo, entonces habra un punto en el cual la fuerza
cortante sera cero y que ocasionara un valor maximo del momento flector en dicho tramo. Para
ello, igualamos la ecuacion de la cortante a cero y determinamos la distancia desde el apoyo A
gue se produce dicho efecto.
650-350X =0
X=1714m
Este punto, es denotado en la figura 5.32 como C

Ahora, planteamos la ecuacion del momento flector para dicho tramo AB
M, = 600X — 350x(§j —600X —-175X?> = M, =M, , =0

=  M¢=M,, =M, ., =5142N.m

= M, =M,_, =—400N.m
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b)

Como podemos apreciar, cuando la carga es distribuida, el diagrama de fuerza cortante sera un

tramo de recta y el diagrama de momento flector una parabola cuadrética.

En funcién de los valores obtenidos por ecuaciones graficamos los diagramas en el tramo AB y

lo comparamos con el Método de las areas, graficando el tramo restante, es decir BD

Para ello, a continuacion damos a conocer los principios basicos que se debe de conocer para

aplicar el Método de las areas, con la finalidad de no detenernos en este tipo de detalles en los

problemas posteriores.

1.

Para el caso de cargas puntuales, el diagrama de fuerza cortante en un tramo determinado
ser& constante (recta horizontal) y el diagrama de momento flector sera una recta inclinada.
Para cargas uniformemente distribuidas, el diagrama de fuerza cortante es una recta
inclinada y el diagrama de momento flector una parabola cuadratica.

Cuando exista una rétula, esta tendra efecto en el calculo de reacciones y en el diagrama de
momento flector, cuyo valor debe ser cero en dicha rétula; sin embargo, en el diagrama de

fuerza cortante no tiene efecto, continuando el diagrama sin tomar en cuenta la rétula.

Aplicamos estos principios en los diagramas de fuerza cortante y momento flector.

DIAGRAMA “V”:

1. En el apoyo A existe una reaccion vertical igual a 600N hacia arriba.

2. Luego viene una carga distribuida, dirigida hacia abajo, que ira disminuyendo gradualmente
hasta el apoyo B, donde su valor es la diferencia de 600N con la resultante de la carga
distribuida, es decir:

Vg o =600 —350.(4) = -800N

3. Determinamos por relaciones de triangulos rectangulos el valor de la distancia “d” desde el

apoyo A, en cuyo punto C se tendra que la fuerza cortante es cero.

@ = @ d=1714m

d 4

Como podemos apreciar, este valor coincide con el obtenido mediante la ecuacién de la
fuerza cortante.
En el punto B, existe una reaccion vertical igual a 1200N, que lo llevard hasta 400N
En el tramo BD no existe carga alguna, por ello, el diagrama de fuerza cortante sera
constante.

6. En el extremo D existe una fuerza vertical hacia abajo, que lo lleva los 400N hasta cero,
cerrando el diagrama de fuerza cortante correctamente.

DIAGRAMA “M”:

M, =0

M. = %.(1,714).(600) =514,2N.m

M, =514,2 —%.(2,286).(800) = —400N.m

M

. =—400+400.(1) =0
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Las reacciones en los apoyos y los diagramas de fuerza cortante y momento flector se muestran

en la figura 5.32
350N/m 400N

0—pA l B l
TBOON T‘l 200N
|

4m L 1m L
1 | i
600
’ 400
@ b @)
1]{ 1,714m 11, @ (N)
) 2,286m 800
1 4]
400

A C @ D
@ ’ ﬂ%

514,2

< REFUERZO

Fig. 5.32

Para distinguir la forma de la parabola en el tramo AB, recordamos, que para trazar una parabola
como minimo se necesitan 3 puntos, los cuales conocemos en los puntos A, C y B de la viga,
uniendo de acuerdo a la escala indicada, quedando de la forma mostrada en la figura 5.32

En dicha figura, se ha agregado el diagrama de refuerzo, con la finalidad que el lector conozca la
zona a reforzar cuando se trata de vigas de concreto armado, en el cual, como se sabe, el
concreto trabaja muy bien en compresion y mal en traccion, siendo necesario el refuerzo con
acero en dicha zona.

De acuerdo a la figura 5.25, podemos indicar que cuando el momento es positivo, la zona de
traccion es la parte inferior y la zona de compresion la parte superior. Lo contrario sucede

cuando el momento es negativo.

PROBLEMA 5.12 Para la viga mostrada en la figura, se pide:
a) Determinar las componentes de reaccion en los apoyos.

b) Graficar los diagramas de fuerza cortante y momento flector debidamente acotados.
800N

4000N/m

!
gy eey
s

Hrr

L 4m L Tm 1
1 1 7

Fig. 5.33
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Solucioén:

a)

b)

Determinamos las reacciones en los apoyos:

SM,=0 =  V,.(4)—4000.(5).(25) —800.(4) = 0
V, =13300N T
SF =0 =  V,+13300—4000.(5)~800=0
V, =7500N T
YF =0 = H,=0

Aplicamos el Método de las areas para graficar los diagramas de fuerza cortante y momento

flector.

DIAGRAMA “V”:

1. En el apoyo A existe una reaccion vertical igual a 7500N hacia arriba.

2. Luego, viene una carga distribuida, dirigida hacia abajo, que ira disminuyendo gradualmente
hasta el apoyo B, donde su valor es la diferencia de 7500N con la resultante de la carga

distribuida, es decir:
Vg , = 7500 —4000.(4) = —8500N

3. Determinamos por relaciones de triangulos rectangulos el valor de la distancia “d” desde el
apoyo A, en cuyo punto C se tendra que la fuerza cortante es cero y en consecuencia, su

momento flector sera méaximo en dicho tramo.

0 _16000 g
d 4

4. En el punto B, existe una reaccién vertical de 13300N y una carga vertical de 800N, cuya
accion conjunta hard que el valor de la cortante en dicho punto suba la diferencia, es decir,
12500N, llegando hasta 4000N

5. En el tramo BD existe una carga distribuida, que lo hara al valor de 4000N decrecer
gradualmente hasta llegar en D a cero, debido a que la resultante de la carga distribuida en
el tramo BD es también 4000N

DIAGRAMA “M”:
M, =0

M.=M,,, = %.(1,875).(7500) =7031,25N.m
M, = 703125 %.(2,125).(8500) = —2000N.m

M, = —2000 + % (1).(4000) = 0

Las reacciones en los apoyos Yy los diagramas de fuerza cortante, momento flector y refuerzo se
muestran en la figura 5.34
Para graficar la pardbola del tramo AB, aplicamos el mismo criterio del problema anterior, es

decir, unimos los valores de los momentos en los puntos A, C y B, de acuerdo a la escala
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escogida y para la parabola en el tramo BD sera la misma forma que en el tramo AC, debido a
gue el diagrama de fuerza cortante tiene la misma forma para ambos tramos.
800N

4000N/m

!
%*Allllllll{;éll

1577
1? 4m T1m L

| 1
7500N 13300N

7500

® c I\D®

A B
1,875m
4 1 O (N)
L 2,125m 8500
1 |
2000

C ©)

" ® s

(N.m)
7031,25
€S | REFUERZO
Fig. 5.34

PROBLEMA 5.13 Dada la siguiente viga, graficar los diagramas de fuerza cortante y momento
flector debidamente acotados.

500kgf 800kgf/m
¢ lllllllllllll X2
vw
, Im 4m L 1m L
1 i i i
Fig. 5.35
Solucién:
Calculamos las reacciones en los apoyos:
> M, =0 = V,.(4)+500.(1) —800.(4).(2) — 400.(1).(4,5) =0
V, =1925kgf T
Z F, =0 = V, +1925-500-800.(4) —400.(0) =0
V, =2175kgf T

D> F=0 = H,=0
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500kgf 800kgf/m

v el Il LIl Ll FeSs
/%B E

O

A
2175kgf
L, Im . 4dm 1925kng im |
1 | 1
1675
@ 400
I 2 | W
B E
500 @ (kgf)
L 2,0938m L
1 7
L 1,9062m 15L25
1 1
500

©) c 200
D A B E @
© (kgf.m)

1253,56

? L95) REFUERZO

Fig. 5.36

A continuacién, explicamos los diagramas de fuerzas internas.
DIAGRAMA *V”:

1.

Iniciamos desde el extremo izquierdo de la viga en voladizo, teniendo una fuerza de 500kgf hacia
abajo que es constante en el tramo DA

En el apoyo A existe una reaccién vertical hacia arriba de 2175kgf, que lo lleva de -500kgf hasta
1675kgf

En el tramo AB existe una carga distribuida de 800kgf/m que lo hace disminuir gradualmente
hasta el apoyo B, donde su valor es la diferencia entre 1675kgf con la resultante de la carga

distribuida, es decir:
Vafo =1675—- 800.(4) = —1525kgf

Determinamos por relaciones de triangulos rectangulos, el valor de la distancia “d” desde el
apoyo A, en cuyo punto C se tendra que la fuerza cortante es cero y, en consecuencia, su
momento flector sera méaximo en dicho tramo.
1675 _ 3200
=

En el apoyo B existe una reaccién vertical hacia arriba de 1925kgf, que lo lleva hasta 400kgf

d =2,0938m

En el tramo BE existe una carga distribuida de 400kgf/m que lo hace disminuir gradualmente,

cuya resultante de 400kgf lo lleva hasta cero en el extremo E
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DIAGRAMA “M”:
M, =0
M, =—500.(1) = —500kgf.m

max

M. =M. =-500 +%.(2,0938).(1675) —1253,56kgf.m
M, =125356— % (1,9062).(1525) = —200kgf m

M, = —200+%.(400).(1) =0

Para graficar la parabola del tramo AB, aplicamos el mismo criterio del problema anterior, es decir
unimos los valores de los momentos en los puntos A, C y B, de acuerdo a la escala escogida y para
la parabola en el tramo BE sera la misma forma que en el tramo AC, debido a que el diagrama de
fuerza cortante tiene la misma forma para ambos tramos.

Las reacciones en los apoyos Yy los diagramas de fuerza cortante, momento flector y refuerzo se

muestran en la figura 5.36

PROBLEMA 5.14 Graficar los diagramas de fuerza cortante, momento flector y refuerzo, para la viga

mostrada en la figura 5.37
30kN 10kN/m

T ANV,
paw 50k ray

L, 2m . 2m 4m L
1 T 1 1
Fig. 5.37

Solucion:
Determinamos las reacciones en los apoyos:

2 M, =0 = V;.(8)+30.(2)-10.(4).(6) +50=0
V, =16,25kN T

> F =0 = -V, +30-10.(4)+16,25=0
V, =6,25kN {

D> F=0 = H,=0

DIAGRAMA “V";

1. En el apoyo A, existe una reaccion vertical de 6,25kN hacia abajo y es constante en el tramo AC
2. En el punto C existe una carga vertical hacia arriba de 30kN, que lo lleva de -6,25kN hasta

23,75kN
3. En el tramo CD no existe carga alguna, es por ello, que el diagrama de fuerza cortante es

constante e igual a 23,75kN
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4. Desde el punto D hasta el apoyo B existe una carga uniformemente distribuida de 10kN/m que lo
reduce gradualmente hasta el apoyo B, donde su valor es la diferencia entre 23,75kN con la
resultante de la carga distribuida, es decir:

Vg o =23,75-10.(4) = —16,25kN

5. Determinamos por relaciones de triangulos rectangulos, el valor de la distancia “d” desde el
punto D, siendo en el punto E la fuerza cortante cero y, en consecuencia, su momento flector
sera maximo en dicho tramo.

23,75 _ 40
d 4

6. En el apoyo B existe una reaccion vertical de 16,25kN hacia arriba que lo lleva hasta cero.

DIAGRAMA “M”:

M, =0

M. =—6,25.(2) = —12,5kN.m

d=2,375m

M = 12 5+ 23,75.(2) = 35kN.m
M &P — 35 — 50 = —15kN.m

M, =-15+ %.(2,375).(23,75) =13,2kN.m

M, =132 —%.(1,625).(16,25) =0

30kN 10kN/m

N e
2 W T r)%

| 2m |, 2m | 4m
6,25kN ¢ 1 7 [16,25kN
23,75
A i D E 8 @
2,375
6.25 L © (kN)
1,625m ~ 16:25
12,5 15
—2 e ©
C D @
13,2 (kN.m)
35
.’ S REFUERZO
Fig. 5.38
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Como podemos apreciar, aplicando el Método de las areas, debemos de detenernos en el punto
donde existe momento puntual, como es el caso del punto D, en cuyo lugar analizamos antes y
después de la accion del momento, cuya variaciéon en el diagrama de momento flector en dicho
punto, debe ser igual al valor del momento.

En la figura 5.38, se muestran las reacciones en los apoyos, diagramas de fuerza cortante, momento

flector y refuerzo.

PROBLEMA 5.15 Trazar los diagramas de cargas y de momento flector, correspondiente al
diagrama de fuerza cortante que se da en la figura 5.39, sabiendo que la viga Unicamente esta

sometida a cargas puntuales y uniformemente distribuidas.

C A D B

, 1Im 7 2m i 2m i

1 7 7 A

10

C A @ D B

. O W
10

15

Fig. 5.39
Solucién:
A continuacién, explicamos como se debe de ubicar las cargas en la viga de acuerdo al diagrama de
fuerza cortante y en funcion de este diagrama, trazamos el diagrama de momento flector por el
Método de las &reas.
DIAGRAMA DE CARGAS:
1. En el extremo C de la viga, existe una carga puntual de 5kN hacia abajo, debido a que en el

diagrama de fuerza cortante desciende dicha magnitud.

2. En el tramo CA existe una carga uniformemente distribuida de 10kN/m hacia abajo, debido a que
en el diagrama de fuerza cortante en dicho tramo desciende una magnitud de 10kN, equivalente
a la accion de la carga distribuida en el tramo indicado.

3. En el apoyo A existe una reaccion vertical hacia arriba e igual a 25kN, tal como se observa en el
diagrama de fuerza cortante.

4. En el tramo AD no existe carga alguna, debido a que el diagrama de fuerza cortante permanece
constante.

5. En el punto D de la viga existe una carga puntual hacia abajo e igual a 10kN, tal como se
muestra en el diagrama de fuerza cortante.

6. En el tramo DB existe una carga uniformemente distribuida de 5kN/m hacia abajo, debido a que
en el diagrama de fuerza cortante en dicho tramo desciende la magnitud de 10kN, equivalente a

la accion de la carga distribuida en el tramo indicado.
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7. En el apoyo B existe una reaccion vertical de 10kN hacia arriba que hace cerrar el diagrama de

fuerza cortante.

DIAGRAMA “M”:
M, =0
MG LR

M, =—10+10.(2) = 10kN.m
M, :10—%.(2).(10) =0

Para saber la forma de la parabola en el tramo CA, analizamos de otra forma, dividiendo el diagrama
de fuerza cortante de dicho tramo en dos partes de longitud 0,5m cada tramo, siendo el area del lado
izquierdo menor que el area del lado derecho, lo que implica que el valor del momento en el centro
de dicho tramo CA es menor que el 50% del momento en el extremo A, lo que implica que la Unica
forma que se pueden unir tres puntos para graficar la pardbola es la mostrada en la figura 5.40

Para el tramo DB la forma de la parabola serd la misma que en el tramo CA por la forma de la
pendiente del diagrama de fuerza cortante.

En la figura 5.40 se muestran el diagrama de cargas, reacciones en los apoyos y los diagramas de

fuerza cortante, momento flector y refuerzo.

5kN
10kN
10kN/m
5kN/m

i
et g A ETTTTTE
tOKN

TEmm
y 2m L

7

2m

e
S

10

¢ A @ D B @
5 @ (kN)

/12\
® (g;%

10

= REFUERZO

Fig. 5.40
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PROBLEMA 5.16 Para la viga mostrada en la figura 5.41, se pide determinar:
a) Las fuerzas internas a 2,5m a la derecha del apoyo A

b) Las expresiones de fuerza cortante y momento flector a la distancia “X” indicada (0 < X <2m)

c) Las gréaficas de los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector, debidamente

acotados.
700kgf/m 400kgf
300kgf/m
YVVVVYVVY a0
AT
4 X 12
1 7
, 2m , Im 2m , Im
1 4l K 4 2
Fig. 5.41
Solucion:
a) Calculamos las reacciones en los apoyos:
> F=0 = —H,+400c0s60° =0
H, = 200kgf «

d>My=0 =  V,.(5-300.(2).(1) — 700.(2).(4) — 400sen60° (6) = 0
V, =1655,69kgf T

>F, =0 =V, +165569—600-1400—400sen60° =0
V, =690,72kgf T

Efectuamos un corte a 2,5m a la derecha del apoyo A y analizamos su equilibrio, determinando

las fuerzas internas en dicho punto, denotado como C
d>F=0 = N.-200=0
N. = 200kgf
ZFY =0 = 690,72-600—-V,. =0
V. =90,72kgf
Z M.=0 = —-690,72.(2,5) +300.(2).(1,5) + M. =0

M. =826,8kgf.m
300kgf/m Mc
200kgf<—A+ Yyvvvy C-i%—ch
VC
690,72kng 2m ,0,5m,
1 § §
Fig. 5.42
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b)

Para determinar las ecuaciones de la fuerza cortante y momento flector a una distancia “X” del
apoyo A, es decir en el tramo AD de la figura 5.43, efectuamos un corte en D y analizamos el

equilibrio del tramo AD
ZFx:O = N, -200=0
N, = 200kgf
>F,=0 =  690,72-300X-V, =0
V, =-300X+ 690,72

ZMD =0 = —690,72X+300X.(§j+MD =0

M, =-150X? +690,72X

300kgf/m Mp
200kgf4—A+ * * * * D+l§_>ND
Vb
690,72kg# X .
£ 1
Fig. 5.43

Graficamos los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.

DIAGRAMA “N”:

Como podemos apreciar, en la viga en ambos extremos existen fuerzas de traccién de 200kdf, lo

gue implica que toda la viga esta sometida a dicha accion.

DIAGRAMA *V”:

1. En el apoyo A existe una componente de reaccién que es vertical hacia arriba de 690,72kgf

2. En el tramo AE existe una carga distribuida de 300kgf/m que lo reduce gradualmente hasta
90,72kgf que corresponde al punto E

3. En el tramo EF no existe carga alguna, por ello, el diagrama de fuerza cortante permanece
constante e igual a 90,72kgf

4. Desde el punto F hasta el apoyo B existe una carga uniformemente distribuida de 700kgf/m
gue lo reduce gradualmente hasta el apoyo B, donde su valor es la diferencia entre 90,72kgf

con la resultante de la carga distribuida, es decir:
V,_, = 90,72 —700.(2) = —1309,28kgf

5. Determinamos por relaciones de triangulos rectangulos, el valor de la distancia “d” desde el
punto F, siendo en el punto G la fuerza cortante cero y, en consecuencia, su momento flector
sera maximo en dicho tramo.

90,72 1400

d =0,1296m
d 2
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6. En el apoyo B existe una reaccion vertical hacia arriba de 1655,69kgf que lo lleva hasta
346,41kgf

7. Este valor es constante en el tramo BH, existiendo en el extremo H una carga vertical de
346,41kgf que lo hace descender hasta cero.

DIAGRAMA ‘M
M, =0
M, = (69072 +290,72)-(2) _ 781,44kgf .m

M, = 78144 +90,72.(1) = 872,16kgf .m

M, =87216+= (o 1296).(90,72) = 878,03kgf.m

M, = 878,03 % (1,8704).(1309,28) = —346,41kgf .m

M,, =—346,41+346,41.(1) =0

En la figura 5.44 se muestran las reacciones en los apoyos Yy los diagramas de fuerza axial,

fuerza cortante y momento flector.
700kgf/m

300kgf/m l l i l l l i 34641k9f
200k f4—A¢ vvvvy t —}200kgf
690,72kng | 1655,69kgf
. 2m . Tm L 2m " Tm '
1 2 A 7 A
200
(kgf)
690,72
346,41
® HTE % 1
A E B H
| © (kgf)
0,1296m/ !
1309,28
346,41
A E FG oy @
! B H
® (kgf.m)
781,44 :
872,16 878,03
Fig. 5.44
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PROBLEMA 5.17 Graficar los diagramas de fuerza axial o normal, fuerza cortante, momento flector y

refuerzo para la viga mostrada en la figura 5.45
360kN

180kN
45kN/m BT
YV VYV VYV VVVVVVVVVVVVY
r#77 5B
) 3,6m i 5,4m g 4,5m :
1 7 7l 7
Fig. 5.45
Solucién:
Determinamos las reacciones en los apoyos:
z M, =0 = V;.(9) —360.(3,6) — 45.(13,5).(6,75) —180sen37° (13,5) =0
V, =761,625kN T
Z F, =0 = V, +761,625—360—45.(13,5) —180sen37° =0
V, =313875kN T
D> F=0 =  H, —180c0s37° =0
H, =144kN —

A continuacién, explicamos como se debe de graficar los diagramas N, Vy M

DIAGRAMA “N”:

Como podemos apreciar, en la viga en ambos extremos existen fuerzas de compresion de 144kN, lo

que implica que toda la viga esta sometida a dicha accion.

DIAGRAMA “V:

1. En el apoyo A existe una componente de reaccion vertical hacia arriba e igual a 313,875kN

2. En el tramo AC existe una carga uniformemente distribuida de 45kN/m que lo hace descender
gradualmente 162kN, llegando al punto C con un valor de fuerza cortante igual a 151,875kN

3. En el punto C existe una carga puntual hacia abajo de 360kN, que lo hace descender de
151,875kN hasta -208,125kN

4. En el tramo CB existe una carga uniformemente distribuida de 45kN/m que lo hace descender
gradualmente 243kN, llegando al apoyo B con un valor de fuerza cortante igual a -451,125kN
En el apoyo B existe una reaccion vertical de 761,625kN hacia arriba llevandolo hasta 310,5kN
En el tramo BD existe una carga uniformemente distribuida de 45kN/m que lo hace descender
gradualmente 202,5kN llegando al punto D con una valor de fuerza cortante igual a 108kN

7. En el extremo D de la viga existe una fuerza, cuya componente vertical es de 108kN hacia abajo,

que lo lleva hasta cero.

DIAGRAMA “M”:
M, =0
M, = (313875 +151.875)(36) _ goo acim

2
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(208,125+451125).(5,4)
2

(310,5+108).(45) _

M, =838,35— —941,625kN.m

M, =-941,625+ 0

En la figura 5.46 se muestran las reacciones en los apoyos y los diagramas de fuerza axial, fuerza

cortante, momento flector y refuerzo.

360KN 180kN
45kN/m % %7_0__
1mm;ﬁ++++t++++++++;++++g
313,875kN 761,625kN
. 36m 5,4m ) 4,5m ,
1 7% # A
144 @
@ (kN)
313,875 310,5
151,875
A% T
s O
, (kN)
451,125
941,625
A B D
@ (kN.m)
838,35
S 5 REFUERZO

Fig. 5.46

PROBLEMA 5.18 Para la viga mostrada en la figura 5.47, determinar:
a) Las ecuaciones de la fuerza cortante y momento flector para los tramos AC y CB en términos de
“X”, considerando el origen en A

b) Graficar los diagramas de fuerza cortante y momento flector debidamente acotados.
1T

l 2T/m 0,5T
#77 L 5B,

3m g 4dm , Im
7 7 7

’IV
Fig. 5.47
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Solucioén:

a) Calculamos las reacciones en los apoyos:
SM,=0 = Vg(7)-1(3)-05.(8) —%.(3).(2).(2) —2.(4).(5)-3=0
V, =8T7"
YR =0 =V, +8—1—O,5—%.(2).(3)—2.(4) =0

V, =45T 1T
dDF=0 = H,=0
Planteamos las ecuaciones en los tramos requeridos, efectuando un corte en dichos tramos y
analizando su equilibrio.
TRAMO AC (0< X <3)
Previamente determinamos el valor de Wy utilizando la relacion de triangulos rectangulos.
W, 2 _ 2_X

~X=L =W,
X 3 3

Luego, determinamos las fuerzas internas en el punto E, lugar donde se ha efectuado el corte.

YF=0 = Ng=0

1 2X
dYR=0 = 4,5—5.(X)(?)—VE:

Fig. 5.48
TRAMO CB (3< X <7)
Analizamos el equilibrio de la parte izquierda de la viga hasta el punto D, lugar del corte.

dDF=0 = N,=0
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YFR=0 = 4,5—1—%.(2).(3)—2.(X—3)—VD=0

Vp =—2X+65

(X-3)* _

S>My=0 = —4,5X+1.(x—3)+%(2).(3).(1+X—3)+2. 3+M, =0

M, =-X*+65X+3

1T
2T/m

OMMN RN l@»

3Tm

3m ;

A

4

4,5T
L X

A

S

Fig. 5.49
b) Graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector, analizando tramo por tramo.
TRAMO AC (0< X <3)
Aplicamos las ecuaciones obtenidas para dicho tramo, debido a que como es carga triangular, el
método de las areas no es recomendable aplicarlo para tal tipo de cargas.
V, =V, =45T

2
Ve =V s =45- 12 =375T

32
Voo = Vi =45-" =18T

M,=M,_,=0

15°
Mg =Myis =45.15)—= - =6375Tm

3
MCO_MX3—45(3)—%—105Tm

TRAMO CB (3< X <7)

En este tramo podemos aplicar indistintamente el Método de las areas o las ecuaciones
obtenidas, efectuando la comparacion de los resultados para el diagrama de fuerza cortante.
METODO DE LAS AREAS:

DIAGRAMA “V”:

1. En el punto C hay una fuerza de 1T hacia abajo que lo reduce al valor de 1,5T hasta 0,5T

2. En el tramo CB existe una carga uniformemente distribuida igual a 2T/m que lo reduce

gradualmente desde 0,5T hasta -7,5T
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3. Por relaciones de triangulos rectangulos determinamos el valor de la distancia donde la

fuerza cortante es cero.

%:% = d=0,25m

DIAGRAMA “M”:

M,,, =105+3=135Tm

M, =M_, :13,5+%.(o,25).(o,5) =13,562T.m
M, =13,562 — %.(3,75).(7,5) =-0,5T.m

ECUACIONES:

Comprobamos los valores obtenidos anteriormente en dicho tramo por las ecuaciones
correspondientes al tramo analizado.

Voo =Vy s =—2.(3)+65=05T

Vi, =V 0 =—2.(325)+65=0

Voo =V, =-2(7)+65=-75T

M., =M, , =32 +65.(3) +3=135T.m

M, =M,_;,s =-3,25° +6,5.(3,25) + 3=13,562T.m

Mg =M, , =—7%+65.(7)+3=-05T.m

Como se ha podido apreciar, son los mismos resultados los obtenidos por ambos métodos, es
por ello, de ahora en adelante para problemas similares, solo en el tramo de carga triangular se
aplicaran las ecuaciones correspondientes y en el resto de tramos el Método de las areas.

TRAMO BF (7 < X <8)
DIAGRAMA “V”:

1. En el apoyo B existe una reaccion vertical hacia arriba de 8T que lo lleva de -7,5T hasta 0,5T

2. En el tramo BF no existe carga alguna, siendo constante el diagrama de fuerza cortante e
igual a 0,5T hasta llegar al extremo F de la viga, donde la carga vertical hacia debajo de 0,5T
lo lleva hasta cero.

DIAGRAMA “M”:

M, =-05+05.(1) =0

En la figura 5.50 se muestran las reacciones en los apoyos y los diagramas de fuerza cortante y
momento flector.
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1T
2T/m 0,5T

e i

T

T

4,5T 8
, 3m L 4dm , 1m |
1 7 7 7
4
2 375
® 15,05 0,5
A G C B F
1,5m o,zsm_)’?’F @ (M
75
4|( 3,75m ¥
0,5
A G CH O @
B F
@ (T.m)
6,375 15
=
13,5 13,562
Fig. 5.50

PROBLEMA 5.19 Para la viga simplemente apoyada mostrada en la figura 5.51, se pide:
a) Determinar las ecuaciones de la fuerza cortante y el momento flector para el tramo BC en

términos de “X” (0 < X <6m), considerando el origen en B

b) Dibujar el diagrama de fuerza cortante y diagrama de momento flector debidamente acotados.

8T/m
20T
2T/m rv 8Tm
/%7 =X 5
8T.m
L X |
1 7
i 2m ; 6m L
1 (
Fig. 5.51

Solucion:
a) Calculamos las reacciones en los apoyos:

YM,=0 = VC.(8)—20.(2)—2.(2).(1)—%.(8).(6).(6)+8—8:O

V., =235T7

YR =0 = VA+23,5—20—2.(2)—%.(8).(6)=0
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b)

V, =245T 71
dDF=0 = H,=0

Determinamos el valor de Wy para la carga triangular, mediante relacion de triangulos

rectangulos.

W
_ X — § = WX — ﬁ
X 6 3
8T/m
Wy
—x
) 6m ¥
Fig. 5.52

Ahora, planteamos las ecuaciones de la fuerza cortante y momento flector, aplicando la
metodologia alterna, sin necesidad de efectuar corte alguno, solo efectuando la suma de fuerzas
verticales para la cortante y el momento respecto al punto correspondiente a Wy, quedando a

criterio del lector la comprobacion mediante el equilibrio explicado anteriormente.

4X

Vg =245-2.(2)-20- % (X).[?j =-0,667X*+0,5

Luego, la cortante en este tramo sera cero cuando X = 0,866m

Mg. =24,5.(2+X)—2.(2).1+ X)-20X -8 - %(X)(%j(%} =-0,222X% +0,5X + 37

Para graficar el diagrama de fuerza cortante y momento flector, aplicamos el Método de las

areas para el tramo AB y las ecuaciones obtenidas anteriormente para el tramo BC

DIAGRAMA “V”:

1. En el apoyo A existe una reaccion vertical hacia arriba de 24,5T

2. En el tramo AB existe una carga uniformemente distribuida que lo hace descender
gradualmente hasta 20,5T

3. En el punto B existe una carga puntual de 20T hacia abajo, que lo hace descender hasta
0,5T

4. Para el tramo BC aplicamos las ecuaciones obteniendo el mismo valor para el punto B+0,
que es después de aplicar la carga de 20T hacia abajo.

Vg0 = Voo = -0,667.(0)+0,5=0,5T
V., =V, =-0,667.(6)> +0,5=-235T

5. En el apoyo B existe una reaccion vertical de 23,5T hacia arriba que lo lleva hasta cero.

DIAGRAMA “M”:

M, =0
 (245+205).(2)
2

MBO

=45T.m
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Mg,, =45-8=37Tm
Mp = MT = M,y 5ss = —0,222.(0,866)° +0,5.(0,866) +37 = 37,29T.m
M, =M,_, =—-0,222.(6)° +0,5.(6) + 37 =—8T.m

M, =—8+8=0

En la figura 5.53 se muestran las reacciones en los apoyos y los diagramas de fuerza cortante y

momento flector.
8T/m

24,5TT
L 2m L 6m TL23’5T
1 1 1
24,5
@ 20,5
A Bo,s D C @
0,866m @ (M)
: 23,5
| 8
i B D A4 ®
| C
@ (T.m)
37 37l,29
45
Fig. 5.53

PROBLEMA 5.20 Para la viga mostrada en la figura, se pide:
a) Calcular las reacciones en los apoyos.

b) Graficar los diagramas de fuerza cortante y momento flector debidamente acotados.

8T/m
6T

b

Z

2T/m :

A AIIIIIIII L
AP g
. 3m ,  1,5m i 1,5m 3m 7
1 L4 7 7 7
Fig. 5.54
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Solucioén:

a) Calculamos las reacciones en los apoyos, efectuando un corte en la rétula y analizando el
equilibrio en la parte izquierda de la viga.

dYME=0 = —VA.(3)+6.(1,5)+%.(8).(3).(4):O

V, =19T T
8T/m

T C
) 3m Ma15m . 15m
1 7 7 A
Fig. 5.55
Ahora, determinamos las reacciones en el empotramiento en B, analizando el equilibrio de toda

la viga.

YF=0 = Hg=0
YR =0 = 19+V, —%.(8).(3)—6—2.(3) =0
V, =5T71

S>Mg=0 = —19.(6)+%.(8).(3).(7)+6.(4,5)+2.(3).(1,5)—MB=0

Mg =6T.m
8T/m
6T
7
2T/m , 6T.m
A sf LI T 30T 58}0

= Z
A3 4
19TT STT
: 3m , 15m  16m | 3m i

Fig. 5.56

b) Determinamos el valor de Wy para la carga triangular, mediante relacién de triangulos
rectangulos.

W
_ X — § = WX — %
X 3 3
8T/m
Wy
*—X'f
, 3m
Fig. 5.57
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Ahora, planteamos las ecuaciones de la fuerza cortante y momento flector para el tramo

indicado.
1(8X 4X?
Voa = _E(?j(x) == 3 = Vo =Vp =0
2
V., = 4.(15) __aT
' 3
2
Vi3 =Va, = —% =-12T
M ——4X2 X ——4X3 = My, =M, =0
DA 3 13 9 X=0 D
3
M 5= ——4'(1’5) =-15T.m
4.(3)°
My;=M, =————=-12T.m

Graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector, considerando los valores

obtenidos para el tramo DA, mediante las ecuaciones y para el resto de la viga por los métodos

conocidos.

DIAGRAMA “V”:

1. En el apoyo B existe una reaccién vertical hacia arriba de 19T, que lo lleva desde -12T hasta
7T, siendo constante en el tramo AE, debido a que no existe carga alguna.

2. En el punto E existe una carga de 6T vertical hacia abajo, que lo lleva hasta 1T, siendo
constante en el tramo EC

3. Desde C hasta B existe una carga uniformemente distribuida de 2T/m que lo reduce
gradualmente desde 1T hasta -5T, siendo el valor de la cortante cero en el punto ubicado a
la distancia de 0,5m de la rétula C

4. En el empotramiento B existe una reaccién vertical de 5T que lo lleva hasta cero.

DIAGRAMA “M”:

M, =-12Tm
M, =-12+7.(L5) =—15T.m
M, =-15+1.(15)=0

M. = %.(1).(0,5) =0,25T.m

M, , =0,25 —%.(5).(2,5) = —6T.m

Mgy, =—6+6=0

Los diagramas de fuerza cortante, momento flector y refuerzo se muestran en la figura 5.58,

donde se aprecia que se cumple con la condiciéon que el momento flector en la rétula es cero.
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Fig. 5.58

PROBLEMA 5.21 Grafiqgue los diagramas de fuerza cortante y momento flector para la viga

mostrada en la figura 5.59

ANNNNNNRNNNN

/ 10T/m
A BY V¥ ¥ ¥ ¥ ¥ %C D
17111111 ol ol e e R
2 10T/m 10T/m
. 4m , 4m , 4m ,
1 7 7 7
Fig. 5.59
Solucién:
Calculamos las fuerzas internas en cada tramo.
TRAMO BC:
> M, =0 = V..(4)-10.(4).(2) =0 V., =20T 7T
> F, =0 =  V,+20-10.(4)=0 V, =20T "7

T,

V V
I/B Am .,C
1 7

Fig. 5.60

184



TRAMO AB:

>.F =0 = -V,-20+10.(4)=0 LV =20Td
> M, =0 = M, —20.(4)+10.(4).(2) =0 M, =0
FA 2 2iT
Ha¢ Z= B —p Hg
AN I o o o o o o
A 10T/m
4m y
v
V,=20T
Fig. 5.61

En base a los resultados obtenidos, graficamos los diagramas correspondientes de fuerza cortante y

momento flector.

DIAGRAMA “V”:

1. En el empotramiento A existe una reaccion vertical de 20T hacia abajo.

2. En el tramo AB existe una carga uniformemente distribuida de 10T/m hacia arriba, que lo hace
crecer gradualmente desde -20T hasta 20T en la r6tula B

3. En el tramo BC existe una carga uniformemente distribuida de 10T/m hacia abajo, que lo hace
descender gradualmente desde 20T hasta -20T en la rétula C

4. En el tramo CD existe una carga uniformemente distribuida de 10T/m hacia arriba que lo hace
crecer gradualmente desde -20T hasta 20T en el empotramiento D

5. En el empotramiento D existe una reaccion vertical de 20T hacia abajo, que lo lleva a cero.

DIAGRAMA “M”:

M, =0

M, = —%.(20).(2) =—20T.m
Mg =—20+ %.(20).(2) =0
M, =%.(20).(2) =20Tm
M, = 20—%.(20).(2) =0
M, = —%.(20).(2) =-20Tm

M, = —20+%.(20).(2) =0

Como se puede apreciar en la figura 5.62, se cumple que los momentos en las rétulas B y C son
ceros. También se puede indicar, que si el sistema es simétrico en geometria y cargas, entonces su

diagrama de fuerza cortante es antisimétrico y el diagrama de momento flector simétrico.
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PROBLEMA 5.22 Para la viga mostrada en la figura 5.63, se pide:
a) Determinar las ecuaciones de la fuerza cortante y momento flector para el tramo izquierdo en

términos de X (0 < X <3m), considerando el origen en A

b) Dibujar el diagrama de fuerza cortante y diagrama de momento flector debidamente acotados.

%§rtﬁvfr%? g“ggyuiilllllgg

b b %
7 7 7

e

’[I/
Fig. 5.63
Solucién:

a) Calculamos las reacciones en los apoyos, analizando en un inicio el equilibrio total de la viga.
dDF=0 = H,=0
Luego, efectuamos un corte en la rotula B y analizamos el equilibrio de la parte izquierda de la
viga.

D F=0 = Hg=0
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dM;=0 = —vA.(4)+%.(2).(3).(2)=o V, =15T7T

dYFR=0 = 1,5+VB—%.(2).(3)=0 V, =15T 1T

2T/m

<>

3m Tm

Fig. 5.64

Determinamos las ecuaciones de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector para el tramo
AE de la viga.

1 2X X?
F, =0 = 15-=.(X)| = Vi =15———-
Z Y 2 ( )( 3 J AE 3
3
dM; = =  M-15(X)+ X2 5 = MAE=1,5X—X—
3 3
M
W, '<\E
H,=0 _Wl / » N, e
1574 Va
J4 X ¥
Fig. 5.65
Ahora, calculamos las otras reacciones, analizando el equilibrio del tramo BCD de la viga.
dMy=0 = 1505)+4(4).2-1-V..(4)=0 .. V. =9,625T T
YF =0 = 9625+V,-15-4.(4)=0 Vv, =7.875T T
15T 4T/m

l”&llliilllilii
TVC 7

,  Im 4m "
A 7 7

Fig. 5.66
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b) En el tramo AE, determinamos el punto donde la fuerza cortante es cero, igualando a cero la

ecuacion de la fuerza cortante.
XZ
1,5—? =0 = X =21213m

Calculamos los valores de la fuerza cortante y momento flector para el tramo AE, tal como se

muestra en la tabla 5.1

Tabla 5.1
DISTANCIA \ M
(m) (M (T.m)
X=0 15 0
X =15 0,75 1875
X =21213 0 21213
X=3 -15 15

Con los valores obtenidos, graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector en el
tramo AE y para el resto de la viga por los métodos conocidos, tal como se muestra en la figura
5.67

ewwmile AN,
{ S

1,5 @

1.5m : e P 2,03125m 4 (-) (M
L 2,1213m | L :
1 : 1 :
5 5 ! 15 7,875
A F G E B_ 05 H D @
C
1,875 21213 1.5 @ (Tm)
7,7519
Fig. 5.67
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DIAGRAMA “V”:

1. En eltramo EC no existe carga alguna, por ello, el diagrama de fuerza cortante es constante
eigual a-1,5T

2. En el apoyo C existe una reaccion vertical hacia arriba de 9,625T que lo lleva desde -1,5T
hasta 8,125T

3. En el tramo CD existe una carga uniformemente distribuida de 4T/m que lo hace decrecer
gradualmente desde 8,125T hasta -7,875T

4. En el apoyo D existe una reaccion vertical de 7,875T que lo lleva hasta cero.
DIAGRAMA “M”:

M, =15-15.(1) =0
M., =0-15.(1) =—15T.m
M.,, =—15+1=—-05Tm

M, =-05+ %.(8,125).(2,03125) =7,7519T.m

M, =7,7519 —%.(7,875).(1,96875) ~0

5.3 DIAGRAMAS EN PORTICOS

PROBLEMA 5.23 Grafique los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector para la
estructura mostrada en la figura 5.68

45kN/m
B é% c o T
<
>
4 5m
A e
L 4,5m L 4,5m , 3m
1 7 7 (
Fig. 5.68
Solucion:
Calculamos las reacciones en los apoyos:
> M, =0 = V..(9)—-30.(4,5v2).(2,25V2) — 45.(7,5).(8,25) = 0

V. =376,875kN T
>F =0 =  —H, +30.(45V2)sen45° =0
H, =135kN <«

189



> F =0 =V, +376,875—30.(4,5+2).cos45° —45.(7,5) = 0
V, =95,625kN T

Ahora, graficamos los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.

DIAGRAMA “N”:

Como sabemaos, las fuerzas axiales van orientadas a lo largo de cada barra y pueden ser de traccién
(origina alargamiento) o de compresién (ocasiona acortamiento).

Para ello, proyectamos las fuerzas a lo largo de cada barra en su eje longitudinal.

N s =135c0545° —95,625c0545° = 27,84kN (TRACCION)
Ngc =0
Nep =0

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza axial, tal como se muestra en la figura
5.69

Fig. 5.69
DIAGRAMA “V”:

Efectuamos en forma analoga, pero proyectamos en forma perpendicular al eje de la barra,

codificando el subindice como el punto en el cual se analiza y superindice el tramo respectivo.

V2® =95,625sen45° +135sen45° =163,07kN

V4B =163,07 —30.(4,51/2) = —27,84kN

VEC = 95,625 —30.(4,5+/2)sen45° = —39,375kN

VE© =-39,375-45.(4,5) = —241,875kN

VSP =-241875+ 376,875 = 135kN

VSP =135-45.(3)=0

Determinamos la distancia “d” desde el apoyo A, en el tramo AB, donde la fuerza cortante es cero.

163,07 190,91
d 452

d =5,4357m
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Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza cortante, tal como se muestra en la

figura 5.70

163,07 241,875

DIAGRAMA “M”:
M, =0

M, = %.(163,07).(5,4357) = 443,2kN.m
M, =4432— %.(27,84).(0,9283) = 430,28kN.m

M. =430,28 - —202,5kN.m

(241,875 2+ 39375) (45 -

M, =-2025+ %.(135).(3) =0

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de momento flector, tal como se muestra en la

figura 5.71
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PROBLEMA 5.24 Graficar los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector para el
pértico mostrado en la figura 5.72

3T/m
2R 0 2 R R R
3m
A D L
" 4m "
1 7
Fig. 5.72

Solucion:
Calculamos las reacciones en los apoyos:
> M, =0 = V,.(4)+4.(3)-3.(4).2=0 V,=3T1T
> F =0 = V, +3-3.(4)=0 V, =977
zFx:O = H,-4=0 H, =4T >

En la figura 5.73,a se muestran las reacciones en los apoyos.

Ahora, graficamos los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.

DIAGRAMA “N”:

Como sabemos, las fuerzas axiales van orientadas a lo largo de cada barra y pueden ser de traccion
(origina alargamiento) o de compresion (ocasiona acortamiento).

Para ello, proyectamos las fuerzas a lo largo de cada barra en su eje longitudinal.

N, =-9T (COMPRESION)
Nge =—4T (COMPRESION)
Nep =-3T (COMPRESION)

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza axial, tal como se muestra en la figura
5.73,b
DIAGRAMA “V”:

Efectuamos en forma analoga, pero proyectamos en forma perpendicular al eje de la barra,

codificando el subindice como el punto en el cual se analiza y superindice el tramo respectivo.
V: 8 = AT

VE/?B =-A4T

VE'? C=9T

VCBC =9-3.(4)=-3T
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Vel =0

Ve =0

Determinamos la distancia “d” desde el nudo B, en el tramo BC, donde la fuerza cortante es cero.
9 12
—== d=3m
d 4

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza cortante, tal como se muestra en la
figura 5.73,c

R A A A

BIC

9]
O
!
_|
i
No

©)
4T—p)A D A H[»)
1 I
aT 3T
c) 9 d 12 155
® E
= C 12 @ E
B \Q3 @ B 15 C
Tm
H
2 ® ®
(M (Tm)
A D A D
Fig. 5.73
DIAGRAMA “M”:
M, =0

M, = —4.(3) =—12T.m

ME=—12+%($(%=15Tm
1

Mc =15-7.(1.(3) =0

M, =0

193



Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de momento flector, tal como se muestra en la
figura 5.73,d

PROBLEMA 5.25 Grafique los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector para el
portico mostrado en la figura 5.74

N O A A 7

2T -
B \C| ¥
1T.m 2m
D L
A Jim
)4 4m y
1 4
Fig. 5.74
Solucion:
Calculamos las reacciones en los apoyos:
> M, =0 =  V,.(4)+2(3)-2.(3)-3.(4).(2)-1=0
V, =6,25T T
> F, =0 =  V,+6,25-3.(4)=0
V, =575T 1
D> F=0 =  H,+2-2=0
H,=0

En la figura 5.75,a se muestran las reacciones en los apoyos.

Ahora, graficamos los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.
DIAGRAMA “N”:

N, =-575T (COMPRESION)
Nge =—2T (COMPRESION)
N =—6,25T  (COMPRESION)

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza axial, tal como se muestra en la figura
5.75,b

DIAGRAMA “V”:
VE® =0

V28 =0

VEC =575T
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VE® =575-3.(4) =-6,25T
Vel =0
VEP =0

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza cortante, tal como se muestra en la
figura 5.75,c
DIAGRAMA “M”:
M, =0
M; =0
1
M; = E.(1,917).(5,75) =551T.m

MCO::551—%(2@8@(625):—rrm

M., =-1+1=0
M, =0
Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de momento flector, tal como se muestra en la
figura 5.75,d
a b
) 3T/m )
LRIV
B \C 1 B (_) C
D D
6,25
'S A A (T)
G ; ; 5,75
T 6,25T
5,75T
c) d)
5,75

® : : Qs

B C B C
1,917m ) O, ®
2 6,25 5,51
D 1,917m g D
A @ A
(T) (T.m)
Fig. 5.75
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PROBLEMA 5.26 Grafique los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector para el

pértico mostrado en la figura 5.76

600kgf/m
—br= . +
B 1200kgf “n
—» 7 +
400kgf/m )
— 4m
_’
¥ 6m ¥
Fig. 5.76
Solucién:
Calculamos las reacciones en los apoyos:
ZMA =0 = VD.(6)+1200.(4)—400.(6).(3)—%.(6).(600).(4) =0
V, =1600kgf T
> F, =0 = V, +1600—%.(6).(600) =0
V, =200kgf T
D> F=0 =  —H, +400.(6) -1200 =0
H, =1200kgf «

En la figura 5.78,a se muestran las reacciones en los apoyos.
Ahora, graficamos los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.
DIAGRAMA “N”:

N s = —200kgf (COMPRESION)
Ngc = —1200kgf (COMPRESION)
Np = —1600kgf (COMPRESION)

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza axial, tal como se muestra en la figura
5.78,b
DIAGRAMA *V”:

V28 =1200kgf
V28 =1200 — 400.(6) = —1200Kgf

Para graficar el diagrama de cortante en el tramo BC por existir carga triangular, debemos de

plantear una ecuacion, analizando previamente la carga triangular que se muestra en la figura 5.77
Y 600
X 6

Y =100X
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6
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)4
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Fig. 5.77

VEC =200 - % .(X).(100X) = 200 — 50X >

Ahora, determinamos la fuerza cortante igual a cero, porque ahi se producira el momento flector

maximo en el tramo analizado.

200-50X* =0 = X=2m
Calculamos los valores de la fuerza cortante para el tramo BC, tal como se muestra en la tabla 5.2
Tabla 5.2
PUNTO DISTANCIA \% M
(m) (kgf) (kgf.m)
B X=0 200 0
F X=2 0 266,67
C X=6 —1600 —2400

V¢P =1200kgf

V&Y =1200kgf

V¢ =1200-1200 =0
VP =0

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza cortante, tal como se muestra en la

figura 5.78,c
DIAGRAMA “M”:

M, =0

M, = %.(3).(1200) = 1800kgf .m

M, =1800 —%.(3).(1200) =0

Para graficar el diagrama de momento flector en el tramo BC, planteamos la ecuacién para dicho
tramo.

X 50%3

M5° = 200X —50X? (Ej = 200X —

Calculamos los valores del momento flector para el tramo BC, tal como se muestra en la tabla 5.2

M, =—2400+1200.(2) =0
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M, =0

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de momento flector, tal como se muestra en la

figura 5.78,d

a)
600kgf/m

1200kgf
400kgf/m

A
€—1200kgf D

5 A

200kgf 1600kgf
c)
L 4m y
® 7
o c
@ 1200 @ @ 1200
G
. 1600
3m
1200 A (kgf) P
Fig. 5.78

b)
BC
1200
@/’ 200 @
Al (kgf) D
1600
d) 2400
2m
F @ C 2400
B @
266,67 ZmJ‘ @
G
e[ () 1800
3m
\ ™

PROBLEMA 5.27 Grafique los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector para el

portico mostrado en la figura 5.79
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Solucién:

Calculamos las reacciones en los apoyos:

M =0 = V(6)-[43.u5)}2=0 S Ve=6T?
2R =0 = =V, +6=0 .V, =6T4
SME=0 = 6(Q+4Q.0H-H (=0 . H. =12T«
> F =0 = 4(92-12-H, =0 © H,=12Te

En la figura 5.80,a se muestran las reacciones en los apoyos.
Ahora, graficamos los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.
DIAGRAMA “N”:

N, =6T (TRACCION)
Ny, =0
Npe =—6T (COMPRESION)

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza axial, tal como se muestra en la figura
5.80,b
DIAGRAMA “V”:

Ve =12T
Vi® =12-4.(3)=0

VED = 6T
VED = 6T
VEE — 0

VEE = 4.3) =12T

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza cortante, tal como se muestra en la
figura 5.80,c
DIAGRAMA “M”:

M, =0

M A2 _(12+6

centro

j.(1,5) =135T.m

M, =13,5+%.(1,5).(6) =18T.m

M, =18-6.(3) =0
M, =-6.(3) =—-18T:m

M2 = _18+ X (6).(L5) =-135Tm

centro
2
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12+6

M, = —13,5+( j.(],s) =0

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de momento flector, tal como se muestra en la

figura 5.80,d
a) B 2 D _:
—
4T/m —P14T/m
>
i —P
12T 12T4—E;;>
4 !
b A
) . 0 5
© @
(T)
A E
c) B 8 D
(-]
6
® ®
A o el O\
12 12
18
&) @ 18
D
Q)
------- 13,5
E
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PROBLEMA 5.28 Grafique los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector para el
pértico mostrado en la figura 5.81

3T/m

2m

T~

2m

Fig. 5.81

Solucion:
Calculamos las reacciones en los apoyos:
> M, =0 =  V,.(8)+2.(2)-1.(4)-3.(5).(55)-1=0

V, =10,4375T T
> F, =0 =  V,+10,4375-3.(5)=0

V, =45625T T
D> F=0 =  H,+1-2=0

H, =1T —»

En la figura 5.82,a se muestran las reacciones en los apoyos.
Ahora, graficamos los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.
DIAGRAMA “N”:

Para el tramo AB, proyectamos las componentes de reaccion a lo largo del tramo.

N g =—4,5625.c0s37° —1.c0s53° = —4,25T (COMPRESION)
Nge =-2T (COMPRESION)

Np = —10,4375T (COMPRESION)

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza axial, tal como se muestra en la figura
5.82,b
DIAGRAMA *V”:

Para el tramo AB, proyectamos las fuerzas en forma perpendicular al eje del tramo.

V28 = 4,56255en37° —1.sen53° =19375T
V28 =19375T

VEC = 4,5625T

VEC = 4,5625—3.(5) = —10,4375T
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VEP =2T
VD =2T
Ve =2-2=0

VsP =0

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza cortante, tal como se muestra en la

figura 5.82,c

4.5625T 10,4375T
c) 4,5625
E &
2 [-]
© g,szosm\, 2 [2m
& 10,437 Zijl
NY F

Fig. 5.82
DIAGRAMA “M”:

M, =0
M, =19375.(5) =9,6875T.m

M. =9,6875+ %.(1,5208).(4,5625) =131568T.m

M., =131568— % (3,4792).(10,4375) = -5T.m

Mc,, =-5+1=-4Tm
M, =—4+2.(2)=0
M, =0
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Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de momento flector, tal como se muestra en la
figura 5.82,d

PROBLEMA 5.29 Grafique los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector para la
estructura mostrada en la figura 5.83

. 2kN/m
5
;A B
J
6m
24kN.
D
C l T
y gm kN
Fig. 5.83

Solucion:

Como se trata de una estructura en voladizo, no es necesario calcular las reacciones en el
empotramiento, pudiendo graficar desde el extremo libre D hasta el empotramiento, avanzando
tramo por tramo.

DIAGRAMA “N”:

Npe =0
N.g =—7c0s53° = —4,2kN (COMPRESION)
Ng, =0

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza axial, tal como se muestra en la figura
5.84,a

DIAGRAMA “V”:
V¢ = _7kN
V¢ =_7kN

V$P = 7sen53° = 5,6kN
V$® =5,6kN
VEA = -7kN
VA = -7 +2.(8) = 9kN

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza cortante, tal como se muestra en la
figura 5.84,b
DIAGRAMA “M”:

Mp© =0
Mg° =7.(8) =56kN.m
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ME® =56 24 = 32kN.m
MSP =32-5,6.(10) = —24kN.m
MEA = —24kN.m

MEA = 244 %.(3,5).(7) = —11,75kN.m

MB&A =-11,75 —%.(4,5).(9) = —32kN.m

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de momento flector, tal como se muestra en la

figura 5.84,c

a) b)
A B J O E N ©

2 42  ZA <RE i E
& ! 24

c) 24

(kN) (kN) (kN.m)
Fig. 5.84

PROBLEMA 5.30 Grafique los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector para el

portico mostrado en la figura 5.85

3kN/m
4kN A
< D E B
6m
12kN.m
10kN ¢—— F C -
4m
%—OA >
p 4m ¥ 4m 4
Fig. 5.85

Solucién:
Como se sabe, para estructuras isostaticas, el calculo de reacciones y los diagramas N, V, M no

dependen del apoyo elastico. Por ello, el apoyo C puede asumirse como un apoyo movible.
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Ahora, calculamos las reacciones en los apoyos:

> F =0 = V.-3®=0 V. =12kN T
> M, =0 =  H,.(10)+3.(4).(2)-10.(6) -12=0 H, =48kN —
> F=0 =  48+H_,-10-4=0 Hg =9,2kN —

En la figura 5.86,a se muestran las reacciones en los apoyos.
Ahora, graficamos los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.
DIAGRAMA “N”:

N, =0
Npe =9,2kN (TRACCION)
N.. =0

Ng =-12kN  (COMPRESION)

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza axial, tal como se muestra en la figura
5.86,b

a) b)
3kN/m -
9,2kN ©
HN 5 E g > D E l’B ‘E
12| ()
12kN.m
10kNg—— F C E C
4.8KN) %_0 " 12T(N
12
c) @
D E B
5,2(®
G F C
12 36
A A
O, Q)
(kN) (kN.m)
Fig. 5.86
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DIAGRAMA *V”:
V26 = -48kN
VE® = -4,8kN
VP =-4,8+10="5,2kN

VP =5,2kN
V=0
V=0

VS = -12kN
VEF =-12kN
ViE=0
VEE=0

VE =12kN

VBEB =12-3.(4) =0
Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza cortante, tal como se muestra en la

figura 5.86,c
DIAGRAMA “M”:

M2° =0

MAP =—4,8.(4) = —19,2kN.m
MAP =-19,2+5,2.(6) =12kN.m
M. =12kN.m

MSF = —12kN.m

MEF = 12 +12.(4) = 36kN.m
M. =36kN.m

MEE =0

MEF = —%.(4).(12) = —24kN.m

Como comprobacion final del equilibrio del nudo E, analizamos las fuerzas y momentos actuantes en

dicho nudo, los cuales se muestran en la figura 5.87

D> F=0 =  92-92=0
> F =0 = 12-12=0
> M. =0 =  —12-24+36=0
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12kN.m  24kN.m

- 12kN
9,2kN 4 C ¢ P 9,2kN

\;)36kN.m

12kN
Fig. 5.87

De esta manera, con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de momento flector, tal como se

muestra en la figura 5.86,d

PROBLEMA 5.31 Grafique los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector para el
portico mostrado en la figura 5.88

2m

5kN/m

2m

Fig. 5.88
Solucién:

Como se sabe, para cuerpos absolutamente rigidos (EIl =) no existen diagramas N, V, M. Tal tipo

de cuerpos no se deforman, por ello, no se muestran los diagramas N, V, M

En la realidad, tal tipo de cuerpos no existen, pero cuando las relaciones de rigidez entre elementos
estructurales es alta, se considera al de mayor rigidez como absolutamente rigido, lo cual es
caracteristico en sistemas estructurales hiperestaticos (estaticamente indeterminados), asumiendo,
para ello, una rigidez infinita El =00 o EI — o

Para el presente problema, la rigidez del elemento BD es finita, pero bastante grande, en
comparacioén con los otros elementos, es por ello, que a dicho elemento se le ha considerado como
elemento rigido. Para graficar los diagramas N, V, M para estructuras isostéticas, se realiza como
cualquier otro tipo de estructura simple, pero para fines académicos consideraremos con linea
punteada los diagramas en dicho elemento rigido.

Ahora, calculamos las reacciones en los apoyos:
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> M, =0 =  V,;.(3)+8.(2)-6.(7)-5.(4).(2) =0 V, =22kN T
> F =0 = -V,+22-6=0 V, =16kN |

> Fy=0 =  -8+5(4)-H.=0 H. =12kN «

En la figura 5.89,a se muestran las reacciones en los apoyos.
Ahora, graficamos los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.
DIAGRAMA “N”:

N, =16c0s37° =12,8kN (TRACCION)

Ngp =—22kN (COMPRESION)
N =8kN (TRACCION)
N =0

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza axial, tal como se muestra en la figura
5.89,b
DIAGRAMA “V”:

V,, =—165en37° = —9,6kN
V. =—16+22 =6kN

Vg =0
V., =8kN
VEE =12kN

VCE =12 -5.(4) = -8kN

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza cortante, tal como se muestra en la
figura 5.89,c
DIAGRAMA “M”:

M, =0
M2° = —9,6.(5) = —48kN.m
M, =0
M. =0
M™ = -8.(2) = —16kN.m
M, =0

MSE = —%.(12).(2,4) = —14,4kN.m

MCE = 14,4+ %.(8).(1,6) = —8KN.m

ME® = —8kN.m
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MS® =-8-6.(4) =—32kN.m

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de momento flector, tal como se muestra en la

figura 5.89,d

Como se puede apreciar, se puede graficar de izquierda a derecha, como de derecha a izquierda,

quedando a criterio del lector la comprobacién del equilibrio en el nudo D, pudiendo efectuarlo en

forma andloga al problema 5.30

a) b)
6kN
A A
E
R
12,8
€ ®
2z
X
w0
12kN A
—K)_%‘_
C
l16kN Tzsz
c) d)

48

2,4m

Fig. 5.89
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5.4 DIAGRAMAS EN ARCOS

PROBLEMA 5.32 Graficar los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector para el
arco mostrado en la figura 5.90, considerando que B es punto medio del arco ABC

Fig. 5.90
Solucion:
Calculamos las reacciones en los apoyos:
> M, =0 =  V.(2-15=0 V, =7,5kN «
2. F=0 =  H,-75=0 H, =7,5kN —
> F, =0 = V,=0

En la figura 5.91 se muestran las reacciones en los apoyos.

<—7,5kN

— 7,5kN

Fig. 5.91
Ahora, graficamos los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.

TRAMO CB: (0 < <90°)

Proyectamos la reaccion en C de 7,5kN hacia el punto D y lo descomponemos en una tangente a la

curva y una perpendicular a la tangente (figura 5.92,a), siendo la fuerza tangencial la normal y la
radial la cortante para cualquier punto del arco en dicho tramo.
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Nes =—7,5C05a

Vg = —7,5sena,

Para calcular el momento, simplemente efectuamos un momento en el punto arbitrario D del

segmento de arco BC (figura 5.92,b), obteniéndose:
Mg =75.(1-cosa)

a) b)
7,5senl

7:(1 -cosal)

cosQL
B L
Fig. 5.92
En la tabla 5.3 se muestran los resultados para la hormal, cortante y momento en el tramo analizado.

Tabla 5.3

ANGULO N Y M
(kN) (kN) (kN.m)
o= OO - 7,5 O O

o = 45° -53 -53 2,2
o =90° 0 -75 7,5

TRAMO AB: (0<B<90%)

Efectuamos en forma analoga al tramo anterior, obteniéndose las siguientes ecuaciones:
N,z =7,5C0sf

Vg =—7,55enB

Mz =—7,5.(L—cos)
a) b)

cosf3

:(1-003[3)

Fig. 5.93
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En la tabla 5.4 se muestran los resultados para la normal, cortante y momento en el tramo analizado.

Tabla 5.4
ANGULO N Vv M
(kN) (kN) (kN.m)
B=0° 7,5 0 0
B = 45° 53 -53 -2,2
B =90° 0 -75 -75

Con los resultados obtenidos, graficamos los diagramas finales de fuerza axial, fuerza cortante y

momento flector, tal como se muestran en la figura 5.94

c)

Fig. 5.94

PROBLEMA 5.33 Graficar los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector para el

arco mostrado en la figura 5.95

15kN.m

Fig. 5.95
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Solucioén:

Como se trata de un arco en voladizo, no es necesario calcular las reacciones, sino iniciamos del
extremo libre y avanzamos hacia el empotramiento.

TRAMO DCB: (0 <o <180°)

Efectuamos en forma analoga al problema anterior, obteniéndose las siguientes ecuaciones:

Npeg =30cosa
Vpes = 30sena

Mpeg =—30.(1—cos )

v BL___________/_ 1 ___Ip

Y

30kN

, Cosa 4V(1-cosa)/|y

Fig. 5.96

En la tabla 5.5 se muestran los resultados para la normal, cortante y momento en el tramo analizado.

Tabla 5.5
ANGULO N Vv M
(kN) (kN) (kN.m)
o= O0 30 0 0
o = 45° 2121 2121 -8,79
a =90° 0 30 -30
a =135° -2121 21,21 -5121
o =180° —-30 0 -60

TRAMO BA: (0<B<90°%)

Efectuamos en forma analoga al tramo anterior, obteniéndose las siguientes ecuaciones:

Ny, =—30cosf3

Vg = —30senf3

Mg, =—-30.(1+cosp) +15
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N ELETEEEEY o

Ccos

Fig. 5.97

En la tabla 5.6 se muestran los resultados para la normal, cortante y momento en el tramo analizado.

Tabla 5.6
ANGULO N \Y M
(kN) (kN) (kN.m)
B=0° -30 0 —45
B=45° -2121 -2121 -36,21
B =90° 0 -30 -15

Con los resultados obtenidos, graficamos los diagramas finales de fuerza axial, fuerza cortante y

momento flector, tal como se muestran en la figura 5.98
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Fig. 5.98

5.5 DIAGRAMAS EN ESTRUCTURAS ESPACIALES
PROBLEMA 5.34 Graficar los diagramas de fuerzas interiores para la estructura mostrada en la
figura 5.99

2m

Fig. 5.99
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Solucioén:

Como se sabe, en el empotramiento D existen seis reacciones, tres fuerzas y tres momentos, los
cuales no es necesario calcularlos si iniciamos del extremo libre y avanzamos hacia el
empotramiento.

En la figura 5.100 se muestran las orientaciones positivas de los ejes coordenados para cada tramo

de la estructura.

Fig. 5.100

TRAMO AB:

Para analizar cada tramo, proyectamos las fuerzas y momentos en los planos donde actidan, tal
como se hizo cuando en el capitulo 1 se calcul6 momentos respecto a los ejes coordenados.

N=0

V, =0

V, =0

My =M,,., =10kN.m

M, =0

M, =0

z
10kN.m
AB Y
Fig. 5.101

TRAMO BC:

Efectuamos en forma analoga al caso anterior, proyectando las fuerzas y momentos en los planos

actuantes del tramo analizado.

N=0

VY = 4X2 = VY(XZ:O) =0
VY(XZ:Z) =8kN

216



V, =—20kN

M, =M, =0

torsor

M, = 20X, +10 = My =10kN.m

My (x,—2 = S50KN.m
M, = —4X2(%j =-2X2 = Myx,-0) =0

M, = —2kN.m

M,z = —8KN.m

Para este Ultimo caso, se analizan tres puntos, debido a que se trata de una parabola cuadrética.

a) b) Y ¢) Y
10kN.m T 4kN/m I8kN
20kN
2

l 20kN +—
z X1 b 2m ,

, 3 A A
L 2m L

Fig. 5.102
TRAMO CD:

Continuamos con la misma forma de analisis, es decir, proyectando fuerzas y momentos en los
planos actuantes del tramo analizado.

N = —20kN (COMPRESION)
V, =-8kN
V, =0

M, =M., =—-8kN.m
M., =10+ 40 =50kN.m
M, =-8X, = My =0

Myx,-ay =—32kN.m
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Y
8kN Y
X 20kN l T D
X3
— 8kN.m
p 4m ¥
10kN.m
@T/MOKN.m
fOkN
X
Fig. 5.103

De esta manera, graficamos los diagramas finales de fuerzas internas, que se muestran en la figura
5.104

a) b)
20 /° 8
;na; L O
W
(kN) (kN)

f)

e)
| %
Pz
M
10 @ 50
W )

(KN.m) (KN.m) (KN.m)
Fig. 5.104

O
~

32
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