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Nuestro objetivo principal consiste en presentar en 
forma clara y coherente los temas que por lo común se 
enseñan en los cursos de introducción al cálculo. Esto 
significa poner énfasis en los resultados y en los méto­
dos que hacen del cálculo una herramienta importante 
para resolver problemas en otros campos, con una 
abundancia de aplicaciones que demuestran el poder y 
la versatilidad de los métodos, y poniendo algo de 
atención a la estructura lógica del tema. 

A lo largo del libro nos hemos concentrado en los 
resultados y métodos útiles , o al menos de utilidad 
potencial, para quienes hacen uso del cálculo para 
resolver problemas en otros campos. De acuerdo con 
ello, hemos dedicado a cada tema principal lo suficien­
te como para alcanzar esos resultados. Hemos tratado 
de enmarcar las definiciones y los teoremas con cuida­
do en lo que pensamos es su forma más útil, aunque 
quizá no la más general. Hemos incluido numerosos 
ejemplos para que los estudiantes puedan ver estos 
métodos en acción. 

Para llegar a ser un usuario eficaz del cálculo, 
creemos que un estudiante no sólo debe tener una 
colección de fórmulas y reglas, sino algo de compren­
sión y apreciación de la manera en la que encajan entre 
sí, y determinada capacidad para distinguir entre los 
problemas que son de mera rutina y los que implican 
asuntos delicados del análisis. Aunque no es un libro 
particularmente teórico (hay relativamente pocas del­
tas y épsilons), hemos tratado de ser sinceros para 
señalar dónde son necesarios los argumentos sutiles y 
por qué los aparentemente simples y plausibles pueden 
fallar. 

También hemos sido bastante selectivos en las de­
mostraciones presentadas en el texto, incluyendo sólo 
las que parecen instructivas . En consecuencia, hemos 
omitido algunas demostraciones debido a que son muy 
difíciles para la mayor parte de los estudiantes en este 
nivel, y en otros casos porque son demasiado tediosas 
y repetitivas. Hay muchas otras demostraciones que se 
bosquejan en los grupos de problemas, en donde los 
profesores pueden usarlas si lo desean . Junto con las 
demostraciones se presentan contraejemplos. Algunos 
pocos, muy simples, se intercalan en el texto en lugares 
adecuados para indicar que las hipótesis citadas en 
ciertos teoremas son en verdad necesarias para llegar a 
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viii PREFACIO 

la conclusión. También a este respecto aparecen algunos contraejemplos más compli­
cados en los grupos de problemas. 

Se dice a veces que la amplia disponibilidad de computadoras baratas y eficientes 
reduce la necesidad que tienen los estudiantes de hoy de estudiar cálculo. Creemos que, 
en todo caso, la realidad es al contrario. En el mundo natural , dondequiera que cambian 
las cantidades variables entre sí, o dondequiera que se considera que algo es el resultado 
de la acumulación de un gran número de pequeños componentes, es allí donde se 
presenta el cálculo. El hecho de que la mayor parte de los estudiantes tengan a su 
alcance inmensos recursos de cómputo, y quizá en realidad los tengan en sus escrito­
rios, aumenta en forma extraordinaria la clase de los problemas a los que se les puede 
aplicar con éxito las ideas y los conceptos del cálculo, entre otras cosas. Esto hace más 
urgente la necesidad que tienen los estudiantes de dominar las ideas y los conceptos 
del cálculo, así como de estudiar su traducción a algoritmos numéricos. 

Como el empleo del cálculo para la resolución de problemas con frecuencia conduce 
finalmente a una necesidad de resultados numéricos, se infiere que hay que considerar 
las posibilidades del cómputo numérico en la enseñanza del cálculo. Reconocemos 
explícitamente esta posibilidad al presentar determinados algoritmos numéricos, como 
el método de Newton, las reglas del trapezoide y de Simpson para integración, y el 
método de Runge-Kutta para resolver problemas con valor inicial de primer orden. 
Quizá lo más importante sea el hecho de que la posible necesidad del cálculo numérico 
es una idea que se mantiene en todo el libro. Se manifiesta de diversas formas, por 
ejemplo, en el énfasis que se da a la estimación de errores o residuos, en el estudio de 
la rapidez de convergencia de determinadas series infinitas, y en el sencillo hecho de 
pedir respuestas numéricas en algunos problemas y darlas en algunos de los ejemplos. 

Un libro de texto no es un compendio o un programa de lecciones que deban seguirse 
al detalle; más bien, es una armazón sobre la que el profesor puede colgar los frutos de 
su propia experiencia en matemáticas , En este libro hay algunos capítulos que se deben 
cubrir por entero como el 3 (La derivada) y el 6 (La integral) . Hay muchos otros 
capítulos que están organizados de tal modo que los temas más importantes se presentan 
al inicio del capítulo, y otros menos relevantes, que a veces incluyen aplicaciones, cerca 
del final del capítulo. Así, un profesor tiene bastante libertad de selección para decidir 
hasta dónde avanzar en determinados temas. También hay alguna flexibilidad posible 
para reordenar algunos de los capítulos. 

Respecto a las aplicaciones, este libro decididamente tiene más material del que se 
puede emplear en cualquier curso. Por otro lado, no hemos tratado de ser vastos en este 
aspecto, lo cual, en cualquier caso, es un objetivo ilusorio. Hemos tratado de presentar 
una extensión razonable de aplicaciones con objeto de hacer creíble el punto de vista 
de que el cálculo tiene amplias aplicaciones y es de mucha utilidad en muchos campos. 
De las aplicaciones a la mecánica y a la física aparecen buenos ejemplos, como 
resultado tanto de nuestros propios intereses como de la larga historia del desarrollo 
interdependiente de esos temas y del cálculo. Sin embargo, también hemos incluido 
alguna discusión de las aplicaciones fuera de las ciencias físicas. Invitamos a los pro­
fesores que no encuentren sus aplicaciones favoritas a que las intercalen en los lugares 
adecuados de sus cursos. 

A continuación de cada sección se encuentra un grupo de problemas, incluyendo 
algunos ejercicios bastante concretos dispuestos más o menos en orden de dificultad 
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creciente, seguidos, en la mayor parte de los casos, por un surtido de problemas. Al 
final del libro se dan las respuestas a los problemas de número non. También está 
disponible, en el idioma inglés, un manual de soluciones para uso del profesor. 

Algunos problemas están marcados con un asterisco, lo cual significa que se 
consideran más difíciles, con frecuencia porque son más teóricos que la mayor parte. 
Otros problemas se marcan con el símbolo ©, que son los de naturaleza computacional. 
Para la mayor parte de ellos se necesita una calculadora, y para algunos es deseable 
contar con una microcomputadora. 

Como tratamos de que este libro sea autosuficiente, no hemos preparado biblio­
grafía alguna en el sentido acostumbrado; sin embargo, hay algunas citas específicas 
en las notas a los pies de páginas . También hay una lista breve de referencias que se 
incluyen principalmente como guía para aquellos estudiantes que deseen profundizar 
en los temas relacionados con el cálculo. 

Hemos incluido notas históricas a los pies de página y observaciones en diversos 
puntos del libro, al igual que hemos hecho una lista de algunos trabajos históricos en 
las referencias . Nuestro objetivo no es tan sólo dar el crédito merecido a los pioneros 
del tema, sino también dejar en claro a los estudiantes que el cálculo, tal como lo 
conocemos, se desarrolló durante muchos años, y es el resultado sólo de la larga batalla 
intelectual de los matemáticos más destacados del mundo con sus ideas, profundas y 
elusivas . 

Las partes del libro tienen numeración decimal. Así, la sección 6.3 es la tercera 
sección del capítulo 6. La figura 6.3.2 es la segunda figura de la sección 6.3, e 
igualmente para los problemas y definiciones. Se emplean los símbolos o y • para 
indicar el final de una demostración y de un ejemplo, respectivamente. 

* * * 

El manuscrito de este libro se había casi terminado cuando murió Dick DiPrima, en 
1984. Fue triste para nosotros que no pudiera participar en el proceso final de la edición 
y la publicación. Sin embargo, durante este periodo he tenido siempre presente su 
preocupación por la claridad y la minuciosidad. Tal como se ve ahora impreso, estoy 
seguro de que a él le hubiera gustado el libro en el que trabajamos juntos durante tanto 
tiempo. 

William E. Boyee 
Troy, New York 

PREFACIO ix 
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Al escribir este libro hemos recibido cuantiosa y valio­
sa ayuda de muchas personas. En general, debemos 
mucho a nuestros colegas, nuestros estudiantes y nues­
tros maestros, así como a otros autores, todos los cuales 
han influido en nuestros puntos de vista sobre el cálculo 
y sobre cómo se debe exponer. Sin embargo, nos gus­
taría citar aquí y dar las gracias a aquellas personas que 
han brindado una ayuda específica en la preparación 
del libro. 

Entre quienes leyeron el manuscrito, o partes de él, 
antes de su publicación, están 

RODNEY CARR University of Michigan 
PETER COLWELL Iowa State University 
PAUL DAVIS Worcester Polytechnic Institute 
CHARLES G. DENLINGER Millersville State College 
BRUCE EDWARDs University of Florida 
GARRET J. ETGEN University of Houston 
STUART GOLDENBERG California Polytechnic 

State University 
RONALD GRIMMER Southern IllinoisUniversity 
DOUGLAS W. HALL Michigan State University 
HAL G. MOORE Brigham Young University 
IVAN NIVEN University ofOregon 
ALFRED SCHMIDT Rose Hulman Institute of 

Technology 
DONALD SHERBERT University of Illinois 

Expresamos nuestro profundo agradecimiento a cada 
uno de ellos, reconociendo el tiempo y esfuerzo que 
dedicaron. Siempre tuvimos en cuenta sus sugerencias, 
que con frecuencia adoptamos. 

Tenemos una deuda múltiple con David Moskovitz, 
profesor emérito en Carnegie Mellon University. Por 
un lado, como estudiantes en sus cursos, aprendimos 
mucha matemática. También aprendimos de él algo 
sobre la enseñanza, a partir del ejemplo que nos dio 
como auténtico maestro en el salón de cIases. Con 
respecto a este libro, leyó el manuscrito completo, y 
gran parte de él por segunda vez, con minuciosidad. 
Hizo comentarios detallados que para nosotros tuvie­
ron gran valor para obtener el libro terminado. El ma­
nual de soluciones para uso del profesor fue preparado 
por Charles W. Haines y Thomas C. Upson, de Roches­
ter Institute of Technology. Nuestro agradecimiento 
especial va dirigido a ellos, no sólo por el enorme 
esfuerzo que representa el haber recopilado, escrito y 
editado ese material, sino además por la lectura de lo 
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xii RECONOCIMIENTOS 

que casi fue el manuscrito final, verificar cada una de las respuestas de cada problema, 
y corregir en muchos de ellos detalles importantes. 

También agradecemos a Keith Howell y a Julie Hummon su ayuda al preparar los 
grupos de problemas de repaso al final de cada capítulo, y a Caroline Haddad no sólo 
por ayudar a este respecto, sino por su ayuda en la corrección de .galeras. 

Casi en su totalidad, el manuscrito fue escrito a máquina, con la maestría y eficiencia 
que le son características, por Helen D. Hayes. Quienes pasaron a máquina algunas 
partes más pequefias fueron A va M. Biffer y Victoria R. Lee. Expresamos a cada una 
de ellas nuestro reconocimiento por el trabajo, hecho bien y con gusto. 

Por último, y como lo más importante, estoy agradecido a mi esposa Eisa K. Boyce 
por haber revisado las pruebas de galera y de página en su totalidad, por haber actuado 
como consultora general en asuntos tanto del análisis como de la exposición, y sobre 
todo, por su respaldo y aliento inquebrantables durante los afios que este libro se estuvo 
preparando. 

W. E. Boyce 
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Este libro tiene por objeto guiarle en el estudio del 
cálculo diferencial e integral, normalmente en conjunto 
con las clases en el aula . Aunque el cálculo tiene 
muchas ramificaciones y generalizaciones que puede 
uno seguir hasta muy adentro de los dominios de la 
matemática avanzada, la experiencia demuestra que un 
estudiante razonablemente bien preparado puede aspi­
rar a alcanzar un conocimiento suficiente del cálculo 
con uno o dos años de estudio. Esperamos que este libro 
le ayude a hacerlo. 

El aprendizaje de las matemáticas con un libro de 
texto implica leerlo en forma muy activa. Aunque en 
general hemos tratado de indicar todos los pasos prin­
cipales, conviene que usted, lector, tenga papel y lápiz 
a la mano para comprobar los cálculos, si es necesario, 
a medida que avance. Se deben examinar con extremo 
cuidado las definiciones y los teoremas. Algunos de 
ellos son el resultado de años de refinamiento de parte 
de los sabios matemáticos del pasado, y hemos dado 
una gran importancia a la redacción de cada uno de 
ellos. Trate de estar seguro de que comprende cabal- . 
mente lo que se presenta. También, tenga cuidado de 
pensar en lo que no se dice; a veces, es muy fácil 
descuidarse y creer que el enunciado de una definición 
o de un teorema contiene más de lo que dice. 

Aunque este libro trata principalmente de los méto­
dos y aplicaciones del cálculo, más que de la teoría, 
hemos incluido las demostraciones de algunos de los 
problemas del texto y hemos delineado otras en los 
grupos de problemas . Creemos que vale la pena estu­
diar las demostraciones, no sólo para convencerse de 
la verdad de los enunciados que puedan no ser obvios 
en forma intuitiva, sino que, quizá lo más importante, 
porque son un ejemplo del pensamiento matemático y, 
con frecuencia, contienen métodos que se pueden 
transferir a la solución de otros tipos de problemas. 

Lo más importante de todo es que si desea usted 
adquirir eficiencia en el cálculo, debe resolver los pro­
blemas, no sólo unos pocos, ahora sí y mañana no, sino 
que debe ser en forma regular. Para lograrlo, debe usted 
emplear una idea o un método matemático suficiente 
como para sentirse completamente cómodo con ellos y 
poder confiar en conocer cómo emplearlos en forma 
correcta. Con frecuencia, lo anterior exige algo de 
tiempo, pero en general sólo se logra resolviendo pro­
blemas de diversos tipos que exploten la idea o el 
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xiv AL ESTUDIANTE 

método en diferentes formas. Aunque al final del libro se dan las respuestas a los 
problemas de número impar, sólo las debe consultar una que otra vez, y nunca hasta 
que al menos haya hecho un gran esfuerzo por resolver el problema. 

Al resolver un problema debe usted pensar en los resultados que está obteniendo. 
Con frecuencia pregúntese: "¿En verdad parece razonable este resultado? " Si es así, 
entonces puede ser correcto; si no es así, casi con seguridad es incorrecto. Compruebe 
sus respuestas siempre que pueda, posiblemente tratando por segunda vez con un 
método distinto, o introduciendo valores numéricos para comprobar un caso determi­
nado . 

Parte del placer que sentimos los que amamos a la matemática lo suficiente como 
para dedicarle nuestro tiempo a la enseñanza o a escribir sobre ella, se deriva de su 
lado artístico . Es bella la demostración nítida e incisiva de un teorema posiblemente 
inesperado, o la solución elegante de un problema difícil. Esperamos que se deje ver 
este aspecto de las matemáticas en las páginas de este libro, y que como resultado de 
ello se refuerce su propia apreciación estética de esta disciplina. 

Por último, aunque los diferentes individuos pueden tener distintos niveles de 
talento para las matemáticas, como para otras cosas, como la música y el arte, puede 
usted elevar su nivel de eficiencia mediante el trabajo arduo y la práctica diligente. En 
la mayor parte de los casos puede elevar ese nivel mucho, quizá más de lo que usted 
hubiera pensado al principio. Por tanto, establezca metas ambiciosas y, a continuación, 
rinda sus mejores esfuerzos para alcanzarlas. 

W . E.B. 
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Capítulo 1 

Antes de embarcarnos en el estudio del cálculo propia­
mente dicho es esencial contar con ciertos conceptos 
básicos firmemente arraigados en la mente. El princi­
pal .es la idea de función. Hasta ahora, el lector ha 
encontrado numerosos ejemplos de funciones elemen­
tales; por ejemplo, funciones como 

y = X2 - 1, 

o bien 

x = .J2t + 1, 

así como muchas otras más. Con expresiones como las 
anteriores fue que los matemáticos comenzaron a em­
plear el término de "función" en un sentido técnico. Sin 
embargo, el concepto de función es mucho más profun­
do y mucho más general que lo que sugieren los ante­
riores y sencillos ejemplos, y el mundo matemático, en 
forma gradual, se dio cuenta de ello durante los siglos 
dieciocho y diecinueve. En una forma u otra las funcio­
nes subyacen a todos los aspectos del cálculo, y por 
tanto este capítulo se enfoca a dar una comprensión 
satisfactoria de esta idea crucial. 

Aun cuando el lector esté familiarizado con gran 
parte del material de este capítu¡'o, debe examinarlo con 
cuidado, poniendo especial atención a la definición y 
descripción de las funciones en la sección 1.4. 

, 

CALCULO 

Funciones 
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2 FUNCIONES 

1.1 NÚMEROS, CONJUNTOS, INTERVALOS 
Y VALORES ABSOLUTOS 

Lo natural para comenzar el estudio del cálculo es un repaso de algunas de las 
propiedades del sistema de los números reales. Como suponemos que el lector ha tenido 
una larga experiencia con estos números, de lo que se trata en esta parte es de repasar 
algo de la terminología asociada con los números y los conjuntos de númerQs con que 
nos encontraremos en el libro. 

Números reales 

En los cursos elementales se acostumbra comenzar a partir de los enteros positivos 1, 
2, 3, ... y las operaciones de suma y de multiplicación. Aplicando estas operaciones 
a los enteros positivos no se obtiene otra clase de números. Si se introduce la resta, que 
es la operación inversa de la suma, se obtiene el cero y los enteros negativos -1, -2, 
- 3, .... Además, la introducción de la división (excepto entre cero), que es la 
operación inversa de la multiplicación, conduce a las fracciones positivas y negativas, 
como~, - ~, ~, .... El conjunto de estos números es el de los números racionales, o 
sea, números que se pueden escribir como razones de dos enteros. 

Sin embargo, nada más con los números racionales no podemos calcular la longitud 
de la diagonal de un cuadrado de lado uno, ni resolver ecuaciones polinomiales simples 
como X2 - 3 = 0, ni calcular la circunferencia de un círculo con diámetro igual a uno. 
Para estos fines necesitamos los números irracionales, como fl, -Y3, 11', ..• , que no 
se pueden expresar como una razón entre dos enteros. Los números racionales, junto 
con los irracionales, forman el conjunto de los números reales. A este conjunto lo 
denotaremos con R 1

• 

Representación geométrica de los números reales 

Un concepto fundamental en las matemáticas, que relaciona al álgebra con la geome­
tría, es la representación geométrica de los números reales como puntos en una recta. 
Se hace esto seleccionando un punto en la recta para representar el 0, y otro para 
representar el 1. Con ello se determina una escala en términos de la cual se pueden 
indicar los números reales restantes en forma de puntos sobre la recta. Los números 
reales positivos corresponden, por convención, a los puntos a la derecha del 0, y los 
reales negativos a los puntos a la izquierda del 0, como se ve en la figura. 1.1.1. Cada 
número real se asocia de modo único con un sólo punto en la recta y viceversa. Debido 
a esta correspondencia biunívoca entre los números reales y los puntos de una recta, 
se usan con frecuencia las palabras "número real" y "punto" en forma indistinta, y a la 
recta se le llama recta numérica, o eje real. 

Conjuntos 

Será conveniente que de vez en cuando usemos algo de la terminología relacionada con 
conjuntos de objetos matemáticos, en especial conjuntos de números reales que tienen 
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1.1 NÚMEROS, CONJUNTOS, INTERVALOS Y VALORES ABSOLUTOS 3 

----~--L---~.----~L-~--~.~ __ 4> 
- 1 _~ O 3 2 

5 2 Figura 1.1.1 

determinada propiedad. Por ejemplo, nos podríamos referir al conjunto de los enteros 
pares positivos, o al conjunto de los números racionales. Lo más importante que se 
debe recordar acerca de un conjunto en matemáticas es que debe haber una regla que 
nos diga sin ambigüedades si determinado objeto es miembro del conjunto o no. Por 
ejemplo, no podemos hablar acerca del conjunto de los números positivos reales 
grandes. En el sentido matemático esto no es un conjunto, porque no hemos especifi­
cado regla alguna para determinar si algún número positivo real en particular es 
miembro o no del conjunto. Por otro lado, el conjunto de los números reales mayores 
que diez millones sí está bien definido. 

Con frecuencia usaremos las letras mayúsculas A, B, e, . . . para indicar conjuntos, 
y las minúsculas a, b, e, ... para indicar a los miembros de un conjunto. La notación 
x E S indica que x es miembro de S; si s no pertenece a S, entonces se escribe x é S. 
La notación normal para describir un conjunto es dar un elemento genérico del 
conjunto, seguido de una barra y, a continuación, la regla que determina la pertenencia 
al conjunto, y todo lo anterior encerrado en llaves. Por ejemplo, podemos identificar 
al conjunto A de todos los números reales negativos escribiendo 

A = {x lx<O} . 

También, si sólo hay pocos miembros en el conjunto, simplemente se escriben. Por 
ejemplo, 

B = {2, 4, 6, 8, lO}. 

A veces, podremos emplear una notación semejante, aun cuando el conjunto tenga 
muchos elementos, como en el caso 

e = {1,~,~, ¡, . . .}. 

En estos casos suponemos que la regla general que determina la pertenencia a los 
conjuntos es obvia cuando se escriben algunos miembros; los tres puntos suspensivos 
(elipsis) indican que el proceso continúa en forma indefinida. 

Recordaremos las siguientes propiedades y conceptos importantes asociados con 
los conjuntos: 

1. Dos conjuntos A y B son iguales, lo cual se escribe A = B si, y sólo si, A y B 
tienen exactamente los mismos elementos. 

2 . A está contenido en B, o A es un subconjunto de B, lo cual se escribe A c B, si, 
y sólo si cada elemento de A está también en B. Si A c B Y B c A, entonces 
A = B. \ 

3. El conjunto vacío es el que no tiene elementos, y se denota con 0. 
4. La unión de A y B, que se escribe A U B, es el conjunto de los elementos que 

están en A o en B, o en ambos. Así, 
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4 FUNCIONES 

A u B = {x l x E A o x E B(oambos)} (1) 

5. La intersección de A y B, que se escribe A n B, es el conjunto de los elementos 
que están tanto en A como en B. ASÍ, 

A n B ;= {xix E A y x E B}. (2) 

6. El complemento de A con respecto a S, que se escribe S - A, es el conjunto de 
los elementos que están en S, pero no en A. ASÍ, 

S - A = {x ix E S Y x ti. A}. (3) 

Si S es un conjunto no vacío de números reales, y si existe un número M tal que 
x ::; M para toda x E S, se dice entonces que S está acotado por arriba. Igualmente, 
si existe un número m tal que m ::; x para todax E S, entonces se dice que S está acotado 
por abajo. A los números M y m se les llama cota superior y cota inferior de S, 
respectivamente. De un conjunto S que está acotado tanto por arriba como por abajo 
simplemente se dice que está acotado; si no es aSÍ, se le llama no acotado. Por ejemplo, 
el conjunto A de todos los enteros pares positivos está acotado por abajo (por el cero), 
pero no por arriba; por tanto, A es un conjunto no acotado. Por otro lado, el conjunto 

B = {x ix = ~ para n = 1, 2, 3, . . .} 

está acotado tanto por arriba como por abajo (por 1 y 0, respectivamente), y por tanto 
es un conjunto acotado. 

Intervalos 

Con frecuencia nos encontraremos con conjuntos especiales de números reales que se 
conocen como intervalos.' Para un par dado de números reales a y b, Y a < b, el 
intervalo abierto (a, b) es el conjunto de números reales x tales que a < x < b (véase 
figura 1.1.2). En símbolos 

(a, b) = {xla < x < b}. (4) 

x 

a (a. b) ~ [xl a < x < b} 
Figura 1.1.2 Intervalo abierto. 

En forma análoga, el intervalo cerrado [a, b] está dado por 

[a, b] = {xla::; x::; b} (5) 

como se ve en la figura. 1.1.3. Obsérvese que el intervalo cerrado [a, b] contiene a los 
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x 
--------------------~~~ 

a [a. b] = {xl a " x " bl 
Figura 1.1.3 Intervalo cerrado. 

puntos extremos, mientras que el intervalo abierto (a, b) no los contiene. Nótese 
también que hemos empleado paréntesis rectangulares o circulares, respectivamente, 
para indicar si los puntos extremos están o no contenidos en el intervalo. Desde luego, 
el intervalo puede contener a uno de los puntos extremos, pero no al otro. A este 
intervalo se le representa como [a, b) o (a, b], dependiendo de cuál es el punto extremo 
que se incluye. Todos los intervalos mencionados hasta ahora son intervalos acotados. 

Con frecuencia haremos referencia a un intervalo como el {xl x > a} . En este caso 
emplearemos el símbolo "infinito" 00 y escribiremos 

(a, (0) = {xix> a} o [a, c:o) {x ix 2: a}. (6) 

De igual forma se escribe 

(- c:o, b) = {x ix < b} o (- c:o, b) = {x ix :s b}. (7) 

El conjunto de todos los números reales es el intervalo ( - 00, 00). Haremos notar que 
los símbolos 00 y - 00 no representan números reales y no comparten las propiedades 
aritméticas del sistema de los números reales . Los intervalos como (a, 00), ( - 00, b] y 
( - 00, 00) son ejemplos de intervalos no acotados. 

Valor absoluto 

Dos de las propiedades importantes de un número real son su signo y su magnitud . 
Geométricamente, el signo nos dice la ubicación, a la derecha o a la izquierda del origen 
en la recta numérica, y la magnitud es la distancia desde el origen al punto. Para aislar 
la propiedad de magnitud, se introduce el valor absoluto de un número real a, que se 
representa con 1 al, y se define por 

lal = {a, 
-a, 

a 2: O; 
a < O. (8) 

Así, 121 = 2, 101 = 0, y 1 - il = i. Es claro que el valor absoluto de cualquier número 
real a es no negativo, y representa, geométricamente, la distancia desde el origen hasta 
el punto a (véase figura 1.1.4). Además, 1 a - bl es la distancia entre los puntos a y b. 
Esto es claro si a > b, en cuyo caso la distancia entre los puntos es a - b = 1 a - bl . 

Figura 1.1.4 

1-41 = 4 

11-4 - 21 = 12 - (-4)1 = 6
1 

----~I--------~I--~I------~~ 
-4 o 2 
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6 FUNCIONES 

Si a < b, entonces la distancia entre los puntos es b - a = - (a - b) = la - bl . En 
este sentido, se puede pensar que I al = la - 01 . 

EJEMPLO 1 

Resolver la ecuación 

12x - 41 = 13 - xl . (9) 

En el intervalo [2, 3], tanto 2x - 4 como 3 - x son no negativos, y por tanto la 
ecuación (9) se reduce a 

2x -4= 3-x 

y su solución es x = t. Por otro lado, en los intervalos (- 00, 2) Y (3, (0) ya sea 2x - 4 
ó 3 - x (pero no ambos) es negativo. Entonces, la ecuación 9 se transforma en 

2x - 4 = - (3 - x), 

y la solución es x = 1. Por tanto, los números x = 1 y x = t son las soluciones de la 
ecuación 9 .• 

El valor absoluto da un modo alternativo de definir a un conjunto acotado. El 
conjunto S es acotado si existe un número positivo K tal que Ixl ::; K para toda x E S. 
En este caso, K es la cota superior y - K es la cota inferior de S. 

El valor absoluto se puede expresar en términos del símbolo de raíz cuadrada como 
sigue. El signo radical indica siempre la raíz cuadrada no negativa; así, .y;; representa 
al número no negativo cuyo cuadrado es a. Por ejemplo, fi5 = 5, "e -5 'j = 5, y en 
general 

{

X, 

-x, 

En consecuencia, 

Ixl=W. 

X 2: O; 
X < O. (10) 

(11 ) 

Una fuente de errores y confusiones frecuentes es el no tener el cuidado suficiente 
con el signo al extraer raíces cuadradas, en especial cuando el signo puede cambiar a 
medida que una variable toma disti'ntos valores. Por ejemplo, "ex + 2'1 = x + 2 
para x 2: - 2, pero "ex + 2'1 = - ex + 2)cuando x < - 2. 

Respecto a la multiplicación ya la división, el valor absoluto tiene las propiedades 
de que si x y y son números reales, entonces 

Ixyl = Ixlly l, (12) 

y 
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PROBLEMAS 7

(13)

Se puede establecer con facilidad la ecuación 12 si se consideran por separado los
cuatro casos x 2: O, Y 2: O; x < O, Y 2: O; x 2: O, Y < O; Y x < O, Y < O. El mismo
procedimiento también demuestra la ecuación 13, con la excepción de que se debe
excluir a y = O.'1

PROBLEMAS

En cada uno de los problemas 1 a 4, determinar A UB
Y A r-».
1. A = (-1,2), B = [0,4)
2. A = [-3,3], B = (-5,1)

3. A = (-00, O), B = (O, (0)

4. A = {X\X2 :s O}, B = {x\(x - 1)2 = 4}
5. SiA = {O, 2} YB = {O, 2, 4}, determinar si cada una

de las afirmaciones siguientes es correcta y explicar
la respuesta.

(a) 2 E A
(b) 2 e B

(e) A E B

(d) A e B.

6. Si A = {O, 2} YB = {O,2, {O, 2}}, determinar si cada
una de las afirmaciones siguientes es correcta y expli-
car la respuesta.
(a) 2 E A (c) A E B

(b) 2 e B (d) A e B.

En cada uno de los problemas 7 a 10 determinar A-B.
7. A [2,3], B = (2,3)

8. A = s: B = {X\X2 < 4}
9. A = [O, 1], B = [O, !) U [i, 1)

10. A = Rl, B = [- 3, 3] n (O, 4)

En los problemas 11 a 16, determinar si el conjunto está
acotado por arriba o acotado por abajo.

11. S = {O,~,1}
12. S es el conjunto de los enteros positivos.

{
( -l)n \ _ }13. S = {xix -s 1} 14. S = -n- n - 1, 2, ...

15. S = {1 - ~ \n = 2, 3, ... }

16. S = {X\X2 > 3}

17. Determinar el conjunto S = {s Ix? + x - s > O para
toda x E R1}.

18. Determinar el conjunto S = {si x2 - 3x + s < O para
alguna x E R1}.

En los problemas 19 a 24 calcular todos los valores de x
que satisfagan la ecuación dada.

19. \2x + 3\ = 1 20. \3x - 5\ = 6
21. \1 - x\ = x - 1 22. \6 - x\ = \2x - 7\

23. 1~1=4 24. \3x - 1\ = 5 + 2x3 + x
25. Demostrar que

!(Ix \ + x) {x, X 2: O;
O, X < O.

26. Demostrar que

!(x + y + \x _ y\) = {x,y,
X 2: 'y;
X < y. _

En los problemas 27 y 28 demostrar lo que se dice teniendo
en cuenta los cuatro casos que se mencionaron en el texto.

27. \xy\ = \x\\y\ 28 I~I= ~. y \y\' y~O

* Compleclón de los números reales
Un conjunto acotado de números reales tiene muchas cotas
superiores y muchas cotas inferiores. Por ejemplo, una vez
que se haya encontrado una cota superior, cualquier núme-
ro mayor también es cota superior. A la menor de las cotas
superiores se le llama mínima cota superior, y a la mayor
de las cotas inferiores se le llama máxima cota superior.
Una propiedad vital del sistema de los números reales es
que todo conjunto acotado no vacío de números reales

http://carlos2524.jimdo.com/



8 FUNCIONES

tiene una mínima cota superior y una máxima cota infe-
rior. A este enunciado se llama propiedad de compleción
del sistema de los números reales. Un conjunto que está
acotado por un lado, pero no por el otro, tiene una máxima
cota inferior o una mínima cota superior, de acuerdo con
el caso, pero no ambas cotas.

La propiedad de compleci6n es asombrosamente sen-
cilla de enunciar, pero en todo caso no es obvia su validez,
y tiene muchas y profundas consecuencias que se pueden
describir por completo s610 en cursos más avanzados de
análisis matemático.

En los problemas 29 a 32, calcular la mínima cota
superior y la máxima cota inferior, si existen, del conjunto
dado de números reales.

29. S = n - 1 para n = 1, 2, . . .}
n + 1

= (_:)n para n = 1, 2, ... }

Pri
esn
es
esn
ou

30. S = o ¡

31. S = {yly = x2 + 2x para - 2 -s x s 1}

32.S = {YIY = _1_ para -00 < x < oo}
1 + x2

InV
COI

om

-EJ

1.2 DESIGUALDADES De

Con frecuencia necesitaremos determinar al conjunto de números reales que satisfacen
cierta desigualdad, como por ejemplo 4 - 2x < 5, o bien - 4 < 2 - 3x -s 14; a esto
se le llama resolver la desigualdad. El tratamiento algebraico de las desigualdades se
basa en las dos propiedades siguientes de los números reales:

1. Si a < b, entonces a + e < b + e para todo número real e.
2. Si a < b, Y e > O, entonces ae < be; si a < b Y e < O, entonces ae > be.

x> -~. (2)

cae
pri
de
cor

ent
x<

-EJ

Del

1

x2 -

Los siguientes ejemplos muestran la solución de desigualdades.

EJEMPLO 1

Determinar todos los números reales que satisfacen la desigualdad

4-2x<5 (1)

Para despejar a x sumamos - 4 a ambos lados de la desigualdad y obtenemos
- 2x < 1. A continuación, dividimos la desigualdad entre - 2 e invertimos el sentido
de la desigualdad, porque - 2 es un número negativo; con ello se obtiene

ASÍ, si x satisface la desigualdad 4 - 2x < 5, entonces necesariamente x > - ~.No
hemos demostrado todavía que para cada x > - ~se satisface la desigualdad 4 - 2x >
5. Podemos hacerlo simplemente invirtiendo nuestros argumentos;-comenzamos conx
> ~y multiplicamos por - 2 para obtener - 2x < 1, Y a continuación sumamos 4 a
ambos lados de la desigualdad para obtener 4 - 2x > 5. ASÍ, la solución de la
desigualdad (1) es el conjunto S = {xl x > - ~},o sea el intervalo (- ~, 00) .•

La
cua
gec
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1.2 DESIGUALDADES 9 

El ejemplo 1 muestra que hay dos etapas en la "resolución" de una desigualdad. 
Primero, desarrollando la desigualdad se deduce una condición necesaria para que x 
esté en determinado conjunto S. El segundo paso es demostrar que la condición también 
es suficiente, esto es, que si x E S, entonces se satisface la desigualdad original. De 
este modo la solución de la desigualdad es el conjunto S. En general, S es un intervalo 
o una unión de intervalos; sin embargo, es posible que S sólo conste de puntos aislados, 
o aun que sea el conjunto vaCÍo. La segunda parte del argumento se desarrolla 
invirtiendo los pasos de la primera parte. Siempre que se hayan empleado operaciones 
como suma y multiplicación, no habrá dificultad en invertir los pasos y, en general, se 
omite esta parte del argumento. 

EJEMPLO 2 

Determinar los números reales que satisfacen la desigualdad 

- 4 < 2 - 3x::; 14. (3) 

Obsérvese primero que la desigualdad dada es equivalente al par de desigualdades 

- 4 < 2 - 3x y 2 - 3x ::; 14, (4) 

cada una de las cuales se puede manejar de modo semejante al ejemplo 1. De la 
primera desigualdad de (4) tenemos que 3x < 5, ó x < 2. La segunda desiguald~d 
de (4) da 3x ;::: -12, ó x ;::: - 4. Por tanto, la solución de ambas desigualdades es el 
conjunto S = {xl - 4 ::; x < 2} o sea el intervalo [- 4, 2). 

También se puede manejar ambos lados de (3) al mismo tiempo. Primero sumamos 
- 2 a cada miembro de (3), y obtenemos - 6 ó - 3x ::; 12. A continuación se divide 
entre - 3 y se invierte el sentido de las desigualdades; así, 2 > x ;::: - 4, o sea - 4 ::; 
x < 2, que es el mismo resultado que se obtuvo antes. _ 

EJEMPLO 3 

Determinar los números reales que satisfacen la desigualdad 

X2 - 2x - 1 > 2. (5) 

Primero sumamos - 2 a ambos lados de la desigualdad, con lo cual se obtiene 
X2 - 2x - 3 > O; a continuación, factorizando el lado izquierdo obtenemos 

(x - 3)(x + 1) > O. (6) 

La desigualdad (6) es válida cuando ambos factores tienen el mismo signo; esto es, 
cuando x - 3 > O Y x + 1 > O, o bien cuando x - 3 < O y x + 1 < O. Es útil representar 
geométricamente la situación, como se muestra en la figura 1.2.1. Es claro que x - 3 
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y x + 1 son positivos si x > 3, Y son negativos si x < - 1. Por tanto, los intervalos
para los cuales es válida la desigualdad (5) son (- 00, -1) Y (3, 00), Y el conjunto de
puntos para los cuales se satisface la desigualdad es (- 00, - 1) U (3, 00) .•

10 FUNCIONES

-1 o
I I
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o + + +
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I+ + o - - - - - - - - -
1

",-3

(x- 3)(x + 1)

Figura 1.2.1

EJEMPLO 4 A

Determinar los números reales que satisfacen la desigualdad

(x - 3)(x + 1) > O
(x + 2) , x"" -2. (7)

Esto es una prolongación del ejemplo 3, y se puede resolver empleando el diagrama
que aparece en la figura 1.2.2. La expresión dada es positiva cuando los tres factores
son positivos, o cuando uno es positivo y dos son negativos. Así, la desigualdad (7) se
satisface cuando - 2 < x < - 1, o bien cuando x > 3, esto es, se satisface mediante
el conjunto (- 2, - 1) u (3, 00) ••

po.

ESI

eci

-2 -1 o 2 3 x
____ L~__ ~I __ ~IL- __ L_ __ ~I__ ~I __ ~[>

I I I
x-3 - -1---1 - - - - - - - - - - - o + + +

I I I
x+1--,---0 +++++++++++ i +++
x+2 - -0+++ 1+ + + + + + + + + + + 1+ + +

¡ I

(x - :~%/1) , x =F -2 - - + + + 6 - - - - - - - - - - - 6 + + +

~ !
Figura 1.2.2

EJEMPLO 5
car
por
ent

Determinar los números reales que satisfacen la desigualdad es:
Est

3 1-- < - - 2:::; 2,
2 x x"" O. (8) tos
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Es conveniente considerarla como dos desigualdades separadas. Primero, si 

entonces 

Por tanto 

A continuación, si 

entonces 

por tanto 

1 
- - 2:5 2, 
x 

1 
- :5 4. 
x 

o bien x < O, o bien x 2: ¡. 

3 1 -- < - - 2 
2 x ' 

1 l ' 
- > - ', 
x 2 

O < x < 2. 

1.2 DESIGUALDADES 11 

(9) 

(10) 

Estos resultados se indican en la figura 1.2.3. Finalmente, para satisfacer tanto la 
ecuación 9 como la 10, se debe tener que 

1/4:5 x < 2 .• (11) 

Figura 1.2.3 

Un error en el que se incurre con frecuencia al resolver desigualdades es multipli­
car ambos lados de una desigualdad por una cantidad que puede cambiar el signo, como 
por ejemplo x - 2, sin tener en cuenta el hecho de que si la cantidad es negativa, 
entonces se debe invertir el sentido de la desigualdad , Otro error que a veces se comete 
es asegurar que si b > a entonces b2 > a2

; es decir, elevar la desigualdad al cuadrado. 
Esto no es válido a menos que b + a > O; nótese que 4 > - 6, pero que 16 < 36, 

Se presentan con frecuencia desigualdades en las que intervienen valores absolu­
tos . En tales casos el siguiente resultado es fundamental. 
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12 FUNCIONES 

Teorema 1.2.1 

Si r > 0, entonces Ixl ::; r si y s6lo si - r ::; x ::; r; análogamente, I xl ~ r si y 
s610 si x ::; - r o x ~ r. 

Se pueden expresar resultados análogos en términos de < y > ; por ejemplo, Ixl 
< r si y s610 si - r < x < r. Un argumento que convence acerca de la validez del 
teorema 1.2.1 se puede dar recurriendo al razonamiento geométrico. Primero, si la 
distancia de ° a x es menor o igual que r, de tal modo que Ix l ::; r, entonces x debe 
estar en el intervalo [- r , r]. También, si x E [ - r, r] , entonces la distancia de ° a x es 
menor o igual que r. Esto se muestra en la figura 1.2.4. Un argumento semejante se 
aplica a la segunda parte del teorema. o 

Figura 1.2.4 
x 

----~~----o-------------~ 

Se tiene una pequeña extensión del teorema con el resultado I x - al ::; r si y sólo 
si - r ::; x - a ::; r, o bien a - r ::; x ::; a + r. Por tanto 

Ix - al ::; r si y sólo si x E [a - r, a + r]. (12) 

Geométricamente (12) establece que si la distancia de a a x es menor o igual que r, 
entonces x debe estar en un intervalo centrado en a que se extiende r unidades en cada 
sentido; y recíprocamente, si s está en este intervalo, entonces se encuentra dentro de 
r unidades de distancia de a. A un intervalo abierto (a - r, a + r) se le llama a veces 
vecindad de a. 

EJEMPLO 6 

Determinar los números reales que satisfacen la desigualdad 

Ix + 31 < 2. (13) 

Esta desigualdad indica que la distancia desde - 3 a x debe ser menor que 2. En 
consecuencia, x está en el intervalo (- 5, - 1). Analíticamente, la ecuación 13 es equi­
valente a - 2 < x + 3 < 2, Y entonces - 5 < x < - 1, o sea que x E (- 5, - 1) .• 

EJEMPLO 7 

Determinar los números reales que satisfacen la desigualdad 

12x + 31 ::; 5. (14) 
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1.2 DESIGUALDADES 13 

Esta desigualdad se puede escribir de la siguiente manera: 

12x + 31 = 12(x + ni = 21x + ~ I :S 5 

de la cual se sigue que 

Ix + ~I :S ~. 

Por tanto, la distancia desde - % hasta x no puede ser mayor que ~. En consecuencia, x 
debe estar en el intervalo [- 4, 1] .• 

EJEMPLO 8 

Determinar los números reales que satisfacen la desigualdad 

x #- O. (15) 

Sea u = l/x; entonces (15) adquiere la forma 1 u - 21 > 3. Por tanto u debe estar 
a más de 3 unidades de 2, y entonces u > 5, ó u < - 1. En consecuencia, 

si u > 5, entonces 1 > 5, 
x 

de modo que 

y 

. 1 1 SI U < -1, entonces - < - , 
x 

y 

- 1 < x < O. 

Por tanto , la solución de la desigualdad (15) es - 1 < x < t, x 0/= 0, o sea, 
x E (- 1,0) u(O, t) . • 

Finalizaremos esta sección con un resultado que nos permite calcular el valor 
absoluto de una suma. 

Teorema 1.2.2 

(Desigualdad del triángulo) 

Si x y y son números reales, entonces 

I x+yl :::;1 xl +Iyl. (16) 
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La desigualdad (16) es muy importante y su demostración es senci ll a. Primero, 
obsérvese que 

-Ixl s x slxl (17) 

para todos los valores de x ; el lado izquierdo es una igualdad si x 5 O, y el lado derecho 
es una igualdad si x 2: O. De modo semejante, 

- Iyl s y slyl· (18) 

Sumando las expresiones 17 y 18 se obtiene 

-(Ixl + Iyi) s x + y s Ixl + Iyl, 

y entonces (16) es consecuencia del teorema 1.2.1. O 

El problema 21 que aparece en seguida pide otra demostración del teorema 1.2.2, 
y los problemas 22 a 25 indican algunos usos elementales de la desigualdad del 
triángulo , el cual se puede generalizar en forma considerable y tiene aplicaciones 
mucho más allá del presente contexto. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 6 expresar el conjunto dado en forma 
de intervalo o de unión de intervalos. 

1. S = {xlix + 31 < 3} 

2. S = {xl 13 - 2xl < 1} 

3. S = {ti O < It - 11 < 1} 

4. S = {w112 - 3wl > 3} 

5. S = {xii x - al < E l} donde a y E son números 
dados y E > O. 

6. S = {xl 0 < Ix - al < E}, donde a y E son números 
dados y E > O. 

En los problemas 7 a 20 determinar el conjunto de números 
que satisface la desigualdad dada. Expresar la respuesta 
como un intervalo o una unión de intervalos. 

7. 3x - 7 ~ 2 - x 8. 2x < 5 - 3x 

9. 3 < 4x - 1 56 10. -452 - 3x:S -2 

x - 2 
11. -- > O, x >" 3 U. X2 + X - 3 > 3 

x - 3 

2 
13. 7 - - > 3, x >" O 

x 

1 
15. -1 < 2 - - < 1 

x ' 

16. x + 1 > O 
(x + 3)(x - 3) , 

17 X2 - 2x + 1 -< O 
• X2 - 2x - 3 - , 

18. Ix - 21 5 Ix + 21 

14. 6X2 + 3x - 8 5 1 

x>"O 

x>" ±3 

x>" -1, x>" 3 

19./4 - ~/ < 1, x>"O 

20. /5 +;/ ~2, x>"O 

21. Demostrar la desigualdad del triángulo, o sea el teo­
rema 1.2.2, revisando los cuatro casos: x ~ O, Y ~ O; 
x < O, Y < O; x > O, Y < O; Y x < O, Y > O. 

En los problemas 22 a 25, se puede obtener el resultado 
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que se desea mediante el empleo cuidadoso de la desigual­
dad d~l triángulo. 

22. Si XI, X2 Y X 3 son números reales, demostrar que 

IXI + X 2 + x31 ::s IXII + IX21 + IX31· 
¿Se puede generalizar este resultado para XI, X2, ••• , 

xn? 

23. Si X Y Y son números reales, demostrar que 

Ix - yl ::s Ixl + Iyl· 

¿En qué condiciones es válida la igualdad? 

24. Si Ix - 11 + 1 X - 31 < a es válida para determinada 
x, demostrar que a> 2. Sugerencia: 2 = I 3 - 11 = 
I (x - 1) - (x - 3)1. Generalizar este re&ultado para 
demostrar que si Ix - al + Ix - bl < a es válida 
para determinada x, entonces a> lb - al . 

25. Si x y y son números reales, demostrar que 

Ixl - Iyl ::s Ix - yl· 

Sugerencia: considere la identidad Ixl = I (x - y) + yl. 
¿En qué condiciones es válida la igualdad? 

26. Demostrar que la suma de .un número real positivo 

1.3 RELACIONES Y GRÁFICAS 

Sistema de coordenadas cartesianas 

1.3 RELACIONES Y GRÁFICAS 15 

y su recíproco es mayor o igual que dos; esto es, 
x + (l/x) 2: 2, para x > O. 

27. Si b > a y b + a > O, demostrar que b2 > a2. 

28. Demostrar que a2 + b2 2: 2ab, y después que a2 + b2 

2: 21 abl. 

29. Demostrar que 

(alb l + a2b2)2::s (al + al)(bl + bl). 

¿Cuándo se da la igualdad? A este resultado se le 
conoce como la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Al 
igual que la desigualdad del triángulo, ésta se puede 
generalizar en forma considerable. 

-En cada uno de los problemas 30 a 34, encontrar la mínima 
cota superior y la máxima cota inferior, si existen, del 
conjunto de números reales dado (véanse problemas 29 a 
32 de la sección l.1). 

30. S = {xl ix - 21 < 1} 

31. S = {xl X2 - x 6 < O} 

. 32. S = {xl X2 - x 6 ::s O} 

33. S = {xl X2 - x 6 > O} 

34. S = {xl x Ix + 11 ::s 2} 

Se puede extender la corre¡¡pondencia entre los números reales ylos puntos geométricos 
de manera que se pueda trabajar con los puntos de un plano. Seleccionaremos dos rectas 
mutuamente perpendiculares cualesquiera, y les asignaremos una dirección positiva y 
una unidad de medida a cada una, y a su punto de intersección O le llamaremos origen. 
Se conviene llamar eje x y eje y a esas rectas, respectivamente, y orientarlas como se 
ve en la figura 1.3.1. A cada punto P del plano se le asigna un par de números, que se 
llaman sus coordenadas. Este par de números ubica al punto en el plano como se ve 
en la figura 1.3.1. Al primer número se le llama coordenada x, o abscisa, del punto, y 
al segundo número se le llama coordenada y, u ordenada, del mismo. Cuando decimos 
que un par de números son las coordenadas de un punto, digamos (xo, Yo), se sobreen­
tiende que el primer número es la abscisa y el segundo la ordenada. Al par de números 
se le llama par ordenado. Cualquier punto P del plano se puede asociar* con un par 

* La idea de usar pares de números para identificar a los puntos del plano, y a ecuaciones para describir curvas 
la originaron René Descartes (1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665). Descartes era fil6sofo y científico, 
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16 FUNC IONES 

tI. Segundo cuad rante 
x < o. y > O 

y 

1. Primer cuadrante 
x> O. y> O 

Xo 
-- - - rP(Xo. Yo) 

l yO 
I 

I 
I 

-2 - - - -~P (3. - 2) 

111. Tercer cuadrante 
x O. y < O -4 

IV. Cuarto cuadrante 
x> O. y < O 

Figura 1.3.1 

ordenado único de números reales, y al revés, cualquier par ordenado de números reales 
se puede asociar con un punto único del plano. Los ejes x y y dividen al plano xy en 
cuatro cuadrantes, como se ve en la figura 1.3.1. 

Al conjunto de todos los pares ordenados de números reales se les denota por R2: 

R2 = (x, y)lx E R¡ y (1) 

De igual manera que en una dimensión, con frecuencia consideramos que los puntos 
geométricos y sus coordenadas son intercambiables; por ejemplo, se dice con frecuen­
cia "el punto (xo, Yo)" en lugar de "el punto cuyas coordenadas son (xo, Yo)." 

Distancia 

La distancia entre dos puntos en el plano se puede calcular con facilidad mediante el 
teorema de Pitágoras. De acuerdo con la figura 1.3.2, la distancia del origen O al punto 
Po cuyas coordenadas son (xo, Yo) es >lx5 + Y5. Como siempre, el signo radical denota 
a la raíz cuadrada no negativa de la cantidad que está bajo el radical. Análogamente, 
si la distancia de Po a p ¡ se indica mediante d(Po, P I), entonces 

(2) 

que dedicaba también algo de tiempo a las matemáticas. Sus resultados y métodos de lo que después se 
conoció como geometría analítica aparecen en su importante libro La Géométrie publicado en 1637. Descartes 
reconoció el poder del álgebra en la solución de problemas geométricos, y su pensamiento representó una 
notable ruptura con la tradición y punto de vista griegos acerca de la geometría. El sistema cartesiano, o 
rectangular, de coordenadas, lleva este nombre en su honor. Fermat era un jurista y matemático aficionado 
que vivió en Toulouse, al sur de Francia. Sus ideas acerca de ia geometría con coordenadas las formuló al 
principio de 1629, y circularon en su correspondencia, pero no se publicaron sino hasta 1679. Su mayor fama 
la debe a la afirmación, sin demostración todavía, que se conoce como el último teorema de Fermat, y que 
es que para yalores enteros de n > 2, es imposible encontrar enteros x, y y z positivos tales que xn + y" = zn. 
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y 

p¡ (X¡. Y¡) 

¡-
l (y¡ - Yo) 

Po (xo, yo) ____ _ __ -.!~ 

T ~ (X¡ - xo)---j 
(YO-O) I 

I JX6+Y6 X 

----L-~--~~-(~O.~O~)~~----~ 

Figura 1.3.2 

Nótese que si Yo = YI, cuando están Po Y PI en una recta paralela al eje x, entonces 

(3) 

Variables 

Con frecuencia se desea considerar dos o más cantidades variables que se relacionan 
de alguna manera. Por variable se entiende un símbolo que puede ser igual a cualquier 
número de un conjunto determinado de números. O bien, con frecuencia ayuda el 
imaginarse que la variable es un miembro típico o genérico del conjunto definido. En 
general, el conjunto es R I

, o alguno de sus subconjuntos, como por ejemplo, los 
números positivos, los números entre cero y uno, etc. Con frecuencia se emplean 
letras como x, Y o z para representar variables que toman valores en R I

. A estas 
variables se les llama variables reales, 

Relaciones y gráficas 

Las relaciones entre las variables pueden ser de muy diversos tipos, y a veces son en 
extremo complicadas . Por el momento nos ocuparemos sólo de relaciones en R2 que se 
puedan expresar en forma algebraica bastante sencilla. A continuación citamos algunos 
ejemplos. Cada uno de ellos se describirá después con más detalle. 

y + 2x 3, 

(x + 2)2 + (y - 1)2 9, 

Iyl 21x¡' 

y + 2x 2: 3, 

(x + 2)2 + (y - 1)2 < 9 , 

En cada caso hay algunos pares de valores de x y Y que satisfacen la relación, mientras 
que otros no lo hacen. En la terminología geométrica se dice que algunos puntos del 
plano xy satisfacen la relación, pero otros no, El conjunto de todos los puntos del plano 
xy cuyas coordenadas satisfacen una relación determinada es la gráfica de la relación. 
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Los problemas concernientes a las gráficas y las relaciones se pueden dividir en 
dos categorías principales . 

1. Dada una relación entre dos variables x y y, hacer un bosquejo de su gráfica en 
el plano xy. 

2. Dada una descripción geométrica de un conjunto de puntos en el plano xy, 
deducir una expresión analítica para la relación cuya gráfica es el conjunto dado 
de puntos. 

El primer problema surge en general cuando se desea representar una relación 
analítica complicada, quizá para emplear la intuición geométrica para estudiarla. ¡Una 
foto vale más que mil palabras! El segundo problema se presenta en forma típica cuando 
se desea sacar ventaja de los potentes procesos computacionales del álgebra para 
estudiar determinada situación enunciada en términos geométricos . 

En el resto de esta sección presentaremos ejemplos de ambos tipos de problemas. 
Primero veremos las ecuaciones cuyas gráficas son rectas y círculos, respectivamente. 

Líneas rectas 

Si (XI> YI) Y (X2' Y2) son dos puntos, y XI * X2 (véase figura 1.3.3), entonces, la pendiente 
m del segmento de recta que une a los dos puntos se define como 

YZ YI m = ~--'-' 

XI 
(4) 

X z 

y 

m= tan a = ;~=;: _ 

x 

Figura 1.3.3 

Una recta tiene la propiedad de que las pendientes de todos los segmentos que unen a 
puntos de la recta son iguales. A este número se le llama pendiente de la recta. Es claro 
que la pendiente de una recta es la razón de los cambios de las coordenadas X y Y al 
moverse de un punto a otro en la recta. También, la pendiente es la tangente del ángulo 
comprendido entre la recta y el eje X positivo. De acuerdo con la figura 1.3 .3, vemos 
que 
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m = tan a. (5) 

La pendiente m de una recta es positiva si los valores de y aumentan a medida que 
aumentan los de x, o si los valores de y disminuyen a medida que disminuyen los de x . 
Es negativa si y disminuye a medida que x aumenta, o si y aumenta a medida que x 
disminuye. Se dice que una recta paralela al eje y tiene una pendiente infinita. 

Geométricamente, una recta queda determinada si se conocen su pendiente y un 
punto de la recta. Supongamos que m es la pendiente y que (XI' YI) es el punto dado. 
Entonces, si (x, y) representa cualquier otro punto de la recta, de la ecuación 4 se obtiene 

y - YI 
m = 

x - XI 
(6) 

o bien 

(7) 

como la ecuación de la recta dada. La ecuación 7 también puede escribirse en la 
siguiente forma: 

y - mx (8) 

o bien 

y = mx + b, (9) 

en la cual b es la ordenada al origen, o sea la ordenada del punto en el cual la recta 
interseca al eje y . 

Para una recta paralela al eje x, la pendiente m es igual a cero, y la ecuación 7 se 
simplifica y queda como 

y = YI· (10) 

Análogamente, la ecuación de una recta paralela al eje y tiene la forma 

x = X ¡, (11 ) 

aunque esta ecuación no se puede obtener asignando valor alguno a m en la ecuación 
7. 

De acuerdo con las ecuaciones 7, 10 y 11 es claro que en la ecuación de una recta 
las variables x y y aparecen elevadas a la primera potencia, y no hay productos de x por 
y. A estas ecuaciones, surjan o no geométricamente, se les llama ecuaciones lineales. 
Al revés, la gráfica de cualquier ecuación lineal con dos variables es una recta. La 
ecuación lineal más general es 

Ax + By = e, ( 12) 

en la cual A, B Y e son constantes, y A Y B no son iguales a cero simultáneamente. Si 
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B =1= 0, entonces , dividiendo la ecuación 12 entre B, toma la forma y = - (A/B)x + 
(C/B); la pendiente m es igual a - AlB. Si B = 0, entonces A "* 0, y la ecuación 12 se 
reduce a x = C/A, lo cual es una recta paralela al eje y. 

EJEMPLO 1 

Definir la gráfica de la relación 

y + 2x = 3. (13) 

Es una ecuación lineal, y por tanto su gráfica es una recta. Poni endo la ecuac ión 
en la forma y = - 2x + 3, se ve que la pendiente de la recta es - 2, Y que pasa por el 
punto (0 , 3). Esta información determina por completo a la recta que corresponde a la 
ecuación 13. En la práctica, el modo más fácil de dibuj ar la recta es ubicar dos puntos 
de ella y trazar la recta que pase por ellos. Se puede encontrar un segundo punto 
haciendo y = ° en la ecuación 13, de donde x = ~ . La recta que pasa por los puntos 
(O, 3) Y (~ , O) se muestra en la figura l.3.4 .• 

y 

x 

-2 
y+ 2.< = 3 

-4 

Figura 1.3.4 

EJEMPLO 2 

Hallar la ecuación de la recta que se muestra en la figura l.3.5, que pasa por los puntos 
(- 1,2) Y (3,1). 

De acuerdo con las coordenadas de los puntos dados, la pendiente m de la recta es 

1 - 2 
m 

3 - ( - 1) 
1 
4 

(14) 
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Entonces, de la ecuación 7, 

y - 2 -!ex + 1) , (15) 

o sea, 

y -!x + t. 

y 

y=- ix+i 

x 

- 2 

Figura 1.3.5 

Círculos 

Un círculo es una figura plana que consta de todos los puntos que se encuentran a una 
distancia fija (el radio) de un punto dado llamado centro . Supongamos que (xo, Yo) es 
el centro del círculo, que (x, y) es un punto arbitrario del círculo, y que r es el radio; 
entonces, de acuerdo con la fórmula de la distancia (2) , 

(16) 

es una relación que satisfacen sólo los puntos del círculo, y ningún otro punto más en 
el plano xy. Por ejemplo, la figura 1.3 .6 muestra el CÍrculo para el cual Xo = -2, 
Yo = 1, Y r = 3. 

- 4 

Figura 1.3.6 
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EJEMPLO 3 

Determinar la gráfica de la ecuación 

X2 + y2 + 4x - 2y - 4 = o. (17) 

Para escribir una ecuación general de un círculo que sea cuadrática en x y y, que 
tenga la forma de la ecuación 16, es necesario que (a) los coeficientes de X2 y y2 sean 
los mismos cuando aparezcan estos términos del mismo lado de la ecuación, y (b) que 
no aparezca el término del producto xy. De este modo se puede obtener la forma (16) 
agrupando los términos en los que aparece cada una de las variables y completando el 
cuadrado. En el caso presente tenemos que 

o sea 

X2 + 4x + y2 - 2y 

(X2 + 4x + 4) + (y2 - 2y + 1) 

4, 

4 + 4 + 1, 

(x + 2)2 + (y - 1)2 = 9. (18) 

La ecuación 18 tiene la forma (16) siendo Xo = - 2, Yo = 1 Y r = 3. La gráfica de la 
ecuación 18, y por tanto también de la 17, es un círculo de radio tres cuyo centro está 
en ( - 2, 1) (véase figura 1.3.6) .• 

Ejemplos de otras ecuaciones y gráficas 

Las relaciones pueden tener la forma de una ecuación o de una desigualdad en las que 
intervienen dos variables, o aun de varias ecuaciones o desigualdades. Las gráficas o 
relaciones tienen muchas formas distintas. La gráfica de una relación no necesita ser 
una sola curva en el plano xy, o, ciertamente, puede no constar de curvas en absoluto. 

EJEMPLO 4 

Halle la gráfica de la relación 

Iyl = 214 (19) 

Para emplear la definición de valor absoluto de un número que dimos en la sección 
1.1, debemos tener en cuenta por separado cada uno de los cuatro cuadrantes del plano xy. 

1. Si x 2: O, Y 2: 0, entonces la ecuación 19 es Y = 2x. 
II. Si x < 0, Y 2: 0, entonces la ecuación 19 es Y = - 2x. 

III. Si x < 0, Y < 0, entonces la ecuación 19 es - Y = - 2x, o Y = 2x . 

.. 
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1.3 RELACIONES Y GRÁFICAS 23 

IV . Si x;::: 0, y < 0, entonces la ecuación 19 es - y = 2x. 

Combinando esta información vemos que cuando x y y tienen los mismos signos 
(primero y cuarto cuadrantes), entonces la ecuación 19 se reduce a y = 2x; cuando 
x y y tienen signos opuestos (segundo y cuarto cuadrantes), la ecuación 19 se reduce a 
y = - 2x. Por tanto, la gráfica de la ecuación 19 consta de dos rectas que se intersecan, 
como se ve en la figura 1.3.7 .• 

x 

Figura 1.3.7 

EJEMPLO 5 

Halle la gráfica de la relación 

y + 2x ~ 3. (20) 

Este ejemplo tiene que ver con el ejemplo 1, Y los puntos de la recta de ese ejemplo 
también satisfacen la relación (20). Además, si comenzamos de un punto en la recta 
y + 2x = 3 que se muestra en la figura 1.3.8 y aumentamos ya sea x o y, se sigue 
satisfaciendo la relación (20). Sin embargo, si disminuimos ya sea a x o a y, entonces 
ya no se satisface la relación (20). Por tanto, la gráfica de esta relación es la región del 
plano que queda arriba ya la derecha de la recta y + 2x = 3, incluyendo la recta misma. 
Esta región del plano se muestra sombreáda en la figura 1.3.8 .• 

EJEMPLO 6 

Halle la gráfica de la relación 

(x + 2)2 + (y - 1)2 < 9. (21) 

Este ejemplo tiene que ver con el ejemplo 3. Un punto satisface a la relación (21) 
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y 

x 

Figura 1.3.8 

si, y sólo si su distancia al punto ( - 2, 1) es menor que tres unidades. Por tanto, la 
gráfica de la relación (21) es el conjunto de puntos que quedan dentro, pero no en, el 
círculo que corresponde a la ecuación (x + 2f + (y - 1)2 = 9. Estos puntos se muestran 
sombreados en la figura 1.3.9 .• 

- -- 4fY /,.--- ..... , (x+2)2+(y-l)2=9 

/ 2 \ / 
I (-2, 1) \ 
I • J 

--\~~--~--~41--LI __ ~I~~ 
\-4 -2 / 2 4 , / 

"- ...... ----.-:::2 

Figura 1.3.9 

EJEMPLO 7 

Hallar la gráfica de la relación 

y - Iyl = 2(x - Ixl). (22) 

Como en el ejemplo 4, se aconseja examinar cada cuadrante por separado. A 
continuación indicamos la forma que toma la ecuación 22 en cada cuadrante: 

1. Si x ::::: O, y ::::: O, entonces la ecuación 22 es O = O. 
11. Si x ~ O, Y ::::: O, entonces la ecuación 22 es O = 4x. 
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1I1. Si x :s O, y :s O, entonces la ecuación 22 es 2y = 4x . 
IV. Si x :::: O, y :s O, entonces la ecuación 22 es 2y = O. 

La primera afirmación es una identidad, que no impone restricciones a x o a y, 
mientras sean no negativos simultáneamente. Por tanto, todo punto en el primer 
cuadrante, incluyendo los ejes x y y positivos, y el origen, pertenece a la gráfica de la 
ecuación 22. Las afirmaciones segunda y cuarta muestran de nuevo que los ejes x y y 
positivos pertenecen a la gráfica de la ecuación 22 . La tercera afirmación dice que la 
parte de la recta y = 2x que queda en el tercer cuadrante es también parte de la gráfica. 
En la figura 1.3 .10 se muestra la gráfica de la ecuación 22. _ 

y 

x 
---r--~i> 

Figura 1.3.10 

Finalmente, nótese que lo que parece ser, superficialmente, una relación entre dos 
variables reales puede, de hecho, no serlo, ya que puede no haber un par de valores de 
x y y que la satisfagan . 

EJEMPLO 8 

Hallar la gráfica de 

(x + 2)2 + (y - 1)2 + 9 = O. (23) 

Como el lado izquierdo de la ecuación 23 siempre es estrictamente pOSItIVO, 
independientemente de los valores de x y y, no hay puntos cuyas coordenadas satisfagan 
a esta ecuación. Si bien este hecho es obvio viendo la forma de la ecuación 23, no es 
tan obvio si los términos de la ecuación se desarrollan de acuerdo con el teorema del 
binomio. Si se hace lo anterior, la ecuación toma la forma siguiente : 

X2 + 4x + y2 - 2y + 14 = O, (24) 

y no es tan claro que no hay ningún par de valores de x y y que la satisfacen. _ 

PROBLEMAS 

PROBLEMAS 25. 

En los problemas 1 a 4, calcular la distancia entre el par 
dado de puntos . . 

1. (2, -3)y( - 1,4) 
3. (t, 1 ti ) y (1 ti , - t) 

2. (O, - TI) Y (TI/2, O) 
4. (t , - 1) Y (1, t) 
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5. Demostrar que el punto medio del segmento de recta 
que une a los puntos p¡(x¡, Y¡) y P2(X2, Y2) es e l punto 

P (XI + x 2 YI + Y2) 
J 2 ' 2 . 

En los problemas 6 a 9, determinar si el triángulo cuyos 
vértices son los puntos dados es rectángulo, equilátero o 
isósceles. 

6. (-6,4), (-3, -2), (5,2) 

7. (-3, -2), (-6,9), (3, 2) 

N. (-2,1), (1 , 3) , (O, -4) 

9. (- 2, 1), (2, 1), (O, 1 + 2\Í3) 

En los problemas 10 a 13, deducir una ecuación para la 
recta que tenga las propiedades dadas. 

10. Pasa por ( 1, 2), pendiente -2. 

11. Pasa por el origen y su pendiente es l. 

12. Pasa por (-1, 3) Y por (- 1, - 1) . 

13. Pasa por (-1, - 1) Y por (2, 3). 

En los problemas 14 a 17, hacer un dibujo gráfica de la 
ecuación dada. 

I~. 3x + 6y - 6 

16. X - Y + 2 = O 

O IS. 2y = 4x 

17. X + Y = 2 

7 

18. Rectas paralelas. Se dice que dos rectas en el plano 
son paralelas si coinciden , o bien no se intersecan. 

a) Demostrar que las rectas y = 4x - 3 Y 2y - 8x = 
I son paralelas. 

b) Demostrar que las dos rectas y = m¡x + b¡ Y Y = 
m2x + b2 son paralelas si y sólo si m¡ = m2 Y que 
coinciden si y sólo si m¡ = m2 Y b¡ = b2· 

e) Demostrar que las dos rectas A¡x + B¡y + e¡ = O 
Y A2x + B2y + e 2 = O son paralelas si y sólo si 
A¡B2 = A2B¡ (por simplicidad, suponerqueA¡, B¡, 
A2 Y B2 son distintos de cero). 

19. Rectas perpendiculares. Se dice que dos rectas son 
perpendiculares (u ortogonales) si se intersecan en 
ángu los rectos (véase figura 1.3.11) . 

a) Si la pendiente de una recta es m¡ * 0, demostrar 
que la pendiente m2 de la otra es m2 = - l/m¡. 

Sugerencia: m¡ = tan a, m2 = ? 

b) Demostrar que las dos rectas A¡x + B¡y + e¡ = ° 
y A2x + B2y + e 2 = O son perpendiculares si y sólo 
si A¡A2 + B¡B2 = O. 

y 

x 

Figura 1.3.11 

En los problemas 20 a 23, deducir una ecuación para la 
recta que tenga las propiedades dadas. 

20. Paralela a la recta 2x - 3y = 4, que pase por (2, - 5) . 

21. Paralela a la recta X + 2y = - 5, que pase por (- 2,2). 

22. Perpendicular a la recta 2x - 3y = 4, que pase por 
(2, - 5) . 

23. Perpendicular a la recta x + 2y = - 5, que pase por 
( - 2,2). 

En los problemas 24 a 27, determinar el centro y ca lcu lar 
el radio del círculo dado . 

.!~. X2 + y2 - 2x + 2y - 1 = O 

25 . X 2 + y 2 - 6x - 4y + 8 = O 

2h. 4X 2 + 4y2 - 12x + 8y + 6 = O 

.!7. 4y - 4x - X 2 - y2 = O 

En los problemas 28 a 31, determinar los puntos de inter­
sección de las gráficas del par dado de ecuaciones. 

.!N. Y 3x - 4 Y 3x + y = 4 

:") . y 2x 

~If. y = Ixl 
y 

y 

X 2 + y2 = 9 

2y - x = 2 

3]. x + 2 = i y 2y - x - 3 = O 

En los problemas 32 a 39, hacer un bosquejo de la gráfica 
de la relación dada. 

.H. 2y - x < 5 

.'.'. x + 3y 2: 8 

"4. Iy - xl = 2 

.,5. I y - xl = I y + xl 
"6. (x - 2y)(2x - y) 2: O 

"7. (x + 3)2 + (y - 5)2 > 16 

"N . Ixl + Iyl = O 
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39. Y - Iyl = x + Ixl 
En los problemas 40 a 43, deducir una ecuación o una 
desigualdad que satisfaga las coordenadas del conjunto 
dado de puntos en R2. 

40. Todos los puntos del semiplano derecho, sin incluir 
al eje y. 

41. Todos los puntos que estén a menos de dos unidades 
del punto (- 1, - 3) . 

42. Todos los puntos que estén a más de tres unidades, 
pero a menos de cuatro unidades, del origen. 

1.4 FUNCIONES 

1.4 FUNCIONES 27 

43. Todos los puntos equidistantes de (- 1,3) Y (4, 2). 

44. Bosquejar la gráfica de las ecuaciones 

y = 1 2 + 3xl y y = ,¡ 3 - 2xl . 

Determinar el conjunto de números real es para 
los cuales se sa ti s face la desigualdad 12 + 3xl 2: 

13 - 2xl . 

45. Determinar el conjunto de números reales para los 
cuales se satisface la desigualdad 1 2xl < I 4 - xl 
(véase problema 44). 

En esta sección principiaremos a desarrollar uno de los conceptos centrales del cálculo: 
el de función. Es una idea* que ha evolucionado en forma gradual a lo largo de siglos, 
y que se puede describir en varias formas ligeramente distintas, aunque complementa­
rias . En las conversaciones ordinarias, la palabra" función" tiene varias acepciones, 
una de las cuales es determinado tipo de dependencia de una cantidad con respecto a 
otra. Es éste el significado de la palabra que deseamos aclarar en forma suficiente para 
emplearlo en matemáticas. 

Funciones como relaciones o transformaciones 

Al principio empleamos la palabra" función " para describir relaciones sencillas entre 
variables. Por ejemplo, el volumen V de una esfera es una función de su radio r: 

(1) 

El área de la superficie S de un cubo es una función del lado s: 

(2) 

La temperatura e en grados centígrados es función de la temperatura T en grados 
Fahrenhei t: 

* El empleo de la palabra "función" en sentido matemático se debe a Leibniz, quien la adoptó al principio 
de 1673 para describir cualquier cantidad que varía a lo largo de una curva. Durante el siglo y medio siguiente 
se expandió y refinó el concepto, y a veces fue la causa de agrias disputas entre los prinCipales matemáticos 
del siglo 18, incluyendo a Euler ya Lagrange. La notación f( x ) para los valores de la función se debe a Euler 
(1734). En 1837, Peter Gustav Lejeune Dirichlet formuló lo que es en esencia la definición moderna que se 
da en esta sección. Dirichlet (1805-1869) fue profesor en Berlín y después en Gottingen; también es famoso 
por sus trabajos acerca de la teoría de los números, de las series de Fourier, y de las ecuaciones diferenciales 
parciales. 
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e = ~(T - 32). (3) 

o también podríamos tener simplemente a y dada como función de x de acuerdo con 
determinada fórmula, como 

y=~. (4) 

Se dio un gian paso en el siglo diecinueve cuando se establec ió que el concepto 
de función no necesita que haya una fórmula explícita como las que aparecen en las 
ecuaciones 1 a 4. Por ejemplo, para cualquier número real positivo x hay determinado 
número p de números primos que no son mayores que x. Si x = 20, los primos menor.es 
que 20 son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 y 19. Por tanto, correspondiendo a x = 20, el valor de 
pes 8. Es posible, en principio, calcular el valor de p asociado con cualqu ier valor fini­
to de x si simplemente se hace una lista ordenada de los números primos y a continua­
ción se les cuenta. Sin embargo, no hay fórmula que dé el valor de p para un valor 
arbitrario de x. No obstante, de manera semejante a como se consideró V como función 
de r en la ecuación 1, parece razonable también considerar que p es función de x. 

Primero exploraremos informalmente la idea de función, y pospondremos una 
definición formal para darla más adelante en esta sección. En cada uno de los ejemplos 
anteriores hay tres cualidades que se deben subrayar: dos conjuntos X y Y y una reg la 
que asigna a cada elemento del conjunto X uno y sólo un elemento del conjunto Y. Los 
conjuntos X para las ecuaciones 1 a 4 son, respectivamente, {rl r 2: O), {si s 2: O), {TI 
T 2: To, en donde To ;;; - 459.7 corresponde al cero absoluto), y {xl - 2 :::; x :::; 2). El 
conjunto y especifica el tipo de valores que asigna la función. En cada ecuación de la 
1 a la 4 se trata de números reales, y por tanto se puede decir que Y es R1

• Podríamos 
usar también subconjuntos de R 1 que comprendieran todos los valores de la función; 
así, para la ecuación 1 podríamos decir que Y es el conjunto de todos los números no 
negativos, o quizá el conjunto de todos los números mayores que - 2. En los primeros 
catorce capítulos de este libro sólo nos interesarán funciones para las que los conjuntos 
X y Y son también subconjuntos de R 1

• A estas funciones se les llama funciones reales 
de variable real. Sin embargo, en el concepto general de función como relación o 
dependencia no se requiere que los conjuntos X y Y sean conjuntos de números reales. 

En general a las funciones se les denota mediante letras como f, g, h, <p y 1fI. Si f es 
una función y x E X, entonces el elemento y E Y asignado a x mediante la función f, se 
denota como f(x). El símbolo f(x) se lee "efe de equis"; hacemos hincapié en que no 
significa "f por x", sino que es más bien el valor de la función f en x, o la imagen del 
punto x bajo la función f. Así, si g es la función asociada con la ecuación 1, entonces 

r 2: O; (5) 

y, por ejemplo, 

g(2) = hr23 3f TI, g(3) = h33 = 36TI. 

Igualmente, si h es la función asociada con la ecuación 3, entonces 

h(T) = ~(T - 32) , (6) 
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y, por ejemplo, 

h(77) = ~(45) = 25. 

Al conjunto X se le llama el dominio de la función, y al conjunto Y se le llama el 
codominio. Nótese que la función obra sobre cada elemento de X, pero que no es 
necesario que todos los elementos de Y sean valores de f(x). Además, aunque una 
función debe asignar un valor único a Y para cada elemento x de X, el mismo valor 
puede asignarse a dos o más valores de x . Por ejemplo, si <1> es la función asociada con 
la ecuación 4, entonces 

<1> (x ) - 2 :S x:s2 , (7) 

y 

<1>( -1) = v3, <1>(1) = v3. 

Por tanto, el valor {3 se asigna tanto a - 1 como a 1. 
Los elementos de Y que en realidad f asigna a elementos de X forman la imagen 

de f. Emplearemos la notación 

f(X) = {yly = f(x), x E X} (8) 

para identificar a la imagen de la función f cuyo dominio es X. La imagen f(X) es un 
subconjunto del codominio Y. Para la ecuación 5, g(X) = [0,00), Y para la ecuación (7), 
<I>(X) = [O, 2]; nótese que en cada uno de estos casos hemos seleccionado a Y como R1

• 

Se dice que una función f de variable real está acotada si su imagen es un conjunto 
acotado; de no ser así la función es no acotada. Así, f es acotada si existe un número 
K tal que I f(x) I :5 K para toda x E X. Por ejemplo, la función g de la ecuación 5 es no 
acotada, pero la función <1> de la ecuación 7 sí lo es. 

1.4 FUNCIONES 29 

Con frecuencia se habla de funciones en términos de variables. La variable 
independiente asume valores del dominio, y la variable dependiente asume valores 
en la imagen; se da un valor a la variable independiente y a continuación la función 
asigna un valor a la variable dependiente . En este caso está implícito el concepto de 
que una función es una transformación o aplicación que opera sobre elementos de su 
dominio X para producir elementos en su codominio Y. Este punto de vista subraya la 
idea de que una función es una cosa activa. Hace algo. Por ejemplo, la función g de la 
ecuación 5 toma un número real en [O, 00) y lo transforma en otro número real. Este 
aspecto de transformación o aplicación de una función se muestra en forma esquemá­
tica en la figura 1.4.1. 

Casi del mismo modo resulta útil pensar en una función en términos de una 
computadora o una calculadora; acepta una entrada (un número del dominio) y, cuando 
se oprimen los botones correctos, produce una salida única (el número correspondiente 
en la imagen). 

A continuación formalizaremos nuestra descripción con una definición de función. 

DEFINICIÓN 1.4.1 Una función f es una regla (transformación, aplicación) que 
asigna a cada elemento x de un conjunto X un elemento y , y sólo uno, de un 
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Imagen de f 

Figura 1.4.1 

conjunto Y. A los conjuntos X y Y se les llama el dominio y el codominio de la 
función f , respectivamente. El valor de la función f para el elemento x se indica 
mediante f(x ) y la imagen f(X) e Y es,á dada por f(X) = {yl y = f(x), x E X}. 

Si x y y son números reales , entonces el par ordenado (x, y ) o (x , f(x » para cada 
x E X está identificado con un punto en el plano xy. El conjunto de todos eSOf: puntos 
es la gráfica de la función f y proporciona una representación geométrica de la función. 
Las gráficas de las funciones relacionadas con las ecuaciones 1 y 4 se muestran en las 
figuras 1.4.2 y 1.4.3, respectivamente. El requisito de que se asigne un valor único de 
ya cada s en el dominio X de la función corresponde al siguiente enunciado geométrico: 
si Xo es cualquier punto en el dominio de la función f, entonces la recta x = xo, que es 
paralela al eje y, interseca a la gráfica de la función una vez y sólo una. Así, la gráfica 
de la ecuación 

36 
30 
24 
18 
12 
6 

V V=jrrr 3 

Figura 1.4.2 

4 (9) 

y 

x 

Figura 1.4.3 

que se muestra en la figura 1.4.4 no representa una funció n. Desde luego que es cierto 
que la función <!J definida por la ecuación 7 

<!J(x) = ~, x E [-2,2] 

y que se muestra en la figura 1.4.3 satisface a la ecuación 9, pero hay otras funciones 
que también la satisfacen. Una de ellas está dada por 
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t\J(X) = -~, x E [ - 2, 2] (10) 

cuya gráfica es el semicírculo inferior de la figura 1.4.4. La gráfica de otra relación 
que no puede ser la de una función se muestra en la figura 1.4.5. Obsérvese que la recta 
x = Xo interseca a la gráfica más de una vez. 

y y 

-2 

x 
-2 

Figura 1.4.4 Figura 1.4.5 

, 

Hemos tratado de hacer una cuidadosa distinción entre una función f y su valor 
f(x) para el elemento x E X. Son dos cosas diferentes, y debe quedar claro de acuerdo 
con la definición que se dio antes; se debe tener siempre en cuenta la diferencia entre 
ellas. Sin embargo, en matemáticas, como en otras áreas de nuestra existencia, se 
emplean a veces expresiones imprecisas, cuando no es probable que ocasionen confu­
siones, para ahorrar tiempo y para evitar frases que de otro modo serían complicadas. 
Así, por ejemplo, se acostumbra hablar de "la función f(x) = X2 + 1", o bien de "la 
función X2 + 1" en lugar de '1a función f cuyos valores están dados por f(x) = X2 + 
1". De acuerdo con el antiguo uso matemático usaremos esa fraseología cuando no 
parezca probable confusión alguna. 

Es más, el dominio X y el codominio Y de una función pueden no darse explícita­
mente. Por ejemplo, podríamos hablar de la función 

<j>(x) =~, 

sin especificar el dominio X. Porque esta función <j>(x) sólo se puede calcular si 
4 - X2 2: O; por tanto el dominio X de <j> debe ser un subconjunto de [- 2,2]. Cuando 
no se da el dominio, se sobreentiende que el dominio de la función es el conjunto de 
todos los valores de la variable independiente para los cuales se pueden calcular 
valores de la función. Así, para la función <j> se sobreentiende que el dominio es 
[ - 2, 2]. De nuevo hacemos notar que una función debe actuar sobre cada elemento de 
su dominio y asignarlo a uno y sólo un valor de su codominio. 
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Álgebra de las funciones reales 

Si f y g son funciones reales, entonces se definen las operaciones algebraicas entre 
ellas en términos de las operaciones correspondientes con los números reales. Se dice 
que las funciones f y g son iguales si tienen el mismo dominio X y si f(x) = g(x) para 
toda x E X. Además, si f y g tienen el dominio X, entonces su suma f + g, su resta 
f - g, su producto fg y su cociente f/g se definen de modo natural, o sea 

(f + g)(x) 

(f - g)(x) 

f(x) + g(x), 

f(x) - g(x) , 

(fg)(x) = f(x)g(x), 

(f /g)(x) = f(x)/g(x), 

Además, para cualquier constante e, 

(cf)(x) = cf(x), 

x EX, 

x EX, 

x EX, 

x E X, g(x) ~ O. 

x E X. 

Como f(x) y g(x) son números reales, estas operaciones obedecen a las usuales leyes 
conmutativa, asociativa y distributiva. 

Terminaremos esta sección con algunos ejemplos que muestran distintos aspectos 
del concepto de función. 

EJEMPLO 1 

Sea la función 
2 

f(x) = 1 + X2 . 

Los valores de esta función se pueden calcular para toda x E RI; por tanto X = R1
• Como 

la función asigna números reales a los elementos del dominio, podemos también 
considerar que Y = R 1

• Es fácil evaluar feO) = 2, Y observar que O < f(x) < 2 para 
x "* O. Además, f(x) toma valores positivos que disminuyen cada vez más a medida 
que x se aleja del origen en cualquier dirección. Así, la gráfica de esta función se debe 
asemejar al bosquejo de la figura 104.6 . La imagen de fes f(X) = (0,2] .• 

EJEMPLO 2 

Se tiene la relación 

y={~+1, 
l' - x, 

1 ~x~2 

x = O 
-2~x~-1. 

Esta relación define una función f cuya gráfica se muestra en la figura 104.7. El dominio 
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y 

x 

Figura1.4.6 

Figura1.4.7 

Y= I~ -2 :Sx~:~ 

I I 
-3 -2 -1 

y 

~X+ l , /1 ~ x :S 2 

- 1 

-2 

-3 

de f es X = [- 2, 1] U {O} u[l, 2], y su imagen es f(X) = [2,3] u {O}. Este ejemplo 
muestra que no se necesita de una fórmula simple para definir a una función; también, 
que el dominio no necesita ser un intervalo . • 

EJEMPLO 3 

Para la función 

f(x) = Vx+3, 

calcular fes + 7), f(lIt) y f[f(u)]; determinar los valores de s, t y u para los cuales es 
válida cada una de las expresiones. 

Primero, el dominio de f consta de aquellos puntos para los cuales x + 3 2: 0, o 
sea el intervalo [- 3, 00), Y por tanto éste es el dominio de f. A continuación, si se 
sustituye x por s + 7, obtenemos 

f (s + 7) = V s + 7 + 3 = V s + 10, 

la cual es válida para s 2: - 10. También, si sustituimos a x por l /t, entonces 

f G) = ~~ + 3 = ~1 ~ 3t, 

para aquellos valores de t tales que (1 + 3t)/ t 2: O. Para esto se necesita que o bien 
t > 0, o bien que t::::; - *. Finalmente, si sustituimos a x por r(u) = ~, tenemos que 

f[f(u)] = ~víi+3 + 3, 

siempre que u 2: - 3 .• 

x 
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En la sección siguiente continuaremos con la descripción de las funciones y sus 
gráficas . 

PROBLEMAS 

1. Sea f(x) = 2 - 3x. Calcular cada una de las siguientes 
cantidades: 

(a) f(3) (e) - f(3) 

(b) f(-3) (d) - f( - 3) 

2. Sea f(x) = X2 + 4 . Calcular cada una de las sigu ientes 
cantidades: 

(a) f(2) 

(b) fW 

(e) 2fm 

(d) f(2) 
2 

En los problemas 3 a 8, determinar el dominio X y la 
imagen f(X) de la función dada. 

1 1 
3. f(x) = x _ 3 ~. f(x) = (x _ 3)2 

1 
5. f(x) = - 2- -9 fl.f(x) = ~ 

x -

7. f(x) = ~ 
x 

8. f(x) = --
1 - x 

9. Si f(x) = {i--=-7, para - 1 :s x :s 1, deducir una 
expresión para cada una de las siguientes fu nciones, 
y decir para qué valores de la variable independiente 
es válida la fórmula. 

(a) fes - 1) (e) f (~) 
(b) f( - t) (d) f(f(w)] 

10. Sea g(x) = 1/(4 - X2) para x '* ±2. Deducir una 
expresión para cada una de las funciones siguientes , 
y decir para qué valores de la variable independiente 
es válida la fórmula. 

(a) g(2 - s) (e) g (~) 
(b) g(2!) (d) g[g( w) ] 

En los problemas 11 a 16, calcular [f(x + h) - f(x)]Ih, y 
expresar el resultado de la manera más senci lla posible. 

11. f(x) = 2x - 3 12. f(x) = X 2 

\J . f(x) = 2X2 + 3x - 4 14. f(x) = x 3 

15. f(x) = ! , 
x 

x~O 

1 
16. f(x) = x + -

x' 
x~O 

17. Sea <1>(x) = 1 x + 21 + 1 x - 21. Evaluar <1>(- 3) , 
<1>( - 1) , ~)(1) y <1>(3). Deduci r una fórmul a para <1> en 
la cual no aparezcan valores absolutos. Hacer un 
esquema de la gráfica de la función <1>. 

En los problemas 18 a 23 , determinar si la relación dada 
define a y como función de x. 

¡l) . y 2 = x, x E [O, (0) 

20. Iy l = Ixl, x E R' 

21. Y = 12x J, x E R' 

22. Iyl = 2x , x E [O , (0) 

23. y2 = 1 - x 2, X E [ -1, 1] 

24. Se define a la función TI de números primos como si­
gue: TI(x) es el número de números primos menor o igual 
que x. El dominio de esta función es X = (x l x> Ol. 
¿Cuánto es TI(4) , TI 5.5, TI(8,9)? Hacer un bosquejo 
de la gráfica de la función TI para O < x :s 10. 

25. Determinar una función f sencilla que tenga las si­
guientes propiedades. Su dominio es R 1

, f( - 2) = O, 
f(3) = O, Y feO) = - 36. 

26. Determinar una función sencilla f con las propieda­
des siguientes: su dominio es [- 2, 2] , Y f (- 2) = 

f (O) = f (2) = O. 
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1.5 EJEMPLOS DE FUNCIONES 

En esta sección describiremos varias funciones reales de variable real que se presentan 
con frecuencia cuando se estudia cálculo. Se puede tener un bosquejo de la gráfica de 
cada una de las funciones que se traten recurriendo a la experiencia adquirida con el 
dibujo, mediante el ejercicio de un juicio razonable, y al evaluar la función en unos 
cuantos puntos . Después veremos que algunas técnicas del cálculo son muy útiles para 
hacer un esquema de la gráfica de una función. 

Polinomios 

Una clase muy grande y útil de funciones son los polinomios. En general, un polinomio 
es una función P que se define mediante una ecuación de la forma 

(1) 

en la cual ao, al> ... , ao son constantes reales y an *' O. El número n es un entero no 
negativo que se llama grado del polinomio. Como la ecuación 1 da un valor de P(x) 
para cada valor de x, el dominio de un polinomio es R 1

• Sin embargo, la imagen puede 
ser R 1

, o algún subconjunto de él. En los siguientes ejemplos veremos tres polinomios 
simples: una función constante, una función lineal, y una función cuadrática. 

EJEMPLO 1 

Se tiene la función f definida como 

f(x) = k (2) 

en la cual k es constante. El dominio de la función constante es R 1 y todo punto del 
dominio queda transformado en el punto k. Por tanto, la imagen es el conjunto que 
consta del elemento k único. La gráfica de la función constante es una recta paralela al 
eje x. La recta está a I kl unidades arriba del eje x si k > O, y está a I kl unidades por 
debajo del eje x si k < O. Véase figura 1.5.1. • 

Figura 1.5.1 Función constante. 

EJEMPLO 2 

Sea la función f definida por 

y 

f(x)=k. 

k k > O 
x 
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r 
f(x) = mx + b 

Figura 1.5.2 
Función lineal. 

f(x) = mx + b, (3) 

en la cual m y b son constantes; por tanto f es un polinomio de primer grado. Como se 
ve en la figura l.5.2, la gráfica de f es la recta cuya pendiente es m, que pasa por (0, 
b). El dominio de f es R1

. Si m =1= 0, su imagen también es Rl; si m = 0, entonces fes 
una función constante y su imagen es sólo el número b. Si m = 1 Y b = 0, entonces la 
ecuación 3 se reduce a f(x) = x. En este caso, a f se le \lama función identidad; aplica 
a cada valor de x en sí mismo. Como su gráfica es una recta, a veces a la función f de 
la ecuación 3 se le llama función lineal. _ 

EJEMPLO 3 

Se tiene la función f definida por 

f(x) = X 2 - 2x -3. (4) 

Podemos escribir esta función en su forma factorizada 

f(x) = (x + l)(x - 3), 

de donde se deduce que f( - 1) = f(3) = O, f(x) > ° para x en (- 00, - 1) U (3, 00), y 
f(x) < ° para - 1 < x < 3. Además, completando el cuadrado de la ecuación 4, se obtiene 

f(x) = X 2 - 2x + 1 - 4 = (x -1)2 - 4. 

Esto demuestra que f(l) = - 4 Y que f(x) > - 4 para los demás valores de x . Como f(x) 
se comporta como X2 cuando I x l es grande, la imagen de fes [- 4, 00). En la figura 1.5.3 
se muestra la gráfica de y = f(x); es una parábola con su vértice en (1, - 4). A una función 
de la forma f(x) = ao + alx + a2x2 se le \lama función cuadrática, siendo ao, al Y a2 
constantes y a2 =1= O. La gráfica de una función cuadrática siempre es una parábola. _ 

x 

(1.-4) 

Figura 1.5.3 Función cuadrática. 
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Funciones racionales 

En algunos aspectos los polinomios son análogos a los números enteros; por ejemplo, 
la suma o el producto de dos polinomios cualesquiera es nuevamente un polinomio. 
Sin embargo, al igual que la división de enteros puede conducir a números que no son 
enteros (los números racionales), también la división de un polinomio entre otro puede 
conducir a funciones que no son polinomios. A las funciones que se originan como la 
razón de dos polinomios se les llama funciones racionales; así, una función racional 
R tiene la forma 

P(x) 
R(x) = Q(x)' (5) 

siendo P y Q polinomios. Como no se permite la división entre cero, una función 
racional no está definida en aquellos puntos, si es que los hay, en los cuales el 
denominador es igual a cero. Así, el dominio de una función racional puede ser, o no, 
todo R'. Los dos ejemplos siguientes son funciones racionales sencillas. 

EJEMPLO 4 

Sea la función f definida por 

x 
f(x)=x 2 +1· (6) 

Como el denominador nunca es cero, el dominio de esta función es todo R'. El empleo 
del cálculo ayuda mucho a bosquejar la gráfica de esta función; sin embargo, se puede 
hacer un esquema razonablemente bueno empleando métodos más elementales. Es 
claro que feO) = O, que f(x) > O cuando x > O, Y que f(x) < O cuando x < o. Por 
tanto, la gráfica pasa por el origen, y por lo demás se encuentra completamente en el 
primero y tercer cuadrantes. Además, cuando x es grande y positiva, f(x) es pequeña 
y positiva porque X2 + 1 ~X2 Y f(x) ~X/X2 = l/x. Por tanto, para x grande y positiva la 
gráfica de f se encuentra ligeramente arriba del eje x. El caso es semejante para valores 
grandes y negativos de x, excepto que la gráfica se encuentra ligeramente por debajo 
del eje x. Esta información, junto con el hecho de que f (1) = ~, f( - 1) = - ~, f(2) = ~ 
Y f( - 2) = - ~ nos permite bosquejar la gráfica de la función (6) (véase figura 1.5.4). 
Los puntos P y Q en los que f(x) alcanza su valor máximo y mínimo se llaman, 
respectivamente, puntos máximo y mínimo; el cálculo se presta especialmente para 
determinar a esos puntos. Para este ejemplo particular se tiene que las coordenadas 
de P y Q son P(1, D y Q( - 1, - ~). Así, la imagen de la función (6) es [- ~, ~] .• 

EJEMPLO 5 

Se tiene la función f definida por 
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Q(- I . - t ) 
-1 

Figura 1.5.4 

Figura 1.5.5 

f(x) 
X2 + 1 

x 

y 

{{x) = X
2

: 1 

x 

Q(- I. -2) -4 

(7) 

Esta función es la recíproca de la que aparece en el ejemplo 4. El denominador es cero 
cuando x = O, Y por tanto el dominio de f es R 1 sin incluir al punto cero. Cuando x se 
acerca a cero, f(x) ~l/x , y por tanto f(x) toma valores que son de magnitud muy grande 
y que tienen el mismo signo de x. Si reformulamos la ecuación 7 en la forma 

1 
f(x) = x + -, 

x 

veremos entonces que, cuando x es de magnitud grande y posItIva, f(x) es sólo 
ligeramente mayor que x . Análogamente, cuando x es de magnitud grande y negativa, 
f(x) es sólo ligeramente menor quex. Finalmente, f(l) = 2, y f( - 1) = - 2. La gráfica 
de esta función se bosqueja en la figura 1.5.5. De nuevo, el cálculo podría ayudar a hacer 
el esquema de la gráfica de esta función, en especial para ubicar los puntos mínimo y 
máximo relativos, P(1 ,2) Y Q( - 1, - 2). La imagen de esta función es (- 00, - 2] 
U [2,00) .• 

Función raíz cuadrada 

Consideremos la función definida por 

f(x) = \IX, x ~ O. (8) 

La ecuación 8 es la función raíz cuadrada, que asocia a cada número x real y no negativo, 
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el número real no negativo cuyo cuadrado es x. La función raíz cuadrada aumenta en 
forma progresiva a medida que x aumenta, y su gráfica se muestra en la figura 1.5.6. 

Función valor absoluto 

Esta función se define mediante 

f(x) 

o también como 

f(x) = { _:: 

Ixl, 

x ~ O, 
x < O. 

(9) 

(10) 

El dominio de la función valor absoluto es (- 00, 00), o sea R 1
• Su imagen es [O, 00). 

La gráfica de la función f(x) = I xl consta de dos semirrectas, cuyas pendientes son 
1 y - 1, respectivamente, que se intersecan en el origen como se ve en la figura 1.5.7. 

Las gráficas de otras funciones en las que intervienen valores absolutos también 
se pueden bosquejar con facilidad. Supongamos que se define a la función g mediante 

g(x) = 12x - 31. 
Para expresar esta función sin símbolos de valor absoluto, notamos que 

. {2X - 3 
g(x) = _ (2x .-:. 3), 

x >;). 
- 2, 

x<l 

(11) 

(12) 

La gráfica de g también está formada por dos semirrectas, con pendiente 2 y - 2, 

Figura 1.5.7 
Función valor 
absoluto. 

-2 

-4 

y 

x 

-2 

-4 

y 

4 
f(x)=yx 

Figura 1.5.6 
Función raíz 
cuadrada. 

x 

Figura 1.5.8 
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f ;Sgn<:l 
~ 1-1 

Figura 1.5.10 
Función signo 

respectivamente, que se intersecan en el punto % O) en el eje x . Nótese que esta gráfica 
se puede obtener a partir de la gráfica de y = 2x - 3 mediante una reflexión, con 
respecto al eje x, de la parte de la gráfica para la cual y es negativa (véase figura 1.5.8). 

Otro ejemplo más es la función h definida mediante 

h(x) = Ix2 - 2x - 31. (13) 

Se obtiene la gráfica de esta función a partir de la que aparece en la figura 1.5.3 re­
flejando de nuevo la parte de la gráfica de f(x) = 1 X2 - 2x - 31 para la cual f(x) < O con 
respecto al eje x. El resultado se ve en la figura 1.5.9, que es la gráfica de la función h. 

Figura 1.5.9 

Función signo 

Esta función se define mediante 

sgn(x) 
= {I:I' lo, 

x ~ 0 , 

x = o. 

y 

x 

-2 

- 4 

(14) 

En la figura 1.5.10 se muestra la gráfica de la función signo. Esta función tiene el valor 
1 si x > O; - 1 si x < O Y O si x = O. Por tanto, su imagen es {- 1, O, 1}. Nótese que 
el valor de la función signo se puede emplear para obtener el signo de la variable 
independiente. 

Función mayor entero 

Esta función f se define mediante 

f(x) = [x~ = mayor entero n tal que n :::::: x. (15) 
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Así, [[-3]] = -3; [[-1.5]] = - 2, [[O]] = O; [[1.1]] = 1. En la figura 1.5.11 se 
presenta la gráfica de la función mayor entero. Su dominio es R 1 y su imagen es el 
conjunto de todos los enteros. La función mayor entero es constante en cada intervalo 
de la forma [n, n + 1), siendo n entero. En cada punto entero x = n el valor de la función 
[[x]] cambia de n - 1 a n; se dice que la función tiene un salto o un escalón de magnitud 
unitaria en cada punto entero. La función mayor entero es un ejemplo de una clase de 
funciones conocidas corno funciones escalón. 

4 

I I I 
-4 -3 -2 -1 

- - 2 

- 3 

-4 

y 

y=[x] 

-1 

x 

Figura 1.5.11 
Función mayor entero 

Se pueden describir algunos fenómenos cotidianos mediante la función mayor 
entero, o variaciones de ella. Por ejemplo, el porte de correspondencia de primera clase 
en Estados Unidos salta determinada cantidad por cada onza de peso adicional, pero 
es constante entre los saltos. Muchos taxímetros están calibrados de modo semejante, 
con un incremento dado en la tarifa por cada determinada distancia. Es claro que en 
estas aplicaciones el dominio de la función es [O, 00), porque no tienen significado pesos 
ni distancias negativas. 

EJEMPLO 6 

Hacer un bosquejo de la función f dada por 

f(x) = [2x - 3]. (16) 

La gráfica de esta función es semejante a la de la función [[x]] misma. El valor de 
[[2x - 3]] aumenta en una unidad cada vez que el valor de 2x - 3 pasa por un entero. 
Es claro que 2x - 3 asume valores enteros no sólo cuando x mismo es entero, sino 
también cuando x es igual a la mitad de un número impar. Así, los saltos de [[2x -
3]] se presentan en los puntos x = O, ±~, ±I, ± ~, ±2, .... En la figura 1.5 .12 se 
muestra la gráfica de f .• 
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y 

6 

4 f{n)= n! 

2 

Figura 1.5.13 
Función factorial. 

y 

4 y= [2x -3] 

3 

- 1 

I 
x 

4 
1> 

Figura 1.5.12 

Función factorial 

El dominio de la función factorial es el conjunto de los números enteros positivos y la 
función se define como 

f(n) = n! = 1·2 · 3 ... n. (17) 

La función factorial aumenta mucho muy rápidamente cuando aumenta n . Por ejemplo, 
f(5) = 120, f(10) ;;;;3.63 X 106

, Y f(20) ;;;;2.43 X 1018
. Por comodidad, en la escritura 

de fórmulas en las que interviene la función factorial con frecuencia se requiere que O 
esté en el dominio de ella y se define O! = 1. La gráfica de la función factorial consta 
de los puntos aislados (0,1), (1,1), (2, 2), (3, 6), (4, 24), ... (veáse figura 1.5.13). 

Una función patológica 

Todas las funciones que se han descrito hasta ahora tienen gráficas que son curvas 
razonablemente suaves o están formadas por segmentos de recta en el plano xy, a 
excepción de la función factorial, que sólo está definida para los enteros no negativos . 
Sin embargo, es posible encontrar casos más complicados, como se muestra en el 
siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 7 

Sea la función f definida mediante 

f(x) = { 1, s~ x es ~acio.nal 
O, SI x es IrraCIOnal 

(18) 

http://carlos2524.jimdo.com/



1.5 EJEMPLOS DE FUNCIONES 

La ecuación 18 define una función en R1 porque para cada valor de x en R1 está asociado 
un valor correspondiente de f(x), que puede ser O ó 1, ·;egún el caso. Por tanto, la 
imagen de f es el conjunto de los dos números O y 1. La gráfica de esta función consiste 
en un conjunto de puntos en el eje x y al mismo tiempo en otro conjunto de puntos en 
la recta y = 1. Sin embargo, no es una curva y es imposible trazar un esquema aceptable . 

• 
Funciones pares e Impares 

Una función f cuyo dominio es X es par si - x E X siempre que x E X, Y si 

f( -x) = f(x), x E X. (19) 

Análogamente, f es impar si - x E X siempre que x E X Y si 

fe-x) = -f(x), x E X. (20) 

,a) 

Los términos "par" e "impar" se originan en el hecho de que x2
, x4, ... son funciones 

pares, mientras que x, x3
, ••• son funciones impares. De acuerdo con la ecuación 19 se 

sigue inmediatamente que la gráfica de una función par es simétrica con respecto al 
eje y. Igualmente, de acuerdo con la ecuación 20, la gráfica de una función impar es 
antisimétrica con respecto al eje y, o simétrica con respecto al origen. En la figura 
1.5.14 se muestran ejemplos de gráficas de funciones par e impar. 

(b) 

Figura 1.5.14 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 20 hacer un esquema de la gráfica de 
la función dada. También, determinar la imagen de cada 
función . 

1. f(x) = 13 + 2xl 

2. f(x) = Ix + 21 + Ix - 11 

3. f(x) = Ix + 21 - Ix - 11 

4. f(x) = Ix + 11 + Ixl -r Ix - 11 

5. g(x) = 2[xTI 

6. g(x) = [2xTI 

8. g(x) = [-xTI 

10. g(x) = Ix2 - 11 

7. g(x) = -[xTI 

9. f(x) = X2 - 1 

ll. f(x) = 2X2 + X - 6 

a) Función par. 
b) Función impar. 

12. g(x) = 12x2 + X - 61 

13. g(x) = x(x - 1) (x + 2) 

14. h(x) = (x + 3) (2x + 1) (4 - x) 

15. <j>(x) = ~, Ixl :s 3 

16. <j>(x) =~, 

x 
17. ljJ(x) = -1--2 ' -x 

1 - X2 
18. ljJ(x) = - " - , 

x 

1 - x 
19. ljJ(x) = -1 - , 

+x 

20. ljJ(x) = xlxl 

Ixl 2: 3 

x#- ±1 

x#-O 

x#- -1 

43 
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21. Se tiene la función f definida mediante En los problemas 25 a 30, decir si la función es par, impar, 
o ninguno de los dos casos. 

f(x) = {~'/x, X < O vx x ~ O. 

Hacer un esq ue m a de las g ráficas de f(x + 2) Y 
f(x - 2). 

25. f(x) 

27. f(x) 

- 3x 26. f(x) = 3X2 + 4 

2x J + 3X2 - 7x + 4 

2x 
22. La función escalón unitario de Heaviside se define 

mediante 

28. f(x) 

f(x) 

4 + 3X2 

<1> (Ixl) , para cualquier función <1> 

23. 

24. 

H(t) = {l, 
O, 

t ~ O 
t < O. 

Hacer una gráfica de H(t). También hacer un esquema 
de la gráfica de f(t) = H(t) - H(t - TI). 

Se define un intervalo del eje x en el tiempo t mediante 
e l conjunto de puntos para los cuales la función 
H(x)H(2t - x) es diferente de cero. ¿Cuál es este 
intervalo para t = ¡,~, 1, 2? Véase la definición de la 
función H en el problema 22. 

El costo de la dejada en un taxi , en algún lugar de 
Estados Unidos es de 50 centavos por el primer quinto 
de milla, y de 10 centavos cada quinto de milla 
adic ional. Deducir una fórmula para el costo e en 
dólares, como función de las millas recorridas x, para 
O 5: x 5: 2. 

29. 

30. ¡(x) 
1 - x 

31. Demostrar que la suma de dos funciones pares es una 
función par, y que la suma de dos funciones impares 
es una función impar. ¿Qué puede decir el lector de 
la suma de una función par y otra impar? 

32. Demostrar que el producto de dos funciones impares 
es una fu nci ón par, que el producto de dos funciones 
impares es una función par, y que el producto de una 
función impar por una función impar es una función 
impar. 

33. Sea f una función con la propiedad de que siempre 
que x está en su domini o, entonces - x está en su 
dominio. Si f no es ni par ni impar, demostrar que f 
es la suma de una funci ón g par y una función h impar. 

1.6 FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 

Suponemos que el lector está familiarizado con las funciones trigonométricas por sus 
estudios de geometría y trigonometría. En cálculo, y en general en las ciencias teóricas, 
las funciones trigonométricas tienen una importancia mucho mayor que la de tan sólo 
su empleo para relacionar los lados de triángulos. En esta sección repasaremos las 
definiciones de las funciones trigonométricas y algunas de sus propiedades. 

Radianes 

En trigonometría se manejan con frecuencia los grados como unidad de medición de 
ángulos; 900 constituyen un ángulo recto, 3600 forman un círculo completo, y así 
sucesivamente. En cálculo se usa invariablemente una unidad distinta de medición 
llam ada el radián. Sea el círculo X2 + l = R2 que se ve en la figura 1.6.1. Se puede 
ubicar un punto P en la circunferencia del círcul o dando un ángulo e en radianes, 
medido en sentido levógiro a partir del eje x positivo si e > o, y en dextrógiro si e < 
O; o bien, se puede medir por la distancia 1 si a lo largo de la circunferencia,* medido 

* Suponemos que se conoce cómo medir la distancia a lo largo de un círculo. En la sección 7.3 trataremos el 
tema de la distancia a lo largo de una curva, incluyendo la distancia a lo largo del círculo como caso especial. 
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1.6 FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 45 

Figura 1.6.1 

en sentido levógiro si s > O Y en sentido dextrógiro si s < O. La figura 1.6.1 muestra 
que el ángulo e medido en grados tiene la misma razón con re'specto a 360° que la que 
tiene el número s con respecto a 2'TrR, que es la circunferencia del círculo: 

s 
2'TrR 

(1) 

Nótese que en la ecuación 1 no hay restricciones para e ni para s; pueden ser positivos 
o negativos y tener cualquier magnitud. También, obsérvese que ambos lados de la 
ecuación 1 son cantidades adimensionales, o sea números puros; es decir, no tienen 
dimensiones físicas. En especial, el lado derecho de la ecuación 1 es la razón de dos 
longitudes. El número 

e s 
(2) 

R 

se puede emplear como otra medida del tamaño del ángulo dado. A esta unidad de 
medición se le llama radián. El lado izquierdo de la ecuación 2 es equivalente a 

s = Re, (3) 

que es la relación fundamental entre el radio R, el ángulo central e, medido en radianes, 
y la longitud correspondiente s. Si s = 2'TrR, que es la circunferencia del círculo, 
entonces, de acuerdo con la ecuación 3, () = 2'Tr. En consecuencia, como también hay 
360° en un círculo completo, 

2'Tr radianes equivalen a 360°. (4 ) 

En forma semejante, 'Tr radianes equivalen a 180°, 'Tr/2 radianes a 90°, etcétera. Un 
radián es equivalente a 3600 /2'Tr o sea aproximadamente Sr18°. Se pueden deducir con 
facilidad otras equivalencias entre radianes y grados. De aquí en adelante cuando 
mencionemos ángulos siempre supondremos que están medidos en radianes. 

Los estudiantes que estén acostumbrados a medir ángulos en grados se podrán 
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46 FUNCIONES

preguntar por qué se desea introducir el radián. La razón es que determinadas fórmulas
básicas en el cálculo con funciones trigonométricas toman su forma más simple sólo
cuando se emplean radianes.

Eld,
Y tal
±37
aque

Definición de las funciones trlgonométrlcas e y'
fune
trigt
triái
func
vale
det

En trigonometría se definieron estas funciones para valores de un ángulo. En este libro
se definen para valores de una variable real. Consideremos al círculo unitario que se
muestra en la figura 1.6.2. Dado cualquier número real e, se localiza el punto p(e) en

y

Tab

e rac

sen I

Figura 1.6.2 COS I

la circunferencia de este CÍrculo unitario como sigue. Desde el punto (1, O) se mide la
distancia I el en sentido levógiro si e > 0, y en sentido dextrógiro si e es negativa.
Como en este caso el radio R = 1, se deduce que la longitud de un arco es numérica-
mente igual a la magnitud del ángulo subtendido,medido en radianes. Por tanto, el
ángulo subtendido por el arco que corresponde a e es precisamente el ángulo que tiene
el valor e en radianes. Sean (x, y) las coordenadas del punto p(e). Se definen las seis
funciones trigonométricas como sigue:

tan

Pel

sen e = y, (Sa)

cos e = x, (Sb)

y sen e
x~O (Se)tan e = - = --

x cos e'

eot e x 1 cos e
y tan e sen e' y~O (6a)

see e 1 1
eos e' x~O (6b)x

ese e 1 1
- -

sen e' y ~o. (6e)y

Se (
dorr
núrr
Vea
p(e
pun
toda
de E

ya¡
tric.
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Sa)

Sb)

(Sc)

(6a)

(6b)

(6c)
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El dominio de las funciones seno y coseno es R1• El dominio de las funciones secante
y tangente es R1, excepto aquellos valores de e para los cuales x = 0, o sea, e = ::!:TI/2,
::!:3TI/2, .... El dominio de las funciones cotangente y cosecante es R1, excepto
aquellos valores de e para los cuales y = 0, que son e = 0, ::!:TI, ::!:2TI, ....

Como las demás funciones trigonométricas se pueden expresar en términos de sen
e y cos e, es natural concentrar nuestra atención principalmente en estas dos últimas
funciones, y hasta cierto punto en la función tangente. Los valores de las funciones
trigonométricas para e = TI/6, '1T/4, Y TI/3 se pueden encontrar fácilmente a partir de
triángulos como los de la figura 1.6.3. La tabla 1.1 contiene los valores de las
funciones seno, coseno y tangente para diversos valores de e. Naturalmente, los
valores de las seis funciones para cualquier e se pueden obtener con una calculadora
de bolsillo.

Tabla 1.1 Valores de sen e, cos e y tan e para diversos valores de e.

O
TI 71' 71' 71' 271' 371' 571' 3TI

2TIe radianes - TI -
6 4 3 2 3 4 6 2

8 grados 0° 300 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 2700 360°
1 Y2 V3 V3 Y2 1

sen e O - - - 1 - - - O -1 O
2 2 2 2 2 2

V3 Y2 1 1 Y2 V3
cos e - - - O -- -- -- -1 o 1

2 2 2 2 2 2
V3 V3 no -V3 V3 no

tan e O - 1
definido

-1 -- O definido O
3 3

Periodicidad

Se dice que una función f es periódica y que su periodo es p, si para cada x en el
dominio de f el punto x + p también está en el dominio de i. y f(x + p) = f(x). Al
número mínimo positivo p que tenga esta propiedad se le llama periodo fundamental.
Veamos las funciones trigonométricas. Si se aumenta el número e en 2TI, el punto
p(e + 2TI) de la circunferencia del círculo unitario está en la misma posición que el
punto p(e) y por tanto tiene las mismas coordenadas (véase figura 1.6.4). Por tanto
todas las funciones trigonométricas son periódicas de periodo 2TI para todos los valores
de e para los cuales están definidas. Esto es,

sen(e + 2TI)

cos(e + 2TI)

sen e,

cos e,

y así sucesivamente. En consecuencia, es suficiente conocer las funciones trigonorné-
tricas para e en el intervalo [0, 2TI] para determinar esas funciones en los demás puntos.

~'
1

(a)

~l

.J3
(b)

Figura 1.6.3

(7)

(8)
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48 FUNCIONES 

Figura 1.6.4 

Un examen detenido de las funciones tangente y cotangente muestra que estas dos 
funciones son realmente periódicas, con un periodo menor igual a TI. Véase problema 
17. Por tanto, TI es el periodo fundamental de la tangente y de la cotangente; 2TI es el 
periodo fundamental de las otras cuatro funciones. 

Funciones pares e Impares 

Si el punto P(8) tiene coordenadas (x, y), entonces, de acuerdo con la figura 1.6.5, es 
obvio que el punto P( - 8) tiene coordenadas (x, - y). Por tanto, 

cos ( - 8) = x = cos 8, (9) 

y 

Figura 1.6.5 

de modo que la función coseno es función par. También 

sen ( - 8) = - y = - sen O, (10) 
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- y 
tan ( - e) = - = - tan e, 

x 

1.6 FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 49 

(11) 

y por tanto las funciones seno y tangente son funciones impares. Se pueden deducir 
relaciones semejantes para las demás funciones trigonométricas. Nótese, por ejemplo, 
que si la gráfica de la función seno se conoce para e en [0, 1T], entonces se puede usar 
el hecho de que es impar para tener la gráfica en [- 1T, O], Y se puede emplear su 
periodicidad con periodo de 21T para obtener la gráfica para los demás valores de e. 

Gráficas de las funciones trigonométricas 

En las figuras 1.6.6 a 1.6.11 se muestran las gráficas de las seis funciones trigonomé­
tricas. Las funciones seno y coseno están acotadas y su imagen es [- 1, 1]. Las demás 
funciones trigonométricas no tienen cota; la imagen de las funciones tangente y 
cotangente es (- 00,00), y la de las funciones secante y cosecante es (- 00, - 1] U [1,00) . 

2". 8 

Figura 1.6.6 Función seno. 

-3 

I 
I 

2 

I( e=~i 

Figura 1.6.8 Función tangente. 

y 

Figura 1.6.7 Función coseno. 

- 1 

\ 

- 2 

-3 

I 
I 

8="'1\ 
I 
I 
I 
". 

Figura 1.6.9 Función cotangente. 
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1 

-1 

- 2 

-3 

1 , 2 
, 

¡n , 
, , 

- 1 

- 2 

-3 

y , , , , 
8=2,,-' , 

, , , 
6,2,,-:n : , , 

8=,,- , , 
, , , , 
, I 

Figura 1.6.10 Función secante. Figura 1.6.11 Función cosecante. 

Identidades 

Hay muchas relaciones entre las seis funciones trigonométricas . Suponemos que el 
lector está razonablemente familiarizado con las identidades trigonométricas comunes. 
Algunas de las más importantes se mencionan aquí como referencia. 

Identidades pitagóricas. Como el punto P(S) siempre está en el círculo unitario X2 + 
y2 = 1, la consecuencia inmediata es que 

sen 2 S + cos 2 S = 1. (12) 

Dividiendo entre cos2 S y sen2 S respectivamente, se obtiene 

1 + tan 2 S = sec2 S, 1 + cot 2 S = csc2 S. (13) 

Fórmulas de traslación. Si las coordenadas del punto P(S) son (x, y) entonces las 
coordenadas del punto P(S + 'IT12) son ( - y, x) , y por tanto 

cos (S + ~) = - y = - sen S (14) 

y 

sen (S + ~) = x = cos S. (15) 

Así, por ejemplo, se puede obtener la gráfica de la función coseno trasladando la gráfica 
de la función seno una distancia 'IT12 hacia la izquierda. Esto se muestra en la figura 
1.6.12. 
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Ley de los cosenos. Sean a, b y e los lados de un triángulo, y sea e el ángulo opuesto
al lado c. Véase figura 1.6.13. Entonces

c2 = a2 + b2 - 2ab cos e. (16)

Lnlchl
8 I

a

Figura 1.6.12 Figura 1.6.13

Esta fórmula se puede deducir directamente usando trigonometría (véase problema 33).

Fórmulas para sumas y restas. Sean e y <1>números reales cualesquiera. Entonces

e el
cos( e + <1» = cos ecos <1>- sen e sen <1>, (17)

es.

cos( e - <1» = cos ecos <1>+ sen e sen<l>, (18)

+ sen( e + <1» = sen ecos <1>+ cos e sen <1>, (19)

12) sen(e - <1» = sen ecos <1>- cos e sen <1>. (20)

13)

las

14)

15)

lea
ura

Estas identidades deben ser muy familiares para el lector y son fundamentales. Se
deducen en los problemas 34 y 35. Nótese que las identidades de traslación (14) y (15)
se pueden deducir haciendo que <1>= 'IT12 en las ecuaciones 17 y 19, respectivamente.

Fórmulas para ángulos dobles. Si se hace <1>= e en las ecuaciones 17 y 19, se obtiene

cos 2e = cos? e - sen? e, (21)

(22)sen 2e = 2 sen e cos e.

Mediante el teorema de Pitágoras, podemos también expresar a cos 2e en la siguiente
forma:

cos 2e 1 - 2 sen? e (23)

o también

cos 2e = 2 cos? e-l. (24)
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52 FUNCIONES

Fórmulas para la mitad de un ángulo. Si en las ecuaciones 23 y 24 hacemos que
e = <1>/2, y a continuación despejamos sen <1>/2 y cos <1>/2, respectivamente, obtenemos

<1> ± ~ 1 - ;os <1>, (25)sen -
2

cos ~ = ± ~1 + ;os <1>. (26)
2

fu
ca
ex
fu
se
te:

La elección del signo + o - depende del cuadrante en el que se encuentre <1>/2. Por
ejemplo,

'11" 1'11"
sen - = sen - - =

4 22
- cos '11"/2 1

2 - vI2'
-p
En
pa

y

1 3'11"
cos - - =2 2

3'11"
1 + cos-

2
res

3'11"
cos-

4

la

2

Fórmulas para productos. Si sumamos las ecuaciones 17 y 18 obtenemos

cos ecos <1> = H cos (e + <1» + cos (e - <1»]. (27)

Restando la ecuación 17 de la 18, el resultado es

sen e sen <1> = Hcos(e - <1» - cos(e + <1»1. (28)

y finalmente, sumando las ecuaciones 19 y 20 obtenemos

sen ecos <1> = Hsen(e + <1» + sen(e - <1»]. . (29)
En
la 1

Esta lista de identidades de ninguna manera es exhaustiva; sin embargo es sufi-
ciente para la mayor parte de nuestros fines. Nótese que conociendo las identidades
(9), (10), (12), (17) Y (19),

9.

10

11
cos( - e)

sen( - e)

sen ' e + cos? e

cos e,

-sen e, 12

1, 13

cos( e + <1» cos ecos <1> - sen e sen <1>,

sen( e + <1» = sen ecos <1> + cos e sen <1>, 15.

las demás identidades, a excepción de la ley de los cosenos, se pueden deducir con
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facilidad. También será útil familiarizarse con las gráficas de las funciones, al menos
las de seno, coseno y tangente.

Terminaremos esta sección con una. observación acerca de la clasificación de las
funciones. Una función real i.de variable real x se llama algebraica si f(x) se puede
calcular efectuando un número finito de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y
extracción de raíces con la variable x. Todos los polinomios, funciones racionales y
funciones radicales son funciones algebraicas. A las funciones que no son algebraicas
se les llama trascendentes. Las funciones trigonométricas son funciones trascenden-
tes, aunque no demostraremos esto aquí.

7)

En los problemas 9 a 14 hacer un esquema de la gráfica de
la función dada.

9. f(X) = sin 2x, O :S X :S 21T

10. f(x) = 2 sin h, O :S X :S 41T

PROBLEMAS 53

PROBLEMAS

En los problemas 1 a 8 emplear las identidades del texto
para evaluar la cantidad que se presenta. Comprobar las
respuestas con una calculadora para evaluar directamente
la función dada.

(
21T 31T)

2. cos 3 -21. sen(~ + ¡)
(
1T 51T)

3. sen 3"- 4 (
71T 71T)

4. cos 6 + 4
1T

5. sen 8" 1T
6. cos 8"

8) 1T
7. cos 12

1T
8. sen 12

9)

f¡-
es

n

11. f(x) -2 cos (x - ¡), O :S X :S 21T

12. f(x) 3 cos (2X - ¡), -1T:SX:S1T

13. f(x) = 2 sen 3x, O :S X :S 21T

14f(x) = [sin x], -1T:S x:s 1T

15. A partir de las definiciones, demostrar que la función
secante es función par, y que las funciones cosecante
y cotangente son funciones impares.

16. A partir de las definiciones, demostrar que si n es
entero positivo, entonces cada una de las funciones
trigonométricas es periódica y su periodo es 2n1T; esto
es, por ejemplo, demostrar que sen(9 + 2n1T) = sen
9.

17. Localizar en el círculo unitario los puntos P(9) y
P(9 + 1T).Con las coordenadas de esos dos puntos,
demostrar que tan (9 + 1T)= tan 9, y que cot(9 + 1T)
= cot 9. En consecuencia, las funciones tangente y
cotangente son periódicas, y su periodo es 1T.

En los problemas 18 a 21 encontrar el periodo fundamental
de la función dada.

18. f(x) = sen 2x 19.f(x) = sen !x
20. f(x) = 3 cos 3x 21·.f(x) = 2 cos(:\x+4)

22. Demostrar que las funciones f(x) = ax + by f(x) =
ax2 + bx + e, a i= O, no son periódicas. De modo
más general se puede demostrar que la única fun-
ción racional que es periódica es la función cons-
tante f (x) = e, que puede tener cualquier periodo.

Deducir cada una de las identidades de los problemas 23 a
26 haciendo 9 = (x + y)12 Y <1> = (x - y)12 en las fórmulas
(27) a (29).

23.cos x + cos y 2 cos (x ; y) cos (x ; y)

24.cos x - cos y - 2 sen (x ; y) sin (x ; y)

25. sen x + sen y = 2 sen (x ; y) cos (x ; y)

26. senx - seny = 2 sen (x ; y) cos (x ; y)
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54 FUNCIONES 

27. Si a sen e + b cos e = R sen(e + 8) para toda e, siendo 
a, b y 8 constantes, demostrar que R = -Va2 + b2 , Y 
que 8 es el ángulo tal que cos 8 = a/R, y que sen 8 = 
b/R. La función f(e) = R sen (e + e) es periódica con 
periodo 2'TT, y su imagen es [- R, R]. Su gráfica es 
una curva del seno comprendida entre y = - R Y Y = 
R, Y está desplazada una distancia 8 a la izquierda del 

Figura 1.6.14 

origen (veáse figura 1.6.14). Los números R y 8 se 
llaman amplitud y ángulo de fase, respectivamente, 
de la función periódica. 

28. Se tiene f(e) = sen ae, en donde a es una constante 
positiva ll amada frecuencia. Demostrar que el perio­
do de f(e) es 2'TT/a; por tanto el periodo disminuye a 
medida que la frecuencia aumenta. Para las demás 
funciones trigonométricas se tienen resultados seme­
jantes. 

En los problemas 29 a 32 emplear el resultado del proble­
ma 27 para expresar cada una de las sumas o diferencias 
en la forma R sen (e + 8). A continuación bosquejar la 
gráfica de la función dada. 

29. sen e + V3 cos e 
3 

30-v'2 (sen e - cos e) 

31. 3 sen a - 2 cos a 32. - sen e + cos e 

33. Para deducir la ley de los cosenos, se traza una per­
pendicular al lado a que pase por el vértice opuesto a 
él, como en la figura 1.6.13. Sea h la longitud de esta 
perpendicular. Empleando trigonometría y el teorema 
de Pitágoras obtener el resultado que se desea. 

34. En este problema describiremos a grandes rasgos la 

deducción de la identidad cosca - c!» = cos ecos c!> 
+ sen a sen C!>. A partir de ella se deduce la identidad 
para cosca + c!» sustituyendo c!> por - C!>. Analizando 
la figura l.6.15, 

(a) Deducir una ecuación para e2 empleando la ley de 
los cosenos. 

(b) Deducir una ecuación para e2 empleando la fórmu­
la para la distancia entre dos puntos . Nótese que 
las coordenadas de p(e) son (cos e, sen e), y las de 
P(c!» son (cos C!>, sen c!». 

(c) Igualar las dos ecuaciones para obtener el resulta­
do deseado. 

y 

x 

Figura 1.6.15 

35. Deducir la identidad 

sen(e - c!» = sen ecos c!> - cos a sen c!> 

empleando el resultado del problema 34 y las ecua­
ciones 14 y 15. La identidad para sen(a + c!» es 
consecuencia de remplazar a c!> por - C!>. 

En los problemas 36 y 37 demostrar la identidad que 
aparece; suponer que h =fe O. 

36. sen(x + h) - senx _ sen(h/2) cos (x +!!.) 
h - h/2 2 

37. cos(x.+ h) 
h 

cos x = _ sen(h/2) sen (x + !!.) 
h/2 2 

38. Si f(x) = -VI - cos2 x, calcular f('TT/4), f (3'TT/4), 
f(5'TT/4), y f(7'TT/4). ¿Para cuál de esos valores dex se 
cumple que f(x) = sen x? 
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PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 8 hacer un bosquejo de la gráfica de 
la ecuación dada. 

1. 3x - 2y = 12 2. x + 3y :S O 

3. 2X2 + 2y2 - 4x + 8y + 1 = O 

4. X2 + y2 - 6x + 2y > 6 

S. x + Ix l = y + Iyl 6. Iy + 21 = Ix - 31 
7. Y = 11 + 2 cos x l 8. Iy l = 1 + 2 cos x 

En los problemas 9 a 16 determinar el dominio X y la 
imagen ¡(X) de la función dada. También, hacer un esque­
ma de la gráfica de y = ¡(x). 

9. f(x) = x + 3 
x + 1 

10. f(x) = 13x - 41 

11. f(se;= x sin 2x 12. f(x) = [senxD 

13. f(x) = Ixl - Ix - 11 
14. f(x) = 13 - x l + 15 + 2x l 

15. f(x) = 2 - x - X2 16. f(x) = 12 - x - x21 

En los problemas 17 a 24, determinar el conjunto de 
números que satisfacen la desigualdad dada. Expresar la 
respuesta en forma de intervalo, o de unión de intervalos. 

17. X2 ~ 16 
2 1 18. 3 - - :S 1 + -
x x ' 

x#O 

19. -7 < ~ + x < 5· x # O 
x ' 

20. 12x - 31 < Ix + 11 21. 13x + 11 ~ 2 

22. 2 < X2 + X < 6 23. cos 2x ~ ! 

24. sen(x - 7T /6) :S ! 
25. Deducir la ecuación de la recta que pasa por el punto 

(2, 5) que sea paralela a la recta x + 2y = 4. 

26. Deducir la ecuación de la recta que pasa por el punto 
(- 2, 1) Y que sea perpendicular a la recta 2x - 3y = 6. 

27. Deducir la ecuación del círculo con centro en ( - 3, 1) 
que pase por el punto (2, 3). 

28. Deducir la ecuación del círculo con centro en (3, 2) 
que sea tangente al eje y. 

29. Deducir una ecuación que satisfagan todos los puntos 
que estén a una distancia de (-1, 3) que sea el doble 
de su distancia a (4, 2). 

PROBLEMAS 55 

30. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los pun­
tos tales que sean equidistantes del origen y de la recta 
x = - 2. 

En los problemas 31 a 38 bosquejar la función dada y 
determinar su dominio X y su imagen ¡(X) en forma de 
intervalo o de unión de intervalos. 

31. f( x ) = [xD + x 32. f( x ) = [xD - 2x 

33. f( x ) = x(x - 4)(x + 4)/4 
¿Es esta función par, impar, o ninguno de los dos 
casos? 

34. ¡(x) = I ~ - 16xl /4 

¿Es esta función par, impar, o ninguno de los dos 
casos? 

35. f(x) x~1 

36. g(x) 

4 - X2 
37. f(x) = - -

X 

X2 - 4 
38. f(x) = --

X2 

x~1 

En los problemas 39 a 42 hacer un esquema de la gráfica 
de la función dada. 

39. f(x) 

40. f(x) 
1 - cos 2x 

2 

41. f( x ) = 2 tan 2x 

42 . f(x) = ~tan (2X + ¡) 
En los problemas 43 y 44 deducir una expresión que sea 
equivalente a la función dada. 

43. sen2x en términos de tan x 

44. csc2x en términos de sec x 

45. Si b > a > O, demostrar que 

b2 > ab > a2
, 

y que 
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56 FUNCIONES 

1 1 
->­a b· 

¿Es válido alguno de los dos resultados si se sustituye 
la condición de que b > a > O por la condición de que 
b > a? 

46. Si a y b son números reales no negativos, demostrar 
que si a2 < b2, entonces a < b. 

Sugerencia: b2 - a2 = (b - a)(b + a). 

47. Demostrar que si a > O Y b > O, entonces -1a + % ~ 
~. 

Sugerencia: demostrar que (-1a + %)2 ~ a + b, Y a 
continuación usar el resultado del problema 46. 
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Capítulo 2 

El cálculo se desarrolló como medio para resolver dos 
tipos de problemas, que desde la antigüedad habían 
aparecido en diversas formas. A continuación se pre­
sentan ejemplos de estos problemas. 

1. Si un objeto se mueve en una recta de tal modo 
que su posición s y el tiempo t se relacionan 
mediante la ecuación s = f(t) para una función 
f dada, calcular la velocidad del objeto en cual­
quier tiempo. 

2. Si f es una función dada, calcular el área limi­
tada por la gráfica de y = f(x), el eje x y las 
rectas verticales x = a y x = b .. 

El primero de los problemas se resuelve mediante 
el proceso de derivación, y el segundo mediante el 
proceso.de integración. El primer curso de cálculo se 
ocupa principalmente de aclarar la naturaleza de estos 
dos procesos, de desarrollar técnicas por medio de las 
cuales se puedan usar con eficiencia y de indicar algu­
nas de sus aplicaciones. 

Tanto la derivación como la integración son pro­
cesos de límite; esto es, dependen de un concepto mate­
mático que se conoce como límite. En este capítulo 
describiremos el concepto, presentando primero algu­
nos de los conceptos matemáticos de modo intuitivo, y 
después refinando estas ideas y tratándolas con más 
detalle. En los capítulos 3 y 6, respectivamente, regre­
saremos al estudio de la derivación y de la integración. 

, 

CALCULO 

Límites 
y funciones 
continuas 
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58 LÍMITES Y FUNCIONES CONTINUAS 

2.1 LA APARICiÓN NATURAL DE LAS 
OPERACIONES DE LíMITE 

El concepto matemático de límite es un refinamiento de una noción intuitiva que se 
presenta con frecuencia en nuestras vidas cotidianas: Comenzaremos con un ejemplo. 

Velocidad 

Imaginémonos una partícula (protón, automóvil, cohete) que se mueve en una línea 
recta, el eje s. Supongamos que conocemos la posición s de la partícula con respecto a 
un origen fijo en cada instante t; esto es, conocemos s = f(t). Nuestra experiencia con 
los objetos en movimiento nos da una idea intuitiva de la velocidad; pero ¿qué significa 
exactamente hablar de la velocidad v de la partícula en el tiempo t , y cómo podemos 
calcular esta velocidad? 

EJEMPLO 1 

Gali leo (1564-1642) descubrió que la posición de un cuerpo que cae libremente está 
dada aproximadamente por 

s = 16t\ t;::: 0, (1) 

donde s se mide en pies y t en segundos. Suponiendo que la ecuación 1 describe en 
forma correcta la posición de determinado cuerpo que cae, calcular su velocidad 
promedio para los intervalos de tiempo desde t = 1 hasta t = 2, Y desde t = 2 hasta 
t = 3, respectivamente. También, calcular la velocidad cuando t = 2. 

La velocidad promedio durante el intervalo de tiempo [1, 2] es el cambio de 
posición durante este intervalo, dividido entre el tiempo transcurrido. Así, empleando 
una notación obvia, 

64 
vp (1, 2) = 2 

Análogamente, para el intervalo [2, 3] 

16 
48 pie/seg. 

1 

v (2 3) = 144 - 64 = . 80 pie/seg. 
p' 3 - 2 

El cálculo de la velocidad cuando t = 2 es algo más difícil , porque es natural que no 
tenga sentido formar la razón del cambio de la posición al tiempo transcurrido en un 
instante. Lo que podemos hacer es calcular la velocidad promedio durante un intervalo 
de tiempo muy corto. Por ejemplo, si t > 2, entonces la velocidad promedio durante el 
intervalo [2, t] es 
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2.1 LA APARICiÓN NATURAL DE LAS OPERACIONES DE LÍMITE 59

(2 ) = 16t2 - 64
u, ,t t _ 2 '

Igualmente, si t < 2, entonces la velocidad promedio para el intervalo [t, 2] es

(2)t> 2.

64 - 16t2
vp (t, 2) = 2 '- t

Como los lados derechos de las ecuaciones 2 y 3 son los mismos, la velocidad promedio
durante cualquier intervalo que principie o termine en 2 está dada por

° ~ t < 2. (3)

v = h(t) = 16t
2

- 64
p t - 2 ' t 2: 0, t ~ 2. (4)

Obsérvese que hemos empleado una notación funcional para expresar a vp en términos
del extremo del intervalo de tiempo. El dominio de la función h es [0, 2) u (2, 00).
Debemos excluir a t = 2 porque, como se hizo notar antes, la razón no tiene significado
entonces. Sin embargo, ¿qué sucede si asignamos valores a t que sean cercanos a 2? En la
tabla 2.1 se presentan algunos resultados. Hasta con un examen superficial de los datos
de la tabla se aprecia que a medida que se le da a t valores más y más cercanos a 2, la
velocidad promedio toma valores más y más cercanos a 64. Esta conclusión es más
evidente si factorizamos el numerador del lado derecho de la ecuación 4 y escribimos

e está
Tabla 2.1 Velocidad promedio,
de acuerdo con la ecuación 4, para

(1) diversos intervalos de tiempo.

Intervalo de tiempo vp
'be en
cidad 1 [1,2] 48
hasta 1.5 [1.5, 2] 56

1.9 [1.9, 2] 62.4
io de 1.99 [1.99,2] 63.84
eando 1.999 [1.999,2] 63.984

2.001 [2,2.001] 64.016
2.01 [2,2.01] 64.16
2.1 [2,2.1] 65.6
2.5 [2,2.5] 72
3 [2,3] 80

ue no
en un
rvalo
nte el

= 16(t - 2)(t + 2) = 16(t + 2)
~ t-2 '

t 2: 0, t ~ 2. (5)

Obsérvese que t = 2 se debe seguir excluyendo de nuestra consideración, ya que la
ecuación 5 se deduce a partir de la ecuación 4. Sin embargo, no cabe duda ahora que
Vp toma valores más y más cercanos a 64 a medida que a t se le asignan valores más y
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60 LÍMITES Y FUNCIONES CONTINUAS 

t=10 t=6 
\ I 

( .. t .. ~ 
t=0-~t=3 

______ ~~I--~I--~I __ ~I~~I ~I~~I __ ~I _____ ~ 
-1 O 1 2 3 4 5 6 

(al (bl 

Figura 2.1.1 (a) Partícula que se mueve a lo largo de una recta. 
(b) Posición de la partícula como función del tiempo. 

más cercanos a 2. ¿Tiene sentido ahora decir que la velocidad cuando t = 2 es 64 pie/s? 
Al menos de modo tentativo, contestaremos afirmativamente esta pregunta .• 

Regresemos ahora al caso general en el que suponemos que s = f(t). Si el eje s es 
horizontal y está dirigido hacia la derecha, entonces un valor positivo o negativo de s 
corresponde a una posición a la derecha o a la izquierda del origen, respectivamente. 
Por ejemplo, el movimiento podría ser como el que se muestra en la figura 2.1.1a, para 
el cual la gráfica correspondiente de f se muestra en la figura 2.1.1b. La velocidad 
promedio durante el intervalo de tiempo de tI a t2 está dada por 

(6) 

Nótese que la velocidad promedio es el cambio neto de posición dividido entre el 
tiempo transcurrido, lo cual no necesariamente es la distancia recorrida dividida entre 
el tiempo transcurrido. Desde luego que esos dos conceptos serán lo mismo si la 
partícula siempre viaja en la dirección positiva. Para el caso que se presenta en la figura 
2.1.1 la velocidad promedio puede ser positiva, negativa o cero, dependiendo del 
intervalo de tiempo que se considera. A un cociente de la forma (6) se le llama cociente 
de diferencias, y su nombre es explícito en este caso de posición y tiempo. 

Aunque tiene cierto interés, la velocidad promedio durante un intervalo de tiempo 
no da la velocidad de la partícula en un instante específico del intervalo de tiempo. En 
realidad, ¿qué queremos decir con velocidad en un instante to específico, o velocidad 
instantánea en el tiempo to? Tenemos un concepto intuitivo de velocidad instantánea, 
en contraste con la velocidad promedio durante un intervalo de tiempo. Sin embargo, 
se tiene dificultad en la medición de la velocidad instantánea, porque lo que medimos 
(o calculamos) directamente es una velocidad promedio durante un intervalo de tiempo 
de to a t, 

s - So 

t - to 

Jet) - j(to) 
t - to 

t =1= too (7) 

Obsérvese que, como en el ejemplo 1, t puede ser mayor o menor que too Mientras más 
corto sea el intervalo de tiempo más se aproximará la velocidad promedio a nuestro 
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concepto de velocidad instantánea en too Sin embargo, al tratar de tomar intervalos de 
tiempo más y más cortos encontraremos que, independientemente de la exactitud de 
reglas y relojes, la exactitud de nuestras mediciones finalmente dejará mucho que 
desear. Es aquí donde el matemático tiene la ventaja, porque no hay dificultad alguna 
en pensar en intervalos de tiempo, y de distancia, arbitrariamente cortos. Así, lo que 
debemos hacer en la ecuación 7 es asignar valores a t que sean más y más cercanos a 
too Describiremos este proceso diciendo que t tiende a to, Y escribiendo t -7 too Cuando 
t -7to, el numerador y el denominador de la ecuación 7 tienden a cero, y en el punto to 
el cociente tiene la forma indeterminada, sin significado, O/O. Sin embargo, el cociente 
se puede aproximar a un número definido a medida que t -7 too En realidad, se debe 
hacer así si nuestra concepción de velocidad instantánea es realista. 

El proceso que hemos descrito y representado en el ejemplo 1 se puede resumir 
del siguiente modo, empleando la notación que se acostumbra en cálculo: 

(8) 

Así, si el cociente de diferencias, en la ecuación 8, tiene un límite definido cuando 
t -7 to, este número es entonces la velocidad en too 

Es importante comprender cómo se debe interpretar la ecuación 8. Iniciamos con 
una idea conceptual de velocidad en un instante, obtenida de nuestra experiencia 
cotidiana. Podría parecer razonable formular a continuación una definición precisa de 
velocidad, y después idear algunas formas de calcularla. En lugar de ello, calculamos 
una cantidad relacionada, la velocidad promedio durante un intervalo corto de tiempo, 
y a continuación pasamos al límite a medida que se hace más y más corto el intervalo. 
Si con este proceso se obtiene un valor límite definido, entonces definimos a este valor 
como la velocidad en el instante dado. Así, la ecuación 8 es la definición de la velocidad 
en el instante too Aunque esta manera de proceder podrá parecer ambigua al principio, 
nótese que conduce a una fórmula para la velocidad que puede tratar uno de evaluar en 
casos especiales, como lo hicimos en el ejemplo 1. Seguiremos un procedimiento 
análogo en muchos otros casos que encontraremos después. Desde luego que una 
definición como la ecuación 8 debe considerarse al principio en forma tentativa, hasta 
que se pueda determinar si su empleo conduce a algunas inconsistencias. En el caso de 
la velocidad, se cuenta con siglos de experiencia que validan la definición (8). 

Pendiente 

Examinaremos ahora, desde el punto de vista geométrico, el procedimiento que usamos 
para calcular la velocidad de una partícula que se mueve en línea recta. La interpreta­
ción geométrica de la ecuación 7 se muestra en la figura 2.1.2. Los puntos (to, so) y 
(t, s) se indican en la gráfica de s = f(t), y el cociente de diferencias (s - so)/(t - to) 
de la ecuación 7 es precisamente la pendiente de la recta (la recta secante) que pasa por 
estos dos puntos. En otras palabras, dada la posición s de la partícula como función del 
tiempo t, la velocidad promedio durante cualquier intervalo de tiempo es la pendiente de 
la secante que une al par correspondiente de puntos en la gráfica de s = f(t). 
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Figura 2.1.2 

Veamos ahora la interpretación geométrica de la ecuación 8 cuando t -7 too En la 
figura 2.1.3 hemos trazado las rectas secantes cuyas pendientes son 

So 
(9) 

para t2, {4, {ó, .. . mayores que, pero sucesivamente más próximos a to, Y las secantes 
cuyas pendientes son 

s" - SI 

t tl - t i 

So - Ss ---
fa - I s 

(10) 

para t i' (3, l5, ... menores que, pero sucesivamente más próximos a lo. Parece razonable, 
intuitivamente, que estas pendientes tiendan a la pendiente de la recta que es "tangen­
te " a la gráfica de s = f(t) en (to, so). En efecto, así es como definimos la pendiente m 
de la recta tangente* a una curva en un punto, a saber 

so 

(ti' 51) 

to Figura 2.1.3 Rectas secantes que 
tienden a la línea 
tangente cuando t --7 too 

* El problema de determinar la recta tangente a una curva dada fue considerado por lo griegos, pero s610 con 
éx ito. en unos cuan tos casos especiales. Por ejemplo, Apolonio de Perga Ce. 262-190 A. C.) sabía c6mo 
construir tangentes a secciones cónicas. 

D.:scartes y Fermat hallaron un método general para encontrar tangentes . La soluci6n de Descartes estaba 
en su tratado gene ral de geometría analítica (1637), pero la soluci6n de Fermat no fue publicada sino hasta 
1679. Sin embargo, otros matemáticos conocían el trabajo de Fermat a través de su correspondencia, yes 
algo más aproximado al punto de vista moderno. Sin embargo, ni Descartes ni Fermat percibieron en forma 
sati sfac tori a la necesidad de una operaci6n de límite. 
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1
, s - So 

m = lm---
(~I() l - lo 

1
, f(t) f(to) 
1m '-'--'-----''-'--:..:.. 
(-fU t to 

( 11 ) 

Comparando la ecuación 11 con la ecuación 8 llegamos a la conclusión de que los 
problemas para calcular la velocidad de una partícula en movimiento y para determinar 
la pendiente de la tangente a una curva son matemáticamente idénticos . Es un hecho 
de primordial importancia, ya que proporciona un enlace entre la mecánica y la 
geometría, que puede ser útil para estudiar ambas disciplinas. De mayor importancia 
es el hecho de que ilustra el papel unificador de las matemáticas. Cuando se dan 
cantidades fundamentales tanto en matemáticas (velocidad) como en geometría (pen­
diente) mediante el mismo proceso matemático, con seguridad es aconsejable estudiar 
el proceso y sus propiedades para aplicar a continuación los resultados en ambos 
campos . En realidad, a medida que avancemos, encontraremos muchas otras áreas en 
las que se pueden emplear los mismos resultados matemáticos. 

EJEMPLO 2 

Calcular la pendiente m de la recta tangente a la gráfica de y = 4 - X 2 en el punto (1,3). 
En la figura 2.1.4 se muestra la gráfica de y = 4 - X2. La pendiente m,.(x) de la 

secante que une al punto (l, 3) con el punto arbitrario (x, y) es 

Y 3 4 - X 2 3 
m s(x) = --- = 

x - 1 x - 1 

Factorizando el numerador obtenemos 

1 - X 2 

X - 1 ' 

ms(x) = (1 - x)(1 + x) 
x - 1 

-(1 + x) , 

Figura 2.1.4 

x =1' 1. 

x=l'l. 

Ahora es fácil ver que si se asignan valores de x más y más cercanos al, entonces m,(x) 
toma valores más y más cercanos a - 2. En consecuencia, 

m = lím ms(x) = - 2 
x-l 

es la pendiente de la recta tangente en (1 , 3). Esta recta tangente tiene la ecuación 

y - 3 = - 2(x - 1) 
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lP " 

Figura 2.1.5 
Sistema vibratorio 
de resorte y masa. 

o bien 

2x + y = 5 .• 

EJEMPLO 3 

Bajo determinadas condiciones, la masa que se muestra en la figura 2.1.5 oscila de tal 
manera que para todo tiempo t su posición es 

s = Jet) = 2 cos t. 

Calcular la velocidad v de la masa cuando t = to = 2'IT/3. 
En la figura 2.1.6 se muestra la gráfica de s = 2 cos t. La velocidad promedio de 

la masa durante un corto intervalo de tiempo entre 2'IT/3 hasta t está dado por el cociente 
de diferencias 

f(t) - f(2'IT /3) 
t - 2'IT /3 

2 tos t - 2 cos(2'IT/ 3) 

t - 2'IT/3 

Tabla 2.2 Velocidad promedio vp(t), 
de acuerdo con la ecuación 12, 
para diversos valores de t. 

t Vp (t) 

~ =:; 1.57080 2 . - 1.909859 

2.0 - 1.776642 

2.05 -1.753676 

2.09 -1.734243 

2.094 -1.732248 

2.0943 -1.732098 

2.0944 -1.732048 

2.0945 -1.731998 

2.095 -1.731748 

2.1 -1.729239 

2.15 -1.703363 

5'IT =:; 2.61799 
6 

-1.398114 

Nota: 27r/3 == 2.094395; 
V3 == 1.732051. 

Figura 2.1.6 Posición de la masa como 
función del tiempo. 
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2 cos t + 1
t - 27r/3 '

PROBLEMAS 65

27r
t~3' (12)

en las que t puede ser mayor o menor que 27r/3. En este caso no podemos simplificar
la última expresión de la ecuación 12 factorizando, como lo hicimos en los ejemplos
anteriores. Sin embargo, si evaluamos vp(t) para valores de t cercanos a 27r/3, obten-
dremos los datos de la tabla 2.2. De acuerdo con esos resultados parece que vp(t) tiende
a un valor cercano a - 1.73205 cuando t -727r/3. Por tanto, llegamos a la conclusión
de que este valor es la velocidad de la masa cuando t = 27r/3. En efecto, es posible
demostrar que v = --{3 cuando t = 27r/3 .•

Para terminar esta sección, subrayaremos la naturaleza tentativa de la conclusión
que sacamos en el ejemplo 3. Si bien parecen convincentes los datos de la tabla 2.2, se
debe tener cuidado al sacar conclusiones firmes únicamente a partir de cálculos
numéricos. Para trabajar con límites de una manera más segura, necesitamos establecer
un mejor entendimiento de las propiedades básicas de los límites. Éste es el objeto de
las siguientes secciones.

PROBLEMAS

En los problemas del 1 al 4 se da la posición s de una
partícula como función del tiempo t. Para el instante to
dado, calcular en cada caso, la velocidad promedio vp

durante el intervalo [to, t] y la velocidad v en to.
1. s = 5t2 - 3, to = 1

2. s = t2 + 3t, to = 2

to = 2

4. s = tl - 3t + 4. lo = 3
En los problemas del 5 al 10, calcular la pendiente m de la
recta tangente a la gráfica de cada una de las ecuaciones
siguientes. También deducir la ecuación de la recta tan-
gente.
S. y = 3x2 + 1;

6. Y = Xl + 1;

(1,4)

(-1, O)

(2, 6)7. Y = 2X2 - 3x + 4;

1
(2,1)8. Y x

,

5
(2, 1)9. Y = x + 3;

x - 3
(2, -!)10. Y = x + 2;

11. (a) Demostrar que si s = 16r como en el ejemplo 1,
entonces la velocidad promedio en cualquier inter-
valo de tiempo es igual a la velocidad instantánea
en la mitad de dicho intervalo.

(b) Si s = r3, determinar la velocidad instantánea en el
punto t = to. También, determinar la velocidad
promedio en el intervalo [to - T, to + T]. Nótese
que en contraste con-la parte, (a), estas dos cantida-
des no son las mismas, aunque la velocidad promedio
tiende a la velocidad instantánea cuando T -7 O.

12. El área S de la superficie de una esfera se relaciona
con el radio r mediante S = 4'TT?

(a) Determinar la rapidez promedio a la cual S cambia
cuando r cambia de ro a ro + h.

(b)Determinar la rapidez instantánea a la que cambia
S cuando cambia r, siendo r = ro.

(e) Determinar la rapidez a la que cambia S cuando
cambia r, siendo r = 2.

13. Si se arroja un objeto verticalmente hacia arriba desde
la superficie de la Tierra con una velocidad inicial vo,
y si se considera constante a la fuerza de gravedad, y
si no se tienen en cuenta las demás fuerzas, entonces
la posición s del objeto en el tiempo t está dada por
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s = - !gt2 + vot

en la cual g es la aceleración de la gravedad.

(a) Definiendo y examinando un cociente adecuado
de diferencias, calcular la velocidad del objeto en
cualquier tiempo t.

(b) Determinar el tiempo en el que el objeto alcanza
su altura máxima.

En los problemas del 14 al 21 formar el cociente de
diferencias [f(x) - f(xo)]l(x - xo). Calcular el valor de
este cociente para varios valores de x cercanos a Xo y
estimar el valor límite cuando x ---7Xo.

I~. f(x) =~, Xo = 1

1:'. f(x) W+5, Xo = 2

16. f(x) 1/vX2+1, Xo = 1

n. f(x) (X2 - 5)3'2, Xo = 3

f(x) = sen x,
TI

11'.. Xo = '6

14. f(x) = tan x,
3TI

Xo = 4

20. f(x) = cos2x,
TI

Xo = '6

:1. f(x) = sen 2x,
TI

Xo = '3

22. La atracción gravitacional de la Tierra sobre una
partícula en el espacio a una distancia r del centro del
planeta está dada por f(r) = GMm/?, siendo M la
masa de la Tierra, m la masa de la partícula y G ;;=6.67
X 10-11 N . m2/kg2 la constante de gravitación uni-
versal. Calcular la rapidez a la que cambia la atracción
gravitacional- con r cuando la partícula está a una
distancia ro del centro de la Tierra. Nótese que la
fórmula dada para f(r) no se aplica a menos que la
partícula esté arriba de la superficie terrestre, esto es,
a menos que r sea mayor que aproximadamente 6370
kilómetros.

2.2 LíMITE DE UNA FUNCiÓN

En los ejemplos de la sección 2.1 tratamos de calcular la velocidad de una partícula en
movimiento en determinado momento, o la pendiente de la recta tangente a una curva
en un punto dado. En cada caso, fue necesario finalmente tener en cuenta el compor-
tamiento en el límite de determinada razón o cociente de diferencias, a medida que a
la variable independiente se le daban valores más y más cercanos a determinado valor
especial. He aquí algunos ejemplos más de este tipo de operación de límite.

EJEMPLO 1

Calcular la pendiente m de la recta tangente a la gráfica de

y = g(x) = O.5x3 + 1 (1)

en el punto (- 1, 0.5). En la figura 2.2.1 se muestra la gráfica de esta función.
Procediendo como en la sección 2.1, calcularemos primero la pendiente mJx) de

la secante desde el punto (- 1, 0.5) hasta algún otro punto (x, y) de la gráfica. Esta
pendiente la da el cociente de diferencias

( )
_ g(x) - g(-l)

msx - x-(-l)

Par
el 1
con
tier
fon
el r

En1

De
cu:
de

es
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Figura 2.2.1 

0.5x' + 1 - ( - 0.5 + 1) 
x + 1 

x 3 + 1 

2(x + 1)' 
x ~ - 1. 
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(2) 

Para calcular la pendiente de la tangente debemos hacer tender x ----t - 1 Y determinar 
el límite del cociente de diferencias (2) . En su forma actual no está claro cómo se 
comporta este cociente a medida que x ----t - 1; tanto el numerador como el denominador 
tienden a cero a medida que x ----t - 1, Y en el límite x = - 1 el cociente adquiere la 
forma indeterminada O/O. Sin embargo, se puede superar la dificultad si notamos que 
el numerador se puede escribir en la siguiente forma : 

Entonces 

(x + 1)(x2 - X + 1). 

(x + 1)(x2 - X + 1) 
2(x + 1) 

X2 X + 1 

2 
x ~ -1. (3) 

De acuerdo con la ecuación 3 no es difícil ver que ms toma valores cercanos a ~ 
cuando a x se le asignan valores cercanos a-l . Por tanto, llegamos a la conclusión 
de que 

x 3 + 1 
m = lím ms(x) = lím 2( 1) 

x- - 1 x- - 1 X + 

es la pendiente de la recta tangente deseada. _ 

3 
2 

(4) 
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EJEMPLO 2 

Calcular la pendiente m de la tangente a la gráfica de 

y = sen x 

en x = O. 
En la figura 2.2.2 se ve una parte de la gráfica de la función seno. De nuevo, 

primero determinaremos la pendiente ms de la secante desde el origen hasta algún otro 
punto (x, sen x) de la gráfica. Esta pendiente es 

sen x - O 
ms(x) = x - O 

sen x 
x 

x 'i= O. (5) 

Para calcular la pendiente de la recta tangente debemos hacer que x -----7 O Y determinar 
el límite de ms(x). Como no hay un modo obvio de simplificar la expresión para mS<x) 
en la ecuación 5, sólo podemos estimar el límite por medio de cálculos numéricos . El 
lector debe evaluar m,,(x) para algunos valores de x cercanos a O; recuérdese que x está 
en radianes. Después de hacer esto, parecería plausible que 

sen x 
m = lím ms(x) = Iím -- = lo 

x-+O x-o x 
(6) 

Provisionalmente, aceptaremos por ahora esta conclusión, y la demostraremos en la 
sección siguiente. _ 

En cada uno de los ejemplos anteriores quisimos calcular el límite de un cociente 
de diferencias asociado con determinada función. Como estos cocientes son a su vez 
funciones, el problema matemático con el que nos enfrentamos en cada caso es 
determinar el límite de una función a medida que la variable independiente se aproxima 
a un valor determinado. Hasta ahora hemos procedido en una forma bastante intuitiva, 
sin tratar de decir exactamente lo que significa el límite. Sin embargo, para poder 
proseguir mucho más allá, necesitamos formular un enunciado cuidadoso del signifi­
cado de este concepto. Recordemos algunas características comunes de los ejemplos 

-1 

y = X I recta tangente 
en el origen 

/ 
,,-::: y · senx 

h 

x 

Figura 2.2.2 
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2.2 LíMITE DE UNA FUNCiÓN 69 

que hemos considerado, tanto en esta sección como en la anterior. Los expresaremos 
en términos de una función f que depende .de una variable x, a medida que x se acerca 
a un' valor determinado e. 

1. ConsIderamos a valores de x cercanos a, y a ambos lados del punto e en el cual 
se busca el límite. Sin embargo, el punto mismo e se excluye específicamente 
de nuestra consideración. 

2. En realidad, la función f puede hasta no tener un valor en el punto e al cual 
nos acercamos. De hecho, en todos los ejemplos hasta ahora f(e) tiene la forma 
O/O que no tiene significado. 

3. Sin embargo, la función f toma valores cercanos a un solo número L cuando a 
x se le dan valores cercanos a e. 

Bajo esas circunstancias, parece razonable decir que f(x) tiende al límite L a 
medida que x tiende a e. La notación 

lím f(x) = L (7) 

es una forma compacta de hacer este enunciado. 
Hacemos notar que el límite L es un número asociado con unafuneión en un punto 

(el punto e). También hay otros números asociados con esta función en el mismo punto, 
por ejemplo f(e), que es el valor de la función en e. Mientras que L y f(e) con frecuen­
cia son iguales entre sí, no necesitan serlo. El ejemplo que sigue ayudará a aclarar la 
distinción entre el límite de una función en un punto y el valor de la función allí. 

EJEMPLO 3 

Sea 

f(x) = Ixl; (8) 

véase figura 2.2.3a. De acuerdo con la gráfica de y = I xl vemos que si x es cercano a 
cero, entonces también f(x) se acerca a cero; en realidad, x y f(x) están siempre a la 
misma distancia de cero. Por tanto, f(x) -70 cuando x -70, o sea 

A continuación sea 

lím f(x) = O. 
x .... u 

g(x) = {Ixl, 
1, 

si x"" O; 
si x = O; 

(9) 

véase figura 2.2.3b. Nótese que g(x) = f(x) para x '* O. También, de acuerdo con la 

y 

x 

(a) 

y;g(x) jY 
~x 

-1 I~ 
(b) 

'w -1 I~ 
(e) 

Figura 2.2.3 
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70 LíMITES Y FUNCIONES CONTINUAS 

afirm ación 1, sólo se tienen en cuenta los puntos en el límite cuando x se acerca a O. 
Por tanto, g(x) debe tener el mismo límite que f(x) cuando x -70. Entonces 

lím g(x) = O. 
x--{) 

Esto no altera el hecho de que g(O) = 1, lo cual parece "no natural." Sin embargo, 
lím,~ g(x) * g(O). 

Finalmente, veamos la función 

h(x) = Ixl, x =1' O, (10) 

que está indefinida para x = O (véase figura 2.2.3c). El mismo argumento que emplea­
mos para g(x) se aplica también a h(x), y entonces 

IÍm h(x) = O, 
~~O 

a pesar del hecho de que no se da valor para h(O) . • 

Como en los tres casos del ejemplo 3 el límite es cero cuando x tiende a cero, es 
claro que el límite de una función en un punto no tiene que ver con el valo r que la 
función tiene en ese punto, aun cuando la función no tenga valor alguno en el punto. 

Los sigui entes dos ejemplos muestran que hay funciones simples que no tienen 
límites en determinados puntos. 

EJEMPLO 4 

Se tiene la función 

f(x) = [x~ (11) 

definida en la secc ión 1.5 (véase figura 2 .2.4). Determinar si f tiene límite 
c uando x -7 O. 

De acuerdo con la gráfica, vemos que si x es negativo y cercano a cero, entonces 
e l valor de la función en cada punto es - 1. Análogamente, si x es positivo y cercano 
a cero, entonces la función tiene el valor O en cada punto. El valor límite aparente de 
f depende por tanto de si x es positivo o negativo. Como no hay un número único al 
cual f(x) se acerque cuando x -7 O, se dice que f(x) no tiene límite cuando x -7 O, o 
que no existe el lím,~ f(x) . Nótese que feO) = O, pero esto no tiene que ver con la 
existencia del límite cuando x -70 .• 

EJEMPLO 5 

Se tiene la función 
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y 

2 

y = [x] 

I x 

2 
[> 

-1 

- 2 

Figura 2.2.4 

x ~ O. (12) 

En este caso, f(x) crece sin cota a medida que x ----70; en la figura 2.2.5 se muestra 
la gráfica de f. Como los valores de f(x) no están próximos a algún número determi­
nado cuando x es pequeño, llegamos de nuevo a la conclusión de que Iímx--lO f(x) no 
existe. Obsérvese que en este caso feO) tampoco existe. _ 

y 

6 

4 

y == 1 + ~ 

x 

Figura 2.2.5 

Pasaremos ahora a la definición formal del límite de una función en un punto; esto 
es, daremos un significado preciso a la ecuación (7). La idea básica es que f(x) debe 
tomar valores cercanos a L cuando x se acerque (pero no sea igual) a e. La dificultad 
principal es decir con exactitud lo que significa "cerca." ¿Qué tan cerca es "cerca"? 

Para indicar cómo se supera esta dificultad, presentamos el siguiente diálogo entre 
un partidario convencido, Juan, y un indeciso, Pedro. Recuérdese que I x - el es la 
distancia entre x y e, y que I f(x) - LI es la distancia de f(x) aL. 

http://carlos2524.jimdo.com/



72 LíMITES Y FUNCIONES CONTINUAS 

JUAN: Tenemos la función f que muestra la figura 2.2.6a. Aun cuando no está 
definida en x = e, afirmo que ellímx ---7c f(x) = L. 

PEDRO: No te creo. ¿Puedes demostrarme que f(x) queda cerca de L cuando x está 
cerca de e? En otras palabras, demuéstrame que I f(x) - LI es pequeño 
cuando Ix - e l es pequeño. 

JUAN : ¿Cómo quieres que sea I f(x) - LI ? 
PEDRO: Digamos que menor que -lo. 
JUAN: Déjame hacer algunos cálculos .... Para esta función en particular restrin­

giré a x de tal modo que O < Ix - el < too Si lo hago, entonces I f(x) - LI 
< -lo. Mira la figura 2.2.6b. Está claro que Ix - el > O está allí porque a mí 
no me preocupa el punto e mismo. 

PEDRO: Sí, pero toma nota de que también hay puntos fuera de O < Ix - e l < to' 
siendo I f(x) - LI < -lo. Por ejemplo, mira el punto P de la figura 2.2.6b. 

JUAN: ¿Y qué? Yo no dije que hubiera encontrado todos los puntos para los que 
If(x) - LI < -lo. Sólo dije que, para esta función, si O < Ix - e l < to' enton­
ces I f(x) - LI < -fr" que es lo que tú querías . 

PEDRO: En cuanto a eso tienes razón; pero no estoy convencido todavía de que 
límx---7c f(x) = L. Retiro mi -lo y te doy a cambio 1~. Ahora, algunos de los 
puntos en O < Ix - e l < to ya no funcionan; I f(x) - LI > l~ para algunos 
puntos. 

JUAN: Correcto. Puedo manejar la situación. Si tú cambias tu número, yo cambiaré 
también el mío. Déjame hacer algunos cálculos ... Ahora, restringiré a x 
de tal modo que 0< Ix - e l < f,¡; entonces I f(x) - LI < l~. ¿De acuerdo? 
Mira la figura 2.2.6e. 

PEDRO : Sí, pero supongamos que te doy l~ en lugar de l~. 
JUAN: Podríamos seguir así todo el día y no tendría objeto. ¿Por qué no dices tan 

sólo E, siendo E cualquier número positivo: un décimo, un centésimo, un 
milésimo .... ? 

PEDRO: Bien. Pero no olvides que E puede ser muy, pero muy pequeño. En realidad 
E puede ser arbitrariamente pequeño. 

JUAN: Está bien. Lo que tengo que hacer es determinar un número 3 que dependa 
de E y que se haga menor a medida que E se haga menor, y que tenga la 
propiedad de que para cada x en O < Ix - e l < 3 se infiera que I f(x) - LI 
< E . He aquí a mi 3 (mira la figura 2.2.6d) y toma nota de cómo depende 
de E. ¿Estás de acuerdo con que sí funciona? 

PEDRO: Me temo que sí. Me convenciste de que límx---7c f(x) = L. 

La definición de límite está dada en esencia en la última afirmación de Juan. La 
adoptaremos como definición formal. 

DEFINICIÓN 2.2.1 (Límite de unafuneión). Sea f definida en cada punto de algún 
intervalo abierto que contenga al punto e, con la posible excepción del mismo e. 
Entonces, se dice que el límite de f(x) cuando x tiende a e es L, y se escribe 

lím f(x) = L, 
X-+c 
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y 
y 

x 
x 

(a) (e) 

(b) (d) 

Figura 2.2.6 

si para todo número E > O existe un número correspondiente B > O tal que si 
O < Ix - el < B, entonces I f(x) - LI < E. 

Subrayamos que el enunciado 

"si O < Ix - el < B, entonces I f(x) - LI < E" 

quiere decir que para cada x que satisfaga la primera desigualdad, debe ser consecuen­
cia que f(x) satisfaga la segunda desigualdad. Un enunciado equivalente es 

"1 f(x) - LI < E para toda x en 0< Ix - el < B." 

También notemos que el conjunto de puntos O < Ix - el < B no es un intervalo, 
porque no está incluido el punto x = e. Emplearemos los términos intervalo perforado, 
o vecindad perforada para indicar un conjunto de puntos como el O < Ix - el < B, 
esto es, un intervalo cuyo punto medio se ha suprimido (véase figura 2.2.7). 
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se omite 

__ ~( _______ el~p_u_n~~o_x_=_c ____ ~)~ 

e-S e c+S Figura 2.2.7 

La definición 2.2.1 afirma con precisión lo que se conoce como el límite* de una 
función en un punto, que es una de las ideas fundamentales de la matemática. Podríamos 
regresar, usando la definición 2.2.1, para verificar que todos los límites con que nos 
hemos encontrado antes en forma geométrica intuitiva satisfacen en efecto el enunciado 
de la definición. A continuación veremos los siguientes dos ejemplos muy sencillos . 

EJEMPLO 6 

Se tiene la función constante f(x) = k, siendo k cualquier número en R' . Mediante la 
definición 2.2.1 comprobar que 

lím k = k . (13) 

La ecuación 13 afirma que en este caso el límite L es igual a k. Para confirmar esto 
debemos demostrar que para cada número E> O, hay un 8 > O tal que si O < Ix - el 
< 8, entonces I f(x) - kl < E (véase figura 2.2.8). Es claro que para toda x 

If(x) - kl = Ik - kl = O (14) 

y=k 

x x 

c-6 c c+6 

Figura 2.2.8 
Figure 2.2.9 

* Los límites y las operaciones con límites los emplearon libremente en el siglo XVII Fermat, Newton, Leibniz 
y otros. Sin embargo, el concepto no estaba completamente comprendido en esa época, ni tampoco muchos 
años después. Durante el siglo XVI II avanzaron enormemente los métodos y las aplicaciones del cálculo, pero 
la idea fundamental implícita de límite permaneció imprecisa. Fue Augustin Louis Cauchy (1789- 1857) quien 
form uló una definición de límite sustancialmente equivalente a la definición 2.2.1, y con ello dio un paso 
gigan tesco para dar al cálculo una firme fundamentación lógica, y publicó su trabajo en tres célebres libros 
de texto en 1821 , 1822 Y 1829 . Cauchy, quien vivió en París la mayor parte de su vida, fue el matemático 
francés más eminente de su tiempo. Su nombre está ligado a muchos teoremas importantes del análisis y' 
variables complejas. 
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y esto siempre es menor que E, sin importar que E se haya dado. Por tanto, en este 
caso se puede escoger o como cualquier número positivo. Entonces, si x satisface a 
O < Ix - el < o, en consecuencia I f(x) - kl < E, Y se comprueba la ecuación 13 .• 

EJEMPLO 7 

Sea f(x) = x para toda x en R1
• Empleando la definición 2.2.1, comprobar que 

lím x = c. (15) 

De nuevo, debemos demostrar que para cada E > O hay una o > O tal que si O < 
\ Ix - el < o entonces I f(x) - el < E (véase figura 2.2.9). En este caso I f(x) - el = 

Ix - el y es claro que Ix - el < E cuando x se encuentra lo bastante cerca de e, de 
hecho más cerca que la distancia E. Así, podemos escoger a o = E. Entonces, si O < 
Ix - el < o se infiere que I f(x) - el < E, Y se verifica la ecuación 15. Nótese de nue­
vo que la selección de o no es única; cualquier número positivo o < E se pudo emplear 
igualmente. 

Se puede emplear también la definición para establecer la inexistencia de límites, 
por ejemplo para el caso que se describió en el ejemplo 4. 

Sea f(x) = [[x]]. Empleando la definición 2.2.1 demostrar que no existe ellímx -4o[[x]] . 
Todo lo que se necesita es refinar ligeramente el argumento que se dio en el 

ejemplo 4. Demostremos primero que O no es el límite. Tomemos una E > O, digamos 
E = ~. Debemos entonces examinar si podemos hacer que la cantidad 

If(x) - LI = l[xTI - 01 = I[xTII 

sea menor que E restringiendo simplemente a x para que esté lo suficientemente cerca 
de cero. En particular, supongamos que x queda en O < Ixl < o, en donde o es un 
número positivo (véase figura 2.2.10). Para algunos de los valores de x (aquellos para 

y 

I[x]I<' 

i! I 
I =, 

x 

x {, 

Figura 2.2.10 
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los cuales x > O Y f(x) = O) vemos que I [[x]] I < E, al menos cuando 8 < 1. Sin 
embargo, para otros valores de x (aquellos para los cuales x < O Y f(x) = -1), Y sin 
importar qué tan pequeño se escoja 8, la desigualdad I [[x]] I no es cierta. Como todo 
conjunto O < Ixl < 8 contiene puntos en donde x < O, llegamos a la conclusión que 
en este caso no hay 8 que satisfaga la definición 2.2.1. Con ello hemos demostrado que 
L = O no es el límite de [[x]] cuando x ---70. De mopo semejante, podemos demostrar 
que ningún otro valor de L podrá funcionar. Así, nos vemos forzados a llegar a la 
conclusión de que [[x]] no tiene un límite cuando x ---7 0 .• 

Sin embargo, el principal empleo de la definición 2.2.1 no es verificar la existencia 
o no existencia de límites de funciones específicas como las de los ejemplos de esta 
sección. En lugar de ello, se emplea la definición principalmente para desarrollar las 
propiedades generales de los límites, que se aplican a clases grandes de funciones. 
Estudiaremos algunas de esas propiedades en la próxima sección. Entre otras cosas, 
demostraremos cómo calcular los límites de una clase muy grande de funciones, las 
llamadas funciones algebraicas, empleando tan sólo los resultados de los ejemplos 6 y 
7 y las propiedades que describiremos en la sección 2.3. 

En toda esta sección hemos subrayado que f(x) tiene un límite en un punto e sólo 
si f(x) se aproxima a determinado número L único a medida que x se acerca a e. Así, 
una función no puede tener dos o más límites diferentes en el mismo punto. Este hecho 
se describe en el siguiente teorema: 

Teorema 2.2.1 

(Unicidad del límite) 

Si 

lím ¡(x) = L y lím ¡(x) = M, 
x --7C 

entonces L = M. 

La demostración es por reducción al absurdo y muestra cómo se puede basar 
un argumento en la definición 2.2.1. Supongamos primero que L < M. Entonces, 
sea E = (M - L)/3 Y obsérvese que E < O; véase figura 2.2.1 1. De acuerdo con la 
definición 2.2.1, hay una 81 tal que 

si O < Ix - el < 81> entonces L - E < f(x) < 1 + E. (16) 

Análogamente, también hay una 82 > O tal que 

si 0< Ix - el < 82, entonces M - E < f(x) < M + E . (17) 

Sea 8 la menor de 81 y 82, Entonces, para 0< Ix - el < 8, son válidas las conclusiones 
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Figura 2.2.11 La gráfica no se puede encontrar 
en ambas bandas sombreadas 
cuando O < Ix - el < 8. 

de las ecuaciones 16 y 17. En particular, 

si O < Ix - el < &, entonces f(x) < L + E Y f(x) > M - E. (18) 

Sin embargo, esta última afirmación es imposible porque L + E < M - E. En forma 
geométrica, para que O < Ix - el < &, la gráfica de f debe quedar al mismo tiempo 
en las dos bandas horizontales que se muestran en la figura 2.2.11. Esto no puede 
suceder, porque las bandas no se traslapan y f(x) sólo tiene un valor único para toda 
x. En consecuencia, la hipótesis de que L < M debe ser falsa_ Igualmente, uno puede 
probar que L > M también es imposible. Por tanto, la única alternativa que queda debe 
ser verdad, que es L = M, lo cual demuestra el teorema_ o 

Finalmente, cerraremos esta sección con unas palabras acerca de nuestra filosofía a 
propósito de los límites. Creemos que todos los estudiantes deben tratar de alcanzar una 
idea razonablemente clara de lo que es un límite, y debe ver cómo se formula una definición 
precisa de este concepto. Sin embargo, es un hecho histórico que muchas aplicaciones 
importantes del cálculo, por ejemplo en mecánica, se desarrollaron antes de la formu­
lación de una buena definición de límite. Por tanto, no es imposible que los estudiantes 
de hoy aspiren a tener un conocimiento del cálculo suficiente para poder trabajar sin 
antes lograr habilidad en el empleo de la definición de límite, y antes de comprender 
en detalle algunas de sus ramificaciones. En realidad, es suficiente una comprensión 
geométrica intuitiva del límite para la mayor parte del material que contiene este libro. 
Por tanto, proseguiremos tan rápido como sea posible para emplear los límites en la 
descripción del cálculo y sus aplicaciones, en lugar de detenernos para hacer más deta­
llado nuestro concepto del límite mismo. Esto significa que en este capítulo se pre­
sentarán muchos conceptos algo relacionados, pero no se estudiarán con . gran detalle 
analítico. Si bien ninguno de estos conceptos es especialmente difícil por sí mismo, el lector 
debe avanzar lo suficientemente lento como para desarrollar un sentido de cada idea nueva, 
y para que no se abrume por los efectos acumulativos. Se encontrarán más detalles en 
algunos de los problemas, como en los problemas del 26 al 33 en el siguiente grupo. 
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78 LÍMITES Y FUNCIONES CONTINUAS

PROBLEMAS

En los problemas del 1 al 16, determinar si la función dada
tiene límite en el punto indicado. Si es así, calcular el
límite. Emplear métodos intuitivos o geométricos, para no
recurrir a la definición 2.2.1.

. x2 - 4
1. f(x) = --2' x"'" -2; límite cuando x ---7- 2

x +

2. f(x)
x3 - 27
x - 3 '

20, x = 3;

x"'" 3; límite cuando x ---73;

3. f(x)
x2 - X - 2

x - 2
x "'" 2; límite cuando X---72

{

x3 + 3x2 + 5x + 3
4.f(x)= x+1 '

-2,
límite cuando x ---7 - 1

x"'" -1;

x = -1;

x - 1
S. f(x) = 2 4 3' x"'" 1,3;x - x +

límite cuando x ---7 1; cuando x ---73

6. f(x} = {~'
1,

x"'" O; límite cuando x ---70;

cuando x ---7 1x = O;

x2+x-6
7.f(x) x "'" -1,2;x2 - X - 2'

límite cuando x ---7- 1; cuando x ---72

8.f(x) = ~1' x"'" -1;
x+

límite cuando x ---7 - 1; cuando x ---7 O; cuando x ---71

Yx - 1
9. f(x) = l' x ~ O Y x "'" 1;x-

límite cuando x ---71

Sugerencia: multiplicar por (..JX + 1)/(..JX + 1).

Yx - 2
10. f(x) = 4' x ~ O Y x "'" 4;x -

límite cuando x ---74

ll.f(x)
1

límite cuando x ---70

12. f(x) = [2xD;

13. f(x) = [2x - 3D;

14. f(x) = Yx,
is. f(x) = vfxi;

16. f(x) = {I:I'
O,

límite cuando x ---7~

límite cuando x ---7~;

cuando x ---7¡
límite cuando x ---71x ~ O;

límite cuando x ---70

x"'" O;

x = O;
límite cuando x ---7 O;

En los problemas del 17 al 22,calcular los valores de f(x)
para algunos valores de x cerca del punto Xo dado. Emplear
esta información para estimar el límite de f(x) cuan-
do x ---7Xo.

17. f(x)
1 - cosx

x2 xo = O

18.f(x) = sen(x2)
xo = Ox2 ,

19. f(x)
tan x - 1 'Ir

X - 'lT/4' xo = '4

20. f(x)
1

=--cscx xo = Ox '

21. f(x) x - sen x
x3 . xo = O

22.f(x)
vT+2X - v'l=X

xo = Ox

23. Considere la función fl xl = x. Tratar de hallar la
pendiente de una recta tangente a la gráfica de f en el
origen. Formular el cociente de diferencias einvesti-
gar su comportamiento en el límite.

Se tiene la función f definida por24.

1f(x) = sen -,
x

x s« O.

Demostrar que, en cualquier intervalo perforado
O< Ixl < 13alrededor del origen, f(x) toma todos los
valores en [- 1, 1]. A continuación demostrar que
lím sen(llx) no existe.x~o

25.

Los
de 1

26.

27.

-2.
Er
c.
ne
pr

se
ci
di
df
dt

http://carlos2524.jimdo.com/



25. Emplearla sustitución x = e + h para demostrar que 
lím f(x) = lím f(e + h). Sugerencia: escribir la 
x~c h ~o 

definición de los dos límites que aparecen en la ecua­
ción dada. 

Los problemas 26 a 33 tratan del empleo de la definición 
de línúte en el caso de funciones específicas. 

26. Sea f(x) = 3x y tener en cuenta los puntos cercanos 
ax = 2. 

(a) Determinar a 01 tal que si O < 1 x - 21 < 01, 
entonces 1 f(x) - 61 <-to. 

(b)Determinar a 02 tal que si O < 1 x - 21 < 02, 
entonces 1 f(x) - 6 < l~' 

(c) Deternúnar a o( e) tal que si O 1 x - 21 < O, entonces 
1 f(x) - 61 < e. 

27. Sea f(x) = 2x + 1, siendo e = 1 Y L = 3. 

(a) Determinar a 01 tal que si O < 1 x - el < O¡, 
entonces 1 f(x) - LI <-to. 

(b) Determinar a 02 tal que si O < 1 x - el < 02, 
entonces 1 f(x) - L 1 < l~' 

2.3 OPERACIONES CON LrMITES 

2.3 OPERACIONES CON LíMITES 79 

(c) Determinar a 8(e) tal que si O < 1 x - el < O, 
entonces 1 f(x) - LI < e. 

En los problemas del 28 al 33 hacer lo mismo que en el 
problema 27. 

28·f(x) = 1 - 2x, 

29·f(x) = 3x - 8, 

e = -2, L = 5 

e = 2, L = -2 

30. f(x) = ax + b donde a -,6 O, e = 2, 
L=2a+b 

31. f(x) = ax + b donde a -,6 O, e = xo, 
L = axo + b .; 

* 32·f(x) = X2, e = 2, L = 4. 

Sugerencia: restringir primero a o de tal modo que 
0<1. 

"33. f(x) = l/x, e = 2, L = k. 
Sugerencia: restringir primero a o de tal modo que 
0<1. 

En la sección 2.2 encontramos los límites de algunas funciones revisando sus gráficas. 
Con frecuencia es necesario llevar a cabo cálculos analíticos con límites, y para ello se 
necesita determinado conocimiento de algunas de las propiedades de los límites. Estas 
propiedades también son muy útiles para calcular límites de funciones complicadas. 

Las propiedades de los límites enunciadas en los teoremas 2.3.1 a 2.3.5 en esta 
sección son geométricamente plausibles, y se pueden' demostrar empleando la defini­
ción de límite que se dio en la sección 2.2. Las demostraciones no son especialmente 
difíciles, pero deseamos concentrarnos en los usos de estas propiedades, y no en sus 
demostraciones formales. Por tanto, en los problemas 33 a 35 hemos ubicado algunas 
de las demostraciones, y hemos omitido las demás. 

Los primeros dos teoremas se relacionan con operaciones algebraicas con límites. 

Teorema 2.3.1 

Sean f y g funciones tales que límx--lc f(x) = A Y límx--lc g(x) = B. Entonces 

(a) lím[f(x) + g(x)] = lím f(x) + lím g(x) = A + B; (1) 
x~c X-7C x----tc 
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80 LíMITES Y FUNCIONES CONTINUAS 

(2) (b) lím o.f(x) = o. lím f(x) = aA , para cualquier constante 0.; 
x~c x~c 

(c) lím f(x)g(x ) = [lím f(x)][lím g(x)] = AB; 
x ~c x~c x ~c 

(3) 

(d) 

lírnf(x) 
lím f(x) = x~c A . 
x ~c g(x) lírng(x) = B' sIempre que B =1= O. (4) 

x~c 

Vale la pena hacer notar que combinando las partes (a) y (b) del teorema 2.3 .1 
obtenemos 

lím [o.f(x) + ¡3g(x)] = o.lím f(x) + ¡3lím g(x) = o.A + ¡3B, (5) 
x--+c x--.c x--+c 

para cualesquiera constantes o. y [3. Si o. = 1 Y ¡3 = - 1, entonces la ecuación 5 se 
reduce a 

lím [j(x) - g(x )] = lím f(x) - lím g(x) = A-B. 
x--+c x--+c x--+c 

(6) 

Además, por aplicación repetida de las ecuaciones 5 y 3, podemos ampliarlas con 
facilidad a cualquier número finito de términos; así, 

y 
x--+c x--+c x--+c 

(7) 

lím[j,(x) ... f n(x)] [lím f,(x)] . .. [límfn(x )]. (8) 
x--+c x--+c x--+c 

Teorema 2.3.2 

Si f es función tal que límx~ c f(x) = L, n es entero positivo, y L 2::: O cuando n 
es par, entonces 

lím[f(x)]lfn = lím f(x)lIn = L11n. (9) 
x~c x~c 

Estos dos teoremas dicen que si las funciones f y g tienen límites en un punto c, 
y si se efectúan operaciones algebraicas con f y g, entonces se deben llevar a cabo las 
mismas operaciones con sus límites. Sobre la base de estas propiedades es fácil calcular 
límites defunciones algebraicas, esto es, aquellas funciones generadas por un número 
finito de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y extracciones de raíz . Los ejem­
plos siguientes muestran este hecho. 

Recuérdese que en los ejemplos 6 y 7 de la sección 2.2, demostramos que 
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2.3 OPERACIONES CON LíMITES 81 

lím k k Y lím x-c. (lO) 
x-;c x-;c 

EJEMPLO 1 

Calcular límH 2 (3x - 4). 
Si escribimos 3x - 4 = (3)(x) + (- 4)(1), entonces podemos identificar a 3x - 4 

con a.f(x) + Pg(x), siendo a. = 3, P = - 4, f(x) = x y g(x) = 1. Empleando las 
ecuaciones 5 y 10 obtenemos 

Iím (3x - 4) = 3 lím x - 4 lím 1 = 3 . 2 --: 4 ~ 1 = 2 .• 
x~2 x-+2 x-+2 

EJEMPLO 2 

Para cada entero positivo n determinar límx-; c X' . 
Para n = 1 el resultado está dado por la segunda de las ecuaciones 10. Para n 2: 2 

hacemos que f ¡(x) = x, ... , f n(x) = x en la ecuación 8 y usamos la segunda de las 
ecuaciones 10. Entonces 

(Iímx) ... (límx) = c··· e = en .• 
x .... c x .... c x .... c 

EJEMPLO 3 

Calcular límH 2 (5x~ - 2x3
). 

Empleamos la ecuación 5 y el resultado del ejemplo 2, con lo cual obtenemos 

lím (5x2 - 2X 3) = 5 lím X 2 - 2. lím x 3 

x-+2 x-2 x-+2 

= 5 . 4 - 2 . 8 = 4. • 

EJEMPLO 4 

Calcular ellímx-;_¡ (2 - 3x + 4X2 - x3). 

Empleando la ecuación 7 junto con el resultado del ejemplo 2, encontramos que 

lim (2 - 3x + 4X2 - x3) = lím 2 - 3 lím x + 4 lím X2 - lím x 3 

x-+-l x-+-l x-+ - t x--+ - l x--+- l 

= 2 - 3( - 1) + 4(1) - ( - 1) = 10 . • 

El método de los ejemplos 1 a 4 se puede emplear para calcular el límite de 
cualquier polinomio en cualquier punto, esto es, 

r 
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82 LíMITES Y FUNCIONES CONTINUAS 

lím (ko + k¡x + ... + knx n) = ko + k ¡c + ... + kncn. (11) 
x--+e 

En otras palabras, si P es cualquier polinomio, entonces 

lím P(x) = P(c). 
x--+e 

(12) 

Un procedimiento muy semejante nos permite calcular límites de funciones racio­
nales, esto es, de funciones que son cocientes de dos polinomios. 

EJEMPLO 5 

Calcular 

5X2 - 2X 3 

lim 3 1 · 
x--+e X + 

Según el teorema 2.3.1(d), tenemos que 

lím(5x2 - 2x3
) 

5X2 - 2X 3 

lím 3 1 
x--+e x + 

x--+e 

lím(x3 + 1) , 
(13) 

x .... e 

siempre y cuando existan el límite del numerador y el del denominador, y siempre que 
este último no sea cero. Mediante la ecuación 12 evaluamos el lado derecho de la 
ecuación 13, y encontramos que 

5X2 - 2X 3 
lím ---­
x--+e x 3 + 1 

mientras que c3 + 1 * O. Por ejemplo, si c = 2, entonces 

5X2 - 2X 3 

lim 3 1 
x--+2 X + 

(14) 

Por otro lado, si c = - 1, entonces límx~ _¡(x3 + 1) = 0, y no se aplica entonces el 
teorema 2.3.1(d) . De hecho, se puede demostrar que (5x2 

- 2x3)1(X3 + 1) aumenta sin 
cota cuando x -7 -1, y el cociente no tiene límite en este punto. _ 

Cuando se manejan funciones racionales, se supone en general que todo factor 
común que aparece en el denominador y el numerador se simplifica. Así, si 

P(x) 
R(x) = Q(x)' (15) 

en la cual P y Q son polinomios, suponemos que P y Q no tienen factores comunes. 
Entonces, procediendo como en el ejemplo 5, llegamos a la conclusión de que 
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2.3 OPERACIONES CON LÍMITES 83 

P(c) 
lím R(x). = Q( ) = R(c) , 
x-e e 

(16) 

siempre que Q(e) :1= O. Si Q(e) = O, pero P(e) :1= O, entonces R(x) se hace no acotada 
cuando x ---7 e, y no existe ellímx~c R(x). 

EJEMPLO 6 

Calcular límH 2 ...Jx2 +5. 
De acuerdo con la ecuación 12, tenemos que límx~2 (x2+ 5) = 9, Y de acuerdo con 

el teorema 2.3.2 se tiene que 

EJEMPLO 7 

Calcular 

lím \IX2+5 = v'9 = 3 .• 
x .... 2 

lím (2X2 + 5x + 1) -1 /3 

x .... l x3 + 2x2 - 4 

Primero observemos que 

(
2X2 + 5x + 1) -113 
x 3 + 2x2 - 4 

Empleamos la ecuación 16 y tenemos 

(
x3 + 2X2 _ 4)113 
2X2 + 5x + 1 

3 2 2 4 lím (x3 + 2X2 - 4) 
, x + x - X"" 1 hm = -"-'--------

x .... 1 2x2 + 5x + 1 lím (2x2 + 5x + 1) 
x .... 1 

A continuación se aplica el teorema 2.3.2 con el resultado de que 

lím (2X
2 

+ 5x + 1) -113 = ( __ 81)113 = 21 .• 
x .... 1 x 3 + 2X2 - 4 

Los límites como el del ejemplo 7 son muy difíciles de comprobar empleando 
directamente la definición de límite; esto es, determinando realmente un intervalo 
perforado O < Ix - el < B en el cual se satisfaga el requisito de que I f(x) - LI < E. 

En consecuencia, esos ejemplos demuestran el poder y la utilidad de los teoremas 
generales para el cálculo de límites de funciones específicas. 

Subrayamos que los teoremas 2.3.1 y 2.3 .2 dicen que si f y g tienen límites en el 
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~
y c 

I X 

I, ~ 
y = (x) 

(a ) 

y 

y= I (x)1 

I L I ~ 
I 

(6) 

Figura 2.3.1 

x 

punto e, los tienen también f + g, f g, etc. Por otro lado, lo recíproco no es necesaria­
mente cierto. Por ejemplo, si 

1 
f(x) = 1 + 2' 

X 
g(x) = X2 

1 
2' X 

x =F- 0, 

entonces ni f ni g tienen límite cuando x ----70. Sin embargo, 

x =F- O, 

y por tanto la función f + g tiene un límite (en este caso 1) cuando x ----70 . 
También es esencial el requisito de que B =1= O en la parte (d) del teorema 2.3.1. 

Recordemos que encontramos el límite 

sen x 
lím --
x-+O x 

(17) 

en el ejemplo 2 de la sección 2.2. Desafortunadamente, no nos ayuda el teorema 2.3.1 
para evaluar este límite, porque el denominador tiende a cero y obtenemos la expresión 
O/O sin significado. Por lo tanto, en esos casos debemos usar otros métodos., Regresa­
remos al límite de la ecuación 17 después de describir algunas propiedades más de los 
límites . 

Teorema 2.3.3 

(a) Si lím f(x) = L, entonces lím I f(x)1 = I LI . 
x~c x~c 

(b) Si Iím I f(x)1 = 0, entonces lím fex) = o. 
x~c x~ c 

Estas propiedades son plausibles desde el punto de vista geométrico, y las figuras 
2.3 .1 y 2.3.2 muestran las partes (a) y (b) del teorema, respectivamente. Nótese que la 
parte (b) puede no ser cierta si I f(x)1 ----7 L =1= O cuando x ----7 e, porque en ese caso el 
límx~c f(x) puede no existir. Por ejemplo, consideremos la función signo 

¡ 1, 
sgn(x) = 0, 

-1 , 

y su valor absoluto 

(

1, 
Isgn(x)1 = 

0, 

x>O 
x = ° 
x<O 

X=F-O 

x = ° 
cuyas gráficas se muestran en la figura 2.3 .3. Entonces 
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lím Isgn(x)1 1, 
"' .... 0 

pero no existe límx--->o sgn(x). 
A la siguiente propiedad de los límites se le llama a veces el principio del 

emparedado. 

Teorema 2.3.4 

(Principio del emparedado) 

Supóngase que 

(a) lím g(x) = L Y que lím h(x) = L; 
x--->c x--->c 

(b) g(x) ~ f(x) ~ h(x)enalgúnintervaloperforadoO<lx-cl <ralrededor 
de x = e; 

entonces lím f(x) = L. 
x~c 

En otras palabras, si la función f está acotada por arriba y por abajo por otras 
funciones que tienden al límite L cuando x tiende a e, entonces f no tiene otra 
alternativa que tender también a L (véase figura 2.3.4). El principio del emparedado es 
muy útil para calcular los límites de determinadas funciones que no caen en alguna de 
las categorías que se han considerado ya. Para aplicar este principio a una función 
determinada f es necesario encontrar otras dos funciones g y h que estén a ambos lados 
de f y que se sepa que tienden al mismo límite L en el punto e en cuestión. Los 
ejemplos siguientes muestran esta idea. 
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y 

L ---~ I ~:;(~: 
~=g(X) 

I 
I 
I 
I x 

Figura 2.3.4 
El principio del emparedado. 

EJEMPLO 8 

Demostrar que 

lím sen x = O, lím cos x = i. 
x-40 x-40 

Consideremos el triángulo PQR de la figura 2.3.5 . Se ve claramente que 

Figura 2.3.5 o 
sen2x + (1 - cos X)2 :s X2. 

y 

/ 
/ 

/ 

/ 
1 / 
;/ 

/ 
/ 

Como PQ :s arc PQ = x, la ecuación 19 se transforma en 

sen 2 X + (1 - COS X)2 = PQ2 :s X2. 

/ 
/ 

/ 

I/ (C05 x, O) Q( 1. O) 

Como todos los términos de la ecuación 20 son no negativos, se deduce que 

(18) 

(19) 

(20) 
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En consecuencia, extrayendo raíces cuadradas obtenemos que 

o :5 Isen xl :5 Ixl, (21) 

y también 

o :5 11 - cos xl :5 IxI- (22) 

El principio del emparedado se aplica a las ecuaciones 21 y 22 siendo g(x) = ° para 
toda x, y h(x) = I xl. Como Ixl --70 cuando x --70, llegamos a la conclusión de que 

lím Isen xl = ° 
x ..... o 

El teorema 2.3.3 también implica que 

lím sen x = ° 
x ..... 0 

y 

y lím 11-cosxl = O. 
x ..... o 

lím (leos x) = O. 
x ..... o 

De acuerdo con la ecuación 6, este último resultado equivale a 

lím cos x = 1. • 
x .... o 

Los resultados del ejemplo 8 se pueden reformular del modo siguiente: 

lím sen x = sen 0, 
x ..... o 

lím cos x = cos O. 
x ..... o 

(23) 

Empleando estos resultados cuando x = 0, es posible obtener los resultados correspon­
dientes en cualquier punto x = e, o sea 

lím sen x = sen e, 
x ..... c 

véanse los problemas 15 y 16. 

lím cos x = cos e; 
x ..... c 

(24) 

En el ejemplo 2 de la sección 2.2 encontramos que para calcular la pendiente de 
la recta tangente a y = sen x cuando x = ° era necesario evaluar límx ..... o (sen x)/x. 
Podemos ahora llevar a cabo este cálculo empleando el principio del emparedado. 

EJEMPLO 9 

Calcular 

lím senx. 
x ..... o x 

Veamos primero los valores de x en (0, 'TT/2) . En la figura 2.3.6 se comparan las 
áreas del triángulo OPR, el sector OPQ del círculo, y el triángulo OSQ. Es claro que 

área del triángulo OPR < área del sector OPQ < área del triángulo OSQ. (25) 
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y 

Figura 2.3~6 / 
/ 

p(cos x. sen xl / 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ S(l. tan x) 
/ 

Área /.lOPR < área 
del sector O PQ < 
área /.lOSQ. 

o R(cosx.O) Q(l.O) 

Calculando estas áreas en términos de x tenemos que 

! cos x sen x < !x < ! tan x. 

Multiplicando por 2/sen x, que es número positivo, obtenemos 

x 1 
cosx < -- < --o 

sen x cos x 

Finalmente, tomando el recíproco de cada término e invirtiendo, por lo tanto, las 
desigualdades, llegamos a 

sen x 1 
cosx < -- < --o 

x cos x 
(26) 

Sustituyendo x por - x obtenemos la misma desigualdad para x en (-'ITI2, O). Como 
sabemos que límx~o cos x = 1, y que límx~o Vcos x = 1, podemos emplear la ecuación 
26 y el principio del emparedado para obtener el resultado 

lím sen x = 1. 
x->O x 

Esto confirma la conclusión tentatIva a la que habíamos llegado anteriormente. -

(27) 

Por último, mencionaremos un resultado menos fuerte relacionado con el principio del 
emparedado. 

Teorema 2.3.5 

Si límx~c g(x) = L, Y si f(x) 2!: g(x) en un "intervalo perforado alrededor de e, y 
si existe ellímx~c f(x), entonces límx~c f(x) 2!: L. 
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Este teorema da una cota inferior de límx~c f(x) siempre que se sepa que existe 
este límite. Hay un enunciado semejante para las cotas superiores. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 14 evaluar el límite dado y decir qué 
propiedades de los límites se usan en los cálculos. 

l.lím(2xl + x - 5) I ~ 
.... 3 

2. lím(3x4 - 5x3 - 2X2 + 6x + 4) 
x-+ - l 

4. lím(x - 2)50 
x_1 

, X2 - 3x - 4 
s.hm ----- _ l' X2 + 3x + 4 

x-2 x + 2 
b. 1m 2 

x,-. -12x - x + 5 

7. lím (X2 + ~) 
x-+ - 2 X 

(x - 1)64 
8. lím ( _ 3)87 

x-2 X 

, ~X+1 
10.hm 2 16 

x-3 x + 
9.lím V1 + 2X2 

x_2 

ll.lím (\IX + • ~) U. lím (x 3 
- 2X2 + 3x + 4) 

x-2 V X x-Y3 

(

2X3 - 4X2 + 3) 112 

13.lím 6 2 4 - 1 
x_1 X + X 

14. lím ( X2 - 3x - 3 1)4/3 
..... -1 2 X 3 + 6X2 - 3x + 

15. Si x = c + h, n6tese que 

sen x = sen c cos h + cos c sen h 

También n6tese que si x 4C, entonces h 40. Con 
las ecuaciones 18 demostrar que 

lím sen x = sen c. 
x~c 

16. Seguir un procedimiento semejante al del problema 
15 para demostrar que 

lím cos x = cos c 
x~c 

En los problemas 17 a 20, evaluar el límite dado. Se pueden 
emplear las ecuaciones 24. 

17.lím(1 - sen3 x) 18.lím[4cos2x - sen2xJl12 
,X'-i'1I'14 x-o 

19. lim (x sen x - cos x) 
X- Tr I2 

20.l!~ (cos i - sen ¡) 
En los problemas 21 a 26 reformular la expresi6n dada para 
que se pueda aplicar la ecuaci6n 27, Y a continuaci6n 
emplear los resultados para evaluar el límite que se pide. 

21. Iím sen 2x 
x-o x 

2 
23.lím sen x 

x-O X 

25.lím tan x 
x-o X 

2 
22.lím sen: 

x-o 2x 

¡' 1 - cos x 24. 1m ----,--
..... 0 X2 

26.lím sen 3x 
x-o x cos 4x 

27. Si f(x) = x sen(l/x) siendo x * O, emplear el principio 
del emparedado para calcular lím f(x). 

x~O 

28. Con el principio del emparedado, demostrar que 
2x/(x2 + 1) 40 cuando x 4 00 • 

29. Demostrar, con un ejemplo, que es necesaria la hip6-
tesis "existe ellím f(x)" en el teorema 2.3.5; esto es, 

x~c 

determinar funciones f y g tales que f(x) ~ g(x) para 
x cerca de c, que g tenga un límite, pero f no. 

30. (a) Determinar funciones f y g tales que f + g tenga 
límite cuando x 4 O, pero que ni f ni g tengan 
límite cuando x 40. 

(b)¿Es posible que f y f + g tengan límites cuando 
x 40, pero que g no tenga? Si es posible, citar un 
ejemplo; si no es posible, indicar por qué. 

31. (a) Determinar funciones f y g tales que f g tenga 
límite cuando x 4 O, pero que ni f ni g lo tengan 
cuando x 40. 

(b)¿Es posible que tengan límites f y fg cuando x 4 

O, pero que no lo tenga g? Si es posible, dar un 
ejemplo; si no es posible, explicar por qué. 
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90 LíMITES Y FUNCIONES CONTINUAS 

32. Si lím f(x) = O Y lím [f(x)g(x)] = 1, demostrar que (b) Demostrar que si O < Ix - el < O, entonces I f(x) 
+ g(x) - (A + B)I < E. 

x~c x---+c 

lím g(x) no existe. 
x ~c 

33. Demostración del teorema 2.3.1(a). Dada E > O, sea 
E' = E/2. Hay una 01 tal que si O < I x - el < 01, 
entonces I f(x) - A l < E' . Análogamente, hay una 
02 tal que si O < Ix - el < 02, entonces I g(x) - BI 
< E' . Sea o la menor de 01 y 02. 

34. Demostración del teorema 2.3.1(b). Obsérvese que 
el teorema es cierto si a = O. Si a =F O, para toda E > 
O dada, sea E' = E/I a l . Hay una o tal que si O < 
Ix - el < o, entonces I f(x) - A l < E '. Demostrar 
que si O < Ix - el < o, entonces I af(x) - nAl < E. 

35. Demostración del teorema 2.3.4. Sea E > O dado. 

(a) Emplear la desigualdad del triángulo para demos­
trar que 

If(x) + g(x) - (A + B) I 

s If(x) - A l + Ig(x) - BI. 

Hay una 01 tal que si O < Ix - el < 01, entonces 
I g(x) - LI < E . También, hay una 02 tal que si O < 
Ix - el < 02, entonces I h(x) - LI < E. Sea o la mí­
nima de 01, 02 Y r. Demostrar que si O < Ix - el 
< o, entonces I f(x) - L I < E. 

2.4 LfMITES LATERALES, LfMITES 
AL INFINITO Y LfMITES INFINITOS 

En la sección 2.2 hemos definido el límite de una función en un punto, concepto que 
expresa la ecuación 

lím f(x) = L. (1) 
x->c 

Exploraremos ahora algunas generalizaciones de esta idea. 

Umlte por la derecha y Irmlte por la Izquierda 

Al definir el significado de la ecuación 1 tuvimos cuidado de tener en cuenta puntos 
en ambos lados de c. Sin embargo, también es posible manejar límites en los que sólo 
se tienen en cuenta puntos de un lado de c. A estos límites se les llama límites lateráles. 

Al número L se le llama límite por la derecha de f en e si f(x) tiende a L cuando 
x tiende a e, manteniendo la condición de que x > e; el límite por la izquierda es 
semejante, excepto que sólo se tienen en cuenta los puntos x < c. 

De forma más exacta, sea f definida en un intervalo abierto (e, b). Se dice entonces 
que f tiene límite L por la derecha, que se escribe 

lím f(x) = L , (2) 
x-+c+ 

si para cada E > O existe una 8 > O tal que 

si e < x < e + 8, entonces If(x) - LI < E. (3) 
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Igualmente, si f está definida en un intervalo abierto (a, c) se dice que f tiene 
límite L por la izquierda, lo cual se escribe 

lím f( x ) L , (4) 
x-c -

si para toda E > O existe una 8 > O tal que 

sic - 8 < x + e, entonces If(x) - LI < E. (5) 

Los siguientes ejemplos muestran la existencia de límites laterales para algunas 
funciones sencillas. 

EJEMPLO 1 

Se'tiene la función 

¡(x) = vX, X 2:: O. 

De-acuerdo con la gráfica de y = ...Jx en la figura 2.4.1, o calculando ...Jx para unos 
cuantos valores positivos de x llegamos a la conclusión de que 

lim vX = O. 
x-+o + 

Véase también el problema 33. Por otro lado, no tiene sentido hablar de la existencia 
(o no existencia) de límx ~o- f(x) ya que f no está definida en los puntos a la izquierda 
dex = O .• 

EJEMPLO 2 

Se tiene la función 

¡(x) = 
x<O 
x = O 
x>O 

cuya gráfica se muestra en la figura 2.4.2. 
En este caso, 

lím ¡(x) 
x-o+ 

lím ¡(x) 
x-o-

1, 

y además 

lím ¡(x) 1. 
x-+o 

1, 

~ 1 2 3 4 

Figura 2.4.1 

-1 1 x 

y ;l -x2 y; l-x 

Figura 2.4.2 
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Como de costumbre, estos resultados no dependen del valor de f(O), ni de si f está o 
no definida en x = O .• 

EJEMPLO 3 

Se tiene la función 

f(x) = [x]. 

De acuerdo con la gráfica de la figura 2.4.3, vemos que 

lím f(x) = 1, 
x--+l + 

lím f(x) = O 
x-.l -

y que límx---)! f(x) no existe. Recuérdense los ejemplos 4 y 8 en la sección 2.2 .• 

y 

2 

y = [x] 

x 

- 1 

-1 

Figura 2.4.3 

Los ejemplos 2 y 3 nos sugieren la siguiente relación entre límites laterales y el 
límite de una función, tal como se había definido antes. 

Teorema 2.4.1 

La función f tiene límite L en el punto e si y sólo si existen el límite izquierdo y 
el límite derecho en e, y ambos son iguales a L; esto es, 

lím f(x) = L si y sólo si lím f(x) = lím f(x) = L. 
x~c x~c+ x-)c-

(6) 

En el problema 37 se bosqueja una demostración de este teorema. 
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límites cuando x ---700 Y cuando x ---7 -00 

Hasta ahora hemos descrito límites sólo en puntos finitos. Sin embargo, también es 
posible tener en cuenta límites de funciones en el infinito, esto es, cuando la variable 
independiente se vuelve no acotada. Si una variable x aumenta sin cota, se dice que x 
tiende al infinito (positivo) y se escribe x ---700. Igualmente, si x disminuye sin cota, se 

\ 
dice que x tiende al infinito negativo, y se escribe x ---7 - oo. 

Si f(x) tiende a un número cuando x ---7 00, entonces se escribe 

lím f(x) = L. (7) 

En forma más precisa, la ecuación 7 significa que para cada E > 0, existe un número 
N > 0, que en general depende de E, tal que 

si x> N, entonces I f(x) - LI < E. (8) 

De igual modo, se escribe 

lím f(x) = L (9) 

si para cada E > ° existe un número N > 0, que depende de E, tal que 

six < - N, entonces I f(x) - LI < E. (10) 

EJEMPLO 4 

Sea 

f(x) 
1 

x =¡6 O; 
x' 

véase figura 2.4.4. 

y 

2~ , y;:: 1 
-4 - 2 ~ x 

\ 2 4 

\ - 2 

Figura 2.4.4 
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94 LíMITES Y FUNCIONES CONTINUAS

Cuando x -700, o cuando x -7 -00, f(x) toma valores más y más cercanos a cero.
Por tanto,

lím! = lím ! = O.•
x--+oo X x--+ - eoX

(11)

Propiedades algebralcas

Como es de esperarse, los teoremas 2.3.1 a 2.3.5 siguen siendo válidos si se cambia
Iím.,., epor lím, -te+'límx-te-, límx-tooO lím.,., -oo' Los ejemplos que siguen muestran cómo
se pueden emplear esas propiedades para evaluar los límites al infinito.

EJEMPLO 5

Si n es un entero positivo fijo, entonces

(12)

Este resultado es consecuencia de la ecuación 11, si se emplea la ecuación 8 de la
sección 2.3.

lím 1.. = lím (! . ! . ... . !)
x--+OO xn x--+oo X X x

(lím!) (lím!) ... (lím!)
x-+c:o x x--+co X x--+oo X

O· O· .... 0=0.

De igual modo,

1
lím - = O.

x-+-co xn

También se pueden comprobar las ecuaciones 12 y 13 mediante las definiciones (8) y
(19) (véase problema 34 .•

EJEMPLO 6

Evaluar

3x2 + 7x - 6
lím 2 3 .

x->-o> 4x - x + 6
(14)

num
aum
prin
COIl

Ahe
COII

o, I

paJ
aCI

Ge
ho

I SI
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La regla del cociente [teorema 2.3.1(d)] no se aplica directamente, porque ni el 
numerador ni el denominador de la ~xpresión de la ecuación 14 tiene límite; ambos 
aumentan sin cota cuando x ---7 - oo. Para poder emplear el teorema 2.3.1(d) debemos 
primero dividir tanto el numerador como el denominador de la ecuación 14 entre X2 . 

Con ello se obtiene 

3X2 + 7x - 6 = lím 3 + (7 Ix) (6Ix2
) 

x~~oo 4X2 - 3x + 6 x-->- oo 4 (3Ix) + (6Ix2)" 

Ahora bien, suponiendo que existan todos los límites que se necesitan (lo cual se puede 
comprobar recorriendo nuestros pasos en sentido inverso), tenemos que 

3X2 + 7x - 6 
lím 2 6 

x-->- oo 4x - 3x + 

lím[3 -+ (7Ix) (6Ix2)] 
x-+- oo 

lím [4 - (3Ix) + (6 íx 2)] 
x-+- co 

lím 3 + 7 lím (l/x) - 6 lím (l¡x 2
) 

x-+- oo x-+- oo x-+ - oo 

Um 4 - 3 lím (l/x) + 6 lím (l/x2) 
x-+- oo 

3+7·0-6·0 
4-3'0+6·0 

x-+- oo 

3 

4' • 

En general, el límite de cualquier función racional para la que el grado del 
numerador es menor que o igual al grado del numerador, cuando x ---700 o x ---7 - 00 se 
puede manejar como en el ejemplo 6. Normalmente no indicaremos el cálculo del límite 
con tanto detalle; sin embargo, siempre debemos tener en mente que es el conocimiento 
de que existen los límites individuales a cada paso lo que nos permite proseguir. 

Funciones acotadas y no acotadas 

En la sección 1.4 dijimos que una función está acotada en un intervalo si existe un 
número K > O tal que 

If(x)1 :5 K, (15a) 

o, de modo equivalente, 

- K:5 f(x) :5 K (15b) 

para toda x en el intervalo. El intervalo puede ser abierto o cerrado, acotado o no 
acotado. Si f no está acotada en un intervalo, se dice que es no acotada en él. 
Geométricamente, la gráfica de una función acotada y = f(x) queda entre las líneas 
horizontales y = K Y Y = - K, como se ve en la figura 2.4.5. 

Por ejemplo, la función f(x) = sen x está acotada en todo intervalo, porque 
I sen xl ~ 1 para toda x en R 1

• Por otro lado, la función 

Figura 2.4.5 
Una función acotada. 
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1 
f(x) = 2' 

x 
x of= 0, (16) 

cuya gráfica se muestra en la figura 2.4.6 no está acotada en el intervalo (0, e) para 
ninguna e > 0, y también es no acotada en (d, O) para toda d < O. Sin embargo, en un 
intervalo alejado del origen como el (1, 5), la función f está acotada. 

x 

Figura 2.4.6 

La función f(x) = l/x2 no tiene límite cuando x ---10 porque f(x) aumenta sin cota 
cuando x ---10. El hecho de que el límite no exista a causa de esta razón en particular 
se expresa normalmente escribiendo 

1
, 1 
1m 2 oo. 

x-+O x 

En forma más general, se dice que una función f tiende a 00 (positivo) cuando x 
tiende a e, y se escribe 

lím f(x) = 00, 

X-Jo(' . 

(17) 

si para cada número M > ° existe un número B > O tal que 

si O < Ix - el < B, entonces f(x) > M. (18) 

Esto se muestra en forma geométrica en la figura 2.4.6 para la función f(x) = l/x2
• 

Nótese que mientras mayor sea M, se debe escoger una B más pequeña. 
Análogamente, se dice que f tiende a - 00 cuando x tiende a e, y se escribe 

lím f(x) = - 00, (19) 

si para cada M > O existe una B > ° tal que 

si O < Ix - el < B. entonces f(x) < - M. (20) 
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Se pueden llevar a cabo modificaciones obvias en estas definiciones para abarcar los 
casos x -7c+, x -7C- , X -700 Y x -7 - oo. 

EJEMPLO 7 

Calcular el límite por la izquierda y el límite por la derecha de la función 

f(x) = 2 - x, 
x 

x =.F O. 

cuando x -70. En la figura 2.4.7 se muestra la gráfica de y = f(x). 

Tenemos que 

Figura 2.4.7 

------- -1 

~-2 
\-3 

2 - x (2) lím --- = lím - 1 = 00, 
x-+o+ X x-o + X 

y 

ya que 2/x es positivo cuando x > O Y se vuelve no acotado cuando x -70+. Igualmente, 

1, 2 - x l' (2 ) 1m --- = 1m - 1 = - oo. 
x-+O - X x-+O- X 

Como f se hace no acotada, pero en direcciones opuestas, cuando x -70 desde la dere­
cha y la izquierda, respectivamente, no es correcto decir que límx---7o f(x) = oo. Nótese la 
diferencia entre esta función y f(x) = l/x2

, cuya gráfica se mostró en la figura 2.4.6 .• 

Para concluir, subrayaremos de nuevo que 00 y - 00 no son números. Por tanto, se 
debe emplear con cuidado especial el teorema 2.3.1 acerca de los límites de sumas, 
restas, productos y cocientes en aquellos casos en los que f ó g o ambas tiendan a 00 o 

x 
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a - oo, En especial, se puede emplear el teorema 2.3.1 en los casos en los que se tenga
00 + 00, 00 ± L, Li», oo/L, 00 • 00 e 00 • L para L '* O. En estos casos los límites son,
respectivamente, 00, 00, O, 00, 00 e co , También se puede emplear en los casos correspon-
dientes en los que se sustituye 00 por - oo, Sin embargo, el teorema 2.3.1 no se aplica
a los casos indeterminados de la forma 00 - 00, 00/00 ó O . oo En esos casos no se puede
decir nada en general acerca de los límites, y se debe manejar en forma individual cada
problema, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 8

Determinar si existe cada uno de los siguientes límites. En caso afirmativo, calcularlo.

(a) lím
x-+o+

(b) lím
x-+o+

(e) lím
x-+o+

Nótese que si hubiéramos tratado de aplicar el teorema 2.3.1, cada una de esas
. expresiones sería de la forma 00 - 00 cuando x ~O+, y no podríamos sacar conclusiones
acerca del límite. Sin embargo, si llevamos a cabo las simplificaciones algebraicas
obvias antes de calcular el límite en cada caso, obtendremos

lím (! - ~)= lím ( -~) = -oo' (21),
x--+o+ x x x-+o+

lím (! _!) = lím e ~x) oo- (22)x2 x ,
x-+o+ x-+o+

lim n (~ - 5)] = limeS) = 5. (23)
x--+O+ x-+o+

Por tanto, llegamos a la conclusión de que una expresión de la forma 00 - 00 puede
tender ya sea a 00 o a - 00, o a cualquier número finito. Existe una situación semejante
para las formas indeterminadas 00/00 y O . oo.•

PROBLEMAS

En los problemas del 1 al 12, determinar si existen lím forma geométrica; no es necesario que use las definiciones
límx->c' f(x), límx->c- f(x) y límx->c f(x). Calcular cada formales.
límite cuando exista. Trabajar en forma intuitiva y en

7

8

9

10

11

u

En 1
bien
o gt
forn

12

1:

11

il
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I.f(x) = ~; e = 2, - 2, 1 

2. f(x) = vX2="1; e = 1, - 1 

3. f(x) = (4 - X2) 1/3; e = 2 

4. f(x) = v'14 - x21; e = 2 

5. f(x) = v'lx2 - 11; e = - 1 

6.f(x) =[xD - x; c = 1 

{ 

1 + X2 

7. f(x) = O, ' 
1 - x2 , 

x < O; 
x = O; 
x> O; 

e = O 

8. f(x) = ' [
v'1=X2 - 1 < x < 1; 

x, 

9. f(x) = (~' 
x 2, 

x < O; 

x> O; 

x> 1; 

e = O 

- ~ < x < O' 

e = 1 

(

sec x, 
10. f(x) = 2 ' e = O 

ese x, 

(

sen x, 
11. f(x) = 1, 

sen 3x, 

¡sen x , 

12. f(x) = O, 

sin 3x, 

O < x < ~. 
2' 

x < O; 
x = O; 
x> O; 

7r 
X> - ' 2' 

e = O 

e = 7r/2 

En los problemas 13 a 30, calcular el límite indicado, o 
bien demostrar que no existe. Trabajar en forma intuitiva 
o geométrica; no es necesario que use las definiciones 
formales. 

, 1 + x 
13. hm -1--

.t-toCll - x 

. 3X2 + 4x - 5 
15. hm 2x3 6 2 1 

z_oo -x+x+ 

- x 3 + 4X2 + 8 
16. lím --:---- --

z-oo 2x3 - 5x + 4 , 

. v'l+X"i 
18. lím ---

x 

x 3 

14. lím - 3--
. z_-oo X + 1 

v'l+X"i 
17.lím ---

x 

19. lím (2X
2 

- x + 1) 1/2 

,- _00 X2 + 4 

(
- x2 + 3x + 2) 113 

20. lím 
z_oo 8X2 - 2x + 5 

21. lím senX 
x_oo x 

x 3 + 2x - 4 23. lím --~_....:. 
z_- oo X2 + 1 

25. límx W 
.1:-0 + VI + ~ 

1 - X2 
27. lím --=== 

z-I- v'f"=X4 

PROBLEMAS 99 

22. lím (sen x - cos x) 

26. lím x sen x 

28. lím (ese x - cot x) 
z--+O 

29. lím ese x - cot x 30. lím 1 - '\I1="X2 
x-o x x-o X2 

31. Trazar la gráfica de una función que satisfaga todas 
las condiciones siguientes: 

(a) lím f(x) = 2; 

(b) lím f(x) = O; 
.1:_0 -

(e) feO) = 1; 

(d) lím f(x) = 2; 
.1:-0+ 

(e) lím f(x) = o. 

32. Trazar la gráfica de una función que satisfaga todas 
las condiciones siguientes: 

(a) lím f(x) = - 1; (d) lím f(x) = 00; 
.1_ - 00 z- I -

(b) lím f(x) = - 2; (e) lím f(x) = - 00; 
x-o- x_1+ 

(e) lím f(x) = 1; (f) lím f(x) = 2. 
.1:_ 0 + 

33. Emplear la definición (3) para demostrar que 
lím --IX = O, esto es, dada E > O, determinar o > O tal 
.%~O+ 

que si O < x < o, entonces O < --IX < E. 

34. Emplear la definición (8) para demostrar que 
lím (l/xl!) = O; esto es, dada E > O, determinar N tal 
X--7~ 

que si x > N, entonces 1I~ < E. 

35. Emplear la definición (18) para demostrar que 
lím(lI.r) = 00; esto es, dada M> O, determinar una 
x~o 

o > O tal que si O < Ixl < o, entonces 1I.r > M. 
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36. Emplear la definición (18) para demostrar que 
lím (l /il) = 00; esto es, dada M > O determinar o > 

de 01 Y 02. DemQstrar que si O < Ix - el < o, entonces 
I f(x) - LI < E. Por tanto, lím f(x) = L. 

X~O+ x~c 

O tal que si O < x < o, entonces l/il > M. (b) Supongamos que lím f(x) = L. Dada.E > O, hay 
37. Demostración del teorema 2.4.1.(a) Supongamos 

que lím + f(x) = L, Y que lím _ f(x) = L. Dada una E 
x-tc X---7C 

> O, hay una o' tal que si e < x < e + Oh entonces 
I f(x) - LI < E. Igualmente, hay una 02 tal que si 
e - 02 < X < e, entonces I f(x) - LI < E. Sea o el mí-

• 

x~c 

una 8 tal que si O < Ix - el < 8, entonces I f(x) -

L I < E. Demostrar que si e < x < e + o, entonces 
I f(x) - LI < E. Por tanto, lím + f(x) = L. De modo 

x~c 

semejante, demostrar que lím _ f(x) = L. 
x~c 

2.5 FUNCIONES CONTINUAS 

El conjunto de todas las funciones es extremadamente grande y variado. En realidad, 
es tan extenso que no se puede decir mucho acerca de las propiedades de todas las 
funciones en general. Además, en el estudio del cálculo nos interesan principalmente 
las funciones cuyas gráficas sean curvas razonablemente suaves. Por tanto, para 
obtener subclases de funciones con propiedades útiles e interesantes, se imponen 
algunas restricciones que descartan las funciones más irregulares y patológicas. En esta 
sección presentaremos el concepto de una función continua, y mostraremos que 
muchas funciones pertenecen a esta clase. En la sección 2.6 estudiaremos algunas 
propiedades importantes de las funciones continuas. 

En la sección 2.3 hemos demostrado que si P es un polinomio, entonces 

lím P(x) = P(c) (1) 
x-+c 

en cada punto c. Igualmente, si R(x) = P(x)IQ(x) es una función racional, entonces 

lím R(x) = R(c), (2) 
x-+c 

siempre que el denominador Q(e) -=1= O. En otras palabras, en cada uno de esos casos el 
valor de la función en x = e es el mismo que el límite a medida que x se acerca a c. La 
propiedad expresada mediante las ecuaciones 1 y 2 se conoce como continuidad, y 
también la tienen muchas otras funciones además de los polinomios y las funciones 
racionales. Veremos después que el concepto de una función continua* es crucial en 

* Euler y otros matemáticos del siglo XVlII usaron el término "función continua" en un sentido distinto al 
actual. Bernhard Bolzano (1781-1848), sacerdote y erudito de Bohemia, fue quien dio la definición esencial­
mente moderna de continuidad y desarrolló algunas de sus consecuencias en un trabajo escrito en 1817. 
Desafortunadamente su trabajo, que se publicó en Praga en forma privada y no se le dio difusi6n, casi no 
recibió atención durante muchos años. Mientras tanto, Cauchy empleó la misma definición algunos años 
después en los libros que ya se mencionaron, y fue a través de él que se conoció ampliamente la noción de 
continuidad. Sin embargo, la comprensión completa del concepto siguió siendo elusiva, hasta para un 
matemático tan grande como Cauchy. Pasaron algunas décadas más para poder resolver algunas de las 
preguntas remanentes asociadas con esta profunda idea. 
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2.5 FUNCIONES CONTINUAS 101

el desarrollo del cálculo, pero en esta sección nuestra descripción será algo informal.
Comenzaremos dando una definición.

DEFINICIÓN 2.5.1 Supongamos que el dominio de la función f comprende un
intervalo abierto que contiene al punto c. Entonces, se dice que f es continua en
e si límx~c f(x) existe y si

lím f(x) = f(c). (3)
x-+c

Además, se dice que f es continua en un intervalo abierto (a, b) si es continua en
cada punto del intervalo.

Aunque la definición 2.5.1 parece bastante sencilla, resulta que el concepto de
función continua es sutil. Para comprender con más claridad lo que implica la conti-
nuidad, es útil examinar algunas funciones que no tienen esta propiedad en determina-
dos puntos, esto es, funciones que son discontinuas. Hay cuatro modos en los que con
frecuencia puede ser discontinua una función en un punto; los tres más importantes
implican la inexistencia de un límite.

1. Discontinuidad de salto. Una función f tiene una discontinuidad de salto en el
punto e si tiene límites por la derecha y por la izquierda en e, pero estos límites
son diferentes entre sí; esto es,

lím f(x) ~ lím f(x).
X~C+ x....•c "

(4)

El salto de f en e es la diferencia entre los límites por la derecha y por la
izquierda en ese lugar. Por ejemplo, la función el mayor entero

f(x) = [x], (5)

cuya gráfica aparece en la figura 2.5.1 tiene un salto igual a uno en cada entero.
Otra función con discontinuidad de salto es la función signo,

Figura 2.5.1
Discontinuidades de
salto en x = O, ::':1, ....

y

2
y= [x]

I
x

-1 2

-1

-2
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102 LíMITES Y FUNCIONES CONTINUAS 

'Í'y 
1~ 
~ I~ -1 1 lO 

-1 

Figura 2.5.2 
Discontinuidad 
de salto en x = O. 

{

-1 
sgn(x) = o: 

1, 

x<O 
X = O. 
x>O 

Esta función tiene un salto igual a dos en x = O (véase figura 2.5.2). 

(6) 

2. Discontinuidad infinita. Una función f tiene una discontinuidad infinita en c 
si es no acotada en todo intervalo alrededor de c. Por ejemplo, 

1 
f(x) = 2' 

x 
x;éO (7) 

tiene una discontinuidad infinita en x = O (véase figura 2.5.3). Igualmente, la 
función 

g(x) = tan x, 
11' 

x;é ±-, 
2 

(8) 

cuya gráfica se muestra en la figura 2.5.4 tiene una discontinuidad infinita en 
cada múltiplo impar de 11'/2. En cada uno de estos ejemplos la función no está 
definida en el punto de discontinuidad, y por tanto también es discontinua por 

y 

x 
Figura 2.5.3 Discontinuidad 

infinita en x = o. 

x 

o Figura 2.5.4 Discontinuidades 
infinitas en 
x = ±-rr/2, ±3-rr/2, ... 

/ 
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2.5 FUNCIONES CONTINUAS 103 

ese motivo. Sin embargo, es un asunto de poca importancia; independientemen­
te de cómo se pueda definir la función en ese punto, permanece la discontinui­
dad infinita. También es posible que una función sea no acotada sólo a uno de 
los lados del punto de discontinuidad, y aproximarse a un límite finito por el 
otro lado. Por ejemplo, la función 

f(x) 
1 1 
~ +~, x 'i= 0, (9) 

tiene esta propiedad, como se ve en la figura 2.5.5. Este comportamiento 
también se considera ser una discontinuidad infinita. 

3. Discontinuidad oscilatoria. Un tipo de discontinuidad algo más complicado es 
el que recibe el nombre de discontinuidad oscilatoria, como por ejemplo en la 
función 

f(x) 
1 = sen -
x' 

x 'i= 0, (10) 

cuya gráfica se muestra en la figura 2.5.6. Esta función no tiene límite cuando 

y 

3 

2 

---J ...... _-.? ___ L-_---.LI __ LI --s, Figura 2.5.5 Discontinuidad lateral 
-1 2 3 infinita en x = o. 

y 

-1 Figura 2.5.6 Discontinuidad 
oscilatoria en x = o. 
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104 LÍMITES Y FUNCIONES CONTINUAS 

x ---7 O debido a su comportamiento de oscilaciones rápidas en todo intervalo 
(perforado) en la vecindad de x = O. Para establecer este hecho, veamos la 
posibilidad de que f tenga un límite cuando x tiende a cero. Supongamos 
primero que el límite sea cero. Sin embargo, observamos que f tiene el valor 
uno en cada punto x = 217r, 2/57T, 2/97T, 2/137T, ... Como algunos de esos puntos 
se encuentran en cada intervalo perforado alrededor de x = O, se infiere que no 
hay intervalo perforado alrededor de x = O dentro del cual f(x) siempre tenga 
valores cercanos a cero. Por tanto, f no tiene el límite cero cuando x tiende a 
cero. Se puede emplear un argumento semejante para refutar la idea de que f 
tiene cualquier otro número como límite. Por tanto, la función sen(l/x) no tiene 
límite en x = O, Y en consecuencia es discontinua allí. 

4. Discontinuidad removible. Una función tiene discontinuidad removible en e si 
límx~ e f(x) = L existe y si f(c) o no existe o tiene valor "erróneo", esto es, si 
f(c) * L. La discontinuidad se puede quitar simplemente definiendo, o redefi­
niendo si es necesario, que f(c) tenga el valor L. Por ejemplo, sea 

f(x) = sen x, 
x 

x ~ O. (11) 

La gráfica de f está bosquejada en la figura 2.5.7 . Aunque límHo f(x) = 
1, la función es discontinua en x = O porque f(O) no está definida. Sin embargo, 
podemos definir una nueva función g que esencialmente es la misma que f, 
y que, además, es continua en x = O. Por ejemplo 

g(x) = {f(X), 
1, 

Figura 2.5.7 Discontinuidad 
removible en x = o. 

-2". 

x ~ O; 
x = O. (12) 

x 

2" 

-1 

Ellímx~o g(x) = g(O) = 1, Y por tanto g es continua en x = o. Podemos 
considerar que g es una "extensión" de f, y con frecuencia no es necesario 
distinguir entre las dos . En lenguaje geométrico la función f es discontinua en 
x = O porque su gráfica tiene un "agujero" o "hueco" en ese punto. Sin embargo, 
ampliando adecuadamente la definición de f, podemos llenar el agujero y 
eliminar la discontinuidad. 

Esta lista de tipos de discontinuidades por ningún concepto es amplia. Por un lado, 
pueden presentarse combinaciones; por ejemplo, una función puede no ser acotada de 
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2.5 FUNCIONES CONTINUAS 105 

un lado de un punto y oscilatoria del otro. Además, hay algunas discontinuidades que 
no ajustan en ninguno de los tipos que se describieron. Por ejemplo, veamos de nuevo 
la función que se mencionó en el ejemplo 7 de la sección 1.5: 

_ { 1, x racional 
f(x) - 0, x irracional (13) 

Si bien esta función es discontinua en todos lados, parece no pertenecer a alguna de las 
categorías que mencionamos antes. 

En cálculo elemental nos interesan casi siempre funciones que sean continuas 
donde quiera, o en todas partes, excepto en unos cuantos puntos. Los tipos más 
importantes de discontinuidades son las de salto y las infinitas. Las discontinuidades 
removibles no tienen mucha importancia porque se pueden eliminar cuando sea nece­
sario, y los otros dos tipos se presentan con poca frecuencia. 

Desde un punto de vista analítico, la cuestión de decidir si una función f dada es 
continua en un punto e simplemente es un asunto de determinar el límx->c f(x) y 
comprobar si límx->c f(x) = f(e). Sin embargo, virtualmente en todos los casos, puede 
uno confiar en su intuición geométrica siempre que se disponga de la gráfica de la 
función. Si la gráfica muestra un salto o se vuelve no acotada, entonces la función 
representada es discontinua. La idea de la continuidad se expresa a veces definiendo 
que una función continua es aquella cuya gráfica consiste en una sola curva ininterrum­
pida. Si bien esto no es matemáticamente muy preciso, con frecuencia ayuda imaginár­
sela en estos términos. Si no es claro cómo se ve la gráfica de la función, se puede 
necesitar un análisis más cuidadoso basado en la definición de límite. 

Es muy fácil adaptar las propiedades de los límites en la sección 2.3 a las funciones 
continuas. Esto no debe sorprendernos, en vista de la estrecha relación entre límites y 
continuidad. 

Teorema 2.5.1 

Si las funciones f y g son continuas en el punto e, entonces las siguientes 
funciones también son continuas en ese punto: 

(a) f + g,f - g, fg, I fl y exf para toda ex constante; 
(b) f/g, siempre que g(e) =1= O; 
(c) (f)lIn, siendo n un entero positivo, y siempre que J(e) > O si n es par. 

El teorema 2.5.1 es consecuencia inmediata de las propiedades correspondientes 
de los límites, descritas en la sección 2.3. Demostraremos una parte de este teorema 
como ejemplo y dejaremos al lector las demostraciones restantes. Como f y g son 
continuas en e, la definición de continuidad requiere que 

lím f(x) = f(e), lím g(x) = g(e) . (14) 
x ..... c x ..... c 
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106 LíMITES Y FUNCIONES CONTINUAS 

Además, el teorema 2.3.1(a) afirma que 

lím(f + g)(x) = lím(f(x) + g(x)] = lím f(x) + Iím g(x); 
x-+c x--¡o.c X-+l. x--+c 

y por tanto, de acuerdo con la ecuación 14, tenemos que 

lím(f + g)(x) = f(e) + g(e) 
x .... e 

= (f + g)(e). 
Por tanto, la función f + g también es continua de acuerdo con la definición de con­
tinuidad. Las demás partes del teorema 2.5.1 se demuestran de un modo semejante. O 

Continuidad y funciones racionales y algebraicas 

Al principio de esta sección hicimos notar que los polinomios son continuos en todos 
los puntos, y las funciones racionales son continuas en todos los puntos cuando el 
denominador es diferente de cero. Estos hechos se expresan en las ecuaciones 1 y 2, 
respectivamente. Las funciones algebraicas más generales en las que intervienen 
extracciones de raíces también son continuas en todos los puntos en los que se cumplen 
las condiciones de las partes (b) y (c) del teorema 2.5.1. 

Continuidad de las funciones trigonométricas 

No es difícil demostrar que las funciones seno y coseno son continuas en todos los' 
puntos. Recordemos primero que en el ejemplo 8 de la sección 2.3 demostramos que 

y 

lím sen x = O = sen O, 
>:-+0 

lím cos x = 1 = cos O; 
>:-+0 

por tanto, las funciones seno y coseno son continuas en cero. 

(15) 

(16) 

Para demostrar que sen x es continua en cualquier punto c arbitrario, observemos 
que 

sin x = sen(e + (x - e)] 

= sen e cos(x - e) + cos e sen(x - e) 

= sen ecos h + cos e sen h, 
donde h = x - c<. Como el límite cuando x tiende a c es el mismo que el límite cuando 
h tiende a cero, de acuerdo con el teorema 2.3.1 tenemos que 

lím sen x = sen e lím cos h + cos e lím sen h. 
x-+c h-+O h-+O 
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2.5 FUNCIONES CONTINUAS 107

De acuerdo con las ecuaciones 15 y 16 obtenemos que

lím sen ~ = sen e,
x-+c

(17)

y por tanto sen x es continua en todos los puntos. De un modo muy semejante, es posible
demostrar que cos x también es continua en todos los puntos.

Si se formulan las demás funciones trigonométricas en términos de seno y coseno,
y empleando el teorema 2.5.1, encontraremos que las funciones tan x, cot x, sec x y
ese x son también continuas en todos los puntos en los cuales sus respectivos denomi-
nadores sean diferentes de cero.

La clase de las funciones continuas es mucho más grande de lo que puede dar idea
esta descripción, y contiene muchas funciones distintas de las algebraicas y las trigo-
nométricas. Encontraremos después algunas de estas otras funciones, pero mientras
tanto en la sección siguiente regresaremos a considerar algunas de las propiedades
fundamentales compartidas por todas las funciones continuas.

PROBLEMAS

En los problemas 1 a 14 determinar todos los puntos donde
la función dada sea discontinua, e identificar el tipo de
discontinuidad. En cada caso, el dominio de la función
consta de todos los puntos para los cuales se puede evaluar
la fórmula dada.

1
= cos-,

x
12. f(x) x;060

13. f(x) = {~'
x,

x<O

x;::,O

2. J(x) = (x + 2)(x - 1)
(x + l)(x - 2)

x=---
x2 - 1

1. f(x) 14. f(x) senx
x

En los problemas 15 a 20, la función dada no está definida
en x = OYpor tanto es discontinua en ese punto. En cada
caso determinar si es posible asignar un valor a feO) de tal
modo que se elimine la discontinuidad.

x2

~. f(x) = x-2---3-x-+-2

4. f(x) {x - 2 x<4
2x - 6, x>4r2

- 1 xsO
5. f(x) x + 1,' x>O

15. f(x)
x

16. f(x) x2 + 2x
-

[x] A.

17. f(x) = x( 1 + D 18. f(x) = X(l + ~)

19. f(x) = X(l + vk) 20. f(x) = Isenxl
x

21. Suponer que

sen x + eos x,
'TI"

x<-
2

b. f(x) =
sen x - cos x,

7. f(x) = [H 8. f(x) = [xD - x
xs1
x>l9. f(x) = sgn(l - X2)

11. f(x) = sgn(l + sen x)

10. f(x) = sgn(sen x)

en la cual a, ... , e son constantes. ¿Bajo qué condi-
ción de los coeficientes es continua f en x = 1?

/
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22. Suponer que ¿Es continua f para toda e? 

f(x) = [t + 1, 
cx2

, 

O<x<l 

1::Sx::S2 
2<x 

24. Determinar dos funciones f y g que sean discontinuas 
en el pURto c, pero que f + g sea continua en c. 

25. Definir dos funciones f y g que sean discontinuas en 
el punto c, pero tales que f g sea continua en ese punto. 

Determinar las condiciones de a, b y c para que f sea 
continua tanto en x = 1 como en x = 2. 

23. Sea f(e) el grado del polinomio 

P(x) = ex2 + x-lo 

26. Definir una función f(x) tal que f sea discontinua en 
c, pero que I f l sea continua en c. 

27. Demostrar que si I f(x) - f(t) 1 < Ix - t i para cada 
par de puntos x y t en el intervalo (a, b) , entonces f 
es continua en (a, b). 

2.6 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 

Las funciones continuas tienen determinadas propiedades que son esenciales para el 
desarrollo del cálculo. En esta sección presentaremos estas propiedades y mencionare­
mos algunas de sus implicaciones. Aunque las propiedades mismas son muy plausibles 
geométricamente, algunas de sus demostraciones son sorprendentemente difíciles. 
Incluiremos dos de las demostraciones en los problemas 31 y 32. 

Como algunas de las propiedades que deseamos describir implican funciones que 
son continuas en intervalos cerrados, presentaremos primero la idea de continuidad 
lateral en un punto. Se dice que una función f es continua por la izquierda, en un 
punto c, si f(c) está definida, si existe límx --7 c- f(x) y si 

lím_ f(x) = f( e). (1) 
X-+c 

Análogamente, f es continua por la derecha, en c si f(c) está definida, si 
existe límx --7 c+ f(x) y si 

lím f(x) = f(e). 
x-+c + 

(2) 

Por ejemplo, la función el mayor entero f(x) = [[x]] es continua por la derecha en cada 
punto en el que tiene discontinuidad de salto, pero en esos puntos no es continua por 
la izquierda (véase figura 2.5.1). De acuerdo con el teorema 2.4 .1 la consecuencia es 
que si f es tanto continua por la derecha como continua por la izquierda en c, entonces 
es continua en ese punto, y viceversa. 

Se dice que una función f es continua en el intervalo cerrado acotado [a, b] si f 
es continua en cada punto del intervalo abierto (a, b) y si también es continua por la 
derecha en a y continua por la izquierda en b. 

Teorema 2.6.1 

Sea f continua en e, y supóngase que f(c) '* O. Entonces hay un intervalo abierto 
(e - 8, e + 8) alrededor de e en el cual f(x) tiene el mismo signo que f(c) . 
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Otra manera de enunciar la idea que contiene este teorema es que para una función 
continua un cambio pequeño en la variable independiente da lugar a un cambio pequeño 
en el valor de la función. La figura 2.6.1 muestra el caso descrito en el teorema 2.6.1, 
Y el siguiente ejemplo también sirve para ilustrar el teorema. 

y 

f(c) I----~ 

c+6 

Figura 2.6.1 

EJEMPLO 1 

La función 

f(x) = X2 - 1 (3) 

tiene el valor f(1.01) = 0.0201 > O cuando x = 1.01. Determinar un intervalo 
(1.01 - O, 1.01 + o) en el cual f(x) > O. 

y 

x 

1.005 1.015 Figura 2.6.2 

En la figura 2.6.2 se muestra la gráfica de y = f(x). Hay muchos intervalos que 
tienen la propiedad requerida. Por ejemplo, sea o = 0.005. El lector puede comprobar 
que, si x está en el intervalo (1.005, 1.015), entonces f(x) toma sólo valores positivos. 
De acuerdo con la gráfica, es claro que sería suficiente cualquier otra o < 0.01 .• 

En el ejemplo 1 pudimos determinar con facilidad el intervalo necesario a partir 
de la gráfica de f, al observar los puntos en donde cruza al eje x. Esto no será ya posible 
si carecemos de una fórmula para f(x), sino que sólo sabemos que f es continua, y que 
en algún punto, digamos x = 1.01, tiene un valor distinto de cero. Afortunadamente, 
en general no es importante realmente determinar el intervalo indicado en el teorema 
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2.6.1. Más bien, lo que con frecuencia se necesita es tan sólo el conocimiento de que 
existe ese intervalo. 

Los siguientes dos teoremas arrojan más luz sobre la naturaleza de una función 
continua. 

Teorema 2.6.2 

Si la función f es continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b], entonces 
también tiene las siguientes propiedades: 

(a) Propiedad de acotamiento. Hay un número K tal que I f(x)1 :::; K para toda 
x en [a, b); esto es, f está acotada en [a, b]. 

(b) Propiedad de máximo-mínimo. Hay números M y m, y también puntos a, 
13 en [a, b) tales que fea) = M, f(J3) = m, y m:::; f(x) :::; M para toda x en 
[a, b); esto es, f tiene un valor M máximo y un valor mínimo m en [a, b), y 
toma esos valores en los puntos a y {3, respectivamente. 

Teorema 2.6.3 

(Propiedad del valor intermedio) 

Supongamos que f es continua en un intervalo 1 (no necesariamente cerrado ni 
acotado). Si XI < X2 son dos puntos cualesquiera en 1, y si k es cualquier número entre 
f(xI) y f(X2), entonces hayal menos un punto e en (XI' X2) en el cual f(e) = k. 

Si una función continua f tiene un máximo en a y un mínimo en 13 como en el 
teorema 2.6.2(b), entonces podremos identificar a a y 13 con XI y X2 si a < 13 o con X2 

y XI si a> 13. Entonces el teorema 2.6.3 afirma que f debe tomar cada valor k entre su 
máximo M y su mínimo m al menos una vez. 

Daremos algunas aplicaciones de estos teoremas aquí, y en los problemas que 
siguen, pero sólo nos daremos cuenta de su pleno significado más adelante, cuando los 
volvamos a utilizar con frecuencia. Los siguientes ejemplos muestran que si las 
hipótesis de los teoremas 2.6.2 y 2.6.3 no se satisfacen, entonces las conclusiones 
pueden no ser válidas. 

EJEMPLO 2 

Sea 

f(X)={~' 
1, 

x~o 

x = o. 
(4) 
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2.6 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 111 

En la figura 2.6.3 se muestra la gráfica de f . 
\ 

\ - 2 

\ - 4 

x 

Figura 2.6.3 

La hipótesis del teorema 2.6.2 queda violada en el intervalo cerrado y acotado 
[0, 1] porque la función f no es continua allí. Nótese que en este intervalo f no está 
acotada, y tampoco tiene valor máximo. 

La función f es continua en el intervalo [ 1,00), pero éste es un intervalo no acotado, 
lo cual viola de nuevo las condiciones del teorema 2.6.2. Nótese que en este intervalo 
f(x) no tiene valor mínimo. 

Finalmente, f es continua en el intervalo abierto no acotado (O, 00) . En este 
intervalo f(x) no tiene valor máximo ni mínimo, ni está acotada. _ 

EJEMPLO 3 

Sea la función 

f(x) = {~' 
2, 

O<x<l 
x = ° y x = 1. (5) 

En la figura 2.6.4 se muestra la gráfica de f. 

Nuevamente f no es continua en el intervalo cerrado y acotado [0, 1]. Aunque f 
está acotada en [0, 1], f(x) no tiene ni valor máximo ni valor mínimo. 

En el intervalo abierto (O, 1), la función f es continua, pero de nuevo f(x) no tiene 
ni valor máximo ni valor mínimo. _ 

EJEMPLO 4 

Se tiene la función 

y 

x 

Figura 2.6.4 
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112 LíM ITES Y FUNCIONES CONTINUAS 

f(x) = {x, 
1 - x, 

cuya gráfica aparece en la figura 2.6.5. 

x 

-2:Sx<O; 
O :S X :S 2; 

Figura 2.6.5 

(6) 

Obsérvese que f es discontinua en x = O. Como resultado de ello, no se cumple la 
propiedad del valor intermedio en algunos subintervalos. Por ejemplo, tenemos el 
intervalo - ~ :S x :S ~. Entonces f( - ~) = - ~ y f(~) = ~, pero f no toma todos los 
valores intermedios. Específicamente, cuando x está en [- ~, ~], nunca toma valores en 
[O, ~) . Nótese también que aún cuando f es discontinua en [- 2, 2] tiene valores tanto 
máximos como mínimos, y toma todos los valores intermedios. _ 

Las hipótesis de los teoremas 2.6.2 y 2.6.3 son suficientes para garantizar las 
conclusiones enunciadas, pero no son necesarias. En otras palabras, hay casos en los 
que algunas (o hasta todas) las conclusiones son ciertas, aun cuando las hipótesis no 
se satisfagan. 

El teorema 2.6.3, la propiedad de valor intermedio de funciones continuas, tiene 
varias consecuencias interesantes. El siguiente corolario se conoce a veces como 
teorema de Bolzano. 

Corolario 

(Teorema de Bolzano) 

Si f es continua en un intervalo cerrado y acotado [a, b], y si fea) f(b) < O, 
entonces hayal menos un punto e en (a, b) tal que f(c) = O. En otras palabras, 
la ecuación f(x) = O tiene al menos una raíz entre x = a y x = b. 

La hipótesis fea) f(b) < O simplemente es otro modo de decir que fea) y f(b) 
son de signos opuestos, y que ninguna de ellas es cero. Si se satisfacen las condiciones 
dadas, puede haber más de un punto en el que f(x) = O. También, f(x) puede ser cero 
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2.6 PROPIEDADES DE LAS FL'NCIONES CONTINUAS 113 

aun cuando se violen las hipótesis; en otras palabras, las condiciones son suficientes, 
pero no necesarias. 

Una de las aplicaciones del teorema de Bolzano es el aislamiento de raíces de 
ecuaciones. También es la base de un procedimiento numérico mediante el cual se 
pueden calcular las raÍCes con exactitud creciente. El siguiente ejemplo ilustra estas 
ideas. 

EJEMPLO 5 

Considere la ecuación polinomial 

f(x) = x 3 - 2X2 + 6x - 7 = O. (7) 

Sustituyendo x = 1 y x = 2 se ve que f(l) = - 2 y f(2) = 5. Como estos valores 
son de signo contrario, el teorema de Bolzano nos garantiza que la ecuación tiene al 
menos una raíz en el intervalo 1 < x < 2. 

Para ubicar esta raíz con más exactitud, podemos evaluar f(x) en x = 1.5, que es el 
punto medio del intervalo (1,2). El resultado es f(1.5) = 0.875, y por tanto, de acuerdo 
con el teorema de Bolzano sabemos que hayal menos una raíz en el intervalo (1, 1.5). 
No tenemos información acerca del número de raíces, si es que las hay, en (1.5, 2). A 
continuación bisecamos el intervalo (1, 1.5) Y calculamos f(1.25) = - 0.671875; por 
tanto, hayal menos una raíz en el intervalo (1.25, 1.5). Los siguientes tres pasos son 

f(1.375) ;;;;0.068359 y por tanto hay una raíz en (1.25, 1.375) 

f(1.3125) ;;;;- 0.309326 y por tanto hay una raíz en (1.3125, 1.375) 

f(1.34375) ;;;:";- 0.122467 Y por tanto hay una raíz en (1.34375,1.375) 

Si calculamos la raíz empleando el punto medio de este último intervalo, que es 
1.359375, podemos estar seguros de que el error de nuestra aproximación no será mayor 
que 0.015625. Si deseamos alcanzar mayor exactitud, podemos continuar este proceso 
indefinidamente. En cada paso bisecamos el intervalo de que se trate y escogemos el 
subintervalo cuyos extremos produzcan signos contrarios para f(x). Después de n pasos 
la raíz estará confinada en un intervalo de longitud 112n 

•• 

El procedimiento q~e se usó en el ejemplo 5 no se restringe a ecuaciones polino­
miales, sino que se puede aplicar a cualquier ecuación de la forma f(x) = O, en donde 
f es una función continua, siempre que se puedan calcular dos puntos x = a y x = b 
tales que f(a) f(b) < O. Entonces la bisección conduce en forma sistemática a una 
estimación numérica tan cercana a la raíz como se necesite. 

Los teoremas 2.6.2 y 2.6.3 pueden enunciarse de nuevo de manera más sucinta si 
adoptamos el punto de vista de que una función es la transformación de su dominio a 
su imagen. 
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114 LÍMITES Y FUNCIONES CONTINUAS 

Figura 2.6.6 

Teorema 2.6.4 

La imagen de un intervalo cerrado acotado [a, b] bajo una función continua f 
también es un intervalo cerrado acotado [m, M]. 

En la notación normal para conjuntos, el teorema 2.6.4 establece que el conjunto 
imagen S definido por 

S = {yl y = f(x) para x en [a, b]} (8) 

es el intervalo cerrado acotado [m, M]. En forma alternativa, 

s = J([a, b]) = [m, M] . (9) 

Para mostrar la relación entre los teoremas 2.6.2 y 2.6.3, Y el teorema 2.6.4, nótese 
que si el conjunto imagen S es un intervalo cerrado acotado, entonces f es acotada, 
tiene valores tanto máximo como mínimo y toma todos los valores intermedios. 
Recíprocamente, si f tiene las propiedades de máximo-mínimo y de valor intermedio, 
entonces el conjunto imagen S es un intervalo cerrado y acotado. 

El siguiente ejemplo muestra que no se pueden afirmar los enunciados correspon­
dientes acerca de la imagen de un intervalo abierto bajo una función continua. 

EJEMPLO 6 

Si 

f(x) = sen x 

determinar la imagen de (O, 'TT12), de «O, 'TT) y de ( - 'TT, 'TT) . 
De acuerdo a la gráfica de la figura 2.6.6, es claro que 

y 

(a) (b) 

(a) La imagen de (O, 'TT12) es (O, 1) . 
(b) La imagen de (O, 'TT) es (O, 1]. 
(c) La imagen de ( - 'TT, 'TT) es [- 1, 1] .• 

(lO) 

y 

x 

(e) 
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TI
O<x<-Z

{

cos x,
9. f(x) =

sen x,

10. f(x) = { sen;,
O,

TI
O<x<i

Como la función f del ejemplo 6 es continua en cada uno de los intervalos dados,
llegamos a la conclusión de que el conjunto imagen de una función continua en un
intervalo abierto puede ser tanto abierto, cerrado, semicerrado o semiabierto.
También puede no ser acotado, como podemos ver con la función f(x) = l/x en el
intervalo O < x < 1. De modo semejante, no se puede decir nada acerca del conjunto
imagen de una función discontinua en un intervalo cerrado acotado. El lector debe
construir ejemplos para mostrar esto, o quizá reinterpretar algunos de los que ya hemos
presentado.

PROBLEMAS

En los problemas 1 a 10 decir si la función dada es continua
y si el intervalo dado es cerrado y/o acotado. Determinar
cuáles (si las hay) de las propiedades de los teoremas 2.6.2
y 2.6.3 no las posee la funci6n.

1. f(x) = tan x,

{

sen x,
2. f(x) =

cos x,

3. f(x) = {~, - x
2
,

1 - x,

{

X - ¿
4. f(x) = O, '

x + 2,

s. f(x) = {4 - x
2
,

x,
x

6. f(x) = -3 -,+x

-1<x<O o

x = O

O<x<1

En los problemas 11 a 14 las ecuaciones cúbicas que
aparecen en ellos tienen tres raíces reales. Emplear el
teorema de Bolzano en cada ecuaci6n para determinar los
enteros sucesivos entre los que se encuentra cada raíz.

e 11. 2X3 + x2 - 18x - 20 = O
© 12. 4x3 - 17x2 - 12x + 51 = O

e 13. 8x3
- 52x2 - O.66x + 45 = O

e 14. 8x3 - 12x2 - 2x + 3 = O

TI
i<x::STI

-1 < x < O
x = O
O < x < 1

-1 < x < O
x = O
O<x<1

0::Sx<2
2::Sx::s4

15. Mediante el teorema de Bolzano, demostrar que toda
ecuaci6n polinomial de grado impar tiene al menos
una raíz real.

©16.Determinar el entero positivo mínimo n tal que la
ecuaci6n

x>O

r3' 0::Sx::s3
7. f(x) = 2x

(x - 3)' x>3

'Of(X)={
1

x2
0<x::s24'

x
x - 2' x>2

x3 + 3r - 30x - 171 = O

tiene una raíz con toda seguridad en O< x < n.
En los problemas 17 a 20, la ecuaci6n que aparece tiene
una raíz positiva. Emplear el método de bisecci6n del
ejemplo 5 para estimar esta raíz. En cada caso, determinar
un intervalo de longitud 0.0078125 = 1/128 = 2-7 en el
cual debe estar la raíz.

e 17. 2sen x - x = O e 18. x3 + x2 - 7x - 3 = O
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2 
© 19. - - Vx + 3 = O 

x 
© 20. 3 cos x - X2 = O 

21. Demostrar que de todos los rectángulos inscritos en 
un círculo dado, hay uno cuya área es máxima. 

22. Demostrar que de todos los rectángulos con un perí­
metro determinado, hay uno cuya área es máxima. 

23. Supongamos que las dos funciones f y g son conti­
nuas en [O, 1]; además, supongamos que f(O) = 2, 
f(1) = -1, g(O) = O Y g(l) = 3. Demostrar que hay 
al menos un punto x en [O, 1] para el cual f(x) = g(x) . 

24. (a) Demostrar que en cualquier instante hayal menos 
un par de puntos diametralmente opuestos en el 
ecuador cuya temperatura es la misma. Sugeren­
cia: suponer que la temperatura varía en forma 
continua, y formar una función auxiliar que rela­
cione la temperatura en dos puntos diametralmen­
te opuestos. 

(b) Demostrar que el resultado de la parte (a) también 
es válido para puntos que quedan en cualquier 
círculo en la superficie terrestre. 

(c) ¿Se aplican también los resultados de las partes (a) 
y (b) a las presiones barométricas? ¿Ya las altitu­
des sobre el nivel del mar? 

25. Un excursionista parte de la orilla del Gran Cañón a 
las 8 A. M . Y llega hasta el fondo a las 4 P. M. Después 
de acampar, el excursionista sube al día siguiente por 
la misma ruta, partiendo de nuevo a las 8 A. M . Y 
alcanzando la orilla a las 4 P. M. Demostrar que hay 
un punto en la vereda por el cual pasa el excursionista 
a la misma hora en los dos días. 

26. Si f(O) = a y f(l) = b, siendo O ~ a, b ~ 1, Y si f 
es continua en [O, 1], demostrar que la ecuación x = 

f(x) tiene al menos una raíz en [O, 1]. Sugerencia: 
considere g(x) = f(x) - x. 

27. Hacer un esquema de la gráfica de una función dis­
continua en un intervalo acotado abierto cuya imagen 
sea (a) un intervalo abierto y acotado, (b) un intervalo 
cerrado y acotado. 

PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 4 determinar la ecuación de la recta 
tangente a la función dada y en el punto dado. Hacer la 
g,ráfica de la función y de la tangente. 

28. Hacer un esquema de la gráfica de una función dis­
continua en un intervalo cerrado acotado cuya imagen 
sea (a) un intervalo abierto y acotado; (b) un intervalo 
cerrado acotado. 

29. Dibuje la gráfica de una función discontinua en un 
intervalo cerrado y acotado cuya imagen sea un inter­
valo no acotado. 

30. Hacer un esquema de la gráfica de una función con­
tinua en un intervalo no acotado cuya imagen sea un 
intervalo cerrado y acotado. 

31. Demostración del teorema 2.6.1. Supongamos que 
f(c) > O, Y sea E = f(e)l2 . Entonces hay una o tal 
que si Ix - el < o. I f(x) - f(e)1 < E . Demostrar 
que si Ix - el < o entonces f(x) > f(c) - E = f(e)12 

> O. ¿Cómo se debe modificar el argumento si f(c) 
< O? 

*32. Demostr~ión del teorema 2.6.3. Para concretar, 
supongamos que Xl < X2 Y que f(Xl) > f(X2); los 
demás casos se pueden manejar del mismo modo. Sea 
k cualquier numero tal que f(X2) < k < f(Xl). Se 
define el conjunto S como sigue: 

S = (tI f(x) > k para Xl ~ x ~ t} . 

(a) Con el teorema 2.6.1 demostrar que el conjunto S 
no es vacío. 

(b) Demostrar que el conjunto S está acotado por 
arriba, por ejemplo, por X2 . 

(c) Obsérvese que, de acuerdo con el principio de 
compleción (véase la descripción antes del proble­
ma 29 en la sección 1.1), el conjunto S tiene una 
mínima cota superior; la indicaremos mediante e. 

(d) Demostrar que si f(c) > k, entonces e no es una 
cota superior de S. Por tanto f(c) ~ k. 

(e) Demostrar que si f(e) < k, entonces S tiene cotas 
superiores menores que c. Por tanto, f(c) ~ k. 

(f) Demostrar que f(e) = k, para completar la demos­
tración. 

1. f(x) 
X2 
- + 2x en (2, 6) 
2 
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2. f(x) 
X2 + 5x + 6 

l
en (-1, -1) x -

3. f(x) = ta~x en (1T, O) 

4. f(x) = cos x en (1T, -1) 

En los problemas 5 a 8, determinar límx-->c (f(x) - f(e)] 
/(x - c) para el valor dado de e. 

S. f(x) = X2 + 1, e = 2 

6. f(x) = 2X2 - 3x, e = 1 

x - 2 
7. f(x) = x + l' e = 1 

8. f(x) 
x - 2' e = 1 

En los problemas 9 a 32, determinar el límite dado o bien 
demostrar que no existe. 

X2 + 2 
9. lím--­

x-o x - 1 

l' (x + 3)(X2 - 5x + 6) 
11. 1m 2 9 

x-3 X -

, (X2 - 9)(X2 - 5x + 6) 
12. hm (_ 3)2 

x_3 X 

14. lím [!] 
x-o x 

15. lím f(x), donde 
x_- ¡ 

¡O, 
X2 

f(x) = x/+ 2 

x - l' 

x < -3 
-3 ~ x ~ 1 

x> 1 

X2 - 2 
10.lím--

x-o x 

1
, 1 

13. 1m -[ D 
x-o x 

jViX=2i, 
16. lím f(x), donde f(x) = 

x_2 2, 

x"",,2 

x = 2 

X3/2 - 3x + 3Vx - 1 
17. lírn -----;:0-------

x-1 (Vx - 1)3(x + 2) 

, (x - 4)(x - 2Vx + 1) 
18. hm -'....----.:.....:.....-=------'-

x_4 X - 4Vx + 4 

X2 - 16 
19. lím ----==--­

x-4x-Vx -2 

X2 + 9 
20. ~~3 X2 - 9 
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1
, sen x sen (x - 1T) 

22. 1m --:..:.::-'--------'-
X-'rT' X-1T , 

1
, 2 

24.1m--­
x-o X csc 2X2 

-3 sen 1TX 
26. lím 1 

x-l x-
x + 1 

28. lím -;--4 x-2 X -

5x3 - 5 
30. lím - 3--1 

x_~ x + 

sen Xl 
32. lím --2-

x_oc X 

, x 
23. hm --

3
-

x-O sen x 

, sen 3x 
25. hm ( ) 

x-" 3 x - 1T 

X2 - 3 
27. Ifm --1 

.%-+1- x -

x3+2x+1 
29. lím 3x3 _ 4 

1
, x 

31. 1m-;--4 
x-o x -

En los problemas 33 a 36 determinar si la función dada es 
continua en el punto dado. Si no lo es, indicar el tipo de 
discontinuidad que se tiene, y si esta discontinuidad es 
removible, definir a f(e) para hacer continua a f(x) en (e). 

33. f(x) 

34. f(x) 

35. f(x) 

sen 1TX 
=-- en 

x - 1 

tan 2x 
x + (1T/2) 

1 
= x sen - en 

x 

e = 1 

en e = 
2 

e = ° 
1 1 

36.f(x)=sen --+xsen-- en e=-1 
1+x 1+x 

En los problemas 37 y 38, suponer que la función f es 
continua en el intervalo [a, b] excepto por una discontinui­
dad en el punto e; a < e < b. 

37. (a) ¿Puede la propiedad de acotamiento del teorema 
2.6.2 seguir siendo válida para la función f? Men­
cionar el nombre de una discontinuidad que no lo 
permitiría. 

(b) Si la propiedad de acotamiento no es válida para 
la función f, ¿puede existir un intervalo "máximo" 
cerrado contenido en [a, e] para el cual se aplique 
el teorema 2.6.2? Tratar de determinar esa función. 

38. (a) ¿Puede seguir siendo válida la propiedad del valor 
intermedio del teorema 2.6.3 para la función f? Si 
es así, dar el nombre de la di&continuidad que lo 
permitiría. 

(b) Hallar una función f para la cual la discontinuidad 
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en x = e no sea removible, pero para la cual el 
teorema 2.6.3 se aplique en [e, b]. 

En los problemas 39 y 40 emplear el teorema de Bolzano 
para calcular los dos enteros más próximos que rodean a 
una raíz rde la ecuación f(x) = O. A continuación, calcular 
la raíz con dos decimales de aproximación. 

© 39. f(x) = x3 - 6x - 16 

© 40. f(x) = .x4 - 14x2 + x-51 raíz positiva 
41. (a)Hallar una función f tal que Um xf(x) = 1. 

x~o 

(b) Hallar una función g tal que lím xg(x) = 2. 
x~o 

(c) Hallar una función h tal que no exista lím xh(x). 
x~o 

42. Una función w tiene las propiedades w(x) *- O para 
toda x en R 1, Y lím w(x) = O. 

x~o 

(a) Determinar una función f tal que lím (wf)(x) = 1. 
x~o 

(b) Determinar una función g tal que 
lím (wg)(x) = - }. 
x~o 

(c) Determinar una función h tal que lím (wh)(x) no 
exista. 

x~o 

En los problemas 43 a 50 hallar una función f que tenga 
exactamente las propiedades dadas y hacer su gráfica. 
Sugerencia: esto sólo se puede hacer empleando funciones 
racionales. 

43. Discontinuidad removible en x = 2; no acotada 
en x = O; lím = - 00; lím f(x) = 00; lím f(x) = 00; 

x~o- .x~-oo .l'~OO 

f(-l)=O. 

44.límf(x) = 00; lím f(x) = -oo;límf(x) = -1; 
.r-o~ .r-oO 

f(4) = O. 

45. lím f(x) = -00; lím f(x) = -00; lfm f(x) = 1; 
x-2- .%'-+2+ 

lim f(x) = 1; f( -5) = O. 

46. lím f(x) = -00; lim f(x) = -oo;lím f(x) = 00; 
.r-+-oo %-0- %-0+ 

lím f(x) = O; f(3) = O. 

47. Discontinuidad infinita en x = 2; discontinuidad de 
salto en x = O; lím f(x) = 00; lím f(x) = l. 

x~-oo x.~oo 

48. Discontinuidad infinita en x = 1; discontinuidad infi­
nita en x = - 4; lím f(x) = - 00; lím f(x) = oo. 

.x~DO x~-oo 

49. Discontinuidad removible en x = 1; discontinui­
dad infinita en x = O; lím f(x) = 2; lím f(x) = 2; 

x-+oo x-+-oo 

f(- 2) = 1. 

50. Discontinuidad removible en x = O; discontinuidad 
de salto en x = - 4; lím f(x) = - 1; lím f(x) = O. 

x -+-00 x-+oo 
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Capítulo 3 

El problema de determinar la recta tangente a una curva 
dada en determinado punto se originó con los matemá­
ticos griegos hace dos mil años . A la mitad del siglo 
XVII se habían determinado rectas tangentes en varios 
casos especiales, pero todavía faltaba un método gene­
ral. 

El cálculo diferencial nació durante 1665 ó 1666 
cuando Isaac Newton* concibió por primera vez el 
proceso que ahora conocemos como derivación, el cual, 
entre muchas otras cosas, proporcionó un poderoso 
método para determinar la tangente a una curva esen­
cialmente arbitraria. Como Newton no publicó sus ha­
llazgos, no fueron del conocimiento general, y el 
cálculo fue redescubierto en forma independiente por 

* Isaac Newton (1642-1727) creció en Woolsthorpe, Lincolnshire, 
Inglaterra. Después de graduarse en el Trinity College de la Univer­
sidad de Cambridge en 1665, regresó a su casa debido a la peste, que 
entonces -afligía a Inglaterra y que obligó a la Universidad de Cam­
bridge a cerrar sus recintos. 

En su aislamiento relativo durante los dos años siguientes, New­
ton "estaba en el principio de su época de productividad" como dijo 
él mismo, tiempo después. Los resultados hicieron época: las leyes 
fundamentales del movimiento y de la gravitación, el principio de sus 
experimentos de óptica, y muchos de sus resultados básicos en el 
cálculo. 

Newton regresó a Cambridge en su reapertura en 1667 y pasó a 
ser profesor de matemáticas en 1669. Hizo circular algunos de sus 
resultados en forma privada entre sus amigos, pero no fue sino hasta 
1687, bajo el apremio de Edmund Halley, que Newton publicó su 
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, trabajo monumental 
en el que estableció las leyes de la mecánica y de la gravitación, y 
estableció los fundamentos de gran parte de la investigación de las 
ciencias físicas a partir de entonces. (Continúa en la pág. siguiente.) 

, 

CALCULO 

La derivada 
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Gottfried Wilhelm Leibniz" aproximadamente ocho a diez años después. Entre los 
descubrimientos de Newton y Leibniz se encuentran las reglas para derivar potencias 
(sección 3.1), sumas, productos y cocientes de funciones (sección 3.2), y de funciones 
compuestas (sección 3.5), al igual que muchos otros resultados que aparecen más 
adelante en este libro. 

El descubrimiento del cálculo por Newton y Leibniz cambió la naturaleza y 
dirección de las matemáticas. Fue vasto el conjunto de problemas que antes no se podía 
resolver, aun por los sabios más sobresalientes, que rápidamente quedó al alcance de 
gente que sólo tenía una destreza ordinaria en matemáticas. Acoplado con la formula­
ción de las leyes del movimiento y la gravitación por parte de Newton, el cálculo de 
éste y Leibniz también proporcionó las herramientas precisas para emprender investi­
gaciones en las ciencias físicas , que han revolucionado al mundo moderno. 

3~ 1 DEFINICiÓN DE LA DERIVADA; 
LA REGLA PARA POTENCIAS 

En la sección 2.1 demostramos que si se relaciona la posición s de una partícula que 
se mueve en línea recta, con el tiempo t mediante la función J, esto es, si 

s = J(t) , (1) 

Sin embargo, el trabajo de Newton sobre cálculo permaneció en forma de manuscrito durante muchos 
años; por ejemplo, la descripción más extensa de sus métodos, De Methodis Serierum et Fluxionum, la 
escribió en 1671, pero no se publicó hasta 1736, nueve años después de su muerte. Se publicaron dos 
resúmenes más cortos de su trabajo matemático en 1704 y 1711, también mucho después de haber sido 
escritos. 

Mientras tanto, había dejado Cambridge en 1696 para ocupar el puesto de Celador, y después de Superior, 
de la casa británica de moneda; de ahí en adelante se dedicó principalmente a tareas no matemáticas. Murió 
después de haber sido reconocido con grandes honores por sus contemporáneos y por el gobierno de su país, 
a los ochenta y cinco años de edad, y está sepultado en la Abadía de Westrninster. 

** Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) fue un sabio cuyos intereses abarcaron muchos campos, inclu­
yendo la filosofía, la lógica y las leyes, así como las matemáticas y las ciencias. Nació en Leipzig y pasó la 
mayor parte de su vida como consejero, bibliotecario y diplomático de la casa real de Hannover. Viajó mucho 
y mantuvo una prolífica correspondencia acerca de muchos temas, con otros sabios europeos. 

Durante una estadía en París al principio de 1672, Christian Huygens estimuló el interés de Leibniz por 
las matemáticas. Durante los cuatro o cinco años siguientes Leibniz redescubrió, independientemente de 
Newton, la mayor parte de las reglas y fórmulas del cálculo elemental. El primer tral)ajo publicado acerca 
del cálculo fue el de Leibniz en 1684, en la revista Acta Eruditorum. 

Mientras que a Newton lo movía principalmente el deseo de comprender el mundo físico, Leibniz fue 
un pensador más abstracto y filosófico . A través de su vida trató de ~ml.\lar un sistema de razonamiento que 
pudiera permitir que la gente instruida acometiera razonamientos con el mismo grado de concordancia y 
certeza que el de los cálculos numéricos. 

En el desarrollo del cálculo en la última parte del siglo XVII y la primera del XVIII, tuvo Leibniz más 
influencia que Newton. Esto se debió en parte a su correspondencia con otros eruditos, mientras que Newton 
era mucho más reservado. Por ejemplo, en su correspondencia entre Leibniz y los hermanos Jakob y Johann 
Bernoulli descubrieron muchos de los métodos elementales de resolución de ecuaciones diferenciales de 
primer orden, ramificación natural del cálculo mismo. 

http://carlos2524.jimdo.com/
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entonces la velocidad está dada por 

v = lím f(t) - . f(to) 
1 ..... '0 t - to . (2a) 

Si hacemos que t = to + h, entonces h ---70 cuando t ---7 to, Y podemos escribir 

v = lím f(to + h) - f(to) 
h ..... O h 

(2b) 

También observamos que desde un punto de vista geométrico, la velocidad v es la 
pendiente de la recta tangente a la gráfica de la ecuación 1 en el punto (t, f(t)). 

Sin embargo, el proceso de límite que indica la ecuación 2 se puede aplicar a una 
función f sólo como operación matemática, sin tener en cuenta su posible interpreta­
ción en términos de física o de geometría. A este proceso matemático se le conoce como 
derivación, y da un resultado al cual se le llama derivada. Veamos la siguiente 
definición: 

DEFINICIÓN 3.1.1 Sea f una función cuyo dominio D contiene un intervalo abierto 
en el que está el punto x. Entonces, el número f' (x) definido mediante 

f '( ) = l' f(x + h) - f(x) 
x 1m h ' 

h ..... O 
(3) 

siempre que exista este límite, se llama la derivada de f en x. 

En otras palabras, a cada x para la cual existe ,el límite, la ecuación 3 asigna un 
número único f' (x). En consecuencia, la ecuación 3 define una función f', llamada la 
derivada de f, cuyo valor en x es f' (x). El dominio de f' consta de aquellos puntos de 
D para los cuales existe el límite (3). Si f' (x) existe en un punto x, entonces se dice 
que f es derivable en ese punto. Análogamente, si f es derivable en todo punto de un 
intervalo abierto, entonces se dice que f es derivable en el intervalo. 

Para una función derivable y = k(x), a veces emplearemos y' para indicar el valor 
de su derivada en x; esto es, y' = f(x). Es importante recordar que f' es una función, 
mientras que f' (x) y y' indican el valor de esa función en el punto x. A veces, al estudiar 
derivación, ayuda el subrayar la variable independiente. Así, si x es la variable 
independiente, podremos. decir" la derivada con respecto a x", en lugar de sólo" la 
derivada". Ya hemos interpretado a la derivada como velocidad o como pendiente de 
una recta tangente. En forma más general, si y = f(x), entonces la derivada f' es la 
razón de cambio de f con respecto a la variable independiente x y f' (xo) es la razón 
de cambio de f en el punto x = Xo. 

El requisito de que D contenga un intervalo abierto al cual pertenezca x, en la 
definición 3.1.1, es necesario para estar seguros de que x + h también está en D cuando h 
es suficientemente pequeño, y para que se puedan tomar en cuenta los puntos x + h a ambos 
lados de x durante el proceso de límite. Finalmente, como puede no existir el límite en la 
ecuación 3 para algunos puntos en D, el dominio de f' no necesita ser todo D. 
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La ecuación 3 proporciona un medio para comprender a la derivada conceptual-
mente, por ejemplo como el límite al que tienden las pendientes de las rectas secantes
trazadas en intervalos más y más cortos. Sin embargo, en la mayor parte de los casos
no se adapta bien para el cálculo de derivadas de funciones específicas. Por tanto,
nuestro objetivo primario en este capítulo será desarrollar un conjunto de reglas y
fórmulas que nos permitan calcular, con poco esfuerzo, la derivada de cualquier
función perteneciente a alguna de las clases principales. Estas reglas son de dos tipos.
Algunas son fórmulas que dan la derivada de una función específica, como ...Jx"o cos x.
Otras son de naturaleza más general y nos dicen cómo derivar algunas combinaciones
de funciones, como pueden ser sumas o productos. Veremos que sólo se necesitan
relativamente pocas reglas y fórmulas para derivar la mayor parte de las funciones con
las que nos encontraremos usualmente. Sin embargo, primero veremos algunos ejem-
plos en los cuales calcularemos las derivadas de determinadas funciones específicas
empleando directamente la definición 3.1.1.

EJEMPLO 1

Se tiene una función constante

f(x) = e, -oo<x<oo

donde e es cualquier número real (véase figura 3.1.1). Entonces, para cada x,

f(x + h) - f(x) e - e O, h ~ O.

~

h h

En consecuencia,

f(x + h) - f(x)
Figura 3.1.1 f (x) lím

h
lím O O. (5)

h_O h-O

Así, la derivada de una función constante es cero en todos los puntos. Geométricarnen-
te, la gráfica de una función constante es una recta paralela al eje x. La anulación de la
derivada en todos sus puntos quiere decir que la pendiente de la recta tangente en todos
los puntos es cero, y por tanto la tangente es la recta misma. -

EJEMPLO 2

~

y y~Xx

-1 1

-1

Se tiene la función identidad

f(x) = x, -oo<x<oo;

Figura 3.1.2 (véase figura 3.1.2). Entonces, para toda x,

(4)

Para c.
marlo

Por tanl

Por con
pendiei
misma

-EJEM
Sea

(véase

(6)
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Por tanto, 

f(x + h) - f(x) 
h 

(x + h) - x 
h 

1, h ~ o. 

f(x) = lím f(x + h) - f(x) = lím 1 = l. 
h~O h h~O 

(7) 

Por consiguiente, la derivada de la función identidad es uno en todas partes; esto es, la 
pendiente de la recta y = x es igual a uno. De nuevo, la tangente es simplemente la 
misma recta original. _ 

EJEMPLO 3 

Sea 

(véase figura 3.1.3). Entonces 

f(x + h) - f(x) 
h 

-oo<x<oo; 

(x + h)3 - x3 . \ 

h 

(8) 

Para calcular el límite de este cociente de diferencias, es necesario primero transfor­
marlo a una forma más adecuada. De acuerdo con el teorema del binomio, se tiene 

(x + h)3 - x 3 

h 

(x 3 + 3x2h + 3xh2 + h3) - x3 

h 

Pendiente 3 
I 
I 

-) 

y 

Figura 3.1.3 

y=x 3 

x 
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h ,¡, O. 

Finalmente, para toda x empleamos las propiedades algebraicas de los límites (teorema 
2.3.1) y obtenemos 

, ,,--,f (,--x _+_h-,-) _--"f....;..( x-'-) 
f'(x) = bm-

h ..... O h 

= lím (3x 2 + 3xh + h2
) 

h ..... O 

(9) 

La ecuación 9 nos da la pendiente de la recta tangente a la gráfica de y = x3 en cada 
punto. Por ejemplo, en el punto ( - 1, - 1) la recta tangente tiene una pendiente igual a 
3, como se ve en la figura 3.1.3 .• 

EJEMPLO 4 

Sea 

1 
f(x) = -, 

x 
x ,¡, O; 

(véase la figura 3.1.4). Entonces, para x =1= O, 

Figura 3.1.4 

f(x + h) - f(x) 
h 

y 

1 1 
x + h x 

h 

'~ 
~ -l 

\-2 

(10) 
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x - (x + h) 

x(x + h)h 

h 
x(x + h)h 

1 

x(x + h)' 
h ~ O. 

De nuevo empleamos las propiedades algebraicas de los límites y obtenemos: 

f(x) = lím f(x + h) - f(x) = lím _ 1 
h-+O h h-+O x(x + h) 

1 
- x 2 ' 

x ~ O. (11) 

Nótese que, en los cálculos que nos condujeron a la ecuación 11, hemos dividido 
entre x + h; por tanto, nos debemos asegurar de que x + h i= O. Como x i= ° Y como 
en el proceso de límite manejamos sólo valores pequeños de h, es suficiente pedir 
que I hl < Ixl ; con ello, seguramente es válido que x + h i= O .• 

EJEMPLO 5 

Sea 

f(x) = \IX, x ~ O; (12) 

(véase figura 3.1.5). Para x> ° y h lo suficientemente pequeña para que x + h ~ 0, 
podemos formar el cociente de diferencias 

f(x + h) - f(x) 
h 

Vx+h - \IX 

h 

Para calcular el límite de este cociente de diferencias cuando h ----) 0, es conveniente 
emplear el conocido recurso algebraico de racionalizar el numerador: 

f(x + h) - f(x) 
h 

Vx+h - \IX Vx+h + \IX 

h Vx+h+\IX 

x+h-x 

h(Vx+h + \IX) 

h 

h(Vx+h + \IX) 

1 

Vx+h + \IX' 
h ~ O. 

,t~. 
~ 
Figura 3.1.5 
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Así, haciendo que h -70, se obtiene 

f(x) 
Iím f(x + h) - f(x) 
h~O h 

1
, 1 
1m ~=====-----= 
h~O VX+h + Vx 

1 

2Vx' x > O. (13) 

N ótese que para x = O no podemos formar el cociente de diferencias, porque si 
h < 0, feO + h) = -{h no es un número real. Por tanto, en este caso el dominio de la 
función f es [O, 00), pero el dominio de la derivada l' sólo es (O, 00) .• 

La regla para potencias 

Un examen de los ejemplos anteriores nos revela un comportamiento que nos sugiere 
un resultado más general. 

Teorema 3 .1.1 

(Regla para potencias) 

Si f(x) = xr
, entonces f'(x) = rx- I 

; (14) 

el resultado es válido para todo número real r y para toda x para los cuales la 
expresión de f'(x) también tenga como resultado un número real. 

Llamaremos a la ecuación 141a regla para potencias, porque nos da la derivada de 
xr cuando el exponente r es constante. Obsérvese que los resultados de los ejemplos 
del 2 al 5 los da la ecuación 14 si r = 1, 3, - 1 Y ~ respectivamente. En sentido algo 
degenerado, el resultado del ejemplo 1 (r = O) también está comprendido en la ecuación 
14. 

Por el momento, sólo tomaremos en cuenta valores racionales de r en la regla para 
potencias, ya que la interpretación de xr cuando r es irracional necesita de mayor 
estudio. En la sección 8.3 trabajaremos con exponentes irracionales. 

Es importante la regla para potencias porque nos permite eVitar cálculos como los 
de los ejemplos del 1 al 5 cada vez que deseemos derivar una función de la forma xr. 
Sin embargo, como es el caso en general, debemos poner atención a los resultados 
que obtengamos para evitar errores por descuido . Por ejemplo, si f(x) = l/x, 
entonces r = - 1, y en este caso al aplicar la regla para potencias se obtiene l' (x) = 
- x- 2• Como vimos en el ejemplo 4, se debe excluir el punto x = 0, porque f no es 
derivable allí. En realidad, ni siquiera está definida feO) . Igualmente, si f(x) = -IX = 
X

1/2
, entonces r = ~ y l' (x) = ~X_ 1 12 = 112-1X, de acuerdo con la regla para potencias . 

Es natural que este resultado sólo sea válido para x> 0, como vimos en el ejemplo 5. 
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Así, al emplear la regla para potencias, debemos tener las precauciones normales para 
no dividir entre cero o extraer una raíz par de un número negativo. 

EJEMPLO 6 

Determinar y' si y = f(x) = x2l3
• 

Usaremos la regla para potencias con r = ~, y obtendremos 

Y ' = ~ X -1/3 

3 ' 
x ~ O. 

Aunque el dominio de f es (- 00, 00), el punto O está excluido del dominio de su 
derivada. La gráfica de y = x2

/3 se ve en la figura 3.1.6. Sugiere que la recta tangente 
en x = O es el eje y , que tiene una pendiente infinita. _ 

y 

2 

x 

Figura 3.1.6 

EJEMPLO 7 

Si f(x ) = x - 2 , y X > O, hallar una ecuación de la recta tangente a la gráfica de y = x- 2 

en el punto (3, *) (véase figura 3.1.7). 

y 

x 

Figura 3.1.7 
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De acuerdo con la regla para potencias, tenemos que 

f'(x) = - 2x - 3, x> O. 

Por tanto, la pendiente de la tangente en (3 , i) es f' (3) = - f7. La ecuación de la tangente 
en este punto es 

y - i = - f7 (x - 3), 

o bien 

2x + 27y = 9 . • 

Demostración del teorema 3.1.1 para exponentes racionales. Estableceremos la 
validez de la regla para potencias en varios pasos. Primero, supongamos que r es un 
número entero positivo n . Como ya hemos considerado el caso n = 1 en el ejemplo 2, 
supongamos que n ~ 2. Entonces, 

f(x + h) - f(x) 
h 

(x + h)" 

h 
x " 

Mediante el teorema del binomio, como en el ejemplo 3, llegamos a 

f(x + h) - f(x) 
h 

h 

h 

. + nxh" - 1 + h" 

h ~ O. (15) 

Como cada uno de los términos, excepto el primero, del lado derecho de la ecuación 
15 contiene una potencia positiva de h, obtenemos 

f'(x) Iím f::.....:(,-x _+-----'h )c---....::.f..O-( x-'-) 
h 

nx" - I (16) 

Por consiguiente, la regla para potencias es válida para potencias enteras positivas . 
A continuación, supongamos que r es un entero negativo, digamos r = - m, siendo 

m un entero positivo; esto es , f(x) = x - m. Entonces, 
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f(x + h) - f(x) 
h 

1 1 
(x + h)m xm 

h 

xm (x + h)m 
hxm(x + h)m 

(x + h)m - xm 1 
h xm(x + h)m· 

Hemos visto que [(x + h)m - xm]/h -7 mxm - I cuando h -7 O; como (x + h)m -7 xm 
cuando h -70, obtenemos 

f(x) = lím f(x + h) - f(x) 
h-O h 

1 - mxm - I _--
xm . x'" 

= -mx-m - I • (17) 

Por tanto, la regla para potencias también es válida para exponentes enteros negativos. 
Para demostrar que la regla de potencias es válida para exponentes fraccionarios, 

sea r = p/q, siendo p y q enteros distintos de cero . Entonces, 

f(x + h) - f(x) 
h 

(18) 

El siguiente paso es transformar este cociente de diferencias en uno que ya hemos visto, 
haciendo la sustitución u = X 11q

, o bien x = uq
• Además, sea u + k = (x + h)l'q, de modo 

que (u + kF = x + h y h "= (u + k)q - uq. Podemos entonces reformular la ecuación 
18 del siguiente modo: 

(u + k)p - uP 

(u + k)q - uq 
[(u + k)p 
[(u + k)q 

(19) 

A continuación observemos que si h -70, entonces k -70 también, y por tanto se puede 
sustituir un límite como h -*> por otro como k -7 O. Por tanto, combinando las 
ecuaciones 18 y 19 se obtiene 

f(x) = lím f(x + h) - f(x) 
h-O h . 

= lím [(u + k)P - uP]!k 
k-O [( U + k) q - u q] / k 

= límk_O [(u + k)p - up]!k 
límk-O [(u + k)q - uq]!k· (20) 

El último paso que condujo a la ecuación 20 implica el empleo del teorema 2.3.1(d) 
para calcular el límite de un cociente, y requiere que el límite del denominador sea 
diferente de cero. Sin importar que p y q sean enteros positivos o negativos, los límites 
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del numerador y el denominador de la ecuación 20 se han determinado antes en la
demostración (véanse ecuaciones 16 y 17). En consecuencia, empleando estos resulta-
dos en la ecuación 20 tenemos que

f'(x) (21)

Finalmente, remplazamos a u por X1/q y obtenemos

PROBLEMAS

En los problemas del 1 al 12 emplear la definición de
derivada como el límite de un cociente de diferencias para
determinar la derivada de la función dada.

1. f(x) = x2

3. g(x) = x-2, X =/= O

5. g(s) = s' + S2

17. f(x) = x - -, x =/= O
x

2. f(s) = rl12, s> O
4. f(x) = 3x2 - 2x
6. h(t) = t2 - t - 2

f'(x) = !!.. X(P-q)lq = !!.. X(Plq)-l
q q , (22)

con lo cual se completa la demostración de la regla para potencias para exponentes
racionales. o

t
8. f(t) = 1+1' t =/= -1

1
9. h(u) = • l' u> O

1 + vu

110. f(x) = x2 + -, x =/= O
x

1
11. f(x) = Vx - 2' x > O

x

3u. f(x) = 2X2 - -, x =/= O
x

En los problemas 13 a 22 emplear la regla de potencias
para calcular f' (x) para la función dada. También, definir
el dominio de f' en cada caso.

13. f(x) = x6 14. f(x) = X7/3

15. f(x) = X317 16. f(x) = W, x ~ O

17. f(x) = x-., x =/= O

19. f(x) = X3/5

21. f(x) = x2 Vx, X ~ O
.¡;;;;

22. f(x) = V~, x> O

En los problemas 23 a 26, hallar una ecuación de la recta
tangente a la curva dada en el punto dado.

18. f(x) = X-317,

20. f(x) = Vx4
x=/=O

23. Y = xl, (2,8) 24. Y = X1l3, (-8, -2)

25. Y = x-l, (-2, -i) 26. y2 = x3, (1,1)

27. Las gráficas de y = x2 y y = l/x se intersecan en el
punto (1,1). Determinar las ecuaciones de las tangen-
tes a cada una de esas curvas en este punto. ¿Se
intersecan estas curvas en ángulo recto?

28. Seguir las instrucciones del problema 27 para y =
--.Ix y y = 1/x2, cuyas gráficas también se intersecan
en (1,1).

29. Hallar una ecuación de la tangente a la gráfica de
y = l/x en el punto (i, 2). A continuación determinar
en dónde interseca esta tangente al eje x y al eje y.

30. Seguir las instrucciones del problema 29 para la grá-
fica y = x312 en el punto (4, 8).

31. Suponer que f es una función par y que f' (1) = 2.
Calcular f'(- 1). Si a> O Y f'(a) = b, determinar
1'(- a).

32. Supo
Calc'
i't:

33. Lan
y=

34. La r
= x4

35. Derr
pará

36. La r
y=
otra
a la
par¡

3.2 I

El obje
múltipl
dos son
de fune

Sup
con
O) j

(a)
(b)
(c)

(d)

e

donde
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32. Suponer que f es función impar y que f'(1) = 2. 
Calcular f'(- 1). Si a> O Y f'(a) = b, determinar 
f'(- a). 

33. La recta x - 6y + 9 = O es tangente a la gráfica de 
y = ...fX. 'Localizar el punto de tangencia. 

34. La recta 8x - 3y = 16 es tangente a la gráfica de y 
= X

4
/
3

• Localizar el punto de tangencia. 

35. Demostrar que no hay rectas que sean tangentes a la 
parábola y = x! que 'sean paralelas entre sí. 

36. La recta 4x + y = - 4 es tangente a la parábola 
y = X2 en el punto (- 2, 4). Hallar una ecuación de 
otra recta tangente a esta curva que sea perpendicular 
a la recta dada, y localizar su punto de tangencia a la 
parábola. 

3.2 EL ÁLGEBRA DE LAS DERIVADAS 131 

En los problemas 37 a 40, 

(a) Determinar f' (x) para toda x =f- O; 

(b) Formar el cociente de diferencias para x = O Y 
emplearlo para determinar si existe f'(0); 

(c) Hacer un esquema de las gráficas de y = f (x) y 
y = f'(x) . 

37. f(x) = {x, x < O 
. xl, x ~ O 

38. f(x) = 

39. f(x) = 

40. f(x) = Ixt3 

3.2 EL ÁLGEBRA DE LAS DERIVADAS 

El objeto principal de esta sección es desarrollar reglas para derivar sumas, restas, 
múltiplos, productos y cocientes de funciones. En determinados aspectos, los resulta­
dos son semejantes a los del teorema 2.3.1 acerca de los límites de estas combinaciones 
de funciones. 

Teorema 3.2.1 

Supongamos que las funciones f y g son derivables en el punto x y que a es una 
constante. Entonces las funciones f + g, f - g, af, fg y (siempre que g(x) =t= 

O) f/g también son derivables en x. Además 

(a) [f(x) ± g(x)]' = f'(x) ± g'(x). (1) 
(b) [af(x)]' = af'(x), para toda a constante. (2) 
(c) [f(x)g(x)]' = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) (regla para el producto) (3) 

g(x)f'(x)-f(x)g'(x) . . 
(d) [f(x)/g(x)]' = [g(x)]2 ,SI g(x) =t= O (regla para el cocIente) (4) 

Combinando las partes (a) y (b) del teorema 3.2.1 se obtiene el útil corolario 

[af(x) + f3g(x)]' [af(x»)' + [f3g(x)]' 

af'(x) + f3g'(x), (5) 

donde a y f3 son constantes arbitrarias. Si se aplica repetidamente la ecuación 5 
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132 LA DERIVADA 

podemos ampliar este resultado a cualquier número finito de términos. De igual modo, 
la aplicación repetida de la ecuación 3 produce una fórmula para la derivada del 
producto de cualquier número finito de factores (véanse problemas 41 y 42). 

Las ecuaciones 1, 2 Y 5 tienen la misma forma que las ecuaciones correspondientes 
para los límites y, por tanto, son lo que normalmente se debiera esperar. Sin embargo, 
las ecuaciones 3 y 4 no siguen comportamiento alguno establecido hasta ahora, y en 
especial no se asemejan a los resultados correspondientes para los límites de productos 
y cocientes. Precisamente por lo inesperado, vale la pena describir con cuidado las 
demostraciones de estos resultados. Demostraremos después en esta sección todas las 
partes del teorema 3.2.1, pero mientras tanto, en los siguientes ejemplos indicaremos 
cómo nos ayuda en el cálculo de las derivadas. 

EJEMPLO 1 

Si f(x) = 3X2 + 2X/3, determinar f' (x). 

Mostrando todos los pasos, tenemos que 

(3x2 + 2X 1
/
3
)' (3x2)' + (2X 1l3

)' 

3(X2)' + 2(X I /3)' 

3(2x) + 2(h- 2/ 3) 

x # O. (6) 

Nótese que para alcanzar este resultado hemos empleado sucesivamente la ecuación 1, 
la ecuación 2 y la regla para potencias. Con un poco de práctica podremos saltarnos 
después la mayor parte de los pasos intermedios, para simplemente escribir el resultado 
casi de inmediato . _ 

EJEMPLO 2 

Si Y = 2X3 - 4X2 + 3x + 5, determinar y'. 
Procediendo como en el ejemplo 1 tenemos que 

y' (2x 3 4X2 + 3x + 5)' 

(2x 3 4x2)' + (3x + 5)' 

2(x 3
)' - 4(X2)' + 3(x)' + (5)' 

2(3x2) - 4(2x) + 3(1) + O 

6X2 - 8x + 3. (7) 

Nótese que mediante el empleo repetido de las ecuaciones 1 y 2 podemos derivar la 
función dada si derivamos por separado cada término y" a continuación, combina­
mos los resultados. Se puede emplear el mismo método para derivar cualquier 
polinomio. _ 
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EJEMPLO 3 

Si f(x) = (2x3 
- x)(x4 + 3x), determinar f'(x). 

Hay dos modos en los que podemos proceder en este caso. En primer lugar, 
podemos emplear la regla para el producto para derivar a f : 

f (x) = (2x 3 
- x)'(x4 + 3x) + (2x 3 

- x)(x 4 + 3x)' 

= (6x2 - 1)(x4 + 3x) + (2x 3 
- x)(4x 3 + 3) 

= (6x 6 
- x4 + 18x3 

- 3x) + (8x 6 - 4x4 + 6x 3 - 3x) 

= 14x6 - 5x4 + 24x3 - 6x. (8) 

o bien, podemos llevar a cabo primero la multiplicación indicada para a continuación, 
derivar como en el ejemplo 2: 

EJEMPLO 4 
Determinar f' (x) si 

f(x) = (2x7 - x 5 + 6x4 - 3X2), 

= 14x6 
- 5x4 + 24x 3 - 6x .• 

f( ) = x 3 
- 4x + 1 

x 2 1 ' x -
x~-l,l. 

De acuerdo con la ecuación 4, tenemos que 
. -

(X2 - 1)(x3 - 4x + 1)' - (x 3 - 4x + 1)(x2 - 1)' 
f(x) = (X2 _ 1)2 

EJEMPLO 5 

Determinar y' si 

(X2 - 1)(3x2 - 4) - (x 3 
- 4x + 1)(2x) 

(X2 - 1)2 

(3x 4 - 7x2_ + 4) - (2x 4 - 8X2 + 2x) 
(X2 - 1)2 

x4 + X2 - 2x + 4 
(X2 - 1)2 

x~ - l,l.. 

3X2 + 7x ~ 6 
x ~ O. y= 

x 

(9) 

(10) 

(11) 
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Esto se puede llevar a cabo empleando la regla para el cociente directamente para 
la ecuación 11. Sin embargo, es más sencillo reformular a y del siguiente modo: 

y = 3x + 7 - 6x - 1 (12) 

antes de derivar. De acuerdo con la ecuación 12, se obtiene inmediatamente 

y' = 3 + 6x - 2, x #- O. I (13) 

EJEMPLO 6 

Determinar y' si 

( 1) 3X
1l3 

y = x 1 + X2 + 2 - 7x' x#- 0, ; . (14) 

De acuerdo con la ecuación 1, obtenemos primero 

[ 
3X1l3 J' y' = [x(1 + x - 2)]' + 2 _ 7x (15) 

Cada término del lado derecho de la ecuación 15 se puede calcular ahora por separado. 
Empleando la regla para el producto obtenemos 

A continuación, de acuerdo con la regla para el cociente, encontramos que 

[ 
3X1l3 J' = (2 - 7x)(3x 1

/
3)' - (3X1

/
3)(2 - 7x)' 

2 - 7x (2 - 7X)2 

(2 - 7X)X - 2/3 - (3X 1/3)( - 7) 

(2 - 7x)2 

2X- 2/ 3 - 7X1/3 + 21x 1/3 

(2 - 7x)2 

2x -2/3 + 14x ll3 

(2 - 7X)2 

(16) 

(17) 

Combinando los resultados de las ecuaciones 15, 16 Y 17 tenemos finalmente que 

1 2x - 2/3 + 14x1l3 
y' = 1 - - + - ---,--

X2 (2 - 7X)2 
x#- 0, ; .• (18) 
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Antes de proceder a la demostración del teorema 3.2.1, necesitamos un resultado 
preliminar, importante por sí mismo, que relaciona los conceptos de continuidad y de 
deri vabilidad. 

EJEMPLO 7 

Se tiene la función valor absoluto 

f(x) = Ixl = { - x, 
x, 

x < O, 
x ~ O, (19) 

cuya gráfica se muestra en la figura 3.2.1a. Esta función es continua en todo punto, en 
especial en x = O. 

Para todo valor de x distinto de cero es fácil demostrar que f también es derivable, 
y que 

f'(x) = {-1, 
1, 

x < O; 
x> O. (20) 

Por ejemplo, se puede obtener la ecuación 20 examinando la gráfica de y = f(x) en la 
figura 3.2.1a e interpretando a f'(x) como la pendiente de la tangente en el punto x. 
En la figura 3.2.1b se muestra la gráfica de f'. Para determinar si f es derivable en 
x = 0, formamos el cociente de diferencias 

feo + h) - feO) 
h 

,--IO_+_h.!-1 --,-,101 = Ihl = {-1, 
h h 1, 

h < O; 
h > O. 

(21) 

A medida que h ---70, los límites por la derecha y por la izquierda de este cociente de 
diferencias son - 1 y 1, respectivamente; como son diferentes entre sí, se concluye que 
la función valor absoluto no es derivable en x = O. Esto refleja el hecho geométrico de 
que la gráfica de y = I xl tiene una "esquina" en el origen, en donde la pendiente cambia 
en forma abrupta de - 1 a 1 .• 

El ejemplo anterior muestra que una función que es continua en un punto no 
necesariamente tiene una derivada allí. Sin embargo, lo inverso es así, como lo 
demostraremos. En consecuencia, el conjunto de funciones continuas en un punto o en 
un intervalo contiene al conjunto de funciones derivables en ese punto o en ese 
intervalo. 

Teorema 3.2.2 

Si f es derivable en el punto x, entonces f también es continua en x. 

Figura 3.2.1 
y 

y=f(x)=lxl 

1 

x 

(a) 

C;y 

1L-

~ 
~_11V ,-1 

(b) 
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Figura 3.2.2 
Fusión continua 
que no es 
derivable de 
ningún punto 

Demostración. Para demostrar el teorema 3.2.2 debemos mostrar que lím l -4X f(t) = 
f(x), o bien, en forma equivalente, que límHO f(x + h) = f(x). Para usada hipótesis 
de que existe f' (x) escribimos 

f(x + h) = f(x) + [f(x + h) - f(x)] 

= f(x) + h [f(X + hh - f(X)], h =¡é O. (22) 

Ahora tomando el límite cuando h ----70 Y empleando las partes (a), (b) y (c) del teorema 
2.3.1 para hallar el límite de una suma y después de un producto, obtenemos 

lím f(x + h) 
h--+O 

lím f(x) + lím h lím f(x + h) - f(x) 
h~O h~O h~O h 

f(x) + O . f'(x) 

f(x). 

Por tanto, f es continua en x y la demostración queda completa. o 

Si bien no es difícil imaginar a una función continua que no tiene derivada en un 
solo punto, o aun en un número finito de puntos (véase figura 3.2.2), es un hecho notable 
que existen funciones que son continuas en todos los puntos de un intervalo abierto, 
pero que no tienen derivada en punto alguno del intervalo. El primer ejemplo de una 
función continua que no es derivable en ninguna parte, y que fue ampliamente conocido 
se debió a Weierstrass* en 1872, aunque Bolzano ya había construido otro con ante­
rioridad. Es difícil dar aquí ejemplos de esas funciones, pero se pueden encontrar en 
libros de cálculo avanzado. Un poco de reflexión muestra que el trazar una gráfica de una 
función continua no derivable es un problema formidable, verdaderamente. La gráfica es 
una "curva" conexa, pero que en ningún lugar tiene pendiente ni dirección (esto es, una 
recta tangente). La gráfica de y = I xl tiene una "esquina" en el origen, pero la gráfica de 
la función de Weierstrass tiene una esquina en todos sus puntos. El descubrimiento de esta 
función fue una evidencia convincente de que el conjunto de las funciones continuas 
contiene algunos miembros muy peculiares, y que no debe uno confiar demasiado en la 
intuición geométrica al estudiar la continuidad y sus consecuencias . . 

Demostración del teorema 3.2.1. Presentaremos ahora una demostración de las pro­
piedades algebraicas de las derivadas. 

Demostración de la parte (a): Primero, consideraremos el caso de la suma en la 
ecuación 1. De acuerdo con la definición 3.1.1, tenemos que 

*Karl Weierstrass (1815-1897) influyó para aclarar los conceptos subyacentes del cálculo. Por ejemplo, fue 
él quien formuló las definiciones de límite y continuidad en términos de desigualdades y cantidades pequeñas 
como E y 3. Durante varios años fue profesor de secundaria antes de ser profesor de la Universidad de Berlín 
a la edad de 39 años. Publicó poco, y gran parte de su trabajo se conserva sólo a través de las notas que 
tomaron sus estudiantes . Su construcción de una función continua, pero no derivable en punto alguno 
conmocionó al mundo matemático, yen 1905 comentó el conocido matemático E. Picard que "Si Newton y 
Leibniz hubieran sabido que una función continua no tiene necesariamente una derivada, nunca se hubiera 
creado el cálculo diferencial. " 

http://carlos2524.jimdo.com/



3.2 EL ÁLGEBRA DE LAS DERIVADAS 137 

[J(x) + g(x)]' = lím [J(x + h) + g(x + h)] - [J(x) + g(x)] 
h~O h 

= lím [f(X + h) - f(x) + g(x + h) - g(X)] (23) 
h~O h h' 

siempre que exista este límite. De acuerdo con la hipótesis de que f y g son derivables 
en x, sabemos que cada uno de los cocientes de diferencias anteriores tiene un límite. 
Por tanto, de acuerdo con el teorema 2.3 .l(a) podemos escribir el límite de la suma 
como la suma de los límites tomados por separado, y obtenemos 

[J(x) + g(x)]' = lím f(x + h) - f(x) + lím g(x + h) - g(x) 
h~O h h-O h 

= f'(x) + g'(x) . 

La demostración para la resta en la parte (a) es semejante y se omite. 
Demostración de la parte (b): Partiendo de la definición 3.1.1 tenemos que 

[af(x)]' = lím af(x + h) - af(x) 
h-O h 

1, __ f (,,-x_+_ h )'-------"Cf--"-( x--") 
a lm -

h-O h 

af'(x) , 
habiendo empleado el teorema 2.3.1 (b) Y la hipótesis de que f es derivable en x . 

Demostración de la parte (c): De acuerdo con la definición 3.1.1 tenemos 

[J(x)g(x)]' = lím f(x + h)g(x + h) - f(x)g(x) , 
h-O h 

(24) 

siempre que exista este límite. La única información que tenemos para evaluar el límite 
de la ecuación 24 es que f y g son funciones derivables. Para emplear esta hipótesis 
debemos reformular el lado derecho de la ecuación 24 para que aparezcan los cocientes 
de diferencias para f y g. Esto se puede hacer empleando el recurso, común en 
matemáticas, de sumar primero y después restar la misma cantidad en una ecuación. * 
Una vez que comenzamos a pensar en estos términos, observamos que si sumamos y 
restamos la cantidad f(x)g(x + h) Y a continuación reagrupamos los términos de la 
ecuación 24, obtenemos 

[J(x)g(x)] , 

= lím f(x + h)g(x + h) - f(x)g(x + h) + f(x)g(x + h) - f(x)g(x) 
h-O h 

= lím [f(X + h) - f(x) g(x + h) + f(x) g(x + h) - g(X)] . 
h-O h h 

A medida que h --70, los cocientes de las diferencias en la última expresión tienden .a 

* Nótese que hemos empleado este recurso antes en la demostración del teorema 3.2.2. 
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f' (x) y g' (x) respectivamente. Además, como g es derivable en x, también es continua 
allí de acuerdo al teorema 3.2.2, y por tanto g(x + h) -7 g(x) cuando h -70. Entonces, 
como existen todos los límites por separado, obtenemos 

[f(x)g(x)]' = lím f(x + hh - f(x) lim g(x + h) + f(x) lím g(x + h) - g(x) 
h-O h-O h-O h 

f'(x)g(x) + f(x)g'(x), 

que es el resultado que deseábamos. 
Al establecer la ecuación 3 pudimos también haber sumado y restado tan sólo la 

cantidad f(x + h)g(x). Como hemos mencionado, el artificio ve sumar primero y 
después restar la misma cantidad con frecuencia es útil para simplificar un problema. 
De hecho, una de las razones para el estudio de las demostraciones matemáticas es 
adquirir destreza en las técnicas como ésta. Puede ayudar el conocimiento de varios 
recursos de este tipo cuando se encuentra uno con un caso poco conocido. 

Demostración de la parte (d) : Demostraremos la regla para el cociente en dos 
etapas. Primero demostraremos que si g es derivable en x, entonces 

[
_ 1 J' - _ g'(X) 
g(x) - [g(x)F' 

g(x) =¡é O. 

De acuerdo con la definición 3.1.1, tenemos que 

[g(~)J = l~ ~ [g(X ~ h) - g(lX)J 

= lím g(x) - g(x + h) 
h-O hg(x)g(x + h) 

= lím [ _ g(x + h) - g(x) . 1 J 
h-O h g(x)g(x + h) , 

(25) 

siempre que exista este límite. Nótese que hemos manipulado el cociente de diferencias 
para 1/g de manera que aparezca este cociente para g de manera explícita. La hipótesis 
de que g es derivable en x nos asegura que el último cociente de diferencias tiene el 
límite g' (x) cuando h -7 O. Además, g(x + h) -7 g(x) cuando h -7 O, porque g es 
derivable y por tanto continua en x. Por tanto, obtenemos 

[ 
1 J' __ 1_ [límg(X + h) - g(X)J[lím 1 J 

g(x) = g(x) h-O h h-O g(x + h) 

g'(x) 
- [g(x)]2· 

Finalmente, hacemos notar que en el argumento anterior teníamos que saber que 
g(x + h) *" O para escribir el cociente de diferencias para 1/g. Sin embargo conocemos 
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lo anterior porque g(x) * O Y g es continua en x . De acuerdo con el teorema 2.6.1, 
entonces, al menos para h suficientemente pequeña, también g(x + h) * O. Recuérdese 
que tuvimos el mismo caso en el ejemplo 4 de la sección. 3.1. 

Para completar la demostración de la ecuación 4, escribimos f(x)/g(x) en forma 
de producto y a continuación empleamos la ecuación 3 y la ecuación 25. Se obtiene 

[
f(X)JI [ 1 JI 
g(x) = f(x)· g(x) 

1 [ 1 JI = f'(x) g(x) + f(x) g(x) 

f'(x) f(X)g/(X) 

= g(x) - [g(x)]2 

g(x)f'(x) - f(X)g/(X) 

[g(x)]2 
g(x) '1= O. 

Con esto se completa la demostración del teorema 3.2.1. o 

PROBLEMAS 

Determinar f' (x) en los problemas 1 a 20. 

1. f(x) = 3X2 - 4x + 1 

2. f(x) = x4 
- 5x3 + 2X2 + 6x - 7 

3. f(x) = 4x5 + 7x3 
- 6x 

4. f(x) = x8 - 4x4 + 1 

5. f(x) = (2X2 + 1)2 

6. f(x) = (x 3 + 6x + 1)(x2 - 1) 

7. f(x) = (x + 2)(x - 1)(x + 3) 

8. f(x) = (x . - 1?(x2 + 1? 
9. f(x) = (X2 + 1)(x2 + 4) 

10. f(x) = (x - 2)(2x2 + 3) 

x3 - 6X2 + 8x - 5 
11. f(x) = , x '" O X2 

2X2 - 4 
12. f(x) = x + 3' x '" - 3 

x 4 
- 3X2 + 2 

13. f(x) = , x '" 2, 3 
X2 - 5x + 6 

14. f(x) = x
3 

+ 2x 
X2 + 1 

1 2 
15. f(x) = 3X2 + X4

/3 + - - -, x '" O 
X x3 

16. f(x) = X7 /2 + 3X I / 3 + X-2/3 , X > O 

X 3/2 

17. f(x) = x + l' x ~ O 

X2/5 _ X5/2 
18. f(x) = , x ~ O 

X2 + 1 

7x 
19. f(x) = 3x + (X 1l3 + 1)(x2/3 

- 1) + 1 + X2 

X2 - 4 
20. f(x) = 2X3 + -- + x2(1 + X4

/
3

) 
X2 + 4 

21. Seay = f(x) = X2 - 6x + 2. 

(a) Determinar y' 

(b) Hallar la ecuaci6n de la tangente a la gráfica de 
y = f(x) en el punto (1, -3). 

(c) Localizar el punto de la gráfica de y = f(x) en el ' 
que la tangente tiene la pendiente cero. ¿Qué rela­
ci6n tiene este punto con otros en la gráfica? Su-
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Determinar los puntos de la curva y = X3 + 2x2- 6x
40. EXpIgerencia: hacer un esquema de la curva y la tan- 30.

áreagente en cuestión. - 6 para los cuales la recta tangente es perpendicular carnl
22. Sea y = f(x) = - x2 + 4x + 7. a la recta x + 2y = 4.

41. (a) le
(a) Determinar y', 31. Por el punto (4, 7) pasan dos rectas que son tangentes n

(b) Hallar la ecuación de la tangente a la gráfica de
a la parábola y = ~. Hallar una ecuación de cada una

11
de las rectas y determinar los puntos de tangencia. dy = f(x) en el punto (1, 10).

32. El punto P(a, b) queda bajo la parábola y = X2; por u
(e) Localizar el punto de la gráfica de y = f(x) en el tanto b < a2 Demostrar que hay dos rectas que pasan (b)Ique la tangente tiene la pendiente cero. ¿Qué rela- por P que son tangentes a la parábola, y calcular sus

ción tiene este punto con los demás de la gráfica? pendientes.
Sugerencia: hacer un esquema de la curva y la

33. La posición de una partícula que se mueve en líneatangente en cuestión.
recta está dada por *42. Gen

23.
3x s = t3 - ~t2 + 1St + 4, nes.Sea y = f(x) = -2--'

X + 1
estando s en pies y t en segundos.

(a) Determinar y'.
(a) Determinar todos los valores de t para los cuales

(b) Localizar los puntos en los que la recta tangente a la velocidad v tiene el valor de 9 ft/seg.
la gráfica de y = f(x) es horizontal.

(b) Calcular el valor del tiempo en el que la partícula 3.3 [
(e) Localizar los puntos de la gráfica de y = f(x) en tiene la menor velocidad. ,

los que alcanza sus valores máximo y mínimo, 34. Un objeto que se deja caer partiendo del reposo, en el
respectivamente. Sugerencia: hacer un esquema

vacío, recorre una distancia s = gr/2 en un tiempo t, Desde 1de la gráfica de y = f (x).
siendo g la aceleración de la gravedad. Suponer que es derix

24. Sea y = f(x) = x2 - 4x - 7. g = 32 ft/seg".
valor el

(a) Hallar la ecuación de la recta tangente a la gráfica (a) Calcular el tiempo en el que el objeto alcanza una
de y = f(x) en el punto (- 2, 5). velocidad de 128 ft/seg.

(b) Hallar la ecuación de la recta perpendicular (nor- (b) Si el objeto se deja caer de una altura de 128 pies,
mal) a la línea tangente en (- 2, 5). calcular la velocidad con la cual choca con el piso.

25. Las gráficas de y = x2 - 3x - 1 Y Y = >Ix + 1 se 35. Sea A la fu
intersecan en el punto (4,3).

{ x
2 x:::; 2; derivae

(a) Hallar la ecuación de las rectas tangentes a las f(x) = td + b, x> 2. derivae
curvas en su punto de intersección. Determinar a y b de modo que a sea derivable en f. En ~

(b)Calcular la tangente del ángulo agudo formado en x = 2. denota
(4,3) por las dos rectas determinadas en la parte 36. Sea sino ur
(a).

f(x) = {a\lX, x:::; 1;
26. Sea y = 1 + x2. Determinar todos los puntos de esta x + b, x> 1. -curva para los cuales la tangente pasa por el origen.

Determinar a y b de modo que f sea derivable en EJEN
27. Sea y = 5 + x - 2x2. Determinar todos los puntos de x = l.

esta curva para los cuales la tangente pasa por el punto
37. Determinar la razón de cambio del área A de un Detern

(- 1,10).
círculo con respecto a su radio r.

28. Determinar los puntos de la curva y = x2 - 3x + 7
38. Determinar la razón de cambio del volumen V de unapara los cuales la recta tangent: es paralela a la

esfera con respecto a su radio r.. recta y - 5x = 4.

29. Determinar todos los puntos de la curva y = x3 + 39. Expresar el volumen V de un cubo en términos del M
2x2 - 6x + 4 para los cuales la recta tangente es área de su superficie S y determinar la razón de

ve que
paralela a la recta 2x + y = 3. cambio de V con respecto a S.
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40. Expresar el volumen V de una esfera en términos del 
área de su superficie S y determinar la razón de 
cambio de V con respecto a S. 

41. (a) Hallar una fórmula para la derivada de tres funcio­
nes. Esto es, si f(x) = u(x)v(x)w(x), siendo u, v y 
w funciones derivables, expresar f' (x) en términos 
de u(x), v(x) y w(x), y de sus respectivas derivadas 
u' (x) , v' (x) y w' (x). 

(b) Demostrar que 

f'(x) u'(x) v'(x) w'(x) 
-- = -- + -- + - -o 
f(x) u(x) v(x) w(x) 

*42. Generalizar el resultado del problema 41 a n funcio­
nes. En particular, demostrar que si 

f(x) = u,(x)ub) . . . un(x), 

siendo U¡, U2, ... , Un funciones derivables, entonces 
f'(x) u;(x) u~(x) u~(x) --= --+ -- +".+ - ­
f(x) u,(x) uz(x) un(x)' 

Sugerencia: una demostración formal emplea el princi­
pio de inducción matemática (ver sección. 6.1). Si el 
lector no está familiarizado con demostraciones por 
inducción, dar un argumento más informal. 

43. Emplear el resultado del problema 42 para determinar 
f' (x) si f(x) = [u(x)]n. 

44. Deducir la regla para el producto, ecuación 3, suman­
do y restando la cantidad f(x + h)g(x) en el cociente 
de diferencias en la ecuación 24. 

3.3 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 
Y ANTIDERIVADAS 

Desde luego, es posible aplicar el proceso de derivación a una función que en sí misma 
es derivada de otra función. La derivada de f' es (j')' y en general se escribe f"; su 
valor en el punto x es 

f"(x) = lím f'(x + h) 
h .... O h 

f'(x) 
(1) 

A la función f' se le llama la primera derivada de f, y a la función f" la segunda 
derivada, porque se obtuvo derivando por segunda vez. También se pueden determinar 
derivadas de orden mayor. Por ejemplo, la derivada de f" es f"' , la tercera derivada de 
f. En general, la enésima derivada de f, obtenida al derivar n veces sucesivas a f, se 
denota mediante fin). Es importante recordar que la n entre paréntesis no es exponente, 
sino un indicador del número de derivaciones que se han de llevar a cabo. 

EJEMPLO 1 

Determinar las primeras tres derivadas de f si 

x =¡6. O. 

Mediante la regla para potencias y las propiedades algebraicas de las derivadas se 
ve que 
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4x3 - 4x
1 2 -1/3 X#Of'(X) = - -X
x2 3 '

2 2 x#Of"(x) 12x2 - 4 + - + _ X-4/3

x3 9 '

Y finalmente

f"'(x) 24x 6 8 -7/3 X # O .•- - --x
x4 27 '

EJEMPLO 2

Si

X

y.= X + i ' X # -1,

determinar y' y y".
Con la regla para el cociente, teorema 3.2.1(d) obtenemos

-y' (x + 1)(x)' - x(x + 1)'
(x + 1)2

X + 1 - x
(x + 1)2

1= -:---~
(x + 1)2'

x # -l.

Para determinar a y" podemos emplear ya sea la regla para el cociente de nuevo, o bien
la ecuación 25 de la sección 3.2 con g(x) = (x + 1)2 = r + 2x + 1. Entonces

" g'(x) 2x + 2 2
y = - [g(x)J2 = - (x + 1)4 = - (x + 1)3' x # -l. •

Las derivadas de orden mayor que el primero también tienen interpretaciones
físicas o geométricas. Después las describiremos con más detalle, pero en esta ocasión
mencionaremos un ejemplo. Si

s = f(t) (2)

proporciona la posición de un objeto en movimiento como función del tiempo, entonces
su velocidad está dada por

v = f'(t). (3)

La derivada v' de la velocidad con respecto al tiempo es la aceleración y se indica con
una Q. Así,

y por tan!
movimiei

Notacl

Normalrr
derivada:
eficacia I

la notaci.
s' es la e

Una
esta nota
x. Así,D
variable!
derivacii
describe

En t

y las prc

Lasegu
y órdem

La
cabo en
toma ur
especia:
entonce

Cualqu
ecuacir
operad,
matem:
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a = v' = s" = f"(t) , (4) 

y por tanto la segunda derivada con respecto al tiempo, de la posición de un objeto en 
movimiento, da la aceleración de éste. 

Notación de operador para las derivadas 

Normalmente se emplean al menos tres notaciones diferentes para representar las 
derivadas. Cada una tiene sus ventajas en casos diferentes; para emplear con mayor 
eficacia el cálculo, el estudiante debe familiarizarse con las tres. Ya hemos empleado 
la notación de "primas", que introdujo Lagrange, según la cual f' es la derivada de f, 
g' es la derivada de g, etcétera. 

Una segunda notación es la que emplea la letra D para indicar derivación. Según 
esta notación, D f es la derivada de la función f, y D f(x) es el valor de D f en el punto 
x. Así, D f y D f(x) son lo mismo que f' y f' (x), respectivamente. Si se habla de varias 
variables, a veces se usa un subíndice para indicar la variable implicada en determinada 
derivación, por ejemplo Dx f o Dx f(x). La tercera notación, debida a Leibniz, se 
describe en la sección 3.4. 

En términos de la notación con D, la regla para potencias toma la forma 

(5) 

y las propiedades algebraicas de las derivadas se pueden expresar como sigue: 

D(f ± g) Df ± Dg, (6) 

D(a!) aDf, (7) 

D(fg) = fDg + gDf, (8) 

D (t) = gDf - fDg 
g g2' g 7'" O. (9) 

La segunda derivada de fes D(D f) o D2 f. De igual modo, las derivadas de tercer orden 
y órdenes superiores se indican con D3 f, D4 f, . .. ,Dnf, etcétera. 

La notación D destaca que la derivación es un proceso u operación que se lleva a 
cabo en una función. Así, a veces se habla de D como el operador de derivación: se 
toma una función f y opera sobre ella, o la transforma, en una nueva función D f. En 
especial, si f y g son funciones derivables y si a y ~ son constantes cualesquiera, 
entonces, como hemos visto por la ecuación 5 de la sección 3.2, 

D[af(x) + ~g(x)] = aDf(x) + ~Dg(x). (10) 

Cualquier operador o transformación que tenga la propiedad expresada por la 
ecuación 10 se llama lineal; así, el operador D de derivación es operador lineal. Los 
operadores o transformaciones lineales desempeñan un papel muy importante en la 
matemática. 

/ 
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EJEMPLO 3 

Determinar D f(x) y D2 f(x) si 

f(x) = 2X 3 + X- 1I2 , x> O. 

Empleando las ecuaciones 6 y 7 junto con la regla para potencias, se obtiene 

Df(x) = 6X2 - h-312, x> O, 

y 

x> O .• 

EJEMPLO 4 

Determinar Dn(x"), en donde n es entero positivo. 
Empleando la regla para potencias, tenemos que 

yen general 

D(xn) 

D2(xn) 

D3(xn) 

n(n 

n(n 1)(n - 2)xn - 3 , 

Dn(xn) = n(n - 1)(n - 2) ... [n - (n - 1)]xn- n 

= n!. 

Como n! es una constante, por tanto 

(11) 

(12) 

para toda x. Además, de acuerdo con ia ecuación 12, si P es un polinomio de grado n, 
entonces sus derivadas (n + l)-ésima y las de orden mayor son cero dondequiera. _ 

Antlderlvadas 

Hasta ahora nos hemos ocupado del problema de determinar la derivada f' de una 
función dada f. Sin embargo, en la práctica, con frecuencia nos encontramos con el 
problema precisamente contrario: dada la derivada f', determinar la función f . En una 
terminología ligeramente distinta, dada una función g definida en un intervalo abierto, 
determinar una función f tal que f' = g, ó D f = g en este intervalo. Se dice que esta 
función f, cuya derivada es g, es una antiderivada de g. Se emplea la notación D- 1, 

y se lee UD-inversa", para denotar a las antiderivadas. Así, 
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si Df = g, (13)entonces

Por ejemplo,

(14)

ya que D(x3/3) = x2• Sin embargo, nótese que x3/2 no es la única antiderivada de x2•

Por ejemplo, las funciones (x3/3) + 5, (x3/3) - 3 y, en general

en la que e es una constante arbitraria, también son antiderivadas de x2• Esto es, cada
una de esas funciones tiene a x2 como su derivada. En general, si f es una antiderivada
de g, entonces f + e también es una antiderivada para toda constante c. Así, mientras
que una función derivable tiene exactamente una derivada, una función dada tiene más
de una antiderivada, suponiendo que tiene alguna.

Es posible demostrar que todas las antiderivadas de g tienen la forma f + e, siendo
Df = g. Sin embargo, este resultado necesita de más apoyo teórico y se establece en
el teorema 4.1.5 más adelante. Por el momento, aceptando este hecho, vemos que para
determinar una antiderivada de una función g sólo necesitamos determinar una función
f tal que Df = g; a continuación, se obtienen todas las antiderivadas posibles de g
sumando constantes a f.

Otros ejemplos de antiderivadas son

D':' (:2) 1-- + e,
x

D -l(X - X1l3)
x2 3
2

- - X4/3 + e,
4

(15)

(16)

y en forma más general,

X'+l
D-l(X') = -- + e,

r + 1
r ~ -1. (17)

La restricción de que r *' - 1 en la ecuación 17 quiere decir que esta ecuación no da
una antiderivada para la función l/x. Esta función sí tiene una antiderivada, pero no es
la que se obtiene por alguna función que hayamos considerado hasta ahora. Las
fórmulas de antiderivación que corresponden a las ecuaciones 6 y 7, que son

D l(f ± g) = D-1j ± Dr 'g, (18)

y
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(19) 

respectivamente, son especialmente útiles. Por ejemplo, la ecuación 18 dice que la 
antiderivada de f ± g se puede determinar encontrando por separado las antiderivadas 
de f y g, y formando a continuación su suma o su resta, según el caso. La deducción 
de las ecuaciones 18 y 19 se indica en el problema 36. 

Para una función g dada, las gráficas de sus antiderivadas 

y = f(x) + e 

constituyen una familia de curvas "paralelas" en el plano xy (véase figura 3.3 .1). Para 
identificar a una determinada antiderivada, con frecuencia se especifica un punto 
(xo, Yo) por el cual pasa. 

EJEMPLO 5 

Si g(x) = x2
, determinar la antiderivada de g cuya gráfica contiene el punto (1, 2). 

Anteriormente hemos llamado la atención hacia el hecho de que las antiderivadas 
de X2 son de la forma (x3/3) + c. Por tanto, entre todas las curvas de la familia 

y 
x 3 

3 + e, (20) 

debemos encontrar una que pase por el punto (1, 2) (véase figura 3.3 .2). Sustituyendo 
x = 1 Y Y = 2 en la ecuación 20, se deduce que 

2 + i = e, y por tanto e = ~. 

Entonces 

x 3 5 x 3 + 5 
y =-+-=--

333 
(21) 

es la antiderivada que se buscaba; es la única que pasa por (1,2) . • 

EJEMPLO 6 

Supongamos que una partícula de masa m se arroja en dirección vertical hacia arriba 
desde la superficie de la tierra, con una velocidad inicial vo. Suponer que la atracción 
gravitacional de la tierra es constante, y no tomar en cuenta la resistencia del aire y las 
demás fuerzas que actúan sobre la partícula. Determinar la posición s de la partícula 
en el tiempo t, y determinar también la altura máxima que alcanza la partícula. 

La posición s es positiva cuando se mide hacia arriba teniendo el origen del eje s 
en la posición inicial de la partícula, como se ve en la figura 3.3.3. Entonces la velocidad 
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y

Cs xC4

C3

). Para C2

punto Cl

x

2).
ivadas

(20)

yendo

(21)

arriba
acción
ey las
ícula

1 eje s
idad

Figura 3.3.1 Una familia de aniiderívadas, Figura 3.3.2 Gráficas de y = (x3/3) + c.

v = s' es positiva cuando la partícula se mueve hacia arriba, y negativa cuando cae. De
acuerdo con la ley de movimiento, de Newton, la fuerza externa que obra sobre la
partícula es igual al producto de la masa m por la aceleración a de la partícula, esto es,

F = ma. (22)

Como hemos hecho notar en la ecuación 4, a = v'. Además, en este caso, la única
fuerza externa es la atracción gravitacional de la tierra, o sea el peso de la partícula.
Así, F = - mg, en donde g es la aceleración= debida a la gravedad, y se escoge el signo
menos porque esta fuerza actúa en la dirección hacia abajo (negativa). Sustituyendo F
y a en la ecuación 22, vemos que la velocidad v debe satisfacer

8

t
I
I5m

tmg

I
I
I
Io' = ._g. (23)

y por tanto, Figura 3.3.3
Acción de la
gravedad sobre
una masa puntual.

v = -gt + c., (24)

en la cual Cl es constante. Como v = Vo cuando t = 0, tenemos que el = Vo Y por tanto

v = -gt + Vo. (25)

Poniendo s' en lugar de v, y despejando a s en la ecuación 25, se tiene

* Para los fines de este texto, es suficiente suponer que g = 32 ft/s2 6 9.8 mls2.
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s = -!gt2 + vot + C2, (26)

en la cual C2 es otra constante. Sin embargo, s = O cuando t = O Y por tanto C2 = O.
Con ello obtenemos el resultado

s = - !gt2 + vot. (27)

Si no se perturba a la partícula en su trayectoria, regresará a su punto de partida
en la superficie terrestre cuando s = O, esto es, cuando t = 2vrlg. Así, la ecuación 27
es válida sólo cuando t está en [O, 2volg]. Vemos, de acuerdo con la ecuación 25, que
v > O cuando t < volg y que v < O cuando t > volg. Por tanto, la partícula detiene su
ascenso cuando t = volg, alcanzando así su altura máxima en este tiempo. Sustituyendo
t = volg en la ecuación 27, encontramos que

v5
2g

(28)

que es la altura máxima que alcanza la partícula. _

PROBLEMAS

En los problemas 1 a 10 determinar la derivada que se pide
de la función indicada.

En los problemas 11 a 20, determinar la antiderivadaque
se pide.

1. f"(x) si f(x) = (X2 + 1)(x2 - 2x + 4)
2. D3y si

y = x5 - 3x4 + 5x3 - 6x2 - 2x + 8

3. D2f(x) si f(x) = Xl/3 - ~,
x

4 f",() . f() x
2 + 1• X SI X = --,

x2

1 + X-2/3
5. y'" si y = ,

x x~O

11. D-I(X - 4)

13. D-I(X2 + :2)
15. D-I(3x2l3 - 4x1l3)

17. D-I(~)

19.D-{ (2 !xr]
20. D-{ - 2Vx(1 + ~Vx + X)]

12. D-I(3x2 - X + 6)

16. D-l[(X + 1)(x - 2)]

18. D-{(1 !XX2)2]
x~O

x~O

6. D8y si Y = (x3 + 2X2 - 6x + 1) .
(2x3 + 5x - 7)

7. y" si y = x4 - 3x2 + 6 En los problemas 21 a 26, determinar la función f que
satisface las condiciones indicadas.

8. f"(x) si f(x) = ..,- 1,
x + 2

x ~ -2 21. f'(x) = 2x - 3; f(O) = 4

22. f'(x) = 3x2 + X - 7; f(l) = -2

23. f'(x) = 4x3 - 2x; f(2) = 4

1
24. f'(x) = x2 + 2' x < O; f( -1) = 1x

",. 2.r 1 49. Y SI Y = x + 3 v x - - + . r:»
x vx

x>O

10. D2f(x) si f(x) = x + 2,
x - 3 x~3

25. f(x) =

26. f(x) =

27. Hallar
P(2) =

28. Hallar 1

4, P'(-

En los prol
condiciones
tacional es (
en especial

29. Se deja
y llega
la barr:

30. ¿Desdl
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33.

34.

(26)

2 = O.

(27)

artida
ión 27
5,que
ne su

yendo

." ,.
(28)

f que

25. f'(x) = Vx, x > O; f(l) = 1

26. f'(x) = ~, x > O; f(2) = O
x

27. Hallar un polinomio P de segundo grado tal que
P(2) = 1, P'(O) = - 3 y]>,,(4) = 6.

28. Hallar un polinomio P de tercer grado tal que P (O) =
4, P'(- 1) = 2, P'(2) = 5 Y P"(l) = - 5.

En los problemas 29 a 32 suponer que prevalecen las
condiciones del ejemplo 6, esto es, que la atracción gravi-
tacional es constante y que no se consideran otras fuerzas,
en especial la resistencia del aire.

29. Se deja caer una piedra desde la orilla de una barranca
y llega al suelo 3 segundos después. ¿Qué altura tiene
la barranca?

30. ¿Desde qué altura debe caer un objeto para llegar al
piso con una velocidad de 60 mi/hr?

31. Se arroja hacia arriba una pelota cuya masa es de 0.25
kg, con una velocidad inicial de 20 mlseg, desde el
techo de un edificio, a 30 m de altura.

(a) Calcular la altura máxima sobre el piso, a la que
llega la pelota.

(b) Suponiendo que la pelota no cae en el edificio
cuando va hacia abajo, calcular el tiempo que pasa
hasta que llega al suelo.

Se lanza una partícula verticalmente hacia arriba des-
de la parte superior de un elevador. Su velocidad
inicial es 50 ftlseg. En el mismo instante el elevador
inicia un descenso a velocidad uniforme de 10 ftlseg
hacia abajo. Calcular el tiempo en el que la partícula
pega al techo del elevador.

Demostrarque(f'g - fg')' = f"g - fg"·
Suponiendo que f y g son derivablesel número nece-
sario de veces, demostrar que

(a) (fg)" = f"g + 2f'g' + fg"·
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(b) (fg)'" = f"'g + 3f"g' + 3f'g" + fg"'·

*35. Los resultados del problema 34 sugieren que

(fg)(n) = JCn)~ + nJCn-l)g'

+ ... + (~) f(n-k)g(k) + + fg(n) ,

en donde

= n(n - 1) ... (n - k + 1)
k!

n!
k!(n - k)!

es el coeficiente de an-kbk en (a + bt. A la ecuación
(i) se le conoce como regla de Leibniz. Llevar a cabo
la demostración mediante inducción matemática. Su-
gerencia: si el lector no está familiarizado con las
demostraciones por inducción, consulte la sección
6.1.

*36. (a)Para deducir la ecuación 18 a partir de la ecuación
6, obsérvese que esta última ecuación es equiva-
lente a

f + g = Dr '(Df + Dg).

A continuación hagamos D f = u, Y Dg = v. Demos-
trar entonces que

D-1u + D-1v = D-l(U + v),

que es la misma ecuación que la 18, a excepción de
los símbolos de las funciones.

(b)Emplear un argumento semejante al de la parte (a)
para deducir la ecuación 19 a partir de la ecuación
7.

(e) Demostrar que

D-l(au + j3v) = «Dr+u + I3D-1v

para cualquier constante a y 13. Por tanto, D-1 también
es un operador lineal.

3.4 APROXIMACIONES LINEALES

El propósito principal de esta sección es el de mostrar cómo es que el concepto de
derivación conduce naturalmente a la idea de aproximar una función dada y = f(x)
mediante una función y = ax + b en la vecindad de algún punto dado. En otras palabras,

(i)

(ii)
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cerca del punto dado, aproximamos la gráfica de la función f mediante una recta. A 
este tipo de aproximación se le llama aproximación lineal y tiene muchos usos 
importantes, tanto en la teoría como en la aplicación de las matemáticas. 

Recuérdese que para una función dada y = f(x) derivable en x = xo, podemos 
trazar la recta tangente a la gráfica de f en el punto (xo, Yo) como se ve en la figura 
3.4.1. Esta tangente tiene la ecuación 

y = Yo + f'(xo)(x ..... xo)· 

y 

,/ 
,/ 

,/ '/y = Yo + f'(xo)(x - xo) 

/. ,/~--

'" y=f(x) 
'" (xo, Yo) 

,,'/ 

Figura 3.4.1 

,/ 
,/ 

,/ 

x 

(1) 

De este modo, hemos definido una nueva función, la función recta tangente, definida 
por 

T(x; xo) = Yo + f'(xo)(x ..... xo) 

= f(xo) + f'(xo)(x ..... xo). (2) 

La notación T(x; xo) indica que T depende tanto de la variable independiente x como 
del punto de tangencia. 

Para investigar qué tan bien se aproxima T a f, investigaremos la diferencia 
f (x) ..... T(x; xo). A esta diferencia se le llama residuo y es conveniente escribirlo en la 
forma r(x; xo)(x ..... xo). Así, tenemos que 

f(x) ..... T(x; xo) = r(x; xo)(x ..... xo). (3) 

La ecuación 3 sirve para definir la función r, a la que llamaremos la función residuo. 

EJEMPLO 1 

Se tiene la función 

f(x) = l(x2 ..... X + 2) (4) 

cuya gráfica se muestra en la figura 3.4.2. Para Xo = 1, determinar la función recta 
tangente T y la función residuo r; investigar el comportamiento de r(x; 1) cuando 
x ..... H. 
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Como f'(x) = x - ~, se tiene que 

-1 

'""--/....".(1. 1) 
// 

T(x; 1) = f(1) + f'(1)(x - 1) 

= 1 + !(x - 1) = !(x + 1). 
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(5) 

Esta función se puede emplear para aproximar a f(x) en la vecindad de x = 1; por 
ejemplo, 

T(l; 1) = 1(1 + 1) = ti 

es una aproximación al valor real 

f(l) = l[(t)2 - i + 2] = lli . 

El residuo es en este caso 

f (i) - T(t; 1) = lli - ti = Th. 

Para un valor arbitrario de x el residuo es 

f(x) - T(x; 1) = !(X2 - X + 2) - !(x + 1) 

= HX2 - 2x + 1) 

= !(x - 1)2. 

Por tanto, de acuerdo con la ecuación 3, la función residuo r(x; 1) es 

r(x; 1) = !(x - 1). 

(6) 

(7) 

Claramente, r(x; 1) -7 O cuando x -71; como resultado de ello, el residuo 
r(x; 1) (x - 1) tiende a cero más rápidamente que el propio x - 1 cuando x -7 1 . • 

Los resultados presentados en el ejemplo 1 para la función f(x) = (x2 
- X + 2)/2 

son típicos del caso de cualquier función derivable. 
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Teorema 3.4.1 

Si f es derivable en xo, entonces 

f(x) - f(xo) = f'(xo) (x - xo) + r (x; xo) (x - xo), (8) 

en la cual 

r (x; xo) -7 O cuando x -7 xo. (9) 

Demostración. Obsérvese que se obtiene la el:uación 8 sustituyendo la ecuación 2 en 
la ecuación 3. A continuación, para x *- Xo podemos reformular la ecuación 8 para que 
quede en la forma siguiente. 

f(x) - f(xo) - f'( ) + (. ) 
- Xo r x, Xo . 

x - Xo 
(10) 

Como f es derivable en Xo, el lado izquierdo de la ecuación 10 tiende a f' (xo) cuando 
x -7 xo, y por consiguiente r(x;xo) -7 O cuando x -7 xo, que es lo que se tenía que 
demostrar. O 

A veces es útil enunciar el teorema 3.4.1 en una forma ligeramente distinta. Si 
hacemos que x - Xo = h, entonces la ecuación 8 se transforma en 

f(xo + h) - f(xo) = [f'(xo) + r(h; xo)]h, (11) 

en la cual r (h;xo) = r(xo + h; xo) y r (h; xo) -70 cuando h -70. 

EJEMPLO 2 

Para la función f(x) = (r - x + 2)/2 del ejemplo 1, determinar la función recta 
tangente T(x; xo) y la función residuo r(x; xo) para algún valor arbitrario de Xo. 

Tenemos que 

~_ X5 - Xo + 2 
f(xo) 2 Xo - ~ . 

Por tanto, de acuerdo con la ecuación 2, 

T(x; xo) = ~ (xfi - Xo + 2) + (xo - n (x - xo) 

= 1 - ~5 + (xo - ~) x. (12) 
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Entonces, el residuo es

f(x) - T(x; xo)
x2 -x + 2

2

x2 x2
- xox +-.J!

2 2

(x - XO)2
2

y de acuerdo con la ecuación 3, •
x - Xo

2
(13)r(x; xo)

De nuevo, como pide el teorema 3.4.1, r(x; xo) ~O cuando x ~xo .•

Emplearemos la relación de las ecuaciones 8 y 9 para definir lo que se llama una
aproximación lineal. Se tiene una función continua dada f y un punto dado Xo.
Entonces, la función

(14)

se dice que se aproxima a f(x) cerca de xo si

f(x) - A(xo) = B(xo)(x - xo) + r(x; xo)(x - xo), (15)

en la cual

r(x; xo) ~ O cuando x ~ Xo. (16)

El teorema 3.4.1 afirma que si f es derivable en xo, entonces f tiene esa aproximación
(la aproximación recta tangente) siendo A(xo) = f(xo) y B(xo) = f'(xo). La inversa del
teorema 3.4.1 también es verdad, esto es, si f es continua y son válidas las ecuaciones
15 y 16, entonces en consecuencia f también es derivable en xo y, desde luego,
A(xo) = f(xo) Y B(xo) = f' (xo)· En el problema 29 se indica la demostración de esta
afirmación. Así, f es derivable en xo si y sólo si existe una función recta tangente que
se aproxima a f en las cercanías de xo tal como se ha descrito aquí. Para expresar este
hecho, a veces decimos que una función derivable es localmente lineal, y viceversa.

El siguiente ejemplo muestra cómo se puede emplear una aproximación lineal para
evaluar (aproximadamente) una función más complicada. Se emplea la terminología
" la aproximación es correcta hasta n cifras decimales", lo que quiere decir que la
diferencia entre los valores exacto y aproximado es menor, en valor absoluto, que
5/l0n+J; esto es, que el error es menor que 5 en el lugar (n + l)-ésimo.
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EJEMPLO 3 

Calcular un valor aproximado de " 81.34. 
Si hacemos que f(x) = x l 12

, a continuación podremos calcular un valor aproximado 
de f(81.34) . Como 81.34 es cercano a 81, y como m = 9, definimos la función recta 
tangente a y = f(x) = x l/2 en x = 81. tenemos que 

f'(81) = l8' 

por tanto, la función recta tangente en el punto (81 , 9) es 
ji 

Entonces 

T(x; 81) = 9 + -h(x - 81). 

T(81.34; 81) 9 + -h(81.34 - 81) 

0.34 
9 + 18 == 9.018889 

(17) 

es el valor aproximado que se desea de " 81.34. El valor correcto de " 81.34, con seis 
decimales, es 9.018869, y por tanto la aproximación lineal es exacta hasta cuatro cifras 
decimales. Nótese también que se puede emplear la función recta tangente para obtener 
un valor aproximado de ...Jx para cualquier x cerca de 81, Y no sólo para 81.34 .• 

Notación de Leibniz 

La idea de aproximación lineal a una función f dada ayuda a comprender la notación 
que introdujo Leibniz para la derivada; es la última de las tres notaciones importantes 
que mencionamos en la sección anterior. La notación de Leibniz resulta muy intuitiva, 
al igual que útil; por ejemplo, como veremos en secciones posteriores, algunas fórmulas 
de derivación se recuerdan con mayor facilidad cuando se expresan en esta notación. 
Por tanto, resumiremos las ideas de Leibniz. 

Tenemos la función 

y = f(x). (18) 

Supongamos que la variable x se varía una cantidad Ax, y sea lly (que depende tanto 
de x como de Ax) el cambio o incremento correspondiente en la variable dependiente 
y (véase figura 3.4.3). Entonces 

y 

lly = f(x + llx) - f(x) 

f(x + llx) - f(x) 

llx 

(19) 

(20) 
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. !!!'. 
Pendiente dr 

r 
-----r-Lx---------x+~I~~r------4~ 

Figura 3.4.3 

Leibniz denotó al límite de este cociente de diferencias mediante dy/dx (que se lee "dy 
entre dx" o "dy en dx"): 

dy 

dx 
lím f(x + AX) 

t.x--+o Ax 
f(x) 

(21) 

Obsérvese que dy/dx no es un cociente de dos cantidades separadas dy y dx; más bien 
se refiere al límite del cociente de diferencias de la ecuación 21. Así, dy/dx es 
exactamente la misma cantidad que habíamos representado antes mediante y' ó Dy. 

En los primeros desarrollos del cálculo, Leibniz y otros pensaban que dx y dy era,n 
"infinitesimales" y que su cociente era el cociente diferencial, o derivada. Si bien este 
concepto se ha sustituido por el de la derivada como límite de un cociente de diferen­
cias, la notación de Leibniz· se usa normalmente todavía. Ahora, la notación dy/dx 
sugiere la formación del cociente de diferencias Ay/Ax, el cambio en y dividido entre 
el cambio en x, así como el paso al límite cuando Ax -"-70. 

Para destacar que dy/dx no es un cociente se puede escribir 

! y en lugar de ~. 

Así, d/dx es el operador D que presentamos en la sección 3.3. La notación de Leibniz 
para la segunda derivada y las derivadas de orden superior es 

d 3 d n 

dx 3Y ' ... ' dxny'···· 

Una vez habiendo aclarado que dy/dx no es un cociente verdadero, se acostumbra 
escribir 

dy d 2y d 3y 

dx' dx 2 ' dx 3' 

dny 

, dx n ' 

• Leibniz tenía una aguda apreciación de la importancia de una buena notación, y adoptó el empleo de dy/dx 
para representar a la derivada de y con respecto a x tan sólo después ' de muchas reflexiones. Como tributo a 
su visión ésta es probablemente la notación más útil que existe y la que más se usa, al cabo de trescientos 
años. 
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Por ejemplo, si y = xr
, entonces 

y así sucesivamente. 

dy 

dx 
rx r - 1, 

Podemos resumir ahora las diferentes notaciones para la derivada. Si y = f(x) es 
una función derivable, entonces su derivada se puede indicar por cualquiera de las 
siguientes notaciones: 

y', f'(x) 

Dy, Df(x) 

~ df ( ) 
dx' dx x 

(Notación de primas o de Lagrange) 

(Notación de operador) 

(Notación de Leibniz) 

Cada una se ajusta de manera adecuada para determinados fines, y por tanto se aconseja 
adquirir destreza en el empleo de las tres . 

. Diferenciales 

Reexaminemos ahora la idea de una aproximación de recta tangente a una función 
determinada a la luz de la notación de Leibniz. Este punto de vista se usa con frecuencia 
en las aplicaciones. Algunas veces representaremos un cambio en x por dx, en lugar de 
Lh. Correspondiendo a dx (o a Lh) el cambio en y es ay y está dado por la ecuación 19. 

ay = f(x + ax) - f(x) 

= f(x + dx) - f(x). (22) 

Hablando geométricamente, ay es el cambio en ya lo largo de la curva y = f(x), desde 
x hasta x + Lh. Por otro lado, el cambio en y, medido a lo largo de la recta tangente 
en el punto x se llamará la diferencial de y y se representará mediante dy. Véase la 
figura 3.4.4 y nótese con cuidado la diferencia entre ay y dy. Si bien dx y Lh sólo son 
dos símbolos diferentes para representar lo mismo, dy y ay son dos cosas bastante 
distintas: ay es el cambio real de ya lo largo de la curva y = f(x), pero dy es el cambio 
aproximado en y medido a lo largo de la tangente. Para subrayar que la diferencial dy 
depende tanto del punto x como del incremento dx, a veces escribiremos dy(x, dx). Así, 
dy (x, dx) es el cambio en y a lo largo de la tangente en x, cuya pendiente es f' (x), 
correspondiente al incremento dx. En consecuencia, 

dy (x, dx) = f'(x) dx, 

o, más sencillamente, 

http://carlos2524.jimdo.com/



3.4 APROXIMACIONES LINEALES 157 

y 

I}- - - - - } t!.Y =f(X + d X) - r(X) 

1 dy = f'(x)dx 
l' - -; - - /1 -- --­
, d x (= t!.x) 

x x +.ó. x 

Figura 3.4.4 El incremento 6.y y la diferencial dy. 

dy = f'(x) dx. (23) 

Así hemos definido dos cantidades dx y dy cuyo cociente dy/dx es igual a f' (x ). 
Sin embargo, subrayamos que la dx y dy de la ecuación 23 no son los símbolos que 
aparecen en la ecuación 21. En realidad, como dijimos antes, el lado izquierdo de la 
ecuación 21 no es el cociente de dos cantidades distintas dy y dx; en lugar de ello, dy/dx 
se debe considerar, en la ecuación 21, como la entidad única f'(x ). 

Por último, interpretaremos el teorema 3.4.1 en términos de diferenciales. Sean 
y = f(x), Yo = f(xo) y dx = x - xo. Entonces, sustituyendo en la ecuación 8, resulta 

y - Yo = f'(xo) dx + r(x; xo) dx 

= dy (xo , dx) + r(x; xo) dx. 

Así, la diferencial dy es la aproximación lineal a Y - Yo que describimos antes en 
esta sección. Para una dx pequeña, la cantidad Yo + dy(xo, dx) da una buena aproxima­
ción al valor de Y cuando x = Xo + dx. 

EJEMPLO 3 

Sea 

y = f(x) = i(x2 - X + 2) . 

Determinar la diferencial dy como función de x y de dx . También determinar dy si 
x = 1 y dx = ¡. 

Como 

f'(x) = x 

de acuerdo con la ecuación 23 tenemos que 

1 
2, 

dy (x , dx) = (x - !) dx . 
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Así, para x = 1 Y dx = ~, 

dy (1 1) - 1 . 1 - ...L 
,8 - 2 "8 - 16 · (24) 

Observando que Yo = f (1) = 1, podemos calcular un valor aproximado para Y cuando 
x = ~,que es 

y = 1 + dy (1, k) = 1 + Is = R 

Desde luego que éste es el mismo resultado que obtuvimos para el ejemplo 1 .• 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 6, deducir una ecuación para la 
tangente a la curva dada en el punto dado. 

1. Y = 4 - X2; (1, 3) 
x - 1 

2. Y = x + 1; ( - 2, 3) 

3 _ 6x . 
• Y - 2X2 +. 3x + 4' (-1, - 2) 

4.y 
2 
x 

Vx; (1,1) 

5. Y = X2 - 3x + 4; (xo, Yo) 

6. Y = Vx + x; (xo, Yo) siendo Xo > O 

En los problemas 7 a 12 determinar la función recta tan­
gente T(x; xo) y la función residuo r(x; xo) para el valor de 
Xo dado. Consultar las ecuaciones 2 y 3 del texto. 

7. f(x) = 4x - 3; Xo = 2 

8. f(x) = 2X2 - 3x + 1; Xo = 1 

9. f(x) = ~X2 + 2x - 4; Xo = O 

1 
10. f(x) = - ; Xo = 1 

x 

x 
11. f(x) = - -]; Xo = 2 

x + 
12. f(x) = Vx; Xo = 4 

En los problemas 13 a 16, evaluar (en forma aproximada) 
con una aproximación lineal adecuada el número dado. 
También, determinar el número de decimales correctos. 

13. (27.16)1/3 14. (3.75) -112 

15. (15 .82)114 + (16.12) - 1/2 16. (4.02)3 - (3.97)3/2 

17. Emplear una aproximación lineal para calcular el 
volumen de una esfera cuyo radio es de 0.96 ft. 

18. Con una aproximación lineal calcular el área de un 
triángulo equilátero cuyo lado es de 2.06 in. 

19. Con una aproximación lineal calcular el valor de la 
función f(x) = 3x3 + 6X2 + 7x - 8 cuando x = 1.01. 

20. Calcular, con una aproximación lineal, el valor de la 
función f(x) = .,¡x + (l /.,¡x) cuando x = 3.97. 

En los problemas 21 a 28 determinar dy/dx y d2y/~. 

21. Y = x 4 + 2X2 - 5 

22. Y = x 3 - 7X2 + 3x - 8 23. Y 

1 
24. Y = Vx + Vx' x > O 

1 
25. Y = 3X2 - X4

/3 + - - X ~ - 1 
x + l' 

26. Y = x(x - l)(x + 2) 

x + 1 
27. Y = --2' x ~ -2 

x+ 
28. Y = (x - 1)2 

"29. Sea f continua en Xo y sea su aproximación lineal 
cerca de Xo la siguiente: 

f(x) = A(xo) + B(xo)(x - xo) 

+ r(x; xo)(x - xo), (i) 

en la cual A y B son constantes que se deben calcular, 
y 
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Iím r(x; xo) = O. (ii) 
X-XQ 

(a) En la ecuación (i) hacer que x ~ Xo y demostrar 
que A = f(xo) . 

(b)Con el resultado de la parte (a), demostrar que 

f(x) - f(xo) = B + (. ) r x, Xo . x - Xo 
(iii) 

(c) Hacer que x ~xo en la ecuación (iii) y demostrar 
que f es derivable en xo, y además que B = f' (xo). 

Errores y errores relativos 

Con frecuencia deseamos evaluar una función f en un 
punto xo. Sin embargo, a veces, y debido posiblemente a 
un error de medición, empleamos un valor incorrecto de x 
en lugar de Xo; esto es, evaluamos a f(x) en lugar de f(xo). 
En este caso, la diferencia o incremento 

f(x) - f(xo) = f(xo + Ax) - f(xo) 

= t1f(xo; t1x) 

es el error en f debido al error t1x. A la razón 
t1f(xo; Ax)/f(xo) se le llama el error relativo. 

(i) 

Para simplificar cálculos se acostumbra remplazar a 
t1f(xo; Ax) pordf(xo, Ax), al menos si Ax es pequeño. Así 
se obtiene un error relativo aproximado 

3.5 FUNCIONES COMPUESTAS 
Y LA REGLA DE LA CADENA 

Errorrelativo == df(xo, t1x) = f'(xo) t1x (ii) 
f(xo) f(xo)' 

Los problemas 30 a 32 tienen que ver con errores y errores 
relativos. 

30. Un carpintero construye una caja cúbica de 3 pies de 
lado con error máximo de 0.02 pies en cada lado. 

(a) Calcular el error máximo del área de la superficie 
de la caja. 

(b)Calcular el error relativo máximo del área de la 
superficie. 

(c) Con una diferencial calcular el error relativo má­
ximo aproximado del área de la superficie. 

31. Siga las instrucciones del problema 30 para el volu­
men de la caja. 

32. Suponer que se desea construir una caja cúbica de 8 
ft3 de capacidad. Se puede tolerar en el volumen de la 
caja un error de 0.25 ft3. 

(a) Calcular el error máximo de la dimensión de los 
lados en el que se puede incurrir sin rebasar el error 
permisible del volumen. Suponer que todos los 
lados tienen la misma longitud. 

(b) Con una aproximación lineal hacer una estimación 
del error permisible que se puede tolerar en la 
medida de un lado. Suponer que todos los lados 
tienen la misma longitud. 

Para dos funciones f y g dadas, vimos en la sección 3.2 cómo expresar la derivada de 
su suma, resta, producto o cociente en términos de f, g y sus derivadas. En esta ocasión 
veremos un modo diferente de combinar dos funciones f y g : sustituiremos una en la 
otra, y con ello formaremos lo que se llama una función compuesta. Emplearemos la 
notación f o g para indicar el resultado de sustituir g en f, esto es 

(f o g )(x) = f[g(x)]. (1) 

Para poder evaluar f [g(x)] es necesario que el valor g(x) esté en el dominio de f. Así, 
para formar f o g es necesario que la imagen de g esté, al menos en parte, en el dominio 
de f . El dominio de f o g consta de todos los puntos del dominio de g para los que g(x) 
está en el dominio de f. Nuestra meta principal en esta sección es mostrar cómo se 
expresa la derivada de f o g en términos de las derivadas de f y g. 
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EJEMPLO 1 

Si f(x) = sen x, y g(x) = r, entonces 

'6;:: s e ¡I\ X (f o g)(x) = sen(x2) (2) 

y el dominio es ( - 00, 00). También 

(g o f)(x) = (sen"x)2 = sen 2 x (3) 

cuyo dominio es (- 00,00). Obsérvese que las funciones f o g y g o f no son las mismas . 

• 

EJEMPLO 2 

Si f(x) = ...f3x + 5, Y g(x) = 1 - 4x, calcular f o g. 
Notemos primero que el dominio de g es ( - 00, 00), y que el dominio de f es 

[ - ~, 00) . La función compuesta f Q g está dada por 

(f o g) V3(1 - 4x) + 5 

V8 - 12x. (4) 

El dominio de f o g se determina de acuerdo con la ecuación 4 por el requisito de 
que 8 - 12x :::: 0, lo cual significa que el dominio es ( - 00, ~] . El lector puede comprobar 
que éste es exactamente el conjunto de valores de x para los cuales g(x) está en el 
dominio de f, esto es, 1 - 4x :::: - ~ .• 

En general, f o g y g o f son distintas entre sí, como muestra el ejemplo 1. En 
realidad, el hecho de que sea posible formar f o g no implica nada acerca de la 
posibilidad de formar g o f . Por ejemplo, supongamos que 

Entonces 

f(x) = 4 + sen x, 

g(x) = VI - x 2
, 

(fog)(x) = 4 + sen VI - X2 

-00 < x < 00, 

- l ::5 x::51. 

para - 1 ::5 X ::5 1. 

Por otro lado, la imagen de f es [3,5], y por tanto no tiene puntos en común con el 
dominio de g. En consecuencia, g o f no existe. 

En algunos casos sencillos podemos relacionar las funciones compuestas con un 
cambio de escala de medición. Por ejemplo, supongamos que la posición s de una 
partícula que se mueve en línea recta está dada por 

\ 
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s = f(t), (5) 

en la cual t se mide en minutos. Si se introduce una nueva coordenada T de tiempo, 
medido en segundos, entonces t y T se relacionan mediante 

T 
t = 60 = g(T). (6) 

Si deseamos expresar a s en términos de T, debemos escribir 

s = f[g(T)] = f(T/60), (7) 

que es una función compuesta. 
En casos como éste es razonable creer que el cambio de escala no afecta determi­

nadas propiedades de la función original, como la continuidad. Así, si la partícula que 
acabamos de describir se mueve en forma continua, no esperaremos que importe si la 
variable del tiempo se mide en minutos o en segundos. De hecho, esta preservación de 
la continuidad es propiedad general de las funciones compuestas, como lo afirma el 
siguiente teorema: 

Teorema 3.5.1 
, 

Sea la función g continua en Xo y la función f continua en Zo, en donde Xo = g(xo). 
Entonces la función compuesta f o g es continua en Xo. Esto es, si F(x) = f [g(x n, 
entonces Fes (':ontiÍllja e!l xo.: 

En otras palabras, una función continua de una función continua es a su vez una 
función eontinua. La demostración del teorema 3.5.1 se deduce inmediatamente a partir 
de la definición de función continua, y no es muy difícil. Sin embargo, la omitiremos. 

A continuación abordaremos el problema de derivar una función compuesta, lo 
cual es el tema principal de esta sección. Si y = f(z) y Z =: g(x), entonces un cambio 
~ en x producirá un cambio &; en z, y este último a su vez producirá un cambio Ay en 
y. El asunto es cómo relacionar el cambio en y directamente con el cambio. en x. 

Por ejemplo, se tiene de nuevo la partícula que se describe en la ecuación 5. Si s 
se mide en pies, entonces la velocidad 

ds 
dt = f'(t) (8) 

se mide en pies por minuto. Para calcular la velocidad en pies por segundo debemos 
multiplicar por un factor de conversión que corresponde al cambio en la escala de 
tiempo; en términos de dimensiones, 

_pies _~ 
segundo - minuto 

minutos 
segundo' (9) 
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Desde luego, el factor de conversión es -lo, el número de minutos por segundo. Por tanto, 
si ds/dT es la velocidad en pies/segundo, entonces 

ds ds 1 
dT = dt . 60' (10) 

o bien, como dt/dT = 1/60, de acuerdo a la ecuación 6, 

ds ds dt 

dT dt dT' (11) 

Así, la derivada de la función compuesta de la ecuación 7 es el producto de las derivadas 
de sus dos componentes. La relación que expresa la ecuación 11 es un ejemplo de lo 
que se conoce como la regla de la cadena para la derivación de las funciones 
compuestas. 

La regla de la cadena es una de las más importantes reglas de derivación. Es una 
herramienta poderosa y versátil que nos permite derivar una gran variedad de funciones 
obtenidas como composiciones de funciones más simples. Como expresa a la derivada 
de una función compuesta en términos de las derivadas de sus componentes, la regla 
de la cadena nos permite derivar una función compuesta sin siquiera tener que deter­
minar la expresión misma de la función compuesta. Esto es muy útil cuando es 
imposible o incómodo el determinar tal expresión. Enunciaremos la regla de la cadena 
en el teorema siguiente: 

Teorema 3.5.2 

(Regla de la cadena) 

Si la función z = g(x) tiene la derivada g ' (xo) y la func;ión y = f(z) tiene la 
derivada f' (zo) cuando Zo = g(xo), entonces la función compuesta 

y = F(x) = (f o g)(x) = f [g(x)] 

es derivable en x = xc, y 

(12) 

En la D-notación, la ecuación 12 toma la forma 

(13) 

en la cual se emplean los subíndices para hacer resaltar la variable con respecto a la 
cual se lleva a cabo cada derivación. En la notación de Leibniz, 
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dy dy dz 

dx. dz dx ' 
(14) 

que es probablemente más fácil de recordar que la ecuación 12 o la 13. En palabras, la 
regla de la cadena dice que si y es una función de z y a su vez z es función de x, entonces 
la razón de cambio de y con respecto a x es la razón de cambio de y con respecto a z 
multiplicada por la razón de cambio de z con respecto a x. Se entiende en la ecuación 
14 que dy/dx y dvdx están evaluadas en xo, y que dy/dz se evalúa a la Zo correspondiente 
a Xo. A la ecuación 13 se le aplica un enunciado semejante. El enunciado (14) de la 
regla de la cadena con la notación de Leibniz es muy sugerente debido a la analogía 
evidente con las fracciones. Sin embargo, recuérdese que en realidad no se trata de una 
simplificación; las dz son parte de las expresiones para las derivadas dy/dz y dz/dx, y 
no tienen existencia propia por separado. 

Antes de demostrar la regla de la cadena, veamos algunos ejemplos adicionales 
para demostrar su utilidad para hallar derivadas. 

EJEMPLO 3 

Si F(x) = (3x2 + 5x - 7)6, determinar F'(x) . 
Sea f(z) = Z6, Y z = g (x) = 3X2 + 5x - 7. Entonces F(x) = f [g(x)]. De acuerdo 

con la ecuación 12, 

F'(x) = f'(z)g'(x) 

en la cual z = 3X2 + 5x - 7. Entonces 

F'(x) = 6z5(6x + 5) 

= 6(3x2 + 5x - 7)5(6x + 5) .• 

EJEMPLO 4 

Si Y = [(2x + 1)/(1 - x)J1'3, determinar dy/dx. 
Sea z = (2x + 1)/1 - x); entonces y = Z1l3, Y según la ecuación 14, 

dy dy dz 
-=--
dx dz dx 

= .!!:..- Z1l3 .!!:..- (2X + 1) 
dz dx l-x 

1 -213 (1 - x)2 - (2x + 
= "3 z (1 - X)2 

1)( - 1) 

= ! (2X + 1) -2/3 3 
3 1 - x (1 - xf 

1 
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siempre que x =1= - 1 y que x =1= 1. • 

El resultado siguiente es una combinación de la regla de la cadena y de la regla 
para potencias. Los ejemplos 3 y 4 son casos particulares de dicho resultado. 

Corolario 

(Regla de la cadena generalizada) 

Si Y = [u(x)Y, siendo u una función derivable y r un número real, entonces 

dv d 
=..t.. = - [u(x)], = r[u(x))' - I u' (x). 
dx dx 

(15) 

La ecuación 15 es consecuencia inmediata de la regla de la cadena. Si hacemos 
que z = u(x), entonces y = zr y 

dy 
dx 

que es lo mismo que la ecuación 15. 

dz 
rzr-l -

dx' 

El corolario anterior muestra una de las maneras más importantes en las que se 
emplea la regla de la cadena; de aquí en adelante, cuando deduzcamos una nueva regla 
de derivación, la ampliaremos inmediatamente combinándola con la regla de la cadena. 

Al mismo tiempo, se obtiene la regla generalizada de antiderivación que corres­
ponde a la ecuación 15, que es 

[u(x)]r 
D-l{[u(x)}r- 1u'(x)} = -- + e, 

r 

o bien, como usualmente se escribe 

D-l{fU(X»)'U'(X)} = [U(X)f+l + e, 
r + 1 

El siguiente ejemplo muestra el empleo de la ecuación 16. 

EJEMPLO 5 

Determinar la antiderivada de 

Si hacemos u(x) = X2 + 3, entonces u'(x) = 2x y 

r~O 

r7'=-1. (16) 
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f(x) ,,;: i[u(x)J4u'(x). 

Por tanto, de acuerdo con la ecuación 16, 

D-lf(x) = ~ [U~X)] 5 + e = ~ (X2 + 3)5 + C . • 

La regla de la cadena se puede emplear más de una vez en el cálculo de derivadas 
de orden superior. 

EJEMPLO 6 

Sea y ,,;: z - (lIz), siendo z = 2x/(x + 1). Determinar dy/dx y d2y/dx2. 

Tenemos que dy/dz = 1 + Z- 2 y, de acuerdo con la regla para el cociente, dzidx ,,;: 
2(x + 1)-2; entonces, empleando la regla de la cadena, 

dy dy dz 
- = - - = 2(1 + Z-2)(X + 1) - 2. 
dx dz dx 

(17) 

Para determinar J2y/dx2
, comenzamos empleando la regla para el producto; así, 

(18) 

La derivada del primer término del lado derecho de la ecuación 18 se puede determinar 
aplicando otra vez la regla de la cadena: 

d d dz 
dx (1 + Z-2) = dz (1 + Z-2) dx 

= - 1z - 3 • 2(x + 1)-2 = - 4z - 3(x + 1)-2, 

en ella hemos empleado la ecuación que se encontró antes para dvdx. Sustituyendo 
este resultado en la ecuación 18, y empleando la regla generalizada para potencias para 
evaluar la derivada en el último término de la ecuación 18, obtenemos finalmente 

(19) 

Desde luego que puede uno sustituir a z para tener términos en x en las ecuaciones 17 
y 19, para expresar a dy/dx y J2y/dx2 enteramente como funciones de x, en caso 
necesario. _ 

EJEMPLO 7 

Supongamos que y ,,;: (r + 3x + 4)413. Determinar dy/dx y J2y/Jx2. 
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De acuerdo con la regla generalizada para potencias, se obtiene 

dy 4 
dx = 3 (X2 + 3x + 4)1I3(2x + 3). (20) 

Para calcular la segunda derivada emplearemos primero la regla para el producto 

d2y 4 d 4 d 
dx2 = 3 (2x + 3) dx (X2 + 3x + 4)113 + 3 (X2 + 3x + 4)1/3 dx (2x + 3). (21) 

Para definir la derivada del primer término del lado derecho de la ecuación 21 
emplearemos por segunda vez la regla generalizada para potencias. Así, 

d 1 
- (X2 + 3x + 4)113 = - (X2 + 3x + 4)-2/3(2x + 3) 
dx 3 

y, al sustituir en la ecuación 21, se obtiene 

d~ 4 8 
- = - (X2 + 3x + 4)-2/3(2x + 3)2 + - (X2 + 3x + 4)1/3 • 
dX2 9 3' (22) 

Podemos necesitar el empleo repetido de la regla de la cadena, aun en el cálculo 
de una primera derivada, como en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 8 

Si Y = ...J...J3? + 4 +...¡x para x ;:::: 0, determinar dy/dx. 
Primero haremos z = ...J3x'2 + 4 + --Jx, y por tanto y = ...¡z. Empleando la regla de 

la cadena o la regla generalizada para potencias tenemos que 

dy 1 d - = - Z-li2 - [v'3x2 + 4 + \ÍxJ 
dx 2 dx 

= - v'3X2 + 4 + -- . 1 [d 1 ] 
2v' v'3x2 + 4 + Vx dx 2Vx 

Empleamos de nuevo la regla de la cadena o la regla generalizada para potencias para 
determinar d...J3x'2 + 4/dx y obtenemos 

dy 1 [1 6x 1 ] 
dx = 2v'v'3x2 + 4 + Vx 2" v'3X2 + 4 + 2Vx . 

(23) 

Con un poco de práctica y experiencia el lector encontrará que puede omitir el paso 
intermedio" sea z = . . . " y escribir simplemente el resultado .• 
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Ahora demostraremos la regla de la cadena, empleando un argumento basado 
directamente en el teorema 3.4.1. 

Demostración del teorema 3.5.2. En cuanto a la ecuación 11 de la sección 3.4, 
recuérdese que si f es derivable en x, entonces 

f(x + h) - f(x) = [f'(x) + r(h; x)]h, (24) 

en la cual r(h; x) -70 cuando h -70. 
A continuación, supongamos que y = fez) y que z = g(x). Entonces 

y = (f o g)(x) = f[g(x)] = F(x). 

Para demostrar que F es derivable en x necesitamos considerar el cociente de diferencias 

F(x + h) - F(x) _ f[g(x + h)] - f[g(x)] 
h - h (25) 

Nuestra estrategia será aplicar el teorema 3.4.1 en la forma (24) a f ya g. Para hacerlo, 
necesitamos efectuar los cambios necesarios en los nombres de las variables. Así, 

g(x T h) - g(x) = [g/ex) + r~(h; x)]h (26) 

y 

fez + k) - fez) = [f/(z) + rzCk; z)]k, (27) 

en la cual rl(h; x) -70 cuando h -70, Y r2(k; z) -70 cuando k -70. Además, necesitamos 
que 

k = g(x + h) - g(x). (28) 

para que entonces 

g(x + h) = g(x) + k = z + k. (29) 

Obsérvese que k -70 cuando h -70 porque g es derivable y, por tanto, es continua en 
x. Sustituyendo a k de la ecuación 28 en el lado derecho de la ecuación 27 y empleando 
a continuación la ecuación 26, obtenemos que 

fez + k) - fez) = [f'(z) + r2(k; z)][g/(x) + rl(h; x)]h. ~30) 

En cuanto al lado izquierdo de la ecuación 30 vemos que 

fez + k) - fez) = f[g(x + h)] - f[g(x)] = F(x + h) - F(x). (31) 
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En consecuencia, si combinamos las ecuaciones 30 y 31 obtendremos 

F(x + h) - F(x) 
h = [f'(z) + rik; z)][g'(x) + r¡(h; x)]. (32) 

Cuando h -"70, sabemos que r¡(h; x) -"70 y también que k -"70. Así, r2(k; z) -"70 también, 
y el lado derecho de la ecuación 32 tiene como límite f'(z)g'(x). Por tanto, el lado 
izquierdo de la ecuación 32 tiene este mismo límite. Entonces, F es derivable en el 
punto x y su derivada F'(x) es 

F'(x) = f'(z)g'(x), (33) 

en la cual z = g(x). Con esto se completa la demostración de la regla de la cadena. O 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 10 determinar f o g y g o f, en caso 
de que existan, y caracterizar sus dominios. 

1. f(x) = 3x - 2, g(x) = 2x + 7 

2. f(x) = 2x - 4, g(x) = 5x + 3 

3. f(x) = 1 - x2
, g(x) = Vx+l 

4. f(x) = V1=X2, g(x) = x + 1 

5. f(x) = Vx, g(x) = X2 - 3x + 2 

6. f(x) = Vx, g(x) = X2 - 3x + 6 

7. f(x) = Vx, g(x) = _ (X2 - 3x + 6) 

8. f(x) = Vx, 

9. f(x) = cos 2x, 

x + 1 
g(x) =-­

x - 1 

g(x) = ~ 

10. f(x) =~, 
g(x) = y~-"""(x-+---:3""')(;-x-+----:71) 

En los problemas 11 a 16, emplear la regla de la cadena 
para determinar dyldx. Comprobar que la respuesta sea la 
correcta llevando a cabo primero la sustitución que se 
indica y derivando a continuación. 

11. y = Z2 + 2z - 5, z = X2 - 7 

12. Y = 3z2 - 2z + 4, z = 2X2 + 5x - 3 

Z2 - 1 
13. Y = -2--1' 

z + 
z = 3x - 2 

3z - 5 
14. Y = -2 --4' 

z + 
z = X2 - 3 

15. Y = Z2 - 3z + 4, 
x 

z= --
x + 1 

1 
16. Y = --2' z -

x + 1 z =--
x - 1 

En los problemas 17 a 22, emplear la regla de la cadena 
para determinar dyldx, y decir para qué valores de x es 
válida la respuesta. 

17. Y = u3 
- 6, u = Vx+l 

18. Y = S3 /2, S = 1 - x 

19. y = Z7/3 Z = X2 + 5 

20. Y = ~, u = x + 1 

21. Y = 1 - z2, z = VX+4 

22. Y = Vw, x + 1 
w =--

x - 1 

En los problemas 23 a 26, calcular el valor de D(f o g)(x) 
en el valor dado de x. 

23. f(z) = Z2 + 2z - 5, g(x) = X2 - 7; 
x = 2 

24. f(z) = '\IZ, g(x) = X2 - 4; x = 3 

25. f(z) = yz2 - 16, g(x) = X2 + 2x + 2; 
x = 1 
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26. fez) = ZZ - 3z + 6, 
x = -2 

g(x) = V9=X2; 

En los problemas 27 a 34, determinar la derivada que se 
pide. 

d 
27. dx (2x - 1)3 28. :x W+1 

d 
30. dx (XZ + 1)3(2x - 3)4 d (x + 1)100 

29. dx - 2-

d d (x + 2)4 
31. dx (x - 1)4 ~ 32. -;¡; ~ 

d (2X - 1)3/Z 
33. dx -x- 34. ~ V x + V X + Vx 

dx 

En los problemas 35 a 40, determinar d2y/tb? 

35. Y = Z2 + 2z - 5, z = XZ - 7 

36. Y = Z3 - 5z, 

37. Y = W+1 

XZ - 1 
39. y = -z--1 

x + 

z = XZ - 3 

38. Y = (~)4 
X - 3 

1 
40. Y = --2' z -

x + 1 
z=--

x - 1 

En los problemas 41 a 46, determinar la derivada que se 
pide. Suponer que la función f tiene todas las derivadas 
que se necesitert. 

d 
41. dx f( -x) 

d 
43. dx f(ax), a = constante 

44. !f G), x~O 

d" 
45. dx" f(ax), a = constante 

En los problemas 47 a 50, determinar la derivada que se 
pide. Suponer que u tiene tantas derivadas como sea nece­
sario. 

47. ! [u'(x))2 

d . 
49. dx ([u'(x)Fu"(x)) 

48. ::z [u'(x))2 

d 
50. dx [u(x)]Z(1 + [u'(x)Y) 

En los problemas 51 a 58 emplear la ecuación 16 para 
obtener la antiderivada que se pide. Comprobar la respues­
ta derivándola. 

51. D-I (x - 2)4 

53. D- 1 2(2x - 1)5 

55. D-I (2x + 1)4/3 

57. D-I 3x\.f"X2+4 
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52. D-I (x + 3) -6 

54. D - I (3x + 6)4 

56. D - I x(XZ + 1)4/5 

58. D-I XZ(X3 + 1)3/Z 

59. Suponer que f, g y h son funciones derivables y que 
F(x) = f (g[h(x)]} existe en algún dominio D. Deter­
minar F'(x) en términos de las derivadas de f, g y h. 

60. Suponer que f, g y h son funciones derivables tales 
que la imagen de g y la de h están en el dominio de f, 
y que por tanto, existe la función f o g + f o h. 
Proponer un ejemplo que demuestre que f o (g + h) 
puede no existir. 

61. Si Y = f(x)/g(x), donde g(x) *- O, determinar y'. Supo­
ner que las funciones f y g son doblemente derivables. 

62. Demostrar que la derivada de una función par es 
impar y que la derivada de una función impar es par. 

63. El radio de una bola de nieve esférica es r = 7 - 2t, 
donde O ~ t ~ ~. Determinar una expresión para la 
razón de cambio del volumen de esta bola de nieve 
con respecto a t. 

64. Si la longitud del lado de un triángulo equilátero es 
s = r/3, hallar una expresión para la razón de cambiQ 
del área del triángulo con respecto al tiempo. 

65. El lado de un cubo aumenta con una velocidad de 2 
inlseg. Calcular la velocidad a la cual aumenta el 
volumen cuando el lado tiene 6 in de longitud. 

66. Dos ciclistas parten al mediodía del mismo punto. 
Uno va hacia el oriente a 10 mi/h Y el otro hacia el 
norte a 15 milh. Calcular la rapidez a la cual la 
distancia entre ellos aumenta cuando es la 1 P. M. 

67. En la teoría especial de la relatividad de Einstein, se 
sustituye la ecuación F = ma = m(dv/dt) de la ley del 
movimiento de Newton por 

(i) 

en la cual mo es la masa en reposo de la partícula que 
se mueve, ves su velocidad, y e = 3 X 1010 crnlseg 
es la velocidad de la luz. Llevando a cabo la deriva­
ción indicada en la ecuación (i), demostrar que 

Así, mientras mayor sea la velocidad v, mayor será la 
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fuerza F necesaria para producir una aceleraci6n dada 
a. Se ha comprobado en forma experimental que la 
ecuaci6n (i) describe con exactitud el movimiento de 
las partículas que se desplazan a velocidades compa­
rables a la de la luz, mientras que la ley de Newton no 
lo describe. Sin embargo, la ley de Newton es muc~o 
más sencilla y es casi igual de exacta siempre que v/e 
sea pequeño en comparaci6n con uno. 

(ii) 

(b) Si v está definida por la ecuaci6n (ii), determinar 
la velocidad límite a la que tiende la partícula 
cuando t ~ oo. 

(c) Suponer ahora que, en lugar de la ecuaci6n (i), la 
partícula obedece a la ley del movimiento de New­
ton 68. Considere una partícula que se mueve en línea recta, 

de acuerdo con la ley del movimiento de Einstein 
(véase problema 67) 

d v 

dv 
F = mo dt' 

F = mo - (i) 
dt V1 - (V 2/C2)' 

(a) Si F = Fo, siendo Fo constante, y si veo) = O, 
demostrar que 

Con las mismas condiciones que en el punto (a), 
determinar a v como funci6n de t . Comparar 
lím, --)~ v con el resultado de la parte (b). 

3.6 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS 

A continuacIón deduciremos fórmulas de las derivadas de las seis funciones trigono­
métricas, mediante algunas de las propiedades de las derivadas que se establecieron en 
las secciones 3.2 y 3.5, así como la definición de la derivada. Recuérdese que en todas 
las descripciones que involucren funciones trigonométricas se emplea la medida radian 
(a menos que se indique otra cosa en forma específica). 

Primero, calcularemos la derivada de la función seno. Si f(x) = sen x, entonces el 
cociente de diferencias correspondiente es 

f(x + h) - f(x) 
h 

sen(x + h) - sen x 

h 

Emplearemos la identidad 

sen(x + h) = sen x cos h + cos x sen h 

para poder reformular la ecuación 1 del siguiente modo: 

Así, 

f(x + h) - f(x) 
h 

sen h 1 - cos h 
cos x -h- - sen x h 

f'(x) 
" f{x + h) - f(x) 

hm h 
h-+O 

(1) 

(2) 
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sen h , 1 - cos h 
cos x lím -- - sen x 11m ----

h~O h h~O h 
(3) 

y entonces, para determinar a f'(x) debemos evaluar los límites de (sen h)/h y 
de (1 - cos h)/h, respectivamente, cuando h -70. De acuerdo con el ejemplo 9 de la 
sección 2.3, sabemos que 

sen h 
lím -- = l. 
h~O h 

Además, podemos escribir lo siguiente: 

l - cosh 
h 

1 - cos h 1 + cos h 
h l+cosh 

1 - cos2 h 

h(l + cos h) 

h(l + cos h) 

sen h sen h 

h l + cosh· 

(4) 

Así, empleando las propiedades algebraicas de los límites (teorema 2.3.1), llegamos a 
la conclusión de que 

1 - cos h sen h, sen h 
lím = lím -- hm -----:-
~o h ~o h h~ol+cosh 

1 . O = O. 

Sustituyendo los resultados (4) y (5) en la ecuación 3, obtendremos 

f' (x) = 1 . cos x - O . sen x = cos x. 

En notación diferente, hemos demostrado que 

d . 
- SIn X = cos x 
dx 

o D sen x = cos x. 

(5) 

(6) 

(7) 

Se pueden generalizar las fórmulas (7) de derivación mediante la regla de la 
cadena. Supongamos que y = sen u, siendo u una función derivable de x. Entonces, de 
acuerdo con la regla de la cadena, 

d d du 
dx (sen u) = du (sen u) dx 

du 
(cos u) dx. (8) 
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EJEMPLO 1 

Determinar dy/dx si y = sen(wx + S), donde w y S son constantes. 
Escribimos y = sen u, donde u = wx + S. Entonces, por la regla de la cadena, 

dy dy du d d 
dx = du dx = du (sen u) dx (wx + S) = (cos u)(w) 

= w cos(wx + S). (9a) 

En notación diferente 

D sen(wx + S) w cos(wx + S) .• (9b) 

EJEMPLO 2 

Determinar la razón de cambio de y = sen(x2 - 1T) en el punto x = fiC. Además, hallar 
una ecuación de la tangente a la gráfica de la función en ese punto. 

La razón de cambio que se necesita está dada por la derivada dy/dx. De acuerdo 
con la regla de la cadena, haciendo u = X2 - 1T tenemos 

dy d d 
dx = du (sen u) dx (X2 - 1T) = (cos u)(2x) 

= 2x COS(X2 - 1T). 

Evaluando dy/dx en x = ..,¡;: se obtiene 2"'¡;: cos (O) = 2"'¡;:. 
Entonces, la recta tangente que se busca tiene la pendiente 2"'¡;: y pasa por el punto 

cuyas coordenadas son x = ..,¡;:, y = O. Por tanto. su ecuación es 

(10) 

A continuación deseamos hallar una fórmula para la derivada de la función coseno. 
Esta fórmula se puede encontrar de un modo muy semejante a como se dedujo la 
ecuación 6, pero presentaremos aquí una deducción alternativa. Partimos de 

cosx = sen(~ - x) 
Aplicando la regla de la cadena obtenemos 

! cos x = ! sen( ~ - x) 

== cos(~ - x). (-1) 
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-senx, 

ya que COS(1T/2 - x) = sen x. En otra notación, 

d 
dx cos x = - sen x o D cos x = - sen x. (11) 

También se puede generalizar inmediatamente la ecuación 11 mediante la regla de 
la cadena. Si y = cos u, siendo u una función derivable de x, entonces 

d d du 
dx (cos u) = du (cos u) dx 

du 
= -sen u dx . (12) 

Las derivadas de las demás funciones trigonométricas se pueden deducir rápida-
mente combinando las ecuaciones 7 y 11 con la regla para el cociente. Por ejemplo 

Análogamente, 

d d senx 
-tanx = ---
dx dx cos x 

cos x(d/ dx)(sen x) sen x (d/dx)(cos x) 

cos2 X 

(cos x)(cos x) - (senx)( -senx) 

cos2 x 

cos2 X + sen2 x 

cos2 x 

1 
=--

cos2 X 

= sec2 x. 

d d 1 
-secx = --­
dx dx cos x 

cos x (d/dx)(1) - 1(d/dx)(cosx) 

cos2 x 

(cos x)(O) - (1)( - sen x) 
cos2 x 

sen x 
= cos2 x 

= sec x tan x. 

(13) 

(14) 
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Del mismo modo se obtienen las siguientes fórmulas de derivación para la cotan-
gente y la cosecante:

d
dx cot x +csc- X (15)

d
dx ese x = -csc x cot x. (16)

Se puede emplear la regla de la cadena para extender las fórmulas de derivación
(13) a (16) del mismo modo que se usó antes para generalizar las ecuaciones 7 y 11.
Si u es una función derivable de x, entonces las fórmulas básicas de derivación para
las funciones trigonométricas se pueden resumir como sigue:

d du
dx sen u cos u dx (17a)

d du
(17b)dx cos u - sen u dx

d du (17c)dx tan u sec? u-
dx

d du (17d)dx sec u sec u tan u dx

d du (17e)dx cot u +csc? u-
dx

d du
- ese u - ese u cot u -d
dx x

Desde luego, se sobreentiende que las ecuaciones 17(c) a 17(f) sólo son válidas en los
puntos en los que todas las funciones que intervienen están definidas. Por ejemplo, no
podremos emplear la ecuación 17(c) para derivar tan(x2) cuando x = ...J7r /2, porque en
'IT/2 no está definida la función tangente.

Los ejemplos siguientes muestran el empleo de algunas de las fórmulas anteriores
de derivación.

(17f)

EJEMPLO 3

Si Y = x2 + 3 tan x, determinar ~yldx2.
De acuerdo con la ecuación 13, vemos que

dy .= 2x + 3 sec? x.
dx

A continuación, derivando por segunda vez, obtenemos

Ahora em

EJEMPI

Seay = J

Con

Si hacem

Por tantc

Obvianu

EJEMI

Seay =
En

escribin

Para ce
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d 2y d 
dX2 = 2 + 3 dx (sec

2 
x). 

Ahora emplearemos la regla generalizada para potencias de la sección 3.5 para obtener 

d 2 d J = 2 + 3(2 sec x) dx sec x 

= 2 + 6 sec2 x tan x .• 

EJEMPLO 4 

Sea y = r sec 2x; determinar dy/dx. 
Con la regla para el producto, obtenemos 

dy 
dx 

d 
2x sec 2x + X2 dx sec 2x. 

Si hacemos que u = 2x, entonces sec 2x = sec u y la ecuación 17(d) da 

Por tanto 

d d du 
dx sec 2x = du (sec u) dx 

= (sec u tan u)(2) 

= 2 sec 2x tan 2x. 

dy 
dx = 2x sec 2x + 2X2 sec 2x tan 2x. 

Obviamente, la ecuación 19 no es válida cuando 2x = ± 'Tr12, ±3'Tr/a, ....• 

EJEMPLO 5 

Sea y = cos2...Jl + r. Determinar dy/dx. 

(18) 

(19) 

En este caso se necesitan varias aplicaciones de la regla de la cadena. Primero, 
escribimos y = u2

, siendo u = cos...Jl + r. Entonces 

dy d du d ,..---= - = - (u2) - = 2u - cos VI + X2 
dx du dx dx 

= 2 cos V'-1-+-x-=2 ! cos VI + X2. 

Para calcular d(cos...Jl + r)/dx, definimos a v = ...JI + r. Entonces 

(20) 
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d • r.-:--:; d dv 
- cos V 1 + X 2 = - (COS V) -
dx dv dx 

d 
( - sen v) dx VI + X2 

- sen V~I-+-x--;;2!!... VI + X2. 
dx 

(21) 

A continuación, para determinar a d;)1 4- r /dx, definimos w = 1 + X2. Entonces, la 
regla generalizada para potencias nos da 

!!.. VI + X2 = !!:.... VW dw 
dx dw dx 

1 x 
= -2VW- w . 2x = -Vri=+=X==2· (22) 

Finalmente, al sustituir las ecuaciones 21 y 22 en la ecuación 20, vemos que 

dy 
-= 
dx (23) 

En los ejemplos anteriores debe haber quedado claro que se pueden definir las 
derivadas de combinaciones muy complicadas de funciones algebraicas y trigonomé­
tricas empleando las fórmulas que se dedujeron en esta sección junto con la regla de 
la cadena (sección 3.5) y las propiedades algebraicas de las derivadas (sección 3.2). 
Hemos mostrado esos cálculos con mucho detalle, en especial al escribir explícitamente 
las sustituciones involucradas en el empleo de la regla de la cadena. Con la práctica, 
en general es posible llevar a cabo esas sustituciones mentalmente, con lo cual se 
obtienen los resultados con más rapidez. Sin embargo, siempre que haya peligro de 
confusión, se aconseja desarrollar las operaciones con detalle, como lo hicimos aquí. 

En el siguiente ejemplo, se muestran los cálculos en forma más compacta. 

EJEMPLO 6 

Para y = (senx2)cot[3x - (1T/4)], determinar dy/dx. 
Empleamos primero la regla para el producto y a continuación la regla de la cadena, 

para obtener 

) 

[! (senx2)}ot(3X - ¡) + (senx2)! cot(3X - ¡) 
(cos X2)(2X)Cot(3X - ¡) + (senx2

) [ - CSC2(3X - ¡) ] (3) 

2x(cos X2)Cot(3X - ¡) - 3(SenX2)CSc2 (3X - ¡) .• 
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Debido a la forma particularmente sencilla de las fórmulas de derivación para sen x y
cos x, se concluye que es fácil determinar derivadas de orden superior de esas funcio-
nes. Por ejemplo, las primeras cuatro derivadas de sen x son

D2 sen r = -sen x,

D4 senx = sen x.

D senx = cos x,

D3 sen x = - cos x,
(24)

Como D4 sen x = sen x, las siguientes cuatro derivadas siguen el mismo patrón, y así
sucesivamente. Las derivadas de la función coseno presentan esencialmente el mismo
comportamiento:

D2 cos X = -cos x,

D4 cos X = cos x, . .

D cos x = - sen x,

D3 cos X = senx,
(25)

Así, las funciones seno y coseno tienen la interesante propiedad de que son
cerradas bajo la derivación: la derivación repetida de sen x y cos x sólo da como
resultado senos y cosenos.

Antlderlvadas de funciones trlgonométrlcas

Como señalamos en la sección 3.3, cada fórmula de derivación se puede emplear
también en forma inversa: al mismo tiempo da la derivada de una función y la
antiderivada de otra. Al reformular las fórmulas de derivación para las seis funciones
trigonométricas como fórmulas de antiderivación, obtenemos que

D-1(cos x) senx + c, (26a)

D-l(sen x) -cos x + c, (26b)

D-l(sec2 x) = tan x + c, (26c)

D-1(sec x tan x) sec x + c, (26d)

D-l(CSC2 x) -cot x + c, (26e)

D-1(csc x cot x) -csc x + c. (26f)

Las ecuaciones 26 se pueden generalizar combinándolas con la regla de la cadena.
Por ejemplo, de acuerdo con la ecuación 17(a) tenemos

D-l[COS u(x)]u'(x) = sen u(x) + c, (27)

de la ecuación 17(b) tenemos

D-1[sen u(x)]u'(x) = -cos u(x) + c, (28)

e igualmente para las demás partes de las ecuaciones 17. Un caso especial importante
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se presenta si u(x) = ax, en la cual a es una constante distinta de cero; entonces la
ecuación 27 se reduce a '

D-1a cos ax = sen ax + e

o bien

sen axo-: cos ax = -- + c.
a

(29)

Del mismo modo,

D-l senax
cos ax--- + c.

a
(30)

EJEMPLO 7

Determinar la función cuya derivada es cos 2x y cuya gráfica contiene al punto
('TT/4, 1).

De acuerdo con la ecuación 29,

y = Dr ! cos 2x = !sen 2x + c, (31)

en la cual e es una constante que se debe calcular. Para hacerlo, sustituimos x = 'TT/4 Y
Y = 1 en la ecuación 31:

1 ! + c.

y por tanto, e = ~,y

y ! sen2x + ! (3Z)

es la función que deseábamos. _

EJEMPLO 8

Determinar la antiderivada de x sen(3x2).

Si hacemos que u(x) = 3x2, entonces u'(x) = 6x y
~

x sen(3x2J=;= !u'(x)sen u(x).

Entonces, de acuerdo con la ecuación 28, tenemos que

D -IX sen(3x2) = ~ cos u(x) + e = ~ cos (3x2) + c.

Nótese que 1
es (excepto J

se identifica

PROBLI

En los probl
función dada

1. cos 4x

3. sen 4x .

5. x2 sen2

7. sen22x

9. x(secx

1 + sei11.--
x - cc

~13. 1 +

15. sen(cm
17. taníse

En los prob
función dad
problema er
das.
19. sen 2x
21. 2 cos :

23. sen(x

x
25.,sec 2:
27. senZx

29. cos' x

31. x sen

33. (x -
En los pro
pide.

l.
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(29)

(30)

I punto

(31)

= 1T/4 Y

(32)

PROBLEMAS 179

Nótese que lo importante de este ejemplo es que la cantidad que multiplica a sen(3x2)

es (excepto por un factor constante) la derivada de 3x2• En consecuencia, una vez que
se identifica a u(x), el problema se reduce en forma inmediata a la ecuación 28 .•

PROBLEMAS

En los problemas a 18, determinar la derivada de la
función dada.

1. cos 4x x
2. sen"3

4. sen x cos 2x

6. cot x ese x
3. sen 4x -3 cos 2x

5. x2 sen 2x

7. sen' 2x
x8.----

1 + cos 2x
10. (1 + cos22x)I/2

(
senx )2

12. 1 +cos x

9. x(sec x - tan x)

11. 1 + sen x
x - cosx

1- cosx
1 + cosx

14.sen~13.

15. sen(cos x) 16. cos'(sen' X2)
17. tarusec".») 18. cot(sen2x)

En los problemas 19 a 34, hallar una antiderivada de la
función dada. En algunos casos se puede simplificar el
problema empleando identidades trigonométricas adecua-
das.
19. sen 2x

21. 2 cos 3x

23. sen(x + i)
20. 2 sen x
22. 3 cos 2x

24. cos( wx - ¡),w >F°
x x

25. sec 2 tan 2
27. sen 2x cos 2x

26. ese' 'lTX

28. cos' X - sen- x

30. sen? x
cosVx

32. Vx

33. (x - 'lT)cos(x - 'lT)2 34. x2 sen z '

En los problemas 35 a 44, determinar la derivada que se
pide.

29. cos? x

31. x sen x2

35. D9 senx 36. D 17 cos 2x

x
37. DIl sen 2 38. D3Y>cos X

d2 d3
39. dx2 tan ax, a>FO 40. dx3 tan ax, a>FO

41. D2 sec x 42. D? sec x
43. D2 cot 2x 44. D2 ese 3x

45. Hallar la ecuación de la tangente a la gráfica de
y = 3 + 4 cos 2x en el punto ('lT/6, 5).

46. Hallar la ecuación de la tangente a la gráfica de
y = tan 2x en el punto ('lT/8, 1).

47. La posición de una partícula en movimiento está dada
por

s = 2 sen 3t - 3 cos 2t.

Determinar la velocidad y la aceleración de la partí-
cula en cualquier tiempo t.

48. La posición de una partícula en movimiento está dada
por

s = t sen 2t.

Determinar la velocidad y la aceleración de la partí-
cula en cualquier tiempo t.

49. Deducir la función cuya derivada es sen 2x - 3 cos x
y cuya gráfica contiene al punto ('lT/4, - 1).

(,

50. Determinar la función cuya gráfica contiene al pun-
to ('lT/4, 4) y cuya pendiente está dada siempre por
cos 2x + sec2 x.

51. Sea f definida por t + b,f(x) =

cos x,

Determinar a y b de tal modo que f sea derivable en
x = 'lT/4, Ydeterminar f'('lT/4).
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52. Sea f definida por 

f( x ) 
{

lb + a cos x , 

+ sen (~), 

Ti 
X < -' - 3' 

Ti 

x > 3' 

Determinar a a y b de tal modo que f sea derivable 
en x = Ti/3 , Y determinar f'(Ti/3) . 

53. Teniendo en consideración al cociente de diferencias 
adecuado, determinar D cos x. 

54. Deducir las fórmulas para D cot x y D csc x. 

En los problemas 55 a 58, emplear una aproximación lineal 
como en la sección 3.4 para estimar la cantidad que se pide. 
También, determinar el número de decimales correctos en 
la aproximación. 

55. sen(l.6) 

57. tan(l.O) 

56. cos(0.8) 

58. sen( - 0.5) 

59. Un excursionista parte de un punto P y camina alre­
dedor de un lago de 2 mi de radio con una velocidad 
constante de 3 mi/h (véase figura 3.6.1). Si la posición 
actual del excursionista es R, ¿qué tan rápido cambia 
la longitud de la cuerda PR cuando 6 = Ti/3? 

, 
p 

Figura 3.6.1 

60. Un extremo de una varilla recta de longitud 1 se mueve 
en un círculo de radio r, inientras que el otro está 
forzado a moverse en una línea recta que pasa por el 
centro del círculo (véase figura 3.6.2) . Deducir una 
relación entre la velocidad angular (d6/dt) del punto 
P y la velocidad rectilínea (dxldt) del punto Q. 

r 1 

~ o~ ..:>.Q-_ _ 

Figura 3.6.2 

*61. Partiendo directamente del cociente de diferencias, 
demostrar que la función 

f(x) = {xsen ~, 
O, 

no es derivable cuando x = O. 

x#O 

x = O 

*62. Empleando el cociente de diferencias, demostrar que 
la función 

{

x2 sen! 
g(x) = x ' 

O. 

x#O 

x = O 

es derivable cuando x = O, Y evaluar g' (O). 

3.7 DERIVACiÓN IMPLíCITA 

En este capítulo hemos desarrollado algunos resultados que nos permiten determinar 
derivadas de muchas funciones importantes. En cada caso, la función f cuya derivada 
se buscaba se definió mediante una fórmula explícita, como f(x) = X2 + 4, f(x) = 

) 

x sen x, y así sucesivamente. En esta sección describiremos un método que se conoce 
como derivación implícita, mediante el cual a veces podremos determinar la derivada 
de una función sin que dicha función esté en forma explícita. 

Supongamos que conocemos, o que queremos suponer, que hay una función 
derivable f tal que si y = f(x), entonces x y y satisfacen una ecuación de la forma 

F(x , y) = O. (1) 
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Sin embargo, supongamos también que es impráctico, o imposible, determinar una 
fórmula para f(x). ¿Podemos, a pesar de todo, obtener una ecuación para f'(x)? Un 
medio para manejar problemas de este tipo es la derivación implícita. La presentaremos 
primero con dos ejemplos. 

EJEMPLO 1 

Supongamos que hay una función derivable y = f(x) tal que x y y satisfacen la ecuación 

y3 + 2y - sen 1TX - 3 = 0, (2) 

y también tal que f(2) = 1. Calcular el valor de f'(2) . 
Primero comprobaremos que el punto (2, 1) satisface en realidad la ecuación 2: 

(1)3 + 2(1) - sen 21T - -3 _ = 1 + 2 - ° - 3 = O. 

Sin determinar primero una fórmula para f(x) podemos definir la derivada f' (2) 
derivando ambos lados de la ecuación 2. Como se supone que y es una función derivable 
de x, la derivada de y3 con respecto a x, de acuerdo con la regla de la cadena, es 3y2y' . 
Así, al derivar cada término en la ecuación 2, obtenemos 

de modo que 

3y2y' + 2y' - 1T COS 1TX = 0, 

y' 
1T COS 1TX 

2 + 3y2 . 

De otra manera, se puede escribir 

f(x) 
1T COS 1TX 

2 + 3[f(x)]2' 

Sustituyendo x = 2 en la ecuación 5, y notando que f(2) = 1, encontramos que 

I _ 1T COS 21T = ~ • 
f (2) - 2 + 3(1)2 5 . 

EJEMPLO 2 

Calcular la pendiente de la tangente a la gráfica de 

o 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
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en el punto (1, 1). 
Observaremos primero que el punto (1, 1) pertenezca a la gráfica. A continuación 

supondremos que hay una función f derivable tal que y = f(x) satisface a la ecuación 
6 y tal que f(1) = 1. Luego entonces f'(1) es la pendiente que se requiere. Para 
determinar a y' = f(x), podemos proceder como en el ejemplo anterior, y derivar cada 
término de la ecuación 6 con respecto a x. En este caso, se necesitan la regla para el 
producto y la regla de la cadena, porque cada término del lado izquierdo de la ecuación 
6 es un producto de dos funciones de x. Al derivar la ecuación 6 obtenemos 

d d d d d 
y2 dx (2x2) + 2X2 dx (y2) + cos 'lTX dx (y3) + y3 dx (cos 'lTx) - dx (1) = O, 

o sea 

dy dy 
4xy2 + 2X2 2y - + cos 'lTX 3y2 - + y3( - sen 'lTx)'lT = O, 

dx dx 

o también 

dy 
(4x2y + 3y2 COS 'lTx) dx + 4xy2 - 'lTy3 sen 'lTX = O. (7) 

Si Y * 0, podemos simplificar el factor y de cada término de la ecuación 7 . Entonces, 
si 4X2 + 3y cos 'lTX * 0, se infiere que 

dy 
dx 

'lTy2 sen 'lTX - 4xy 
4X2 + 3y cos 'lTX . 

En el punto (1, 1), se obtiene 

dy I = 'lT(1)2 sen 'lT - 4(1)(1) 
dx x=l 4(1)2 + 3(1) cos 'lT 

y=l 

que es la pendiente requerida de la recta tangente. _ 

0-4 
4 - 3 

(8) 

-4, (9) 

Los ejemplos anteriores muestran el poder de la derivación implícita como medio 
de calcular derivadas difíciles o imposibles de obtener con otros métodos. Por otro lado, 
también hay determinados inconvenientes asociados con la derivación implícita que 
no debemos pasar por alto. Supongamos que hay una función derivable y = f(x) que 
satisface una relación implícita de la forma (1) 

F(x, y) = O. 

Por ejemplo, las ecuaciones 2 y 6 son de esta forma. Al calcular y ' por derivación 
implícita, se da el caso normal, como en los ejemplos 1 y 2, de que la ecuación resultante 
para y' involucra tanto a x como a y. Esto es, y ' es de la forma 
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y' = g(X, y). (10) 

Para obtener a y' como función sólo de la variable independiente x, debemos despejar 
a y de la ecuación 1 en términos de x; esto es, debemos determinar a f(x). A 
continuación debemos sustituir el resultado en el lado derecho de la ecuación 10. Esto 
es imposible en general, como en los ejemplos anteriores. Sin embargo, para determi­
nado valor de x, digamos x = xo, podemos, si es necesario, calcular el valor Yo 
correspondiente en forma numérica con la ecuación 1, para sustituir después los valores 
de Xo y Yo en la ecuación 19. Este proceso se puede repetir para cada valor de Xo que nos 
interese. Entonces, aunque en general no podemos obtener una fórmula analítica 
explícita para y' sólo en términos de x, sí podemos obtener a y' para cada valor 
particular de x que necesitemos. Los ejemplos 1 y 2 ilustran esta afirmación. Así, en el 
ejemplo 1 calculamos 1'(2), pero no obtuvimos una fórmula general para f'(x). 
Igualmente, en el ejemplo 2 calculamos a dy/dx sólo para x = 1. 

EJEMPLO 3 

Supongamos que hay una función derivable Y = f(x) tal que 

y3 + Y = X2 + 1, (11) 

y tal que f(3) = 2. Calcular y' y y" en el punto x = 3, Y = 2. 
De nuevo, primero comprobaremos que el punto (3, 2) satisface la ecuación 11. A 

continuación, derivando en forma implícita a esa ecuación, obtenemos 

o sea 

Por tanto 

3y2y' + y' = 2x, 

2x 
y' = ---

3y2 + 1· 

'1 - 2(3) 
y x = 3 - 3(22) + 1 

y = 2 

6 
13· 

(12) 

(13) 

Para calcular y" debemos derivar la ecuación 12 con respecto a x. Al derivar el lado 
derecho de esta ecuación debemos recordar que hemos supuesto que Y es una-función 
derivable de x. Empleando la regla para el cociente y la regla de la cadena para derivar 
la ecuación 12, encontramos que 

11 ( 2x )' 
y = 3y2 + 1 
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184 LA DERIVADA 

(3y2 + 1)(2) - (2x)(6yy ') 
(3y2 + 1)2 

Sustituimos x = 3, Y = 2, Y y' = fl en la ecuación 14 para obtener 

"1 94 
Y x =3 = - 2197' 

y = 2 

(14) 

Nótese que este proceso se pudo haber continuado para obtener derivadas de orden 
superior, ylll, yllll, etcétera, aunque los cálculos se hacen más y más complicados. _ 

Un problema que a veces es serio al emplear la derivación implícita, es que no 
necesita ser derivable la función y = f(x) que satisface la ecuación dada de la forma 
(1). Por ejemplo, se tiene la ecuación 

X2 + y2 + 9 = O. (15) 

Procediendo a derivar formalmente esta ecuación, obtenemos 

2x + 2yy ' = O 

y por tanto, aparentemente 

y' = 
x 
y 

(16) 

Sin embargo, como el lado izquierdo de la ecuación 15 es positivo para todo valor real 
de x y y, es claro que no hay función real y = f(x) que satisfaga a la ecuación 15. Así, 
la derivación implícita, empleada indiscriminadamente, nos ha conducido a una con­
clusión absurda: tenemos una fórmula que parece ser una derivada, pero no existe la 
función que se supone estamos derivando. En realidad, el resultado (16) es válido si 
consideramos a x y y como variables complejas. Sin embargo, queda el peligro de 
aplicar la derivación implícita a una ecuación a la cual en realidad no la satisfaga 
función alguna de variable real, y no se debe pasar por alto este peligro. El problema 
es que cuando la ecuación 1 es complicada, puede no ser fácil decir si existe o no una 
función real, derivable y = f(x) que la satisfaga. Este es el motivo por el que en cada 
ejemplo hemos confirmado que existen valores reales de las variables que satisfagan 
las ecuaciones que se dieron. 

Otro hecho que se debe tener en cuenta es que pueden existir muchas funciones 
derivables que satisfagan una ecuación de la forma (1). Por ejemplo, a la ecuación 

(17) 

no sólo la satisfacen 

y V9=X2 , -3:5x:5 3 (18) 
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sino también

y = fz(x) = -V9='X2, (19)-3:S;x:s;3

En realidad, a la ecuación 17 la satisface un número infinito de otras funciones como
las siguientes:

(20)

En las figuras 3.7.1, 3.7.2 Y3.7.3 se muestran las gráficas de i ; f2 y f3' respectivamen-
te. Nótese que f 3 no es continua en el origen y por tanto no es derivable allí. Sin embar-
go, la expresión y' = - x/y obtenida al derivar Ia ecuación 17 da en forma correcta la
derivada de cada una de esas funciones en cada punto en el que la función es derivable.
Esto es, si y = f(x) satisface la ecuación 17 y es derivable en el punto x, entonces

f'(x) =
x

f(x)'
(21)

y

__--t-__ Y = ft (x) = Jg - x2

-3

x

Figura 3.7.1
y

Figura 3.7.2

x

Figura 3.7.3
-3

Resumiendo, la derivación implícita es un procedimiento extremadamente útil. En
muchos casos nos permite evaluar derivadas que no serían accesibles si primero
tuviéramos que obtener una fórmula explícita para la función que deseamos derivar.
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186 LA DERIVADA

Sin embargo, se debe emplear sabiendo que hay algunas cuestiones delicadas involu-
cradas, como las que acabamos de tocar. Textos más avanzados presentan teoremas
que contestan algunas de estas cuestiones. Para el estudiante que aprende por primera
vez la derivación implícita, aconsejamos que se asegure que haya un punto cuyas
coordenadas satisfagan la ecuación dada, calcular la derivada sólo en ese punto, y
emplear los resultados sólo cuando parezcan tener sentido; por ejemplo, cuando el
denominador sea distinto de cero.

PROBLEMAS

En los problemas 1 a 10, hay una función derivable y =
f(x) que satisface la ecuación dada y cuya gráfica contiene
al punto dado.

(a) Comprobar que el punto dado satisface la ecuación
dada.

(b)Emplear la derivación implícita para determinar
una expresión para dy/dx; esta expresión puede
depender tanto de x como de y.

(e) Determinar el valor de dy/dx en el punto dado .
.1.x2 - xy + y2 = 1; (-1, -1)

2. x2 + 4xy - y2 = 19; (2, 3)
3. x2 + xy + y2 = 12 - x2 - y2; (1,2)

4. 1 - xy = I:
1 + x2y2 '

5. y3 + Y - x = 1;

1l.x2-xy+y2=1; (-1,-1)

12. x2 + 4xy - y2 = 19; (2, 3)

13. y3 + Y - x = 1; (1, 1)

14. sen? x + cos- y = 1; (~~)4' 4
En los problemas 15 a 18, deducir la ecuación de la
tangente a la curva dada en el punto dado.

(-1, 1)

15. 2X2 - 5xy + 3y2 = 1; (2, 1)

16. x3 - 2xy + y3 = 11; (-1,2)

17. x seny + y cos x = 2~; (¡, ¡)
18. x3 - y3 - 3xy = 1; (2, 1)

(1, 1)

(
V6 v2)

4' 4

(~ \1'3)
4' 4

En los problemas 19a 22, deducir la ecuación de la normal
(perpendicular) a la curva dada en el punto dado.

19. 3x2 - 4xy + 2y2 = 9; (1, -1)

20. x2y - xy + xy2 - 2x + 3y + 4 = O;
(1, -2)

(¡, ~)
(¡, ¡)

21.2'T1'senxseny= V3(x+y);'TI'
8. Y sen 2x - x sen y = 4;

10. 3x sen 'TI'y+ Y sen 'TI'X= -2; 0, -!)
En los problemas 11 a 14, hay una función derivable y =
f(x) que satisface la ecuación dada, y cuya gráfica contiene
al punto dado. Emplear la derivación implícita para calcu-
lar el valor de d2y/dJ? en el punto dado.

9. sen? x + cos' y = 1;

22.x3 + y3 + 6xy = -5; (-1, 2)

23. En un sistema vibratorio de resorte - masa, la frecuen-
cia 00 y la amplitud A se relacionan mediante la ecua-
ción

1 1
002 = 1 + - A 2 - -.

8 A

Determinar la razón de cambio de A con respecto a (i).

24. En det
vibrac
mediai

Deterr

25. Supon
citame
funci6
funci6
las fur
8.1. D
to a x
g/ex) .

PRoa

En los pro
calcular la

1. f(x) •

2. g(x) .

4. g(s) .

5. f(t) .

En los pro
la ecuacié
(4, f (4)).

7. f(x)

9. f(x)

10. f(x)

12. f(x)

14. f(x)

En los pr
puntos pa

15. f(x)
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24. En determinado sistema mecánico, la frecuencia A de 
vibración se relaciona con un parámetro k del soporte 
mediante la ecuación 

A cos A + k sen A = O. 

Determinar una ecuación para dA/dk. 

25. Supongamos que la ecuación x = f(y) define implí­
citamente a y como función de x. Esto es, hay una 
función y = g(x) tal que x = f(y) = f[g(x)]. A la 
función g se le conoce como la función inversa de f ; 
las funciones inversas se describen más en la sección 
8.1. Derivar en forma implícita ax = f(y) con respec­
to a x y demostrar que dy/dx = 1/f'(y); y por tanto, 
g'(x) = 1/f'(y). 

PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 6, emplear la definición 3.1.1 para 
calcular la derivada de la función dada. 

1. f(x) = x + Yx 
1 

2. g(x) = x 3J2 + -
X 

s 
4. g(s) = -­

S2 + 1 
1 

5. f(t) = Vi + -
t 

1 
3. h(x) =-­

x + 1 

6. f(x) = x 3 + Yx + 2 

En los problemas 7 a 14, (a) determinar f'(x); (b) deducir 
la ecuación de la tangente a la gráfica de f en el punto 
(4, f (4)). 

7. f(x) = 3X2 - X 512 8. f(x) = _X3
/
2 + X2 

9. f(x) = (X2 + 1)(x - 1) 
x 

10. f(x) = x(x3 
- 1) 11. f(x) = 1 + X2 

X I /2 
U. f(x) =--

1 + x 

14. f(x) = 
\Ix - 1 

X 3/2 

13. f(x) = X2 + 1 

En los problemas 15 a 18, determinar f'(x) y todos los 
puntos para los que f'(x) = O. 

15. f(x) = x 4 + 2x2 - 3 

PROBLEMAS DE REPASO 187 

En los problemas 26 a 29, hacer lo indicado en el problema 
25 para determinar dy/dx; expresar la respuesta sólo en 
términos de x. 

26. x = y2; Y :s O, O:s x < 00 

27. x = v'J+2; y;::: - 2, O:sx < 00 

28. x = seny; 
7T 7T 

-- <y< - -1:Sx:s1 2 - - 2' 

7T 7T 
29. x = tan y; -2<y<2' -oo<x<oo 

16. f(x) = x 3 - 3X2 - 9x 

f( ) 
- (x - 3)(x - 4) 

17. x - 2 4 x -

x - 1 
18. f(x) = -2--9 

x + 
En los problemas 19 a 22, (a) determinar la antiderivada 
de la función dada que pasa por (1, - 2); (b) calcular la 
pendiente de la tangente ay = f (x) en el punto (4, f (4)). 

19. f(x) = x3 + 3 

1 
21. f(x) = x 213 

- 2 
x 

20. f(x) = Yx - 2 

1 
22. f(x) = X

3
/
4 + -; 

X 

En los problemas 23 y 24, (a) determinar el polinomio 
cúbico f (x) que satisface las condiciones dadas; (b) deter­
minar un polinomio cuadrático g(x) = X2 + px + q tal que 
la función 

sea derivable. 

H(x) = {f(X), 
g(x), 

x;::: -2 
x < -2 

23. f(O) = 2; f(O) = - 4; f"(1) = 2; f"'(1) = 12. 

24. f(6) = 8; f(2) = O; f"(3) = -1; f"'( -1) = 1. 

En los problemas 25 a 38, determinar la derivada que se 
indica. 
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188 LA DERIVADA

25. f(x) si
(x2 - 1)2

X>Of(x) = Xl/2 + 3 '

26. Dy
(X3 + 1)2 + 1

x~lsi Y = (x _ 1)2 '

dg
si g(y) = COS(3y2 - 1);27. dx

y(x) = xl/2 - 1, x>O

dy
si y(x) = sen(2xI/2); x(t) = 3t4 + 228. dt

29. f"(x) si f(x) = COS(X3/2 + 1), x> O

30. ~:~ SI g(z) = sin ( 1 - ;), z ~ O

dh x2 - 1
31. dt si h(x) = -x-; x(t) = t2 + 1

dy X 312
32. dt si y(x) = 1 + x;

x(t) = t3 - 2, t> 1

f(x) = cos(ax2 + b),
x2 - 1

tan(a\IX)
si w(x) = 2'

X

33. f(x) si x>l

34. Dw(x)

1
O < Ixl < 2' a ~ Oa

35.: si h(y) = COS(y3 - 1);

y(s) = 4 + sen2(s)

dg
36. dt si g(x) = sen2(x2 + 1);

x(t) = 2 - tan(tl12), 0< t < 1

37. Dg(x) si g(x) = cos(3x3l2)sec[(x - 1T)2]

38. f(x) si f(x) = sen2[(xl12 - 4)2 + cos(2x2)]

En los problemas 39 a 46, determinar la antiderivada de la
función dada.

39. 2 sen 3x 40. 4 cos( -x)

41. 2 sen 2x cos 2x 42. 5 cos 5x sen 5x

43. 3x2sen(x3 + 1) 44. (x3 + l)COS[(¡) + x]
45. -(senx)-2 cos x 46. x(senx2)-2 (cos X2)

En los problemas 47 a 50, (a) determinar la función recta
tangente y la función residuo para cualquier valor de Xo;

(b) hacer una estimación de f(x) en el valor dado de x
empleando una aproximación lineal adecuada; (e) calcular
el error implícito en esta estimación y calcular

I
f(X) -T(x; Xo)1 .

= error relativo.
f(xo)

e 47. f(x) = x3 + \IX;
e 48. f(x) = 2Xl/3 - X-I;

X + 1
e 49. f(x) = \IX;

x=H
x= -t¡
80

x =-
9

x2 - 1
© 50. f(x) = -·-1-'4-;

x
257x=-
16

En los problemas 51 a 54, suponer que hay una función
derivable y = f(x) que satisface la relación dada. Entonces,
(a) comprobar los pares dados de coordenadas y decir
cuáles satisfacen la ecuación dada; (b) determinar las de-
rivadas especificadas en todos los puntos de la parte (a)
que satisfacen la ecuación.

51. x2 + xy2 = 3

(
v'l3)

(a) (1, V2); (3, - V2); 4, -2-

(b) y'; y"

52. x3 + 2xy3 - 4y2 = 1
(a) (1, -2); (1, 2); (1, 3)
(b) y'

53. x2y + xy2 = 2
(a) (1, -1); (1, 1); (-1, -1)
(b) y'; y"

54. 1 - x2y = x2 + y2
(a) (2, -1); (2,1);(-1, -1)
(b) y'

En mucJ
res máx
esto es,
localiza
sus valo
f en es
determi
puntos I

cómo e:
para ha,
recipier
mínima
general
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método
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medio
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Antes
proble
necesi
les de
pensal

http://carlos2524.jimdo.com/



Capítulo 4 

En muchas aplicaciones es necesario calcular los valo­
res máximos o mínimos de alguna función en especial; 
esto es, para una función f dada cuyo dominio es D, 
localizar aquellos puntos en D para los cuales f asume 
sus valores máximos o mínimos para, entonces, evaluar 
f en esos puntos. Por ejemplo, se puede necesitar la 
determinación de cómo escoger una ruta entre dos 
puntos que se pueda recorrer en un tiempo mínimo, o 
cómo escoger el precio de un producto manufacturado 
para hacer máximas las ganancias, o cómo diseñar un 
recipiente de forma y volumen dados, pero con área 
mínima. Unos pocos de los problemas de este tipo 
general fueron resueltos en la antigüedad, pero la ma­
yor parte no se podían manejar con eficiencia con los 
métodos de que se disponía entonces. Sin embargo, el 
descubrimiento del cálculo en el siglo diecisiete, dio un 
medio sencillo de resolver esos problemas, como lo 
indicaremos en este capítulo. 

4.1 EL TEOREMA DEL VALOR 
MEDIO Y ALGUNAS 
DE SUS CONSECUENCIAS 

Antes de comenzar con un tratamiento detallado de 
problemas de optimización en la sección siguiente, 
necesitamos desarrollar algunas propiedades adiciona­
les de las funciones derivables cuyo empleo será indis­
pensable. Comenzaremos con un estudio de los máxi-

, 

CALCULO 

Aplicaciones de 
la derivada 
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190 APLICACIONES DE LA DERIVADA 

{(e) 

c-6 e c+c5 

(a) 

mos y mínimos locales. Una función f cuyo dominio es un intervalo 1 tiene un máximo 
local, o relativo, en el punto e interior si 

f(x) ~ f(c) (1) 

para toda x en el intervalo (e - 8, e + S) para alguna S > O. Naturalmente, 8 también 
debe ser lo suficientemente pequeña para que todos los puntos en (e - 8, e + 8) estén 
en l. En este caso, e es conocido como un punto máximo local o relativo, y f(c) es el 
valor máximo local, o relativo. La figura 4.1.1a muestra la gráfica de una función con 
un máximo local en e. Igualmente, f tiene un mínimo local, o relativo, en e si 

f(x) <=: f(c) (2) 

para toda x en algún intervalo (e - S, e + 8). En este caso, e es un punto mínimo local 
o relativo, y f(e) es el valor mínimo local, o relativo (véase figura 4.1.1b). Un punto 
e que es punto máximo o mínimo local se llama punto extremo local . Lo más 
importante que se debe recordar respecto a los puntos extremos locales es que se hacen 
comparaciones entre f(e) y f(x) sólo en puntos cercanos. 

y 
y={(x) y = {(x) 

x 

e-6 e e+6 

(b) 

Figura 4.1.1 (a) Punto máximo relativo (b) Punto mínimo relativo. 

y 
Miox 

Figura 4.1.2 
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4.1 EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO Y ALGUNAS DE SUS CONSECUENCIAS 191 

Para ejemplificar más estas definiciones, veamos la gráfica de la función f en la 
figura 4.1.2. Los puntos XI, X3 Y Xs son todos puntos máximos locales, y los puntos X2 
y X4 son puntos mínimos locales. Por ejemplo, nótese que Xs es un punto máximo local 
aun cuando haya muchos otros puntos en el dominio de f para los cuales f(x) es mayor 
que f(xs). Hasta hay un punto mínimo local , X2 , para el cual f(x) es mayor que en el 
punto máximo local Xs. Sin embargo, la cumbre de una montaña es máximo local aun 
cuando haya montañas más altas, o hasta valles más altos, en otros lugares . 

Hay una relación estrecha entre los puntos extremos locales de una función y su 
primera derivada. En realidad, para una función como la de la figura 4.1.3, es geomé-

y 

y=f(x) 

x 

Figura 4.1.3 

tricamente plausible que en un punto [e, f(e)] para el que f tiene un máximo o mínimo 
local, la recta tangente sea horizontal y que, por tanto, la derivada f' (e) sea cero . Se 
sugiere la misma conclusión por intuición física en el caso de una partícula que se 
proyecta en dirección vertical hacia arriba desde la superficie de la tierra. Es plausible 
que la partícula alcance su altura máxima cuando su velocidad cambia de positiva a 
negativa; esto es, cuando su velocidad es cero. Recuérdese que empleamos este 
argumento en el ejemplo 6 de la sección 3.3. La relación entre la primera derivada y el 
máximo o mínimo local se enuncia con precisión en el siguiente teorema: 

Teorema 4.1.1" 

Supongamos que la función f tiene un máximo o un mínimo local en el punto c. 
Si e es un punto interior del dominio de f y f es derivable en c, el;ltonces f(c) = O. 

Demostración . Como f es derivable en c, el cociente de diferencias 

f(x) f(c) 
X e 

(3) 

debe tener el límite f'(c) cuando X --7 c . Esto significa que los límites por la izquierda 
y por la derecha del cociente de diferencias deben ser iguales a f'(c) . Veamos primero 
el caso en el que e es un punto máximo local de f . Entonces f(x) :::; f(e) para X cerca 

http://carlos2524.jimdo.com/



192 APLICACIONES DE LA DERIVADA 

Figura 4.1.4 

de e, y el numerador de la ecuación 3 no es positivo. Si x> e, entonces el denominador 
de la ecuación 3 es positivo, y el cociente de diferencias no es positivo. Por tanto, si 
se deja que x --7 e desde la derecha, llegamos a la conclusión (por el teorema 2.3.5) de 
que f' (e) :s O. Por otro lado, si x < e, entonces el cociente de diferencias no es negativo 
y, al tomar el límite cuando x --7 e desde la izquierda llegamos a la conclusión de que 
f'(e) ~ O. Como f es derivable, los dos límites deben ser iguales, y esto sólo es posible 
si f' (e) = O. La demostración es semejante si e es un punto de mínimo local. o 

Nótese que es importante que c sea un punto interior, porque en la demostración 
fue necesario tomar el límite del cociente de diferencias (3) desde ambos lados de c. 
Nótese también que no es cierto el recíproco del teorema 4.1.1. Esto es, si f'(e) = 0, 
el punto c no necesariamente es un punto extremo de f. Por ejemplo, considere la fun­
ción f(x) = x 3 en el intervalo ( - 1,1) (véase figura 4.1.4) . Está claro que f'(x) = 3X2 

es cero cuando x = 0, pero este punto no es punto máximo ni mínimo de f en (-1, 1). 
El resultado siguiente se conoce como el teorema de Rolle; da algunas condiciones 

sencillas que aseguran que existe un punto para el cual la pendiente de la tangente es 
cero. 

Teorema 4.1.2 

(Teorema de Rolle) 

Sea f una función que satisface las siguientes condiciones: 

1. f es continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b]; 
2. f es derivable en el intervalo abierto (a, b); 
3.. f(a) = f(b). 

Entonces, existe al menos un punto c en (a, b) tal que 

f'(c) = O. (4) 

La figura 4.1.5 sugiere que el teorema de Rolle es geométricamente plausible. La 
gráfica de una función f como la que se ve en esa figura, tiene un valor dado en a, y 
después asume ese mismo valor en b, y cambia de dirección en algún punto intermedio 

x c. En este punto la tangente debe ser horizontal y, por tanto, f'(c) = O. Sin embargo, 
-+-'----'----'-{> 

a 

Figura 4.1.5 
Interpretación 
geométrica del 
teorema de Rolle. 

y 

x 

a a 

(a) (b) (e) 

Figura 4.1.6 (a)fno es continua en [a, b). (b)fno es derivable en (a , b) . (c)f(a) *- f(b) . 
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es necesaria cada una de las tres condiciones del teorema 4.1.2 para que la conclusión 
sea segura. En la figura 4.1.6 vemos gráficas de tres funciones, y cada una de ellas viola 
una de las hipótesis del teorema de Rolle. Nótese que en ninguno de esos casos hay un 
punto e en el que f' (e) = O. También nótese que puede haber más de un punto para los 
cuales es válida la conclusión del teorema de Rolle (véase figura 4.1.7) . 

y 

x 

Figura 4.1.7 

Demostración del teorema de Rolle. Como f es continua en el intervalo cerrado y 
acotado [a, b] tiene, de acuerdo con el teorema 2.6.2, un valor máximo y un valor 
mínimo en ese intervalo. Si el máximo y el mínimo se presentan en los extremos, 
entonces los valores máximo y mínimo de f son iguales, y f es una función constante. 
Entonces f'(x) = O para toda x en (a, b), y podemos seleccionar a e como cualquier 
punto que deseemos en (a, b) . 

Por otro lado, si f no es constante, entonces debe tener un punto máximo o un 
punto mínimo, o ambos, en el intervalo abierto Ca, b). Sea e el punto máximo o mínimo. 
Entonces, en el punto e se satisfacen las condiciones del teorema 4.1.1 y, por tanto , 
f'(e) = O, con lo cual se completa la demostración . o 

Si vemos de nuevo a las figuras 4.1.5 y 4.1. 7, observaremos la siguiente interpre­
tación geométrica del teorema de Rolle: bajo las condiciones dadas hayal menos un 
punto en el que la tangente a la gráfica es paralela al segmento de recta que une a los 
puntos extremos de la gráfica. Esta observación conduce a una generalización del 
teorema de Rolle, como se ve en la figura 4.1.8 . Aunque f(b) '* fCa), todavía hay un 
punto e en Ca, b) y un punto correspondiente [e, f(e)] en la gráfica para el cual la 
tangente es paralela al segmento de recta que une los extremos [a, fCa)] y [b, f(b)]. 
Como la pendiente de este segmento de recta es [f(b) - fCa)]/(b - a), llegamos al 
siguiente resultado, al cual se le conoce como el teorema del valor medio .* 

* El teorema de Rolle y el teorema del valor medio, junto con la propiedad del valor...i,¡¡termedio de las 
funciones continuas (teorema 2.6.3) , son ejemplos de los teoremas de existencia, en matemáticas. Éstas 
aseguran la existencia de un número que tiene determinada propiedad pero, como regla, no proporcionan los 
medios para calcular el número. 

Michel Rolle demostr6 el teorema que lleva su nombre, s610 para polinomios. Rolle (1652-1719) fue un 
matemático francés, conocido en su tiempo principalmente por sus trabajos en álgebra, pero hoy se le recuerda · 
casi únicamente por el resultado del teorema 4.1 .2. 

El teorema del valor medio fue publicado en 1797 por Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Lagrange 
fue, .entre los matemáticos del siglo dieciocho, superado s610 por Euler. Naci6 en Turín, de ascendencia 
franco-italiana, y fue reconocido antes de sus veinte años por su método original del cálculo de variaciones. 
Lleg6 a ser profesor en la Escuela Real de Artillería en Turín en 1755, fue seleccionado para suceder a Euler 
en la Academia de Ciencias de Berlín en 1766, y fue llamado por la Academia de Ciencias de París en 1787. 
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y {'(e) = flbt=~aJ 

~ 
Y=f(x) 

P2 

~ 
f(b) 

I ", '" 
",-r'" g(x) 

f(a) '" I 
PI I 

I 
I 

Teorema 4.1.3 

(Teorema del valor medio) 

x Figura 4.1.8 
Interpretación geométrica 
del teorema de valor medio. 

Sea f una función que satisface las condiciones siguientes: 

1. f es continua en el intervalo cerrado y acotado [a, b]; 
2. f es derivable en el intervalo abierto (a, b). 

Entonces, existe al menos un punto e en (a, b) para el cual 

f(b) - fea) 
f'(c) = 

b -a 
(5) 

De nuevo, ejemplos como los de la figura 4.1.6a y 4.1.6b demuestran que las 
hipótesis dadas son necesarias para asegurar la conclusión. También, como en el 
teorema de Rolle, puede haber más de un punto e en (a, b) para los cuales es válida la 
ecuación 5. 

Demostración del teorema del valor medio . Podemos reducir el problema a uno que 
ya resolvimos, construyendo una función relacionada con f que satisfaga las hipótesis 
del teorema de Rolle. Debemos poner atención especial a la tercera hipótesis de éste. 
Esto es, debemos buscar una función adecuadamente suave que tome los mismos 
valores en a y en b. Una posibilidad es la función g que describe la diferencia vertical 
entre la gráfica de y = f(x) y la del segmento de recta P IP2 de la figura 4.1.8. La 
ecuación de la recta que pasa por P I y P 2 es 

y = fea) + f(b) - fea) (x - a). 
b - a 

Por tanto, la función g está definida por la ecuación 

(6) 

Su trabajo en mecánica, ecuaciones diferenciales y en el cálculo de variaciones fue de amplios alcances y de 
importancia fundamental. Su libro más célebre, publicado en 1788, es el Traité de Mécanique Analytique, 
una elegante presentación matemática de los avances de un siglo en mecánica newtoniana. 
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g(x) = f(x) - fea) - f(b) - fea) (x - a). 
b - a 

(7) 

Como f satisface las hipótesis del teorema del valor medio, se infiere que g satisface 
las dos primeras hipótesis del teorema de Rolle. Además, un cálculo sencillo demuestra 
que g(a) = g(b) = O. Por tanto, el teorema de Rolle se aplica a g y se tiene que hay un 
punto e en (a, b) tal que g/(e) = O. Derivando la ecuación 7 vemos que 

g/ (x) = f (x) - ::......:f (--'.b i-~,--,(~a ) 

Haciendo que x = e y que g/(e) = O, obtenemos 

O = f(c) _ f(b) - f(a). 
b - a 

(8) 

de donde la consecuencia inmediata es la ecuación 5, con lo que queda demostrado el 
teorema del valor medio. o 

Nótese que el teorema del valor medio no ubica explícitamente al punto e. De 
hecho, casi nunca es importante determinar este punto en casos específicos. Lo que es 
importante en casi todas las aplicaciones del teorema del valor medio, o del teorema 
de Rolle, es la existencia de ese punto, y no su localización exacta. Los ejemplos 
siguientes hacen resaltar dos formas en las que se usan a veces esos teoremas. 

EJEMPLO 1 

Demostrar que la función 

f(x) = x3 + 3X2 + 6x + k (9) 

tiene cuando mucho un cero real, independientemente del valor de la constante k. 
Podemos llegar a este resultado por reducción al absurdo. Supongamos que hay 

dos valores distintos XI y X2 para jos cuales f(xl) = f(X2) = O. Para definir, supongamos 
que XI < X2. Entonces, de acuerdo con el teorema de Rolle, debe existir un punto e en 
el intervalo (XI' X2), para el cual f' (e) = O. Sin embargo, calculando f' (x) tenemos que 

f(x) 3X2 + 6x + 6 

3(X2 + 2x + 2) 

3[(x + 1)2 + 1]. (10) 

De la ecuación 10 es claro que f'(x) nunca es cero. Por tanto, no existe tal punto e y 
la hipótesis de que f tiene dos ceros distintos no se puede sostener. Por tanto, f puede 
tener cuando mucho un cero en ( - 00, (0). 

De hecho, f(x) --7 - 00 cuando X --7 - 00, Y f(x) --7 00 cuando x --700. Como fes 
continua en (- 00, (0), de acuerdo con la propiedad del valor intermedio (teorema 2.6.3) 
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f debe asumir el valor cero al menos una vez. Por tanto, llegamos a la conclusión de 
que f tiene exactamente un cero real en (- 00,00) .• 

EJEMPLO 2 

Demostrar que 

(11) 

para cualesquiera números reales XI y X2' 

Supongamos que X2 > XI ' Entonces, f(x) = sen X satisface las hipótesis del teorema 
del valor medio en el intervalo [x" X2]' En consecuencia, 

o sea 

sen X2 - sen Xl = (cos e)(x2 - X l)' (12) 

para alguna e en (X I ' X2)' Tomando valores absolutos en los dos lados de la ecuación 12 
obtenemos 

Se infiere la ecuación 11, porque I cos el :::; 1 independientemente del valor de c. 
Un argumento semejante conduce a la misma conclusión en el caso de X2 < XI' 

Finalmente, la igualdad es válida en la ecuación 11 si X2 = XI ' Nótese que si XI = O Y 
X2 = x, entonces la ecuación 11 se reduce a 

Isenxl :::; Ix!. • (13) 

Antiderivadas 

Recuérdese que en la sección 3.3 afirmamos que la función f es una antiderivada de 
la función g 'en el intervalo abierto 1 si 

f'(X) = g(x) (14) 

para toda X en l. Además, si la función y = f(x) es antiderivada de alguna función g 

dada, entonces también lo es la función y = f(x) + e, siendo e cualquier constante. En 
realidad, como indicamos en la sección 3.3, todas las antiderivadas de g tienen esta 
forma. Con ello podemos demostrar este hecho importante haciendo uso del teorema 
del valor medio. Sin embargo, primero debemos establecer un resultado relacionado 
que tiene utilidad por mérito propio. 
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Teorema 4.1.4 

Sea f una función continua en [a, b] Y supóngase que f' (x) = O para toda x en 
(a, b). Entonces, f es una función constante en [a, b]. 

Nótese que demostramos en la sección 3.1 que la derivada de toda función 
constante es idéntica a cero. De acuerdo con el teorema 4.1.4, las funciones constantes 
son las únicas cuyas derivadas son idénticas a cero. La demostración es una consecuen­
cia senCilla del teorema del valor medio. 

Demostración del teorema 4.1.4. Sean XI y X2 cualquier par de puntos en [a, b] Y 
supóngase que X2 > XI' Entonces, f satisface las hipótesis del teorema del valor medio 
(teorema 4.1.3) en [XI' X2]' Por tanto, 

(15) 

en donde e es algún punto de (x" X2)' Sin embargo, independientemente de dónde está 
ubicado e, f' (e) = O Y por tanto f(X2) = f(xl)' Como XI y X2 son arbitrarios, esto 
significa que f tiene el mismo valor en cada punto, es decir, f es una función 
constante en [a, b]. o 

Teorema 4.1.5 

Sean las funciones F yG antiderivadas de la misma función g en el intervalo 
(a, b). Esto es, 

F'(X) = g(x), G'(X) =g(x) (16) 

para toda X en (a, b). Entonces, existe una constante e tal que 

F(x) = G(x) + e (17) 

para toda X en (a, b). 

Demostración. Sean XI y X2 dos puntos arbitrarios en (a, b) y XI < X2; Y sea H(x) = 
F(x) - G(x). Entonces, de acuerdo con la ecuación 16, H' (x) = O para toda X en (a, b) 
y por tanto para toda X en (X I' X2)' Además, F y G son derivables y por tanto continuas 
para toda X en (a, b). En consecuencia, H es continua en (a, b) y entonces también en 
[XI' X2 ] ' Se aplica a continuación el teorema 4.1.4 a la función H en el intervalo [XI, X2] 
y llegamos a la conclusión de que H es una función constante en [X I, X2 ] ; esto es, existe 
una constante e tal que H(x) = e para toda X en [XI, X2]' Como XI y X2 son puntos 
arbitrarios en (a, b) esta conclusión en realidad es válida para toda X en (a, b); esto es, 

F(x) - G(x) = e 

para toda X en (a, b), lo que se tenía que demostrar. o 
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EJEMPLO 3

Observemos que

y que

2 senx cos x

d
- [-cos2 xl
dx

Por tanto, las funciones

- 2 cos x( - sin x)

2 cos x sen x.

F(x) = sen? x, G(x) = +cos? X

son antiderivadas de la función g(x) = 2 sen x cos x. De acuerdo con el teorema 4.1.5,
existe una constante e tal que

Desde luego, en este caso, e = 1.•

PROBLEMAS

En los problemas 1 a 6, determinar si la función dada
satisface las hipótesis del teorema del valor medio. En cada
caso, determinar si existe un punto e tal que se satisface la
ecuación 5. Determinar todos esos puntos en los casos en
que existan. Puede ayudar el bosquejar la gráfica de la
función.

1. f(x) = X2, -1:$ x :$2

2. f(x) = Ix - 11, -2:$ x :$ 2

3. f(x) = Ix2 - 11, -2:$ x :$ 2

= {4 - X2,
4. f(x) 2 - x,

-2:$ x < O
O:$x:$l

. {X-1 -l:$x<O
5. f(x) = O, , x = O

x + 1, O < X :$ 1

6. f(x) = sen 'lTX, -!:$ X :$2

7. Sea f(x) = x3 - 3x + b, donde b es constante.

(a) Demostrar que f(x) es cero a lo más una vez
cuando x está en [- 1, 1].

(b) Determinar los valores de b para los cuales f(x) =
Oparaalgunaxen[-I,I].

8. Sea f(x) = x3 + 3a2x + b, donde a y b son constantes
ya> O. Demostrar que f(x) es cero a lo más una vez
para x en [ - a, a].

9. Sea f(x) = x3 + ax + b, en donde a y b son constantes
ya> O. Demostrar que f(x) es cero a lo más una vez
para x en (- 00, 00). t

10. Suponer que la función f es continua en [a, b] y
derivable en (a, b). Si f' (x) > O para toda x en (a, b),
demostrar que f(b) > fea).

11. (a) Sea la función f continua en [a, b] y f '(x) > O
para toda x en (a, b). Demostrar que f(x) es cero
a lo más una vez para x en (a, b).

(b)Sean f y f' continuas en [a, b] y f"(x) > O para

toda x e
más dos

(c)Enuncia

En los problem
medio para dem

U. [cos Xl - e

13. 11 - cos X

x
14.2+ v'42 4

15. [tan xl ~ 1)

16. Supóngase
(a, b) y qu.

.para toda ~

mix, -

en la cual
[a, b] yX2

17. Suponer ql
toda x en
estudia Cal

(a) DemOSI

(b)Si a <
(a - 1)

(c) Si O <
(a - 1:

18. Suponer
(1 + i)-l
se estudia

(a) Si x >
(b)Si x <

19. Suponer
(1 - X2)-1

función S(

(a)Six>

(b)Si x <
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toda x en (a, b). Demostrar que f(x) es cero a lo 
más dos veces en (a, b). 

(c) Enunciar una generalización de las partes (a) y (b). 

En los problemas 12 a 15, emplear el teorema del valor 
medio para demostrar la desigualdad dada. 

13. 11 - cos x l :S Ix l 

x .~ x 
14. 2 + • ~:s V 4 + X :S 2 + -4' 

, 2v4 + x 

15. Itan xl ~ Ixl, 
'1T 

Ixl <'2 

x~o 

16. Supóngase que f es continua en [a, bJ, derivable en 
(a, b) y que 

m < f'(x) < M 

. para toda x en (a, b) , Demostrar que 

m(x2 - XI) < f(x2) - f(x l ) < M(X2 - XI) 

en la cual Xl y X2 son dos puntos cualesquiera de 
[a, b] y X2 > Xl' 

17. Suponer que la función f es tal que f'(x) = l/x para 
toda x en (O, 00), Y que f(l) = O. Esta función se 
estudia con detalle en la sección 8,2. 

(a) Demostrar que 1 < f(3) < 2. 

(b) Si a < 1, demostrar que 

(a - l)/a < fCa) < a - 1. 

(c) Si O < a < 1, demostrar de nuevo que 

(a - l)/a < fea) < a - 1. 

18. Suponer que la función f es tal que f'(x) 
(1 + X2) - 1 para toda x, y que feO) = O, Esta función 
se estudia más adelante en la sección 8.6. 

(a) Si x > O, demostrar que x/(1 + x2) < f(x) < x. 

(b)Si X < O, demostrar quex < f(x) < x/el + x2
), 

19. Suponer que la función f es tal que f' (x) = 
(1 - x2) - I/~ara - 1 < X < 1, Y que feO) = O. Esta 
función se estudia en la sección 8,6. 

(a) Si x > O, demostrar que f(x) > x. 

(b)Si x < O, demostrar que f(x) < x. 

PROBLEMAS 199 

*20. Este problema trata sobre una extensión del teorema 
del valor medio. Sean f y f' continuas en [a, b] Y tales 
que f" existe en todo punto de (a, b); entonces, existe 
un punto e en (a, b) tal que 

f(b) = f(a) + f'(a)(b - a) 

+ !f"(c)(b - a)2. (i) 

Este resultado se puede demostrar del siguiente modo, 

(a) Se define la función g tal que 

g(x) = f(x) - f(a) 

- f'(a)(x - a) - A(x - a)2 

donde A es una constante, Demostrar que g(a) = 
O. También, pedir que g(b) = O, esto es, pedir que 
A satisfaga 

f(b) - f(a) - f'(a)(b - a) 

- A(b - a)2 = O. (ii) 

(b)Emplear el teorema de Rolle para demostrar que 
existe un punto -y en (a, b) tal que g'(-y) = O. 
Demostrar además que g'(a) = O. 

(c) Aplicando el teorema de Rolle a la función g', 
demostrar que existe un punto e en (a, -y) tal que 

g"(c) = O. (iii) 

(d)Eliminar A de las ecuaciones (ii) y (iii) Y así 
obtener la ecuación (i). 

*21. Este problema trata de otra generalización del teore­
ma del valor medio. Sean las funciones f y g tales que 
satisfacen las condiciones del teorema 4.1.3. Tam­
bién, suponer que g' nunca es cero en (a, b) . Demos­
trar entonces que existe un punto e en (a, b) tal que 

f(b) - f(a) f'(c) 
g(b) - g(a) = g'(c)' 

Nótese que este result~do se reduce al teorema 4,1 .3 
si g(x) = x, 

Sugerencia: considere la función 

F(x) = [f(b) - f(a)]g(x) 

- [g(b) - g(a)]f(x ). 
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4.2 MÁXIMOS Y MíNIMOS DE FUNCIONES 

En la sección 4.1 vimos una función f definida en un intervalo 1 y dimos la definición 
de máximo o mínimo local de f en un punto e en el interior de l. Estas definiciones se 
pueden extender a los puntos extremos de 1 remplazando a la vecindad (e - 3, e + 3) 
por una vecindad lateral adecuada. Por ejemplo, si se define f en [a, b], entonces f 
tiene un máximo local en a si 

f(x) :s fea) (1) 

para toda x en determinada vecindad [a, a + 3). Los demás casos posibles se manejan 
de la misma manera. En la figura 4.2.1 mostramos la gráfica de la misma función que 
en la figura 4.1.2, excepto que ahora se incluyen los puntos extremos en el dominio de 
la función. Ambos extremos son puntos mínimos locales para esta función en particular. 
Parece ser plausible que un punto extremo siempre sea un punto extremo local; sin 
embargo, éste no es el caso, como en la función del problema 38. 

El estudio de" los puntos extremos locales, si bien es importante, con frecuencia no 
tiene trascendencia. En realidad, con frecuencia es importante tener una función f 
definida en un intervalo 1, y comparar su valor en un punto extremo local e, con sus 
valores en todos los demás puntos en l. Decimos que f tiene un máximo global, o 
absoluto, en e si 

f(e) 2= f(x) (2) 

para toda x en l . Análogamente, f tiene un mínimo global, o absoluto, en e si 

f(e) :s f(x) (3) 

para toda x en l. Así, el máximo global es el mayor de los rpáximos locales, y el mínimo 
global es el menor de los mínimos locales. De acuerdo con la figura 4 .2.1, de nuevo, 
el máximo global está en X3 Y el mínimo global está en X4. 

y 
,-- Máximo 

global 

Mín 

Mín 

x 

Figura 4.2.1 
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Se debe tener algo de cuidado al describir los máximos y los mínimos, porque una 
función no necesariamente tiene máximo o mínimo global, y ni siquiera máximo o 
mínimo local, en un intervalo dado. Por ejemplo, la función que aparece en la figura 
4.2.2 no tiene puntos extremos, ni local ni global, en el intervalo abierto (a, b) . Cuando 
nos acercamos al punto b del extremo derecho, la función toma valores más y más 
pequeños, pero no tiene valor mínimo. Del mismo modo, tampoco tiene máximo en 
este intervalo. Sin embargo, para una función f que sea continua en un intervalo 
cerrado y acotado [a, b], sabemos, por el teorema 2.6.2(b), que f tiene tanto un máximo 
global como un mínimo global en [a, b] . 

Puntos críticos 

A continuación veremos algunos teoremas que nos ayudarán a ubicar los puntos 
máximo o mínimo locales para una función dada f definida en un intervalo l. En primer 
lugar, recuérdese el teorema 4.1.1, que establece que si c es punto extremo en el interior 
de 1, y si existe f' (e), entonces f' (e) = O. Por tanto, para localizar los puntos extremos 
locales de f debemos tener en cuenta los siguientes, como candidatos: 

l. Cualquier punto interior de l para el cual f' (x) es cero; así como aquellos puntos 
a los cuales no se aplique el teorema 4.1.1, que son: 

2. Cualquier punto interior de l para el cual no existe f' (x) ; 
3. Cualquier extremo que esté en l . 

A un punto que satisface cualquiera de las tres condiciones anteriores se le llama 
punto crítico. Para una función f dada en un intervalo l dado, el conjunto de los puntos 
críticos comprende a todos los puntos extremos locales, pero puede contener también 
otros puntos. Si se sabe (digamos por el teorema 2.6.2), que f tiene un máximo global 
y un mínimo global en 1, entonces se pueden encontrar simplemente comparando los 
valores de f en los puntos críticos. Los puntos del conjunto de puntos críticos donde 
f tiene los valores máximo y mínimo son, respectivamente, el punto máximo global y 
el punto mínimo global. Nótese que f puede tomar su valor máximo global en más de 
un punto, e igualmente para su mínimo global. 

Los tres ejemplos siguientes se presentan para ilustrar los modos en los que se 
pueden presentar los puntos críticos. Regresaremos a cada ejemplo, después, para 
demostrar cómo se pueden emplear los resultados de esta sección para investigar la 
naturaleza de un punto crítico. 

EJEMPLO 1 

Determinar todos los puntos críticos en (- 00, (0) de la función 

f(x) = 2X 3 - 3X2 - 12x + 19. (4) 

La función f es un polinomio y, por tanto, no hay puntos en los cuales no exista 

y 

x 

Figura 4.2.2 
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f . En este ejemplo, tampoco existen puntos extremos. Así, los únicos puntos críticos 
son aquellos para los cuales f'(x) = O. Como 

f'(x) 6X2 - 6x - 12 

6(X2 - x - 2) 

6(x - 2)(x + 1), 

se infiere que x = 2 Y x = - 1 son los únicos puntos críticos. 

(5) 

Si evaluamos f en los puntos críticos, encontraremos que f(2) = -1 Y que f( -1) 

= 26. Sin embargo, el teorema 2.6.2 no se aplica porque el intervalo es no acotado, y 
entonces se necesita investigar para determinar si hay puntos extremos globales. La 
gráfica de f se muestra en la figura 4.2.3 como referencia; la mayor parte de la 
información sobre la que se basa el esquema se deduce después en esta sección . • 

Creciente I y 
Máximo local: 

(-1.26) 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

Cóncava hacia abajo 

EJEMPLO 2 

x 

Cóncava hacia arriba 

Figura 4.2.3 

Se tiene la función f definida por 

f (x) = x - 2 sen x, o :;; x :;; 2'TT. (6) 

Determinar todos los puntos críticos de esta función y, si es posible, determinar los 
puntos extremos globales. 

Si derivamos a f, obtenemos 

f'(x) = 1 - 2 cosx. (7) 

Así, f'(x) = O cuando cos x = ~ y O:;; x :;; 21T; esto es, cuando x = 1T/3 Y x = 51T/3. 
No hay puntos interiores en los cuales no exista f' (x), y por tanto los únicos puntos crí­
ticos adicionales son los extremos x = O Y x = 21T. Así, el conjunto de puntos críticos es 
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Figura 4.2.4 

y 

Cóncava 
hacia arriba 

y = x -

Decre­
ciente 

I 
I 

(j.j - J3) 
Mimo .local 

y global 
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Máximo local 
y global 

(~.~ +J3) 
I 
I 
I 
I 
I Decreciente 

I 
I 
I 
I 
I 

% 

La función f es continua en [0, 271"], Y por tanto se aplica el teorema 2.6.2(b) , 
garantizando que exista máximo global y mínimo global en ese intervalo. Si evaluamos 
f en cada punto crítico, llegamos a 

f(O) 0, f (~) = ~ - V3 == -0.68485, 

571" V3 3 + 3 == 6.9680, f(271") = 271" == 6.2832. 

Por tanto, x = 571"/3 es el punto máximo global y x = 71"/3 es el punto mínimo global 
de f en [0, 271"]. Los puntos x = ° y x = 271" no son puntos extremos globales. En la 
figura 4.2.4 se muestra la gráfica de f. Nuevamente, algo de la información de la gráfica 
se deducirá después en esta sección. _ 

EJEMPLO 3 

Encontrar todos los puntos críticos de la función 

f(x) = Ix2 - 11 (8) 

en el intervalo [ - 2,2]. Si es posible, determinar también los puntos extremos globales. 
En la figura 4.2.5 se muestra la gráfica de f; se puede bosquejar trazando la parábola 
y = X2 - 1 Y a continuación reflejando la parte para la cual y < ° con respecto al eje x. 
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Máximo local
y global
(-2.3)

y=lx2-11 Máximo local
y global
(2. 3)

y

3

x

I
I

Decreciente I Creciente Decreciente
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1

(-l.O)~~(l.O)

Mínimo local y global

Cóncava !
hacia arriba 1

Cóncava
hacia abajo

I Cóncava
I hacia arriba

Figura 4.2.5

Si escribimos f(x) sin las barras de valor absoluto, tendremos que

f(x) = {x
2

- 1, x < -1 o x> 1;
1 - X2, -l$x$1.

Entonces

f'(x) = { 2x, x < - 1 o x> 1;
-2x, -l<x<1. (10)

La. derivada de f no existe en los puntos x = ± 1. Esto se puede demostrar casi del
mismo modo que en el ejemplo 7 de la sección 3.2 examinando los límites por la
izquierda y por la derecha del cociente de diferencias adecuado. La gráfica de f tiene
un pico en cada uno de esos puntos, como se ve en la figura 4.2.5.

Por tanto, los puntos críticos de la función f en el intervalo [- 2, 2], son los
siguientes:

x = O, porque en él f'(x) = O.

x = - 1 Y x = 1 porque f'(x) no existe allí.

x = - 2 Y x = 2, porque son los puntos extremos del intervalo dado.

Como en el ejemplo 2, la función (8) es continua en el intervalo [-2,2], y entonces,
de acuerdo con el teorema 2.6.2(b) hay certeza de que se encuentran puntos máximo y
mínimo global. Si evaluamos f en cada uno de los puntos críticos, obtendremos

f( -1) = f(l) = O, f(O) = 1.f( -2) = f(2) = 3,

(9)

Por consig
mínimo gil

Si bie
con frecue
insuficieni
máximo y
el ejempk
tinuación
tados tam
gráficas, (

Funclol

Se dice ql

para todo
decreciei
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Por consiguiente, x = ± 2 son los puntos máximos globales, y x = ± 1 son puntos 
mínimo global. El punto x = O no es punto extremo global. _ 

Si bien el procedimiento que se sugirió antes y se ilustró en los ejemplos 2 y 3 es 
con frecuencia el más económico de seguir para buscar puntos extremos globales, es 
insuficiente a menos que sepamos antes que la función en cuestión tiene en realidad un 
máximo y un mínimo globales. En caso de que no se tenga esta información, como en 
el ejemplo 1, es útil contar con otros modos de clasificar los puntos críticos. A con­
tinuación desarrollaremos algunos resultados que nos ayudarán a hacerlo. Estos resul­
tados también se necesitarán en un estudio más detallado de las funciones y sus 
gráficas, que presentaremos en la sección 5.1. 

Funciones crecientes y decrecientes 

Se dice que una función es creciente en un intervalo 1 si 

(11) 

para todo par de puntos Xl y X2 en 1 tales que X2 > Xl. Análogamente, se dice que fes 
decreciente en 1 si 

(12) 

para todo par de puntos Xl y X2 en 1 tales que X2 > Xl. Si se usan igualdades en las 
ecuaciones 11 y 12, entonces se dice que f es no decreciente, y no creciente, 
respectivamente. Existe una estrecha relación entre funciones crecientes y decrecientes 
con el signo de sus primeras derivadas, como lo afirma el siguiente teorema. 

Teorema 4.2.1 

Sea la función f continua en [a, b] y derivable en (a, b). Si f'(x) > O para toda 
X en (a, b), entoncesf es creciénte en [<t, b] y si f'(x) < O p~ra toda .xen (a, b), 
entonces f es decreciente en [a, b]. 

Demostración. La demostración se basa en la aplicación directa del teorema del valor 
medio (teorema 4.1.3). Seleccionemos cualquier par de puntos Xl y X2 en [a, b] siendo 
X2 > Xl. El teorema del valor medio se aplica a la función f en el intervalo [Xl' X2]. 
Entonces 

f(X2) - f(Xl) = f'(c) (X2 - Xl), (13) 

en la cual c es algún punto del intervalo abierto (Xl ' X2). Si f' (x) > O para toda X en 
(a, b), entonces f'(c) > Oy por tanto f(X2) > f(Xl); esto es, f es creciente. Análoga­
mente, si f' (x) < O para toda X en (a, b), entonces f(X2) < f(Xl) Y f es decreciente. o 
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El inverso del teorema 4.2.1 no es cierto. Por ejemplo, aun si f es creciente, su 
derivada no necesita ser positiva en todos los puntos. Para ver esto, consideremos 
f(x) = x 3

, que aumenta en todo intervalo. Sin embargo, f'(x) = 3X2 no es positiva en 
x = O. Véase también el problema 37. 

El siguiente teorema proporciona un medio de clasificación para los puntos 
críticos, basándose en la información acerca de la primera derivada cerca de un punto 
crítico. 

Teorema 4.2.2 

(Criterio de la primera derivada) 

Sea f una función continua en un intervalo (c - 8, c + 8) que contiene al punto 
crítico c. 

(a) Si f'(x) > O para x en (c - 8, c) y f'(x) < O para x en (c, c + 8) entonces f 
tiene un máximo local en c. 

(b) Si f' (x) < O para x en (c - 8, c), y f' (x) > O para x en (c, c + 8), entonces 
f tiene un mínimo local en c. 

Demostración. Sólo demostraremos la parte (a); la demostración de la parte (b) es 
semejante. Las condiciones dadas implican que f es creciente a la izquierda de c y 
decreciente a la derecha, y entonces, geométricamente es claro que f tiene un máximo 
local en e (véase figura 4.2.6). Más exactamente, si f'(x) > O en (e - O, e) y si fes 
continua en (e - O, eJ, entonces, de acuerdo con el teorema 4.2.1, f es creciente en 
(e - O, e]. Por lo tanto, f(c) 2:: f(x) para toda x en [e, c + o], y entonces f(e) 2:: f(x) 
para toda x en [e, e + o). En consecuencia f(e) 2:: f(x) para toda x en (e - o, e + o), 
y por consiguiente f tiene un máximo local en e. O 

y 
Máximo local 

x 

Figura 4.2.6 
Criterio de la primera derivada. 
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EJEMPLO 1 (Continuación) 

Determinar intervalos en los cuales la función 

f(x) = 2X 3 - 3X2 - 12x + 19, -00 < x < 00 

es creciente o decreciente. Determinar la naturaleza de los puntos críticos de esta 
función . 

Habíamos demostrado (ecuación 5) que 

f'(x) = 6(x - 2)(x + 1), 

y que los únicos puntos críticos son x = 2 Y x = - 1. Es fácil ver que f' (x) > O para 
x < -1, Y para x > 2, Y. que f'(x) para - 1 < x < 2. Por tanto, de acuerdo con!!l teorema 
4.2.1, f es creciente en ( - 00, - 1] yen [2, (0) Y decreciente en [- 1,2] . En consecuencia, 
de acuerdo con el teorema 4.2.2, x = - 1 es un punto máximo local y x = 2 es punto 
mínimo local. Como f toma valores más y más grandes al crecer x sin cota, esta función 
no tiene máximo global; por motivos semejantes tampoco tiene mínimo global. La 
información que hemos encontrado se muestra en la gráfica de f, figura 4.2.3 .• 

EJEMPLO 2 (Continuación) 

Encontrar los intervalos en los cuales la función 

f(x) = x - 2 senx, o $ X $ 211' 

es creciente o decreciente. Emplear el teorema 4.2.2 para clasificar los puntos críticos 
de f. 

En la ecuación 7 teníamos que 

f'(x) = 1 - 2 cosx. 

Así, f'(x) > O es equivalente a que cos x < ~. Esta desigualdad se satisface para 11'/3 < x 
< 511'/3, Y entonces, de acuerdo con el teorema 4.2.1, f crece en el intervalo [11'/3, 511'/3]. 
Análogamente, f'(x) < O cuando cos x > ~, esto es, para O $ X < 11'/3 o para 511'/3 < 
x::S 211'. Por tanto, f es decreciente en[O, 11'/3] yen [511'/3, 211']. Aplicando el teorema 
4.2.2 a los dos puntos críticos interiores, llegamos a la conclusión de que x = 11'/3 es 
punto mínimo local y que x = 511'/3 es punto máximo local. Podemos emplear el teore­
ma 4.2.1 para determinar la naturaleza de los puntos extremos. Como f'(x) < O a la 
derecha del punto extremo izquierdo x = O, por consiguiente f decrece allí, y por tanto 
x = O es un punto máximo local. Un argumento semejante indica que el punto extremo 
derecho x = 211' es punto mínimo local. La información que hemos encontrado se 
muestra en la figura 4.2.4. Nótese también que f'(x) es una función periódica de 
período 211'. Así, el comportamiento de los intervalos en los cuales f aumenta o 
disminuye, se repite si el dominio de f se amplía más allá de [O, 211'] .• 
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(a ) 

(b) 

(e) 

(d ) 

Figura 4.2.7 (a) f 
es cóncava hacia 
arriba. (h) fes 
cóncava hacia arriba. 
(e) f es cóncava 
haci a abajo. (d) f es 
cóncava hacia abajo . 

EJEMPLO 3 (Continuación) 

Para la función 

f(x) = Ix2 - 11, 

determinar intervalos en los cuales f aumenta o disminuye. También, clasificar los 
puntos críticos de f . 

De acuerdo con la ecuación 10, 

f'(x) = { 2x , 
- 2x , 

x < - 1 O x > 1; 
-1 <x<1. 

Así, según el teorema 4.2.1, f es creciente en [- 1, O] y [1 ,2], mientras que es 
decreciente en [ - 2, - 1] yen [O, 1]. En consecuencia, de acuerdo con el teorema 4.2.2, 
los puntos x = ± 1 son puntos mínimo local y x = O es un punto máximo local. Los 
extremos x = ±2 son máximos locales, porque según el teorema 4.2.1, f decrece a la 
derecha de x = - 2 y crece a la izquierda de x = 2. Véanse las gráficas de f en la 
figura 4 .2 .5. Entre otras cosas, este ejemplo muestra que la prueba de la primera 
derivada se puede emplear para clasificar los puntos críticos (x = ±1 en este caso) 
cuando f no sea derivable, siempre que sea continua en esos puntos . _ 

Concavidad 

Una revisión de la figura 4.2.7 sugiere que los arcos de curvas se pueden dividir en dos 
clases. Las curvas de la figura 4.2 .7a y 4.2 .7b se dice que son cóncavas hacia arriba, 
mientras que las de la figura 4.2.7e y 4.2.7d son cóncavas hacia abajo. Más exactamen­
te , supóngase que f es continua en [a, b] y derivable en (a, b) . Si , además, f' es 
creciente en Ca, b), entonces f es cóncava hacia arriba en [a, b], mientras que si f' 
es decreciente en (a, b):entonces f es cóncava hacia abajo en [a, b]. 

Ahora apliquemos el teorema 4.2.1 a f'. Se deduce que si f es doblemente 
derivable, y si f"(x) > O en (a, b) , entonces f' es creciente y f es cóncava hacia arriba. 
Por otro lado, si f"(x) < O en (a , b), entonces f' es decreciente y f es cóncava hacia 
abajo. Enunciaremos estos resultados en el siguiente teorema: 

Teorema 4.2.3 

Sea f continua en [a, b] y al menos doblemente derivable en (a, b). Si f"(x) > O 
en (a, b), entonces f es cóncava hacia arriba en [a, b], mientras que si f"(x) < O 
en (a, b), entonces f es cóncava hacia abajo en [a, b] . 
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Viendo las figuras 4.2.3 y 4.2.4 podemos observar que si e es un punto crítico 
cuando f'(e) = O, entonces e es un punto mínimo local si f es cóncava hacia arriba en 
unavecindad de e, y es un punto mínimo local si f es cóncava hacia abajo en esa 
vecindad. Esto es la esencia del siguiente teorema. 

Teorema 4.2.4 

(Criterio de la. segunda derivada) 

Sea la función f definida en un intervalo abierto que contiene al punto crítico e, 
en el cual f'(e) = O, Y sea f" continua en ese intervalo. 

(a) Si f"(e) < O, entonces e es un punto máximo local. 
(b) Si f"(e) > O, entonces e es un punto mínimo local. 
(c) Si f"(e) = O, entonces no se puede llegar a conclusión alguna y se deberá 

investigar más. 

Demostración. Veamos la parte (a). Si f"(e) < O Y f" es continua en un intervalo 
que contiene a e, entonces de acuerdo con el teorema 2.6.1 existe un intervalo 
(e - 8, e + 8) en el cual f"(x) siempre es negativa. Por tanto, según el teorema 4.2.1 
aplicado a f', ésta es decreciente en ese intervalo. La combinación de que f' es 
decreciente y que f'(e) = O implica que f'(x) > O en (e - 8, e), y que f'(x) < O en 
(e, e + 8). Estos dos últimos resultados garantizan, por la parte (a) del teorema 4.2.2, 
que e es un punto máximo local. La demostración de la parte (b) es semejante. 

Podemos demostrar la parte (e) mediante ejemplos. Sea fl(x) = x4
, f2(X) = - x\ 

y f 3(X) = x3, y ver el intervalo( - 00, (0) (véase figura 4.2.8). En cada caso, tanto la 
primera como la segunda derivadas son cero cuando x = O. Sin embargo, fl tiene un 
mínimo local y f 2 un máximo local en x = O; además, f 3 no tiene máximo ni mínimo 
en ese punto. Por tanto, si f"(x) es cero en un punto crítico, no se puede sacar conclusión 
alguna sin investigar más. o 

Nótese que el teorema 4.2.4 sólo se aplica a puntos críticos donde f'(x) es cero, 
mientras que el teorema 4.2.2 también se aplica a puntos críticos donde no existe f'. 
Así, la prueba de la primera derivada es algo más general. 

EJEMPLO 1 (Continuación) 

Determinar en dónde la función 

f(x) = 2X 3 - 3X2 - 12x + 19, - 00 < x < 00 

es cóncava hacia arriba y en dónde es cóncava hacia abajo. Aplicar el criterio de la 
segunda derivada a los puntos críticos de f. 

y 

(a) 

y=-x4 

(b) 

(e) 

Figura 4.2.8 

x 

x 

x 

En todos los casos 
j"(0) = O. (a) 
Mínimo relativo en 
(O, O). (b) Máximo 
relativo en (O, O). (e) 
Sin punto extremo en 
(O, O) . 
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Refiriéndonos a la ecuación 5 y derivándola por segunda vez, obtenemos

f"(x) = 6(2x - 1). (14)

Así, f"(x) < O para x < k, y entonces, de acuerdo con el teorema 4.2.3, f es cóncava
hacia abajo en "(-00, k]. Análogamente, f es cóncava hacia arriba en [k, (0). La
concavidad de ¡-se indica en la figura 4.2.3. Si evaluamos a f"(x) en los puntos críticos
x = -1 Yx == 2, encontramos que

/"(-1) = -12, f" (2) = 18.

Por tanto, según el teorema 4.2.4, x = - 1 es .un punto máximo local, y x = 2 es un
punto mínimo local. _

EJEMPLO 2 (Continuación)

Determinar en dónde la función

f(x) = x - 2senx, ° -s x :s 2'lT

es cóncava hacia arriba y en dónde es cóncava hacia abajo, y clasificar sus puntos
críticos mediante el teorema 4.2.4.

Partiendo de la ecuación 7, obtenemos

f"(x) = 2 sen x. (15)

Por tanto, por el teorema 4.2.3, f es cóncava hacia arriba en [O, -rr] Y cóncava hacia
abajo en [rr, 2'lT], como se ve en la figura 4.2.4. En los puntos críticos x = 'lT/3 Yx
= 5'lT/3, tenemos que

r (~)= v'3, f" e;) = ~v'3.

Por consiguiente, de acuerdo con el teorema 4.2.4, el primero es un punto mínimo local
y el último es un punto máximo local. Nuevamente, la periodicidad de f" significa que
el patrón de concavidad se repite si se aumenta el dominio de f.-

EJEMPLO 3 (Continuación)

De nuevo, consideremos la función

f(x) = Ix2 - 11, -2 :s x :s 2.

Determinar en dónde f es cóncava hacia arriba y en dónde es cóncava hacia abajo,
respectivamente, y caracterizar sus puntos críticos mediante el teorema 4.2.4.

De la ecu

Así, f es cónc
en [-1,1] (VI

al punto crítit

Terminar
consejos.

1. Si fe
extren
evalu:
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2. Si fe
existii
posibi
pendí
críticr

3. Se pu
teorer
to loc
gener
el qm

PROBLE

En los probler
(a) Deten

dada.

(b)Deten
erecie

(e) Deter
e6nea

(d)Deter
local,

1. f(x) =

2. f(x) =
3. f(x) =
4. f(x) =
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De la ecuación 10 obtenemos 

f"(x) = { 2, 
- 2, 

x<-10 x>1; 
-l<x<l. (16) 

As·í, f es cóncava hacia arriba en [ - 2, - 1] Y [1,2], mientras que es cóncava hacia abajo 
en [-1, 1] (véase figura 4.2.5). El criterio de la segunda derivada sólo se puede aplicar 
al punto crítico en x = O. Como f"(O) = -2, el punto es un máximo local. _ 

Terminaremos esta sección con algunas palabras, a manera de resumen y de 
consejos. 

1. Si f es una función continua en un intervalo cerrado y acotado, entonces sus 
extremos globales se pueden determinar localizando todos los puntos críticos, 
evaluando a f en cada uno, e identificando al mayor y al menor número del 
conjunto resultante. 

2. Si f es continua, pero el intervalo no es cerrado ni acotado, entonces puede no 
existir un máximo global, un mínimo global, o ambos. Para investigar esas 
posibilidades, se examina el comportamiento de fcuando la variable inde­
pendiente tiende a los extremos, o a ± 00, según el casó, así como a "los puntos 
críticos. 

3. Se pueden emplear el teorema 4.2.2 (criterio de la primera derivada) y el 
teorema 4.2.4 (criterio de la segunda derivada) para investigar el comportamien­
to local de f cerca de un punto crítico. El criterio de la primera derivada es más 
general, pero con frecuencia ambos criterios se lmeden aplicar. En ese caso, usar 
el que sea más conveniente. . 

PROBLEMAS 

PROBLEMAS 211 

En los problemas 1 a 14 

(a) Determinar todos los puntos-cóticos de la funci6n 
dada. 

5. f(x) = {x ! l' 
0, 

x",-1 

x = -1 

(b) Determinar intervalos en los que la funci6n sea 
creciente o decreciente. 

(c) Determinar intervalos en los que la funci6n sea 
c6ncava hacia arriba o c6ncava hacia abajo. 

(d)Determinar si cada punto cótico es punto máximo 
local, mínimo local, o ninguno de ellos. 

1. f(x) = X2 + 4x + 2 

2. f(x) = - 2X2 + 3x - 4 

3. f(x ) = x3 - 3X2 - 9x + 4 

4. f(x) = 3xs - 25x3 + 60x - 36 

4 
6. f(x) = x + -, 

x 

7. f(x) = 1 - X 2/3 

{

X+2 
8. f(x) = x - 2' 

2, 

9. f(x) = x - 2cosx, -11" sx $11" 

10. f(x) = 2 cos2 X - sen2 x, 0$ X $ 211" 

11. f(x) = Ix3 - 12xl, -4 $ x $ 4 

12. f(x) = Ix: 11, x",-1 
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13. f(x) = ~, - 2 :s x :s 2 

14. f(x) = sen x + cos x, O :s x :s 2'IT 

En los problemas 15 a 28, encontrar los puntos, si es que 
los hay, en el intervalo dado en los que la función tome sus 
valores máximo y-mínimo global, respectivamente. Estas 
funciones son las mismas que las de los problemas 1 a 14. 

15. f(x) = X2 + 4x + 2 
(b) en ( - 00,00) 

(a) en [ - 4, O) 

16. f(x) = _2X2 + 3x - 4 (a) en ( - 00, 2] 
(b) en [ - 2,2] 

17. f(x) = x) - 3X2 - 9x + 4 (a) en [ - 1,5] 
(b) en (-00,00) 

18. f(x) = 3x5 
- 25x) + 60x - 36 (a) en [-1,2] 

(b) en [0,3] 

19. f(x) = {x! l' 
O, 

4 
20. f(x) = x + -

x 

21. f(x) = 1 - X 21) 

(b) en [-1, 1] 

22. f(x) = {: ~ ~, 
2, 

x~ - l (a) en [-l,lj 
x = - 1 (b) en [O, 2] 

(a) en (0,4) (b) en [1, 3] 

(a) en (- 00, 00) 

x~2 

x = 2 

(a) en [2, 00) 

(b) en [0,1] 

23. f(x) = x - 2 cos x (a) en [ - 'lT, 'IT] 

(b) en [ -~,~] 
24. f(x) = 2 cos2 X - sen2 x 

(b)en (0,2'IT) 
(a) en [O, 2'IT] 

25. f(x) = [x) - l2x[ (a) en [ - 4,4] 
(b) en (-3,3) 

26. f(x) = Ix: 11 (a) en ( - 1,00) 

(b) en [-!,!] 

27. f(x) = ~ (a) en [ - 2,2] 
(b) en (0,1) 

28. f(x) = senx + cosx 

(b) en [ - ~, ~ 1 
(a) en [0,2'IT] 

En los problemas 29 a 34, trazar la gráfica de una función 
f (para cada problema) derivable que tenga las propieda­
des que se piden. 

29. El dominio es ( - 00,00); máximo local en -2; máximo 
global en 3; mínimo local en O; sin mínimo global. 

30. El dominio es (0,00); mínimo global en 4; máximo 
local en 6; sin máximo global; f(x) ~3 cuando 
x~oo. 

31. El dominio es [-2,2]; mínimo global en - 1; máximo 
global en - 2; máximo local /en 1; cóncava hacia 
arriba en [- 2, O]; cóncava hacia abajo en [O, 2]. 

32. El dominio es ( - 00,00); máximo global en O; mínimos 
globales en - 2 Y 2. 

33. El dominio es (O, 2]; máximo global en 1; mínimo 
local en 2; sin mínimo global. 

34. El dominio es ( - 2,00); cóncava hacia abajo en ( - 2, 
1]; cóncava hacia arriba en [1, 00); máximo local en 
O; mínimo local en 3; sin máximo ni mínimo global. 

35. Calcular a, b y e para que la gráfica de 

y = ax2 + bx + e 

pase por los puntos (O, 1) Y (3, O), y que tenga un 
máximo en x = 1. 

36. Calcular a y b de modo que f(x) = ax/(~ + b2
) tenga 

un máximo local en x = 3 y de modo que f' (O) = ~. 

37. Demostrar el siguiente inverso parcial del teorema 
4.2.1: si la función f es derivable y creciente en el 
intervalo (a, b), entonces f' (x) 2: O en cada punto x 
de (a, b) . 

Sugerencia: suponer lo contrario, es decir, que existe 
un punto e en (a, b) tal que f' (e) < O. A continuación 
emplear la definición de f'(c) para obtener una con­
tradicción. 

38. Sea 

f(x) = {xsen~, 
O, 

x> O; 

x = O. 

Demostrar que el extremo x = O no es punto 
mínimo local ni máximo local. 

Sugerencia: demostrar que, en todo intervalo [O, o), 
hay puntos en los que f(x) > O y otros en los que 
f(x) < O. 
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4.3 APLICACIONES DE LOS MÁXIMOS 
Y MíNIMOS 

La observación de que en un punto máximo o mínimo de la función, su derivada, si 
existe, debe ser cero (teorema 4.1.1) es la clave para resolver una clase muy grande de 
problemas de optimización. En realidad, proporciona el punto de partida de métodos 
en los que intervienen problemas bastante más complicados que los que se mencionan 
aquí. En esta sección presentaremos algunos ejemplos de problemas sencillos de 
optimización. Si bien los problemas de ejemplo que siguen son bastante variados, todos 
son semejantes en los siguientes aspectos. 

En primer lugar , cada uno se plantea con palabras, y se incluye un enunciado de 
la cantidad que se debe optimizar. El primer paso es formular el problema en forma 
matemática; para ello se deben identificar las variables y los parámetros del problema, 
asignarles una letra a cada uno, y escribir una o más ecuaciones que los relacione. Con 
frecuencia sirve de gran ayuda trazar un esquema o diagrama para facilitar darse una 
idea de la situación. La meta es obtener una función de una sola variable que se pueda 
maximizar o minimizar en determinado dominio especificado. En algunos casos, toda 
la información necesaria está contenida en el enunciado del problema, mientras que en 
otros puede ser necesario emplear otra información; por ejemplo, hechos tomados de 
la geometría o de la física. La formulación del problema se 'complica a veces por la 
necesidad de llevar a'cabo el manejo algebraico adecuado para expresar la cantidad por 
optimizar como función de una sola variable. El primer paso para estructurar el 
problema en términos matemáticos es con frecuencia el más difícil, precisamente 
porque no hay reglas formales para hacerlo; el procedimiento depende del problema, 
yen algunos casos se necesitará una gran cantidad de imaginación y de conocimiento. 
El término mode/ación matemática se emplea con frecuencia para describir este 
proceso, mediante el cual de hecho se traduce un problema de palabras a símbolos y 
ecuaciones matemáticas. 

Habiendo formulado el problema como se acaba de indicar, debemos resolverlo 
matemáticamente. En e;re caso se trae a discusión los teoremas sobre máximos y 
mínimos que se presentaron en la sección 4.2. El grado de dificultad implícito en este 
paso depende enteramente de qué tan complicada es la función que se debe optimizar. 
Sin embargo, en cualquier caso se tiene un procedimiento definido a seguir. 

Finalmente, habiendo resuelto el problema en un sentido matemático, es necesario 
interpretar la solución en el contexto del problema que se planteaba originalmente. Se 
debe tener especial cuidado para notar si la solución parece "razonable ". Esto sirve 
como prueba muy valiosa del trabajo matemático. Si la respuesta obtenida es definiti­
vamente irrazonable en términos del planteamiento original del problema, indica que 
se ha cometido alguna falta, ya sea en la formulación o en la solución matemática. 
Naturalmente, aun si la respuesta es razonable, no hay garantía de que sea correcta, 
pero sí proporciona cierto grado de confirmación. 
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EJEMPLO 1 

(Problema de suma constante y producto máximo) 

Determinar dos números no negativos cuya suma sea 10 y cuyo producto sea tan grande 
como sea posible. 

Comenzaremos la formulación de este problema diciendo que x y y son números 
reales sin determinar todavía. Entonces P = xy es la cantidad que se debe maximizar, 
mientras que x + y = 10. Expresando a y en términos de x podemos escribir 

P(x) = x(lO - x) 

= 10x - X2. 

(1) 

Como tanto x como y = 10 - x deben ser no negativos, debemos restringir a x al interva­
lo ° ::::; x ::::; 10. Con ello se completa la formulación del problema en términos matemá­
ticos: queremos maximizar la función P dada por la ecuación 1 en el dominio [0, 10]. 

Para resolver el problema buscamos primero los puntos críticos. La derivada de P 
es 

P'(x) = 10 - 2x; (2) 

y, por tanto , P' (x) = ° cuando x = 5. Este punto, junto con los puntos extremos 
x = ° y x = 10, constituyen el conjunto de puntos críticos para este problema. 

Como P es continua en el intervalo cerrado y acotado [0, 10], podemos calcular el 
máximo de P evaluando a P(x) en cada uno de los puntos críticos. De acuerdo con la 
ecuación 1 tenemos que 

P(O) = 0, P(5) = 25, P(10) = O. 

Así, el máximo de P es 25 cuando x = 5, y los dos números que resuelven el problema 
son x = 5, Y = 5 . • 

EJEMPLO 2 

(Problema de volumen constante y área mínima) 

Un fabricante desea construir un envase cilíndrico circular recto para que contenga 
determinado volumen V. ¿Cuáles deben ser el radio y la altura para minimizar el área 
S de la superficie de la lata, incluyendo la tapa y el fondo? 

Sean r el radio de la base y h la altura de la lata (véase figura 4.3.1). Entonces, el 
área S de la superficie es 

(3) 
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I Volumen 
I V =,,-r2h 
Ih 
I Área de la superficie 
I S=2,,-rh+2,,-r2 

---+---- L ___ -

Figura 4.3.1 

en la cual el primer término es el área de la superficie lateral, mientras que el segundo 
es el área de la tapa y el fondo de la lata. Obsérvese que S depende de las dos variables 
r y h. Para expresar a S en términos de una sola variable, necesitamos una relación entre 
r y h. Ésta la tenemos con la ecuación 

(4) 

del volumen de la lata. Si despejamos a h de la ecuación 4 y la sustituimos en la ecuación 
3, encontraremos que 

s 
r 

(5) 

Como Ves constante, la ecuación 5 da a S como función de la única variable r. Además, 
r debe ser positiva, y por tanto supondremos que el dominio de S es (O, 00). Con ello 
queda completa la formulación: minimizar S, dada por la ecuación 5, en el dominio 
0< r < oo. 

Pensemos cuantitativamente en el problema, durante un momento, antes de prose­
guir con la solución matemática. Es claro que si r es muy pequeño, la lata será alta y 
delgada; de acuerdo con la ecuación 5, el área S será muy grande, porque en este caso 
la superficie lateral es grande. Análogamente, si r es grande, la lata es corta y gruesa; 
de nuevo, según la ecuación 5, S es grande, porque en este caso la tapa y el fondo son 
grandes. Se intuye, por tanto, que la superficie S será mínima para determinado valor 
intermedio de r. 

Para resolver el probiema derivamos la ecuación 5, obteniendo 

dS 

dr 

2V 
--2 + 41Tr. 

r 

Por tanto, dS/dr = ° cuando 4m.3 = 2V, o sea cuando 

(6) 

(7) 

Es el único punto crítico para este problema, porque no hay puntos extremos y existe 
la derivada en cada punto en (0, 00). Al calcular la segunda derivada obtenemos 

4V 
""3 + 41T > 0, 
r 

(8) 
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y el punto re = (V/21T) 1/3 es por tanto un punto mínimo local. En realidad, podemos 
llegar a la conclusión de que re es un punto mínimo global. Para demostrarlo, reformu­
lamos la ecuación 6 como sigue: 

(9) 

en consecuencia, dS/dr < O cuando O < r < re y dS/dr > O cuando r > re' Entonces se 
deduce del teorema 4.2.1 que Ser) es decreciente para O < r :::; re y creciente para r 2: 

re Por tanto, re = (V/21T)1/3 es un punto mínimo global. 
De acuerdo con la ecuación 4, el valor correspondiente de h es 

(10) 

Así, para cualquier volumen V la lata de área de superficie mínima se logra haciendo 
que la altura sea igual al diámetro. El valor mínimo del área de la 'superficie es 
3(21TVZ)I/3. Por ejemplo, para una lata cuyo volumen es un cuarto de galón (57.75 in 3) 
tenemos que re =2.095 in. Los valores correspondientes de h y S son h =4.189 in y 
S =82.71 in 2 

La experiencia demuestra que la mayor parte de las latas no se fabrican con la 
razón de la altura al diámetro igual al valor teórico óptimo de 1.00. Por ejemplo, se 
midieron latas de un cuarto de galón de pintura, de aceite y de refresco y las razones 
fueron aproximada y respectivamente 1.12, 1.38 y 1.81. 

Supongamos ahora que se decide que una lata de un cuarto de galón debe tener un 
radio máximo de 1.75 pulg. para permitir a la mayoría de la gente asirla con seguridad 
con una mano. Determinar las dimensiones de la lata para hacer mínima el área de la 
superficie en estas condiciones. 

Procediendo como antes encontramos que dS/dr = O cuando r = (V/21T)1/3 = 2.095 
in. Sin embargo, r está limitado al intervalo [O, 1.75], y por tanto ese valor de r ya no 
se acepta como solución. Como dS/dr < O en (O, 1.75], el valor mínimo de S cuando r 
está en este intervalo se alcanza en el extremo r = 1.75. Los valores correspondientes 
de h y s son h = 6.002 in y S =85 .24 in 2 . Este último valor un poco más que 3 por 
ciento mayor que el mínimo teórico de S = 82.71 in 2 que se obtuvo antes. _ 

EJEMPLO 3 

(Problema de semáforos) 

Supongamos que un semáforo pesa W lb y se debe colgar del centro de un cable tenso 
que cruza la calle. El ancho de la calle es 2a ft (véase figura 4.3 .2). Supóngase, además, 
que el costo del cable es igual a kT, siendo T la tensión (en libras) en el cable, y k es 
una constante dada. Calcular el ángulo de inclinación e del cable para que su costo sea 
mínimo. 

Si vemos primero el problema cuantitativo, observaremos que si hacemos el cable 
tan corto como sea posible, debemos tensarlo fuertemente, y el costo por unidad de 
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a---+l.I ___ 
a 

Figura 4.3.2 Figura 4.3.3 

longitud será grande; por consiguiente, el costo total será alto. Por otro lado, si 
permitimos que se cuelgue mucho, entonces la tensión y, por consiguiente, el costo por 
pie será relativamente pequeño, pero se necesitará un cable muy largo, y de nuevo el 
costo total será alto. Podemos sospechar que se puede lograr el costo mínimo equili­
brando adecuadamente estos dos efectos. 

Sea x la flecha en el centro del cable. Entonces, de acuerdo con la figura 4.3 .2, la 
longitud del cable es 2...Ja2 +x2 y el costo total es 

e = 2kTVa2 + X2. (11) 

Sin embargo, T depende de x. Para determinar esta relación se necesita un principio de 
la física elemental. Las fuerzas que actúan en el punto de soporte del semáforo se 
muestran en la figura 4.3.3. Si el semáforo debe colgar sin moverse (o sea, que está en 
equilibrio), entonces las fuerzas verticales deben estar en equilibrio; esto es, el peso 
del semáforo debe ser igual a la componente vertical de la tensión en el cable. Por tanto, 
tenemos que 

W = 2Tsen 6 

(12) 

Despejando a T en la ecuación 12, y sustituyendo en la ecuación 11 se obtiene 

a2 + X2 (a 2
) e = kW x = kW ~ + x , (13) 

en donde x está en el intervalo (0, 00). Con ello se completa la formulación del problema: 
hacer mínima la función C de la ecuación 13 en el dominio (O, 00). La situación aparece 
como nuestro análisis lo indicó; de acuerdo con la ecuación 13, C será muy grande si 
x es o muy grande (debido al término en x), o l11uy pequeña (debido al término a2/x). 

Derivamos la ecuación 13 para obtener 

- = kW -- + de ( a
2 

dx X2 
(14) 

y así dC/dx = ° cuando .r=-a. -Como 

http://carlos2524.jimdo.com/



218 APLICACIONES DE LA DERIVADA 

d 2C 2kWa2 

-d 2 = --3- > 0, 
X X 

(15) 

este punto crítico es verdaderamente un punto mínimo local. Un argumento semejante 
al del ejemplo 2 muestra que x = a es en realidad un punto mínimo global. Llegamos 
a la conclusión de que la configuración más económica se tiene cuando la flecha es 
igual a la mitad del claro, esto es, cuando e = 1T/4. 

Desde luego, se necesita tener en cuenta otros factores; por ejemplo, se requieren 
postes de soporte a cada lado de la calle. Si se necesita que el semáforo quede, digamos, 
a 15 ft sobre el piso, y si la calle tiene 40 ft de ancho, entonces el análisis anterior 
conduciría a soportes de 35 ft de alto. Podría ser mejor tensar más el cable para poder 
emplear postes de soporte más cortos a cada lado. En el problema 10 se indaga este 
asunto. _ 

EJEMPLO 4 

(Problema del conductor varado) 

Supongamos que se le termina la gasolina al vehículo del lector en un punto P en una 
carretera solitaria (ver figura 4.3.4). Hay una estación de gasolina en el punto Q. 
Además, la distancia de P a O es de 3 mi, la distancia de O a Q es de 6 mi, y la estación 
de gasolina cierra dentro de 2.5 h. Debe el lector decidir si caminar por la carretera, o 
caminar directamente a campo traviesa, o bien caminar hasta un punto intermedio R 
entre O y Q y, a continuación, proseguir por la carretera hasta la gasoliriería. Si se puede 
caminar a 4 mi/h en carretera y a 2 mi/h a campo traviesa, ¿qué ruta se debe escoger 
para alcanzar la estación de gasolina tan pronto como sea posible. Y, muy importante, 
¿podrá el lector llegar a la estación de gasolina antes de que cierre? 

Si x es la distancia de O a R, entonces el tiempo necesario para caminar directa­
mente de PaR es ...)9 +xZl2; el tiempo necesario para caminar de R a Q es (6 - x)/4. 
Por tanto, el tiempo total T está dado por 

T(x) = 
\19 + X2 6 - X 

2 + -4-' 

Derivando la ecuación 16 obtenemos 

T'(x) _ ! x 
- 2 v'9tX2 

1 

4' 

y, por consiguiente, T '(x) = O cuando x = ...[3. Además 

9 
TI/(x) = 2(9 + X 2)3/2 > 0, 

(16) 

(17) 

(18) 

de modo que el punto crítico x = ...[3 es un punto mínimo local. Dando valores a la 
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y M{nimo local 

(x=J3) 
3 I y=TW 

01-1· -x---6 mi -:6;C--x---l 
----,,-------

2 Mínimo ~ Horario de cierre T R ~ 

1, ;".' 
global de la gasolinería 

Figura 4.3.4 Figura 4.3.5 

ecuación 16, cuando x = Y3 obtenemos 

T(V3) = t(3V3 + 6) == 2 hr 48 mino (19) 

No hay otros puntos en los cuales T '(x) sea cero, y por tanto estar tentados a razonar 
como en los ejemplos anteriores de que x = Y3 es en realidad un punto mínimo global. 
Sin embargo, este argumento sería erróneo en el ejemplo que nos ocupa. 

Para ver que así es, consideremos los puntos extremos. Si x = 6, entonces, según 
la ecuación 16, el tiempo de viaje es 

v'45 
T(6) = -2- == 3 hr 21 mino (20) 

Por otro lado, si x = O, entonces Tno se puede calcular con la ecuación 16; sustituir 
x = O en esa ecuación equivale a caminar por la carretera de P a O a sólo 2 mi/h en 
lugar de a 4 mi/h. Para x = O, se encuentra el valor correcto de T dividiendo la distancia 
total a 10 largo de la carretera (9 mi) entre 4 milh; así, la definición correcta de la función 
Tes 

{

V9 + X2 

T(x) = 2 2 

4' 

6 - x 
+--

4 ' 
0<x:s6 

(21) 
x = O. 

Así, si se queda uno en la carretera, se puede llegar a la estación de servicio con tiempo 
de sobra. En la figura 4.3.5 se muestra la gráfica de la ecuación 21. Es la discontinuidad 
de T en el punto extremo izquierdo la que hace que x = Y3 no sea punto mínimo global. 

En este ejemplo deliberadamente no hemos definido la función T por completo 
desde el principio. Nuestro objeto fue destacar tanto como sea posible que siempre se 
debe tener cuidado en identificar el dominio de la función de que se trata, y ver que la 

x 
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función esté definida en forma correcta en el dominio completo. En especial, los puntos 
extremos a veces deben recibir tratamiento particular. _ 

EJEMPLO 5 

(Problema de ganancia máxima) 

Un comerciante en pinturas incurre en los siguientes gastos al comprar y distribuir x 
cajas de pintura por semana: 

(a) Costos fijos (renta, etc.) $1,200 por semana. 
(b) $ 60x por semana, que representa el costo mismo de la pintura. 
(c) $x2/24 por semana por almacenamiento de inventario, manejo, etcétera. 

Se pueden mantener las ventas a una tasa de x cajas por semana a un precio de p 
dólares por caja, donde 

x = 2160 - 24p. (22) 

finalmente, debido a limitaciones de espacio y a otros factores, el nivel máximo de 
operación del comerciante es la distribución de 1000 cajas por semana. Calcular el 
precio p al cual debe vender cada caja para hacer máxima la ganancia semanal. 

El costo total semanal del comerciante, C(x), está dado por la suma de los costos 
individuales enunciados arriba, o sea 

X2 

C(x) = 1200 + 60x + 24. (23) 

La ganancia bruta semanal R(x) por vender x cajas a p dólares por caja es px. Para 
expresar a R en términos de x debemos despejar primero a p de la ecuación 22, 

Entonces 

p 2160 - x = 90 
24 

x 
24 · 

R(x) = x (90 - ;4) = 90x 

El beneficio semanal P(x) del distribuidor está dado por 

P(x) = R(x) - C(x) 

= 90x - ~: - (1200 + 60x + ~:) 
X2 

-- + 30x - 1200. 
12 

(24) 

(25) 

(26) 
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y 

24.000 

20.000 

16.000 
y =R(x) 

12.000 y=C(x) 

200 

Figura 4.3.6 

I x 
300 [> 

1500 

1000 

y 
Máximo 

(180.1500) 

Figura 4.3.7 

El dominio de la función P está determinado debido a que x es intrínsecamente no 
negativa y que también x :s 1000. Así, buscamos el máximo de P en el intervalo 
[O, 1000]. En la figura 4.3.6 se muestran, respectivamente, las gráficas de las funciones 
costo e ingreso, y en la figura 4.3.7 se muestra la función ganancia P. 

Derivando la ecuación 26 obtenemos 

P'(x) = - ~ + 30; (27) 

por tanto P' (x) = O cuando x = 180. Como p' (x) existe en todos los puntos en (O, 1000), 
los únicos puntos críticos son x = 180 Y los extremos x = O Y x = 1000. Según la 
ecuación 27, es claro que PI(X) > O para O < 180 Y que PI(X) < O para 180 < x < 
1000. Así, x = 180 es el punto máximo global de P en el intervalo [O, 1000] . El valor 
correspondiente de P es P(180) = $1500. El precio óptimo por caja p se obtiene 
haciendo que x = 180 en la ecuación 24, con lo cual 

180 
P = 90 - 24 = $82.50 por caja (28) 

es el precio que debe cobrar el comerciante para elevar las ganancias al máximo bajo 
las condiciones dadas. 

En general, el mundo de los negocios es bastante más complejo que lo que puede 
sugerir este ejemplo. Por un lado, en el mundo real, la relación entre el precio unitario 
p y el nivel de ventas x es poco probable que sea una función lineal sencilla. Sin 
embargo, el ejemplo presenta un principio económico importante, que es que las 
ganancias son máximas cuando 

C' (x) = R' (x). 

En palabras, el nivel óptimo de operación se presenta cuando el costo marginal C' (x) 

/ 
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PROBLEMAS

1. Determinar dos números positivos x y y cuyo produc- ficie sea mínima si la caja es (a) cerrada, y (b) abierta,
to sea k y cuya suma sea la mínima posible. sin tapa, pero con fondo.

2. De todos los rectángulos de una diagonal dada, de- 10. Volviendo al ejemplo 3, supongamos que el semáforo
mostrar que el cuadrado es el que tiene el área mayor. se va a colgar a una altura de h pies sobre el pavimento

14. SUpOnEy que los soportes a cada lado de la calle cuestan m3. De todos los rectángulos que tienen perímetro dado,
dólares por pie de altura. Demostrar que en este caso unahoj

demostrar que el cuadrado es el que tiene el área
la configuraci6n más econ6mica es para la cual el , b, cort

mayor.
cable tiene una flecha x dada por doblan

4. De todos los triángulos is6sceles que se pueden ins- dex qt
cribir en determinado círculo, demostrar que el trián- _ ( kW r2

15. Untro:
gula equilátero es el que tiene el área mayor. x - a 2m + kW . de los

5. De todos los rectángulos que se pueden inscribir en drado

un círculo dado, demostrar que el cuadrado tiene el
N6tese que x < a y quexdisminuye cuando m aumen- cortar

área mayor.
ta. el cua:

6. Determinar el radio r y la altura h de un cilindro
11. Un pasillo de a pies de ancho interseca a un corredor ma.

circular recto cuya área de la superficie S, incluyendo
de b pies de ancho en ángulo recto (véase figura 16. Se va

la tapa y el fondo, sea fija, y cuyo volumen V sea tan
4.3.8). Determinar la longitud 1 del tramo recto de de me

grande como sea posible.
tubo más largo que se puede pasar horizontalmente la ean
del pasillo al corredor. de Ion

7. Se tiene una lata circular cilíndrica recta de radio r y 4.3.11
altura h. Suponer que la superficie lateral se forma de

~ ó\~~ seccir
una sola pieza rectangular de metal, y que la tapa y el , I
fondo se cortan de piezas cuadradas de lado 2r. De- .r- 14mi
terminar las dimensiones de la lata de volumen dado I
V fabricadas con cantidad mínima de material, toman- I I

A 5mi B
do en cuenta el desecho de las esquinas de las piezas
cuadradas. Determinar la raz6n altura/diámetro, h/d Figura 4.3.8 Figura 4.3.9 17. El ba
para los que se minimiza el material empleado en la se dii
lata. 12. Un faro está a 4 mi de distancia del punto más cercano 20m

8. Suponer que se fabrica una lata circular cilíndrica de una costa recta. El guardafaros obtiene sus artícu- sur a
recta, incluyendo tapa y fondo, con material que cues- los de consumo de un punto B ubicado a 5 millas costa dost
ta o: dólares por pulgada cuadrada. Suponer además abajo de A (véase figura 4.3.9). El guardafaros puede 18. Une
que hay un costo adicional de fabricaci6n de ~ dólares remar en el bote del faro a una velocidad de 2 mi/h, y do pi
por pulgada de la circunferencia de la tapa y del fondo puede caminar por la playa a una velocidad de 3 mi/h. estár
de la lata. Deducir una ecuaci6n algebraica cuya so- Suponiendo que el bote puede encallar en cualquier Las
luci6n sea el radio r de la lata de un determinado punto de la playa entre A y B, ¿d6nde debe desembar- peet
volumen V cuyo costo sea mínimo. car el guardafaro para llegar a la tienda en el tiempo hum

9. Una caja con base cuadrada de lado x y altura h se más corto posible? fábr
fabric~ de tal modo que tenga el volumen V. Determi- 13. A una pieza cuadrada de hojalata de lado a se le da la la e;
nar las dimensiones de la caja cuya área de la super- forma de una caja cortando piezas cuadradas de lado hurr

222 APLICACIONES DE LA DERIVADA

es exactamente igual al ingreso marginal R' (x). Si no es así, se debe pagar ya sea para
aumentar o para contraer el nivel de actividad del negocio, dependiendo del signo de
R'(x) - C'(x) .•

x de ead
(véase fi
de la ea:
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x de cada esquina, y doblando los lados hacia arriba
(véase figura 4.3.10). Determinar el volumen máximo
de la caja que se puede formar de este modo.

x
I I X_..J L __

~a
a

-, j r--
I I
I I

Figura 4.3.10

Suponer que se va a conformar una caja a partir de
una hoja rectangular de hojalata de longitud a y ancho
b, cortando cuadrados de lado x de cada esquina, y
doblando los lados hacia arriba. Determinar el valor
de x que produzca la caja de máximo volumen.

Un trozo de alambre de longitud 1 se corta en dos. Uno
de los trozos resultantes se dobla formando un cua-
drado y el otro un triángulo equilátero. Decir cómo
cortar el alambre para que el área total encerrada en
el cuadrado y el triángulo sea (a) mínima, y (b) máxi-
ma.

16. Se va a hacer una canal a partir de una lámina larga
de metal cuyo ancho es 31. La sección transversal de
la canal es trapezoidal y se forma doblando una parte
de longitud 1 en cada lado a un ángulo a (véase figura
4.3.11). Determinar a de modo que el área de la
sección transversal sea tan grande como sea posible.

""-.1----¡-7
~1~~_

Figura 4.3.11

17. El barco A está a 30 mi del punto O a media noche y
se dirige hacia el Oeste a 15 mi/h. El barco B está a
20 mi al norte de O a media noche y se dirige hacia el
sur a 15 mi/h. Calcular cuándo están más cercanos los
dos barcos entre sí, y calcular esa distancia mínima.

18. Un contratista desea construir una casa en determina-
do punto x en una carretera recta entre las fábricas que
están separadas una distancia 1 (véase figura 4.3.12).
Las fábricas emiten humo a intensidades ()(y f3 res-
pectivamente. En cada caso, la concentración de
humo es inversamente proporcional a la distancia a la
fábrica. Calcular el punto x en el que se debe construir
la casa para reducir al mínimo la concentración de
humo en la casa.

PROBLEMAS 223

Intensidad. Intensidad
IJ

~.i. ~ .x
B

---1
A

1

Figura 4.3.12

19. Dos excursionistas han levantado sus tiendas en los
puntos A y B de la orilla de un lago circular de 1 milla
de radio (véase figura 4.3.13). ¿Dónde debe levantar
su tienda un tercer excursionista para que la suma de
las distancias en línea recta desde su tienda a las de
los primeros dos sea máxima?

r:
x

A

Figura 4.3.13

20. (a) Determinar el punto, o puntos, de la gráfica de
x = l que sean más cercanos al punto (1, O).

(b)Determinar el punto, o puntos, de la gráfica de
x = l que estén más próximos al punto (a, O),
siendo a cualquier número real.

21. Seay = f(x) derivable para -00 < x < 00, y sea (a, b)
cualquier punto que no pertenezca a la gráfica de f.
(a) Si (xo, Yo) es el punto de la curva más cercano a

(a, b), demostrar que Xo satisface la ecuación

Xo - a + f'(xo)[f(xo) - b] = O. (i)

(Sin embargo, puede haber otras soluciones de la
ecuación (i) que no corresponden a tales puntos
mínimos).

(b) Demostrar que (a, b) pertenece a la recta que es
perpendicular a la curva en el punto (xo, Yo).
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22 (a)Determinar los puntos de la curva;(- - xy + y2 = 
1 que quedan más cerca del origen, y los que 
quedan más lejos del origen. Sugerencia: sea x = 
r cos 6, y = r sen 6. ¿Qué imagen de 6 se debe 
tener en cuenta? 

(b) Demostrar que la recta del origen a cada uno de los 
puntos que se determinaron en (a) es normal a la 
curva dada. . 

23. Un ingeniero contratista construye x casas por año, y 
las vende a un precio de 80 kilodólares cada una. El 
contratista tiene costos fijos de 25 kilod6lares por año 
por gastos de oficina, y un costo anual de 65 kilod6-
lares por casa por materiales y sueldos. También hay 
costos adicionales que aumentan con el número de 
casas construidas, que son ;(-/3 kilod6lares por año. 

(a) Calcular el número de casas que debe construir el 
contratista cada año para obtener la ganancia má­
xima. N6tese que se deben construir un número 
entero de casas. 

(b) Suponer que los costos fijos del contratista son ex 
kilodólares por año, y los demás costos son los que 
se dieron antes. Demostrar que el nivel 6ptimo de 
construcci6n es independiente de ex. Si el contra­
tista desea tener una ganancia anual de al menos 
125 kilod6lares, calcular el valor máximo acepta­
ble de ex. 

(c) Suponer ahora que el contratista puede vender x 
casas por año a un precio de p d6lares, siendo 

x = 4(100 - p). 

Los costos son los que se dieron antes. Calcular el 
número de casas que debe construir el contratista 
cada año para obtener la ganancia 6ptima. 

24. (a) Una compañía de transportes desea cubrir una 
distancia de 500 mi a una velocidad media x mi/h. 
Los reglamentos de velocidad establecen que 
40 S x S 55. Existe un costo fijo de $3 por hora 
de funcionamiento del cami6n, debido a seguros, 
mantenimiento, depreciaci6n, etcétera; además, 

está el sueldo del conductor, $10 por hora. El 
combustible cuesta $1 por gal6n y se consume a, 
una tasa de x2/200 gal/hr. Calcular la velocidad 
promedio a la cual se debe conducir el cami6n para 
hacer mínimo el costo del viaje. 

(b) Suponer que no cambian las condiciones de la 
parte (a), a excepci6n de que el sueldo del conduc­
tor es w d61ares por hora. Determinar el valor de 
w arriba para el cual es más econ6mico conducir 
el cami6n a la velocidad máxima legal. 

(c) Suponer que no cambian las condiciones de la 
parte (a), excepto que el costo del combustible es 
ex centavos/galón. Determinar el valor de ex arriba 
para el cual es más econ6mico conducir el cami6n 
a la velocidad mínima legal. 

25. El gerente de una oficina de investigación de ingenie­
ría ha determinado, por experimentaci6n, que si a x 
ingenieros se les asigna lugar de escritorio en una 
oficina grande, entonces el número promedio de horas 
w de trabajo útil de cada ingeniero por día está dado 
por 

siendo x ~ l. ¿Cuántos ingenieros se deben contratar 
en la oficina si el número total de horas de trabajo útil 
de todos los ingenieros debe ser el mayor posible? 

26. Se hace un experimento en el que la probabilidad de 
éxito es p, y la de fracaso es 1 - p . Por ejemplo, si se 
tiran los dados, la probabilidad de sacar 1 (éxito) es ~ 
y la probabilidad de no sacar 1 (fracaso) es de~. 

Se puede demostrar que, en n repeticiones de este 
experimento, la probabilidad Pnk de tener exactamen­
te n éxitos es 

n! P k(l )n-k 
nk = k!(n - k)! P - P , o S k s n. 

Calcular p de tal modo que Pnk sea la mayor posible. 

4.4 PROBLEMAS DE RAZONES RELACIONADAS 

Un tipo muy común de problema es aquel en que intervienen dos o más variables 
dependientes que son funciones de una sola variable independiente que, en general, es 
el tiempo. Se da la razón de cambio de una variable con respecto al tiempo y se pide 
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4.4 PROBLEMAS DE RAZONES RELACIONADAS 225 

determinar la razón de cambio de la otra con respecto al tiempo. A esos problemas se 
les llama con frecuencia problemas de razones relacionadas. A continuación presenta-
mos algunos ejemplos típicos. c;.:-

EJEMPLO 1 

Se vierte arena formando una pila cónica, a una tasa de 10 ft3/min. El diámetro de la 
base de la pila siempre es 50 por ciento mayor que su altura. Determinar qué tan rápido 
aumenta la altura de la pila cuando ésta tiene 5 ft de alto. 

De acuerdo con la figura 4.4.1, sea r el radio de la base y h la altura de la pila. 
Tanto r como h dependen del tiempo t. Sabemos que la velocidad a la cual cambia el 
volumen V de la pila es dV/dt = 10 ft3/min, y deseamos calcular dh/dt. Para obtener 
una relación de dV/dt y dh/dt, necesitamos primero una relación entre Vy h. El volumen 
V de la pila cónica de arena está dado por 

(1) 

y depende tanto de r como de h. Sin embargo, sabemos que 2r = (~)h Y por tanto r = 
~h. En consecuencia, sustituyendo a r en la ecuación 1, se obtiene que 

V = - 1T - h2 h = - h3 1 (9) 31T 
3 16 16' 

(2) 

que es la relación deseada entre V y h. Podemos considerar que la ecuación 2 define a 
V como función compuesta de t, esto es, Ves función de h, siendo h función de t. Por 
tanto, según la regla de la cadena, 

dV = dV dh = 31T 3h2 dh 
dt dh dt 16 dt 

= 91T h2 dh 
16 dt ' 

(3) 

Finalmente, sustituimos los valores dados en el enunciado del problema para h y para 
dV/dt, y encontramos que 

10 = -·25·-91T . dh I 
16 dt h=S' 

o, despejando a dh/dt, 

~~ Ih=S 
= ~ . 16 = 32 == 0.2264 ~ == 2.7 i~ .• 

5 91T 451T mm mm 
(4) 

t~ 
r 

Figura 4.4.1 
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EJEMPLO 2 

Una escalera de mano de 32 ft de longitud está recargada contra el muro de una 
construcción. El extremo inferior de la escalera comienza a.resbalar con una velocidad 
uniforme de 1 ftlseg. Calcular la velocidad (en dirección vertical hacia abajo) del 
extremo superior de la escalera cuando el inferior está a 24 ft del muro de la construc­
ción. 

Además, suponer que un pintor está a 20 ft del extremo inferior de la escalera 
(punto P, figura 4.4.2). Determinar la componente vertical de la velocidad del pintor 
bajo las condiciones descritas en el párrafo anterior. 

Figura 4.4.2 

Viendo la figura 4.4.2, sean x y y las distancias desde la base del muro a los 
extremos inferior y superior de la escalera, respectivamente. Entonces 

X2 + y2 = 1024. (5) 

Considérese a x y a y como funciones de t, y empleando la regla de la cadena para 
derivar la ecuación 5 con respecto a t, obtenemos que 

o sea 

flx dy 
2x- + 2y - = O 

dt dt ' 

dy 
- = 
dt 

x dx 
y dt· 

(6) 

Sabemos que dxldt = 1 (ftlseg) . Además, de acuerdo con la ecuación 5, y = " 448 
cuando x = 24. Sustituyendo esos valores en la ecuación 6, obtenemos 

dy l 
dt x~24 

24 - v'448 = - 1.134 ft /sec. (7) 
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A continuación sean ~ y 1'] las coordenadas horizontal y vertical del pintor respec­
tivamente; deseamos determinar a d1']/dt. Teniendo en cuenta que los triángulos mayor 
y menor de la figura 4.4.2 son semejantes, obtenemos 

1'] 

y 
20 
32' 

o 

Así, d1']/dy = i y, aplicando la regla de la cadena, 

d1'] I d1'] dy I 5 - = - - = - ( - 1.134) 
dt .1:=24 dy dt x=24 8 

(8) 

- 0.709 ft/sec. (9) 

Es la velocidad del pintor hacia abajo en el instante especificado en el enunciado del 
problema. _ 

En los problemas de razones relacionadas, como los que acabamos de presentar, 
la mayor dificultad, si es que la hay, quizá en mayor grado que en los problemas de la 
sección 4.3, reside en la formulación matemática, o modelación del problema, más que 
en su solución. Esta última significa en forma típica no más que una aplicación directa 
de la regla de la cadena, y es una rutina normal una vez que el problema está formulado 
correctamente. Sin embargo, la formulación, o proceso de modelado, puede necesitar 
de ingenio, mezclado con frecuencia con algo del proceso de acierto y error. Puede ser 
frustrante, en especial si, por alguna razón inexplicable, cuando no se observa una 
relación importante entre las variables. Recuérdese, sin embargo, que la práctica ayuda; 
si el lector no ha tenido mucha experiencia con la modelación matemática o formula­
ción del problema (cosa que muchos estudiantes no la han tenido), entonces se puede 
esperar razonablemente que la destreza de uno se mejore rápidamente. A continuación 
se presentan algunos problemas más de razones relacionadas. 

EJEMPLO 3 

Un peso w se cuelga de una cuerda que pasa por una polea, como se muestra en la figura 
4.4.3. El extremo libre de la cuerda se jala en sentido horizontal con una velocidad de 
3 ftls y a una altura de 4 ft sobre el piso. Si la polea está a una altura de 12 ft y la cuerda 
tiene una longitud de 24 ft, calcular la velocidad a la que sube el peso cuando está a 6 
ft sobre el piso. 

Figura 4.4.3 
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8~ 
x 

Figura 4.4.4 

Sea y la altura del peso sobre el piso, y sea x la distancia horizontal desde el peso 
hasta el extremo libre de la cuerda (ver figura 4.4.3). El dato es que dx/dt = 3 ftls y se 
pide calcular dy/dt. Necesitamos obtener primero una relación entre y y x. Lo podemos 
hacer en dos etapas. Nótese que la longitud total de la cuerda consta de un tramo de 
longitud 12 - Y entre el peso y la polea, y un tramo de longitud s entre la polea y el 
extremo libre. Así, 

24 12 - y + s, 

o sea que 

y = s - 12. (10) 

Además, s se relaciona con x como se ve en el diagrama de la figura 4.4.4: 

(11) 

A continuación pensemos que y es una función de s, como en la ecuación 10, y que s 
es una función de x, como en la ecuación 11. Entonces, se puede calcular dy/dt 
empleando la regla de la cadena, 

dy dy ds dx x dx 
-=---=--
dt ds dx dt s dt' 

(12) 

ya que dy/ds = 1, de acuerdo con la ecuación 10, y ds/dx = x/s, de acuerdo con la 
. ecuación 11. La ecuación 12 es la relación buscada entre dx/dt y dy/dt. Se sabe que 
dx/dt = 3 ftls; además, cuando y = 6 ft , s = 18 ft según la ecuación 10, y entonces 
x = "';260 ft de acuerdo con la ecuación 11. Sustituyendo esos valores en la ecuación 
12, se obtiene 

dy I = V260 == 2.6874 ft/sec .• 
dt y =6 18 

(13) 

EJEMPLO 4 

Un faro está a 800 ft de una costa recta, y gira a una velocidad angular constante igual 
a cuatro revoluciones por minuto. Calcular la velocidad con que se mueve el círculo 
de luz a lo largo de la costa cuando alcanza un punto a 1000 ft de distancia del faro. 

Se escoge un sistema de coordenadas, como se muestra en la figura 4.4.5. El origen 
queda en el faro y el eje x está dirigido hacia la costa y es perpendicular a ella. A 
continuación represéntese con y a la posición del punto de luz en la costa, y sea 6 el 
ángulo entre el eje x positivo y la dirección del haz de luz. Sabemos que d6/dt = 8'1T 
radianes/min, y deseamos calcular dy/dt. De acuerdo con la figura 4.4.5, 

y = 800 tan 6, (14) 
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y 

y 

4 rev/ min % 

~,L-.l..:....---8=OO;:-----+---!> 

Figura 4.4.5 

de manera que 

dy = 800 sec2 e. 
de 

Así, de acuerdo con la regla de la cadena, 

dy = dy de = 64001T sec2 e. 
dt de dt 

(15) 

(16) 

Cuando 1 = 1000, cos =~, y por tanto sec e = ~. Sustituyendo este valor en la ecuación 
16, obtenemos 

64001T (¡) 2 == 31416 ft/min, (17) 

o 

dyl -d == 523.6 ft/sec . • 
t 1~1000 

PROBLEMAS 

1. Un globo esférico se expande a una tasa de 2 ft3/min, 
y siempre mantiene su fonna. ¿A qué velocidad crece 
el radio r del globo cuando r = 3 ft? 

2. ¿A qué velocidad crece el área de la superficie del 
globo del problema 1, en esas mismas condiciones? 

3. Si la longitu1 de un lado de un triángulo equilátero 
aumenta a una velocidad de 2 in /min, ¿qué tan rápido 
aumenta el área del triángulo cuando el lado tiene 7 
in. de longitud? 

(18) 

4. Un círculo se expande de tal modo que su área aumen­
ta a una velocidad de 2 m2/min. Qué tan rápido cambia 
la circunferencia cuando el radio es de 5 m? 

5. Una partícula se desplaza por la curva:x? + y2 = 8. 
Cuando la partícula pasa por el punto ( - 2, 1), se sabe 
que dx/dt = 3. Calcular el valor de dy/dt en este 
momento. 

6. Una partícula se mueve en la curva:x? + .xy + i = 3. 
Cuando la partícula pasa por el punto (- 1, - 1), se 
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sabe que dy/dt = Y3. Determinar el valor de dx/dt en bia el área de la superficie del cubo cuando el radio 4.5 MÉ1
ese momento. de la esfera es de 8 cm?

7. La presi6n p y el volumen V de un gas ideal diat6mico 17. Un tanque c6nico, con el vértice hacia abajo, se en- En las aplica
sometido a un proceso adiabático satisfacen la ecua- cuentra vacío al principio. El tanque tiene 8 ft de determinar 1:
ci6n pV7/5 = e, donde e es constante. Suponer que profundidad y el radio de la parte superior es de 2 ft. como por ej
V = 32 in.", p = 20 lb/in 2 y que el gas se comprime Se agrega agua al tanque a raz6n de 0.5 ft3/min. ticamente es
a una tasa de 0.1 in 3/S. Calcular la tasa a la cual varía Calcular la velocidad con la que aumenta el nivel del es el de bis
la presi6n. agua cuando la profundidad es de 5 ft en el centro del ideado por

8. Una partícula se mueve en 6rbita circular x2 + i = tanque. sucesivas a
4, con una velocidad angular constante igual a una 18. Un tanque de agua tiene forma de pirámide cuadran- calcular un¡
revoluci6n por minuto. Calcular dx/dt y dy/dt cuando guIar con el vértice hacia abajo. La base de la pirámi- Supong
la partícula pasa por el punto (Y3, 1). de, que es la parte superior del tanque, tiene 3 ft de

9. Un rectángulo se expande de tal modo que su longitud lado, y la profundidad del tanque en su centro es de 9

siempre es el doble de su ancho. El perímetro del ft. Cuando el agua tiene 6 ft de profundidad en el

rectángulo aumenta a una velocidad de 3 in /min. centro del tanque, se observa que el nivel del líquido

Calcular la raz6n de cambio del área del rectángulo baja a una velocidad de 1 in /min, a causa de una fuga.

cuando el área es de 24 in.2 ¿Con qué rapidez se escapa el agua del tanque?

10. Un triángulo is6sceles tiene una base de 6 in. Su altura 19. Se jala un bote a un muelle con una cuerda y un

aumenta a una velocidad de 1 in /min. Calcular la montacargas, a 6 ft más arriba del punto de amarre de

raz6n de cambio del ángulo del vértice cuando la la cuerda en el bote. Si se enrolla la cuerda en el

altura es de 6 in. montacargas a una velocidad de 4 ft/min, ¿cuál es la
velocidad horizontal del bote cuando está a 9 ft de

11. Un hombre cuya estatura es de 6 ft camina alejándose distancia del muelle?
de un farol de la calle, que está a 20 ft del piso. La

20. Un aeroplano a una altura de 3 mi vuela directamentevelocidad del hombre es 4 ftls. Calcular la velocidad
a la que aumenta la longitud de su sombra cuando se sobre un observador en el piso. El avi6n mantiene una

encuentra a 30 ft de la base del poste del farol. velocidad constante de 360 mi/h en vuelo horizontal.
Además, s

Cuando ya pas6 el punto que se encuentra directamen-
12. La sombra de una muchacha cuya estatura es 5 ft tiene te sobre el observador y ha recorrido 2 mi, ¿cuál es la su lugar; I

6 ft de longitud cuando se encuentra a 12 ft de un poste raz6n de cambio del ángulo entre la visual del obser- una gráfic
de alumbrado. A continuaci6n camina alejándose en vador hacia ei avi6n, y la horizontal? es constru
línea recta del poste a una velocidad de 3 ft/s, ¿A qué

21. Un canal6n de agua tiene 8 ft de longitud y tiene unavelocidad cambia su sombra cuando se encuentra a 24
ft del poste? secci6n transversal en forma de triángulo is6sceles

El radio r de una esfera, en centímetros, varía a una
cuya base (la parte superior) tiene 2 ft de ancho, y Esta rects13. cuya profundidad también es de 2 ft, estando cerrado obtenemcvelocidad de (1 + r)-l cm/min. Calcular la rapidez en sus extremos. Se bombea agua al canal6n a un flujo tangente Ia la cual está variando el volumen cuando r = 3 cm. de 3 ft3/min. Calcular a qué velocidad aumenta el 1. Si repr

14. El lado s de un cuadrado, en pulgadas, cambia con una nivel del agua, cuando la profundidad es de 1.5 ft en
rapidez de S-1I2 in /min. Calcular la rapidez a la cual el centro del canal6n.
varía el área cuando s = 4 in. 22. Un canal6n de agua cerrado en sus extremos tiene 12

15. Se inscribe un cuadrado en un círculo. Si el radio del ft de longitud y tiene una secci6n transversal semicir- o sea
círculo aumenta a una velocidad de 3 cm/min, deter- cular, con el lado plano hacia arriba; el radio del
minar con qué rapidez aumenta el área del cuadrado círculo es de 3 ft. Se extrae el agua a raz6n de 10
cuando el radio es de 10 cm. ft3/min. ¿Cuál es la raz6n de cambio del nivel de agua,

16. Se inscribe un cubo en una esfera cuyo radio aumenta cuando la profundidad del agua es de 1 ft en el centro

a una velocidad de 3 cm/min. ¿Con qué rapidez cam- del canal6n? A contir
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4.5 MÉTODO DE NEWTON 

En las aplicaciones matemáticas, con frecuencia nos encontramos con el problema de 
determinar las raíces reales de una ecuación f(x) = O. A excepción de casos especiales, 
como por ejemplo, cuando f es un polinomio cuadrático, es imposible resolver analí­
ticamente esas ecuaciones. Un método de aproximación a una raíz real de una ecuación 
es el de bisección de un intervalo, que se presentó en la sección 2.6. Otro método, 
ideado por Newton, emplea aproximaciones lineales para generar aproximaciones 
sucesivas a una raíz; con frecuencia, este método es un medio eficiente y exacto de 
calcular una raíz con tanta exactitud como la que se necesite. 

Supongamos que f es derivable y que r es raíz de f(x) = O (véase figura 4.5.1). 

y 

y=f(x) 

y = f(xo) + f' (xo)(x - xo) 

(xo.o) x 

Figura 4.5.1 

Además, supóngase que no conocemos r, pero que tenemos un valor aproximado Xo en 
su lugar; por ejemplo, el valor aproximado Xo se pudo haber determinado a partir de 
una gráfica burda de y = f(x). El primer paso en el desarrollo del método de Newton 
es construir la recta tangente en [xo, f(xo)]: 

y - f(xo) = f'(xo)(x - xo). (1) 

Esta recta se aproxima a la gráfica de y = f(x) en la vecindad de x = XQ. Por tanto, 
obtenemos una nueva aproximación Xl a r determinando el punto al cual la recta 
tangente cruza el eje x. Para hacerlo igualamos y = O Y despejamos a x de la ecuación 
1. Si representamos el valor resultante de x mediante Xl, tenemos que 

o sea 

f(xo) 
X¡ = Xo - f'(xo)' 

A continuación determinamos la recta tangente en [x¡, f(Xl)), 

y - f(x¡) = f'(x¡)(x - Xl) 

(2) 
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x 

Figura 4.5.2 

(véase figura 4.5.2). Se obtiene una nueva aproximación X2 a r en el punto en el que 
esta recta tangente cruza el eje x. Así, 

y entonces 

(3) 

Continuando este proceso, obtenemos la fórmula de iteración 

Xn + I = Xn - ft~:j , n = 0.1.2 .. . (4) 

La técnica de emplear la ecuación 4 en forma repetida para calcular aproximaciones 
sucesi vas a una raíz real de la ecuación f (x) = O se conoce como el método de N ewton. * 
Los ejemplos siguientes muestran su empleo. 

EJEMPLO 1 

Emplear el método de Newton para calcular una raíz real de la ecuación 

f(x) = x 3 - 2X2 + 6x - 7 = O. (5) 

Obsérvese que es la misma ecuación que estudiamos en el ejemplo 5 de la sección 
2.6. Es fácil ver que f(l) = -2, Y que f(2) = -5. Por tanto, debe haber a lo más una 
raíz en el intervalo l < x < 2. Escojamos nuestra primera estimación de la raíz Xo = 
1.5. Los cálculos resultantes se resumen en la tabla 4.1. Por ejemplo, en el primer 
renglón de la tabla se ve que f(xo) = 0.875, Y que f'(xo) = 6.75 . Entonces, empleando 
la fórmula (4) de Newton para n = 0, obtenemos que XI = 1.3703704, la que aparece 

* Este método se encuentra en las obras De analysi y De Methodis Serierum et Fluxionum, de Isaac Newton. 
'Estos libros fueron escritos aproximadamente en 1670, pero se publicaron en 1711 y 1736, respectivamente. 
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Tabla 4.1 Método de Newton para 
f(x) = x 3 - 2x2 + 6x - 7 = O. 

n Xn f(xn ) J' (xn ) 

O 1.5 0.875 6.75 
1 1.3703704 0.0398313 6.1522634 
2 1.3638961 0.0000882 6.1250534 
3 1.3638817 7 x 10-10 6.1249931 
4 1.3638817 

en el segundo renglón de la tabla. Tres repeticiones más del cálculo dan los 
valores sucesivos X2 = 1.3638961, X3 = 1.3638817 y X4 = 1.3638817. El proceso se 
termina en esta etapa porque X4 = X3 Y no se pueden tener más correcciones, a menos 
que se manejen más decimales. _ 

Al efectuar un cálculo empleando el método de Newton, el lector debe tomar nota 
de las diferencias sucesivas I Xn+l - xnl , y terminar el procedimiento cuando esta 
diferencia sea menor que el error que se admita. En la mayor parte de los casos, esto 
querrá decir que X n es exacto hasta un número correspondiente de cifras decimales. En 
el ejemplo 1, la tercera X3 iterada aproxima en forma correcta a la raíz real de la ecuación 
5 hasta siete lugares decimales. 

Si se compara el método de Newton en este problema con el método de bisección 
del intervalo que se presentó en la sección 2.6, vemos que el método de Newton da una 
exactitud de siete cifras decimales, mientras que el método de bisección de intervalo 
da una exactitud de dos. cifras decimales después de 5 pasos. ASÍ, el método de Newton 
se acerca a la raíz con mucha mayorhpidez. Por otro lado, en cada paso, el método de 
Newton necesita algo más de cálculos, porque hay que evaluar f' (xn) al igual que f(xn ) . 

En resumen, para este problema, el método de Newton es bastante más eficiente. 

EJEMPLO 2 

Hallar una raíz positiva de 

f(x) = x - 2 sen x = O. (6) 

Esta función se describió con algo oe aetalle en el ejemplo 2 de la sección 4.2. De 
acuerdo con esa descripción, o de la gráfica de la figura 4.2.4. es claro que sólo existe 
una raíz positiva, que queda entre el punto mínimo local en x = 'Tr/3 Y el punto máximo 
local en x = 5'Tr/3 . Además, como f('Tr/2) = 'Tr/2 - 2 < 0, Y f('Tr) = 'Tr > 0, en realidad 
la raíz queda en el intervalo ('Tr/2, 'Tr). Escojamos axo = 2.0 como nuestra aproximación 
inicial. Entonces, la tabla 4.2 muestra los cálculos que siguen. Como en el ejemplo 1, 
sólo se necesitan tres iteraciones para obtener la raíz correcta con siete cifras decimales. 
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Tabla 4.2 Método de Newton para
f(x) = x - 2 sen x = O

n Xn f(xn) f'(xn)

O 2.0 0.1814051 1.8322937
1 1.9009956 0.0090401 1.6484631
2 1.8955116 0.0000285 1.638078
3 1.8954943 -1 X 1Q-1O 1.6380451
4 1.8954943 -Tabla 4.3 Método de Newton para EJEM
f(x) = x - 2 sen x = O

Aplica!
n Xn f(xn) f'(xn)

O 3.0 2.71776 2.979985
1 2.0879954 D.3495804 1.988895
2 1.9122293 0.0276776 1.6696753 cuya gr

3 1.8956526 0.0002594 1.6383452 De

4 1.8954943 de f(x)

En este caso nuestro cálculo inicial Xo fue bastante bueno; resultó que queda a 6
por ciento de la raíz real. Para ver el efecto de emplear una aproximación inicial mucho
más pobre, supongamos que comenzamos con Xo = 3.0. En la tabla 4.3 se muestran los
cálculos resultantes. No obstante el hecho de que Xo tiene un error de un 58%, la X4 de
la cuarta iteración da la raíz correcta con siete cifras decimales. El efecto de emplear
una mala aproximación inicial es aumentar sólo en uno el número de iteraciones que
se necesitan .•

El
de Nev
Si la al
por

Los ejemplos 1 y 2 muestran que el método de Newton funciona con frecuencia
muy bien. Con ello queremos decir que las diferencias IXn+l - xnl entre las aproxima-
ciones sucesivas se hacen rápidamente pequeñas, y que el procedimiento no depende
mucho de la selección de la aproximación inicial xo. Sin embargo, debemos tener en
cuenta que el método de Newton no siempre es así de eficaz, y que se deben imponer
determinadas condiciones a la función f para asegurar la validez del procedimiento.
Es claro que f debe ser derivable. Además, f'(x) debe ser distinta de cero en cada uno
de los puntos Xn generados durante el proceso. Si, de hecho, f' (xn) = Opara alguna n,
la tangente a [xn, f(xn)] es paralela al eje x y no se puede calcular la siguiente
aproximación Xn+l (véase figura 4.5.3). Aun si f'(x) no es cero nunca, el método de
Newton fallará en general si f' (x) es pequeña en el intervalo de interés. Una dificultad
más sutil es la que se revela en el siguiente ejemplo.
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Figura 4.5.3 

EJEMPLO 3 

Aplicar el método de Newton a la función 

{ 
Vx - 2 

f(x) = ' - V2 - x , 

cuya gráfica se muestra en la figura 4.5.4a. 

X 2: 2, 

x < 2, 

4.5 MÉTODO DE NEWTON 235 

(7) 

De acuerdo con la ecuación 7 o la figura 4.5.4a, vemos que r = 2 es la única raíz 
de f(x) = O. La función f es derivable excepto en x = 2, y 

f'(x) =[2~' 
2V2=X' 

x> 2, 
(8) 

x < 2. 

El hecho de que no exista l' (2) arroja dudas acerca de la aplicabilidad del método 
de Newton. Sin embargo, procederemos de cualquier modo y veremos lo que sucede. 
Si la aproximación inicial es Xo = 3, entonces la siguiente aproximación Xl está dada 
por 

y y 

x x 

- 1 -1 

(a) (b) 

Figura 4.5.4 
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f(xo)
Xl = Xo - f'(XO)

v'3=2
3 - 1I2v'3=2

=1.

Aplicando el método de Newton por segunda vez para obtener X2, vemos que

_ f(XI)
X2 = Xl f'(XI)

-v'2=11 - .
1I2v'2=1

= 3.

Así, las aproximaciones sucesivas variarán entre los dos valores 1 y 3 sin siquiera
acercarse a la raíz r = 2 (véase figura 4.5.4b). El lector puede comprobar que se
presenta el mismo caso si se hace una selección distinta de Xo (véase Probo 22) .•

Hay teoremas que dan las condiciones para la validez del método de Newton, así
como estimaciones de la rapidez con la cual se acercan las aproximaciones sucesivas
Xo, X¡, .... , Xn> •.. a la raíz r. Sin embargo no presentaremos esos teoremas porque en
muchas aplicaciones no se usan. En lugar de ello, verificaremos que f es derivable y
que f'(x) 1= O, para entonces proseguir en forma algo tentativa usando el método de
Newton. Mantendremos una vigilancia estrecha de las diferencias sucesivas I Xn+l-

xnl , y si la magnitud de esos números decrece rápidamente, llegaremos entonces a la
conclusión de que el procedimiento funciona en forma satisfactoria. Así, de modo
considerable, confiaremos en nuestro sentido común en lugar de hacerlo en un teorema

. formal.

PROBLEMAS

En la mayor parte de los problemas que siguen se emplea
el método de Newton. Si bien los cálculos se pueden hacer
con calculadora de bolsillo, serán menos laboriosos si se
emplea una calculadora programable o una computadora
personal.

En los problemas 1 a 12, la ecuación f(x) = O tiene una
raíz en el intervalo dado. Seleccionar una aproximación
inicial Xo, y aplicar el método de Newton para calcular un
valor aproximado de esta raíz. Continuar el procedimiento
al menos hasta que I Xn+1 - xnl < 10- 5

© 1. ¡(x) = x2 + 2x - 4, O$ X -s 3

© 2. ¡(x) = x2 + 3x - 1, -5$x$-1
© 3. ¡(x) = x4 - 2, 1 $ X -s 2

© 4. ¡(x) = x3 - 3x2 + 5x -4, O$ x $ 2

© 5. ¡(x) = x3 + 5x2 - 4, O -s X $ 2

© 6. ¡(x) = Vf+X2 -3x2 + 2, O $ X $ 2

© 7. ¡(x) = xsen x - cos x,

© 8. ¡(x)

© 9. f(x)

© 10. f(x)

© 11. f(x)

© U. f(x)

13. Empl
unpr
un rr
f(x)
es ci
que
itera

Este
dos
nicc
Boy
196

14. Em
dei

par
PO!

f6r

En los
problen
número
al menr

-PRC

1. D
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a la
odo
ema

© 8. f(x)
311"= X cos x - sen x, 1I":SX:S-
2

© 9. f(x) = x cos x + 2 sen x,
11"
-:SX:S1l"
2

© 10. f(x) 3 cos x - x sen x,
11"

u:sx:s-
2

1
© 11. f(x) v'2x - - - 1, 0<x:s2

x
4x

© 12. f(x) = 1 + x2 - senx,

13.

511"
211":s x :s -

2
Empleando el método de Newton, podemos deducir
un procedimiento eficiente para calcular -fti, siendo a
un número positivo arbitrario. Se tiene la función
f(x) = r- - a, cuyos ceros son x = ±-fti. Si Xo > O
es cualquier aproximación inicial de -fti, demostrar
que el método de Newton produce la fórmula de
iteración para calcular más aproximaciones

xn+1 = ~ (Xn + ~),

Este procedimiento para calcular valores aproxima-
. dos de -fti es equivalente al annguo algoritmo babiló-
nico para calcular raíces cuadradas (véase C. B.
Boyer, A History of Mathematics, Wiley, New York,
1968, pp. 31,449).

n2:0

14. Emplear el método de Newton para deducir la fórmula
de iteración

xn+1 = p.!.[(p - l)», + ~-,
X~-l_

para calcular a'!", donde a es un número arbitrario
positivo y p 2: 2 es un entero. Obsérvese que esta
fórmula se reduce a la del problema 13 cuando p = 2.

En los problemas 15 a 20, emplear el resultado de los
problemas 13 ó 14 para calcular una aproximación del
número que se presenta. Continuar el proceso hasta llegar
al menos a I Xn+1 - xnl < 10- 5.

PROBLEMAS DE REPASO 237

© 15. Vs3 © 16. vTI2 © 17. ~

© 18. ~ © 19. V'SO © 20. V'100

21. Supongamos que deseamos calcular l/a, el recíproco
del número a. En una computadora, el proceso de la
división tarda mucho más que los de multiplicación y
de suma. Por tanto, es importante tratar de reformular
una división en una expresión que sólo tenga multi-
plicación y adición. Empleando el método de Newton
con la función f(x) = a - l/x, deducir una fórmula
de iteración para calcular l/a en la que sólo interven-
gan multiplicaciones y sumas.

22. Se tiene la ecuación f(x) = O, estando f dada por la
ecuación 7. Empleando el método de Newton para
demostrar que si Xo = 2 + a, entonces XI = 2 - a
y X2 = 2 + a. Así, las aproximaciones sucesiva:
varían cíclicamente independientemente de la peque'
ñez de a; esto es, sin importar cuán cercana es la
aproximación inicial Xo a la raíz real r = 2.

IC23.Emplear el método de Newton para resolver la ecua-
ción

f(x) = x3 + 5x2 - 4 = O

para cada una de las siguientes selecciones del punto
inicial xo.
(a) 0.5 (b) 0.1 (c) -0.1 (d) -0.5

Trazar una gráfica de y = f(x) y usarla para explicar
por qué los resultados son como son.

IC24.Emplear el método de Newton para resolver la ecua-
ción

f(x) = xcosx - senx = O

para cada una de las siguientes selecciones del punto
inicial xo.
(a) 3.6 (e) 3.5 (e) 3.2

(b) 3.51 (d) 3.25 (f) 3.0

Trazar una gráfica de y f(x) y emplearla para
explicar por qué los resultados son como son.

PROBLEMAS DE REPASO

1. Determinar las condiciones de a y b para que

f( x) = ax3 + bx' + X + k
tenga a lo más un cero real

2. Determinar las condiciones de b y e para que
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f(x) = X3 + bx? + ex + k

tenga a lo más un cero real.

En los problemas 3 a 6, confirmar o refutar la desigualdad
respectiva.

3. Isen2 X2 - sin? XII ~ IX2 - XII

4. [cos' X - cos' yl ~ Ix - yl

y-x
6. Vy - Vx ~ (3/2)Vy' O < x < y .

En los problemas 7 a 10, determinar si los pares de funcio-
nes dadas son antiderivadas de la misma función.

7. f(x) = 2 cos- X - 1, g(x) = sec' x

8. f(x) = tan- x, g(x) = sec' x

9. f(x) = cos' x, g(x) = tan' x - 1

10. f(x) = (x + 1)(x - 1), g(x) = x2 + 3x + 1

En los problemas 11 a 16, determinar si las funciones sa-
tisfacen las hipótesis del teorema del valor medio. Deter-
minar si existe un punto e tal que

f'(e) = f(b) - fea).
b - a

En los casos en que existan, calcular todos los e.

ll·f(x) =~,

12. f(x) = senx - cos x, 1T 1T
-- ~ X ~-2 2

13. f(x) = tan x + x, 1T 1T
-- ~ X ~-

4 4

14. f(x) = [sen x],

{
[x],

15. f(x) = Vx,

{
x\

16. f(x) = vX,

O ~ x -s 21T
-1 -s x < O

0~x~1
-1 -s x ~ O

0<x~1

17. Para cualesquiera a, b, d Y k reales, demostrar que
existe un e e (u, v) tal que

f'(e) = f(v) - f(u),
v - u

donde f(x) = ax3 + bx: + dx + k, u -s x ~ v, y

(a) [u, v] = [0,1].

(b) [u, v] = [O, e], . e> O.

(e) u, v arbitrarias.

En los problemas 18 y 19, demostrar que se satisface la
hipótesis del problema 20 de la sección 4.1, Y determinar
todos los puntos e tales que

f(b) = fea) + f'(a)(b - a) + (!)f"(e)(b - a)2.

18. f(x) = x2, -1 ~ x ~ 1

19. f(x) = senx, -1T -s X -s 1T

En los problemas 20 y 21, demostrar que el par de fun-
ciones dadas satisfacen la hipótesis del problema 21 en
la sección 4.1, Y determinar todos los e tales que

f(b) - fea) _ f'(e)
g(b) - g(a) - g'(e)"

20. f(x) = senx, g(x) = x, O ~ x ~ 1T

21. f(x) = 1 + x + h2,

g(x) = 1 + x + h2 + !x3, -1 ~ x ~ 1

En los problemas 22 a 27 determinar lo siguiente, para la
función dada:

(a) Todos los puntos críticos.

(b)Los intervalos en los que la función crece, y en los
que decrece.

(e) Los intervalos en los que la función es cóncava
hacia arriba y en los que es cóncava hacia abajo.

(d)Todos los puntos máximos y mínimos globales.

22. f(x) = sen x + x,

23. f(x) = [sen x],
1T 1T

-- ~ X ~-2 2
24. f(x) = ax3 + 3ax2 + 3ax + d,

_ {X\ -1 ~ x ~ O
25. f(x) - , ¡-

vx, O < x -s 1

1
26. f(x) = ~+ 2'

X a

a>O

a> O, + ü ~ x ~ a

27. f(x) =

28. En los si
gulo ma
dada.

(a) El se

(b)La p

(c)EI tr

29. En cad
punto d

(a) y ,

(b) 2y

(e) y

(d) Y
30. Dividi

del pr'
máxin

31. Entre
detert
nimo.

32. Si la

dond
velo.
inici
tícul

33. Si I¡
men
vele
regr
tata

34. La'
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x + 2 < -1 
x + l' x 

27. f(x) 
1 

-1 < x < 1 
v'1=X2' 
x - 2 

>1 
x - l' 

x 

28. En los siguientes casos, determinar el área del rectán­
gulo mayor que tenga vértices en el eje x y en la curva 
dada. 

(a) El semicírculo y = >14 - ~. 

(b)La parábola y = 9 - X2 . 

(c)El triángulo con vértices en (±a, O), (O, b). 

29. En cada uno de los casos siguientes, determinar el 
punto de la curva que sea más cercano al punto dado. 

1 
(a) y = - , 

x 
(O, O), x > O 

(b) 2y = 2X2 + 1, (1,1) 

(c) y = sen x, (~, 2) 
(d) Y = Ixl, (O, b) 

30. Dividir a 10 en 2 partes de tal modo que el resultado 
del producto de las dos partes menos su diferencia sea 
máximo. 

31. Entre todos los triángulos isósceles con un área A 
determinada, encontrar el que tenga el perímetro mí­
nimo. 

32. Si la altura x de una partícula en movimiento es 

donde g es la aceleración. debida a la gravedad, Vo la 
velocidad inicial de la partícula, y Xo su posición 
inicial, calcular la altura máxima que alcanza la par­
tícula. 

33. Si la partícula del problema 32 se encuentra inicial­
mente en el piso y se impulsa hacia arriba con una 
velocidad de 20 mlseg, ¿cuánto tiempo tardará en 
regresar al suelo?, ¿cuál será la distancia recorrida 
total? (Suponer que g = 10 mis.) 

34. La ecuación 

PROBLEMAS DE REPASO 239 

describe la tensión T en una cuerda de l0ngitud r fija 
a una masa pequeña, que gira en un círculo colocado 
en forma vertical con velocidad v, donde g es la 
aceleración de la gravedad y e es el ángulo de la 
cuerda con respecto a la vertical hacia abajo. 

(a) Si ves constante, determinar el ángulo de tensión 
mínima. 

(b) Si v cambia con respecto a e de tal modo que T 
permanece constante , calcular dv/dO. 

35. Un satélite gira alrededor de la Tierra con un periodo 

p = (~) ,-J / 2 R'Jg , 

con velocidad v = R-{jifr, Y con aceleración radial 
a r = (R/r)2g, en las cuales R es el radio terrestre, g la 
aceleración de la gravedad y r la distancia del satélite 
al centro de la Tierra. 

Ca) ¿Cómo cambia el periodo con respecto a r? 

(b)¿Cómo cambia el periodo con respecto a la velo­
cidad? 

(c) ¿Cómo cambia la aceleración radial con respecto 
a la velocidad? 

36. La ley de Coulomb establece que la fuerza entre dos 
partículas cargadas x, y es directamente proporcional 
al producto de sus cargas e inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia entre ellas. Escribir la 
ecuación de la ley de Coulomb. ¿ Cómo varía la fuerza 
con respecto a la distancia? Si la distancia varía con 
respecto al tiempo de acuerdo con 

dr 
- = 1 + 2r , 
dI 

¿cómo varía la fuerza con respecto al tiempo? 

37. Se va a construir una puerta rectangular de altura 
determinada h y perímetro p de tal manera que tenga 
una ventana circular centrada en la dirección vertical 
cuyo centro esté a hl4 abajo de la orilla superior de la 
puerta. Si el radio de la ventana es h/8 , determinar la 
base de la puerta tal que sea máxima el área de la 
puerta menos el área de la ventana. 

38. Una ventana rectangular remata en un semicírculo en 
la parte superior, y el perímetro total es p. Determinar 
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la base de la ventana tal que el área de la misma sea 
máxima. 

39. Un satélite viaja en una órbita circular de radio R. Su 
coordenada x decrece con una rapidez de 2 unida­
des/seg en el punto (a, b). ¿Con qué rapidez cambia 
la coordenada y? ¿Con qué rapidez cambia la coorde­
nada y con respecto a x? 

40. Determinar la razón de cambio del área con respecto 
al perímetro para el caso de 

(a) un triángulo equilátero 

(b) un cuadrado 

(c) un círculo 

41. Determinar la razón de cambio del volumen con res­
pecto al área de la superficie en el caso de 

(a) una esfera 

(b) un cubo 

42. Determi nar la caja rectangular con base cuadrada 
cuyo volumen sea máximo y que tiene un área dada. 

43. Determinar la altura de la caja de volumen máximo 
que se puede fabricar con 108 ft2 de madera, siendo 
el ancho el doble del largo en la base. 

44. La Cía. Maderera El Roble ha calculado que puede 
talar selectivamente una superficie de terreno a un 
costo de 

11 = 500x + 15 ,000 dólares 

donde x es el número (en cientos) de acres talados por 
año. Si puede vender su madera a 

R = 3000 - 10x dólares por acre, 

¿cuál es el nivel de explotación que hace máximas las 
ganancias? 

45. La Maderera El Roble determina que le cuesta 

h = 500x + 15,000 + 25x2 dólares 

talar y reforestar el terreno, y las demás condiciones 
son iguales a las del problema 44, determinar el nivel 
de explotación que hace máximas las ganancias. 

46. La Empacadora California ha determinado que le 
cuesta 

e = a + bx + dx2 dólares 

pescar determinada especie de robalo, donde a es el 
costo de la mano de obra, b es el costo de localizar un 
cardumen, d es la variación del costo por pescado a 
medida que se agota la población, y x es el número de 
peces cobrados. Si se pueden vender los pescados a 

R = q - rx dólares por pieza, 

¿cuántos pescados se deben atrapar para hacer máxi­
ma la ganancia? 

47. Un biólogo ha determinado que la interacción de dos 
especies está regida por el sistema 

dx 

dt 
ay , 

dy 

dt 
bx, 

en donde x y y son las poblaciones de las dos especies 
y a y b son constantes. 

(a) Determinar dy/dx. 

(b) Encontrar todos los puntos críticos de la ecuación 
que se dedujo en la parte (a) teniendo en cuenta 

: que dy/dx es función de x y derivándola con res­
pecto a x. 

(c) Demostrar que la solución de la parte (b) también 
es solución de las ecuaciones originales. 
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Capítulo 5 

En las aplicaciones matemáticas con frecuencia es de­
seable trazar una gráfica que represente geométrica­
mente a una función o a una ecuación. Un modo de 
hacerlo es calculando las coordenadas de un gran nú­
mero de puntos que pertenezcan a la gráfica, graficar 
esos puntos y, a continuación, trazar una curva que pase 
por ellos. Si se dispone de un equipo adecuado ,de 
cómputo, esto se puede hacer en forma automática 
hasta con funciones o con ecuaciones muy complica­
das. Sin embargo, en muchos casos lo que se necesita 
no es una gráfica de extrema exactitud, sino más bien 
una que sea cualitativamente correcta, y que muestre 
en forma adecuada, a primera vista, las propiedades 
principales de la función o de la ecuación de que se 
trata. A continuación, puede ayudar mucho un método 
analítico para bosquejar curvas, en especial si la fun­
ción o la ecuación es relativamente sencilla. Aun para 
gráficas complicadas, una breve investigación analítica 
podrá hacer posible llevar a cabo los cálculos necesa­
rios con más eficiencia y en forma económica. 

5.1 DIBUJO DE CURVAS 

Para dibujar rápidamente una gráfica es importante 
conocer y buscar las características importantes de la 
gráfica que se puedan identificar con facilidad. Resulta 
que el cálculo es una herramienta útil para este objeto. 
A continuación describiremos algunas de esas caracte­
rísticas, de las cuales no todas corresponden a cada una 
de las gráficas. 

, 

CALCULO 

Algunos temas 
geométricos 
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242 ALGUNOS TEMAS GEOMÉTRICOS 

Intervalos excluidos e intersecciones con los ejes 

A veces, es posible decir al primer vistazo que la gráfica de una ecuación sólo queda 
en determinada región del plano xy. O bien, podría ser imposible que una o ambas 
variables tuvieran valores en determinados intervalos, llamados intervalos excluidos. 
Si la gráfica es la de una función y = f(x), entonces lo anterior es lo mismo que 
determinar el dominio y la imagen de f. 

A veces es posible proseguir un poco más cuando se identifican con facilidad 
algunos puntos específicos de una gráfica. Con frecuencia, los puntos más fáciles de 
localizar son aquellos en los que la gráfica interseca a uno o a ambos ejes coordenados; 
esos puntos se llaman intersecciones con los ejes. Las intersecciones con el eje x se 
calculan haciendo que y = O Y despejando a x de la ecuación resultante, mientras que 
las intersecciones con el eje y se calculan haciendo que x = O Y despejando ay. 

EJEMPLO 1 

Determinar los intervalos excluidos y las intersecciones con los ejes para la gráfica de 

y = 
X2 + 1· 

(1) 

Como x puede tener cualquier valor real, no hay intervalos excluidos para x. Sin 
embargo, como X2 ;::: O Y X2 < X2 + 1, se concluye que y sólo toma valores en O ::s y < 
1, Y por tanto (-00, O) Y [1, (0) son intervalos excluidos para y. Esto se muestra en la 
figura 5.1.1; la gráfica debe quedar en la región no sombreada. Si x = O, entonces y = 

O también, y viceversa. Por tanto, el origen es la única intersección con los ejes de la 
gráfica de la ecuación 1. Este punto también se indica en la figura 5.1.1. • 

EJEMPLO 2 

Determinar los intervalos excluidos y las intersecciones con los ejes de la gráfica de 

_ _ J ___ L __ L _ __ ~_.J __ -L __ L i> 
- 3 -2 - 1 1 2 3 

- 1 

-2 

Figura 5.1.1 
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5.1 DIBUJO DE CURVAS 243 

y = -VX2 - 1. (2) 

Como X2 - 1 no debe ser negativo, se infiere que (-1, 1) es un intervalo excluido 
para x. Además, y no puede ser positivo, y entonces (0, (0) es un intervalo excluido para 
y. En la figura 5.1.2 se excluye la región sombreada para la gráfica de la ecuación 2. 
No hay intersección con el eje y porque x = ° queda en el intervalo excluido para x. 
Sin embargo, si y = 0, entonces x = ± 1 y por tanto hay intersecciones con el eje x en 
( - 1, O) y (l, O). Esos puntos se grafican también en la figura 5.1.2 .• 

Figura 5.1.3 
Figura 5.1.2 

EJEMPLO 3 

Determinar los intervalos excluidos y las intersecciones con los ejes de la gráfica de 

(x + 1)2 + 4(y - 2)2 = 4. (3) 

Cada término del lado izquierdo de la ecuación 3 es no negativo, y, por tanto, no 
puede tener un valor mayor que 4. Así, (x + 1)2 :::::; 4 y 4(y - 2)2 :::::; 4. En consecuencia, 
Ix + 11 :::::; 2 y Iy - 21 :::::; 1. Entonces - 2 :::::; x + 1 :::::; 2, y x debe estar en el intervalo 
[-3, 1]. Igualmente, y debe estar en el intervalo [1, 3] . Por tanto, la gráfica debe quedar 
en la región no sombreada de la figura 5.1.3. No hay intersección con el eje x, porque 
y = ° queda en un intervalo excluido. Sin embargo, si x = 0, entonces la ecuación 3 
se convierte en 

de donde obtenemos que 

1 + 4(y - 2)2 = 4 

V3 
y = 2 ± 2' 

Así, hay intersecciones con el eje y en los puntos (0, 2 - {312) y (O, 2 + {312). También 
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es fácil ver que cuando y = 2, entonces x = 1 o x = -3, Y por tanto la gráfica pasa
por (1, 2) Y (-3,2). Análogamente, cuando x = -1, obtenemos los puntos (-1, 1) Y
(- 1,3) .•

Simetría

Con frecuencia se simplifica mucho el dibujo de una gráfica si se sabe que tiene alguna
forma de simetría. Se dice que una gráfica es simétrica con respecto al eje x si contiene
al punto (x, -y) siempre que contiene al punto (x, y). Similarmente, una gráfica es
simétrica con respecto al eje y si contiene al punto (-x, y) siempre que contiene al
punto (x, y). (Véase la figura 5.1.4a y 5.1.4b). Es fácil probar la simetría de una gráfica

~

y

(x. y)

I / x
I x x /

I (-x\LI

(x.-y)
(al (b) (e)

Figura 5.1.4 (a) Simetría con respecto al eje x. (b) Simetría con respecto
al eje y. (e) Simetría con respecto al origen.

con respecto a los ejes coordenados. Si la ecuación de la gráfica no cambia cuando x
se remplaza por -x, o cuando y se remplaza por -y, entonces la gráfica es simétrica
con respecto al eje y o al eje x, respectivamente.

Por ejemplo, considérese las siguientes ecuaciones:

4,

6,

(4)

(5)

(6)

x2 _ 3y2 + y3

2X2 + y2

X - 3x3 + 2y _ y3 4.

Si en la ecuación 4 sustituimos x por -x, obtendremos entonces

o sea

que es la misma que la ecuación original. Por tanto, la gráfica de la ecuación 4 es
simétrica con respecto al eje y. Sin embargo, si se remplaza y por -y en la ecuación 4,
nos encontramos con que

o sea

que no es lí
simétrica co
de la ecuaci
6 no es sim:

Otro tij
Se dice qUl
(-x, -y)c
también se
siempre qu
ejemplo, la
ecuaciones

Adem:
pero esas
ecuación.

Desde
mucho el í

con respe
cuadrante

Asíntot

Sea P(x, :
vertical. 1
pasa por J
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X2 - 3( - y)2 + (- y)3 4 

o sea 

que no es la misma que la ecuación 4. Por tanto, la gráfica de la ecuación 4 no es 
simétrica con respecto al eje x. De manera semejante podemos demostrar que la gráfica 
de la ecuación 5 es simétrica con respecto a ambos ejes, y que la gráfica de la ecuación 
6 no es simétrica con respecto a alguno de ellos. 

Otro tipo de simetría que es fácil de reconocer es aquélla con respecto al origen. 
Se dice que una gráfica es simétrica con respecto al origen si contiene al punto 
(-x, - y) cuando contiene al punto (x, y) (véase figura 5.1.4c). Este tipo de simetría 
también se puede reconocer con facilidad en la ecuación de la gráfica; está presente 
siempre que x y y se puedan remplazar por -x y -y, sin que la ecuación cambie. Por 
ejemplo, la gráfica de la ecuación 5 es simétrica con respecto al origen, pero las de las 
ecuaciones 4 y 6 no lo son. 

Además, las gráficas pueden ser simétricas con respecto a otras líneas o puntos, 
pero esas propiedades de simetría son más difíciles de identificar a partir de una 
ecuación. 

Desde el punto del dibujo de gráficas, la importancia de la simetría es que reduce 
mucho el trabajo que se requiere. Por ejemplo, si se sabe que una gráfica es simétrica 
con respecto a ambos ejes, entonces sólo es necesario dibujar la parte del prImer 
cuadrante para determinar la gráfica por completo. 

Asíntotas 

Sea P(x, y) un punto de la gráfica de una ecuación dada, y sea L una recta dada no 
vertical. La distancia d desde P hasta L se mide a lo largo de la perpendicular a L que 
pasa por P (véase figura 5.1.5). Se dice que la recta L es asíntota de la gráfica si d --7 O 

Figura 5.1.5 La recta L es una 
asíntota de la 
gráfica de f. 

y 

L 
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cuando x --')00, o cuando x --') - oo. Una recta vertical x = a es asíntota de una gráfica 
si la coordenada y de un punto de la gráfica se aproxima a +00 o -00 cuando x tiende 
a a por al menos uno de los lados. 

Las asíntotas vertical y horizontal en general son fáciles de identificar. Las 
asíntotas verticales de la gráfica de una función f se calculan al localizar puntos en los 
que f se vuelve no acotada. Por otro lado, si límx ~oo f(x) = L, o si límx ~ _ 00 f(x) = 

L, entonces y = L es una asíntota horizontal. 
Las asíntotas que no son verticales ni horizontales pueden ser más difíciles de 

identificar. Según la figura 5.1.5, obsérvese que la distancia d desde el punto P a la 
recta L decididamente no es mayor que la distancia r de P a L medida a lo largo de la 
vertical que pasa por P. ASÍ, si r --') O cuando x --') 00, o cuando x --') - 00, entonces d 
también lo hará; basta demostrar que L es una asíntota de la gráfica de f. Si la ecuación 
de la recta L se escribe en la forma y = mx + b, entonces r está dada por 

r = ±[mx + b - f(x)), (7) 

en la cual se escoge el signo según si la asíntota está arriba o abajo de la gráfica. Nótese 
que al determinar asíntotas que no son verticales ni horizontales, se deben descubrir 
de alguna manera y a continuación verificar que sean correctas tomando el límite 
cuando x --') 00 o cuando x --') - 00 de la cantidad dada en la ecuación 7. En contraste, 
se encuentran las asíntotas verticales y horizontales examinando límites que sólo 
involucran a la propia f(x). 

EJEMPLO 4 

Determinar las asíntotas vertical y horizontal de la gráfica de 

1 
Y = 2· 

X 
(8) 

La recta x = O es asíntota vertical porque y es no acotada cuando x --')0. La recta 
y = O es asíntota horizontal porque y --')0 cuando x --')00 y cuando x --') - oo. En la figura 
5.1.6 se muestra la gráfica de la ecuación 8. Nótese que es simétrica con respecto al 
eje y, que siempre y > O, Y que no hay intersecciones con ninguno de los ejes. 

x 

Figura 5.1.6 
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EJEMPLO 5 

Determinar las asíntotas verticales y horizontales de la gráfica de 

y = 
X2 - 1· (9) 

Las rectas x = 1 Y x = - 1 son asíntotas verticales, porque y es no acotada cuando 
x = ± 1. La recta y = 1 es asíntota horizontal porque 

X 2 
Iím ---

x __ ± oo X 2 - 1 
, 1 

hm - --
x_ +oo 1 - 1 - -

X 2 

1. 

En la figura 5.1.7 se muestra la gráfica de la ecuación 9. Nótese que esta gráfica es 
simétrica con respecto al eje y, y que el origen es la única intersección con los ejes de 
coordenadas . Se pueden determinar otras características de la gráfica mediante méto­
dos que se desarrollarán después en esta sección . -

EJEMPLO 6 

Determinar las asíntotas de 

f(x) = X
2

2
: 1. (10) 

Observemos, primeramente, que la recta x = O es una asíntota vertical. Para tratar 
de encontrar otras asíntotas es útil escribir la ecuación 10 en la forma 

~
! 3 
I 2 
I 

_______ J __ l 
I 
I 

y 

¡ \ x' 

: ~ 
--4. ------ -I y =1 

I x 

Figura 5.1.7 

y 

Figura 5.1.8 
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x 1 
f(x) = - + - . 

2 2x 
(11) 

Así vemos que no hay asíntotas horizontales, porque f(x) -----7 00 cuando x -----700 Y que 
f(x) -----7 - 00 cuando x -----7 -oo. Sin embargo, también podemos ver en la ecuación 11 que 
f(x) tiende a xl2 para valores grandes de x. Por tanto, podemos suponer que y = xl2 es 
una asíntota. Para comprobarlo, notaremos que 

lím [~ f(X)] = lím [~ - (~ + ~)] 
2 x--->oo 2 2 2x (12) 

= lím (- 2
1

) = O. 
x---+oo X 

Según lo anterior y = x/2 es en realidad una asíntota cuando x -----7 oo. Un cálculo 
semejante muestra que también y = x/2 es una asíntota cuando x -----7 - oo. En la figura 
5.1.8 se muestra la gráfica de y = f(x). En la ecuación 10 se puede ver que la gráfica 
es simétrica con respecto al origen. Se pueden investigar otras características mediante 
los métodos que se desarrollarán después en esta sección. -

Intervalos de incremento o decremento 

Sea una función f cuyo dominio contiene a determinado intervalo J. Recuérdese que 
en la sección 4.2 establecimos que si f' (x) > O en J, entonces f es creciente en 1, y 
análogamente, si f' (x) < O en 1, entonces f es decreciente en l. Al dibujar la gráfica 
de una función f con frecuencia ayuda el identificar los intervalos en los que f' es 
creciente o decreciente. Para una función derivable esto determina la localización de 
todos los puntos extremos locales, y con ello se puede trazar la forma general de la 
gráfica, como en el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO 7 

Dibujar la gráfica de y = f(x) donde 

f(x) = 2 X 3 + 3X2 - 12x - 5. (13) 

Al revisar cada una de las propiedades que hemos visto hasta ahora, encontramos 
lo siguiente: 

(a)No hay intervalos excluidos para x. 
(b)Como y -----7 - 00 cuando x -----7 -00 Y Y -----700 cuando x -----7 00, Y como Y es función 

continua de x, entonces tampoco hay intervalos excluidos para y. 
(c) Si x = 0, entonces y = - 5, y el punto (O, - 5) es la única intersección con el eje y. 
(d)Si y = 0, entonces x satisface a 2X 3 + 3X2 - 12x - 5 = O. Las raíces de esta ecuación 

no son obvias, y por tanto no determinaremos las intersecciones con el eje x. 
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(e) La gráfica no es simétrica con respecto a ninguno de los ejes ni con respecto al 
origen. 

(f) La gráfica no tiene asíntotas verticales ni horizontales. 

Para obtener mayor información acerca de esta gráfica, derivamos la ecuación 13 
con respecto a x y vemos que 

dy 

dx 
f'(x) = 6X2 + 6x - 12 

6(X2 + X - 2) 

6(x + 2)(x - 1). (14) 

Por tanto, f'> O en los intervalos ( - 00, -2) Y (1, (0), de tal modo que f es creciente 
en esos intervalos. Igualmente, f es decreciente en (-2, 1) porque allí f' (x) < O. Como 
f es creciente hacia la izquierda de x = - 2 Y es decreciente a la derecha de x = -2, 
se infiere por el criterio de la primera derivada (teorema 4.2.2), que x = -2 es un punto 
máximo local. Similarmente, x = 1 es punto mínimo local. Los puntos correspondientes 
de la gráfica de f son ( - 2,15) Y (1, -12); son los únicos extremos locales de f. 

Con la información anterior, así como lo asentado en (a) a (f), obtenemos el dibujo 
que se ve en la figura 5.1.9. Más adelante en esta sección refinaremos un poco este 
dibujo. Pero si se necesita información más detallada acerca de alguna parte de la 
gráfica, entonces debe uno localizar varios puntos de esa parte. Por el momento, 
subrayaremos que un examen de f' (x) nos permitió localizar los dos puntos (los dos 
extremos locales) que son más importantes para la determinación de la forma general 
de la gráfica. Esto es mucho más eficiente que tan sólo graficar puntos escogidos al . 

azar. -

Concavidad 

En la sección 4.2 demostramos que si f"(x) > O en un intervalo 1, entonces f es cóncava 

Máximo local y 
(-2,15) 

-15 
(1,-12) 
Mínimo 

local 

Figura 5.1.9 
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y 

y=f(x) 

~r-" 
I I I I 
I I I I 

inflexión puntos de 
inflexión 

Figura 5.1.10 

hacia arriba en 1, mientras que si f"(x) < O en 1, entonces f es cóncava hacia abajo allí. 
Al dibujar la gráfica de una función es útil identificar puntos en los que cambia la 
dirección de la concavidad. Un punto c es punto de inflexión de f si 

1. f es continua en c; 
2. la gráfica de f tiene una tangente (posiblemente vertical en [c, f(c)]; 

3. f es cóncava hacia arriba a un lado de c y cóncava hacia abajo en el otro lado. 

La figura 5.1.10 muestra varias posibilidades. Los puntos Cl Y C2 son puntos de inflexión 
porque la función es continua, tiene una tangente (que en C2 es vertical), y cambia de 
concavidad en esos puntos. Por otro lado, los puntos C3 Y C4 no son puntos de inflexión, 
aun cuando hay un cambio de concavidad; no hay tangente en C3 Y f ni siquiera es 
continua en C4' 

Nos ocuparemos principalmente de funciones que tienen al menos dos derivadas 
continuas, quizá con excepción de determinados puntos aislados. Si la concavidad 
cambia en c, entonces f"(x) > O de un lado de c, y f"(x) < O al otro lado. Si existe 
f"(c), entonces se puede emplear un argumento semejante al que se empleó para 
demostrar el teorema 4.1.1 para mostrar que f"(c) = O. En consecuencia, se localizan 
los puntos de inflexión de una función f entre aquellos puntos en los que f"(x ) = O o 
cuando no existe f"(x) . Sin embargo, no todos esos puntos son puntos de inflexión. 

Por ejemplo, si f(x) = x\ entonces f"(x) = 12 X2 y f"(x) = O cuando x = O. Sin 
embargo, el origen no es un punto de inflexión, porque la gráfica de x4 siempre es 
cóncava hacia arriba. La relación entre los puntos de inflexión y los ceros de f" es 
semejante a los extremos locales y los ceros de f'. 

En el siguiente ejemplo refinaremos la gráfica de la figura 5.1.9 determinando sus 
puntos de inflexión. 

EJEMPLO 7 (Continuación) 

Investigar la concavidad de la gráfica de la función f dada por la ecuación 13 

f(x) = 2X 3 + 3 X 2 - 12x - 5, 
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y localizar sus puntos de inflexión. 
Derivando dos veces a f obtenemos 

f"(x) = 12x + 6. (15) 

Haciendo que f"(x) sea igual a cero y despejando a x, vemos que x = -~ es el único 
punto de inflexión posible. El valor correspondiente de f es f( - ~) = i. De acuerdo 
con la ecuación 15, f"(x) < O para x < - ~, y f"(x) > O para x > - ~. Por tanto, f es 
cóncava hacia abajo en ( - 00, -~] y cóncava hacia arriba en [ - ~, 00). Como la gráfica 
cambia su concavidad en x = -~, este punto es en realidad un punto de inflexión . 

Hemos empleado esta información para trazar la figura 5.1.1, que es una versión 
más acabada de la figura 5.1.9. Si se necesita todavía más exactitud en determinada 
parte de la gráfica, se puede lograr graficando algunos puntos adicionales. -

(- 2.15) 
15 

10 

-1 I 
1-5 

y = 2x3 + 3x2 - l2x - 5 I 
LlO 
I 

y 

x 

I (1.-12) 
Cóncava hacia abajo 1 15 Cóncava hacia arriba 
------I---If-------

Figura 5.1.11 

A continuación veremos algunos ejemplos adicionales de dibujo de curvas, en 
donde se hace uso del cálculo siempre que es necesario. 

EJEMPLO 8 

Dibujar la gráfica de la función f dada por: 

y = f(x) = x4 - 2X2 . (16) 

Primero verificaremos cada una de las propiedades que se han mencionado en esta 
sección, anotando la información que obtengamos. 

(a) La ecuación 16 no implica restricciones a x, y por tanto no hay intervalos excluidos 
en el eje x. Sin embargo, no es obvio al primer vistazo cuál es la imagen de f . 
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(b)Si x = O, entonces y = O, Y por tanto el origen es la única intersección con el eje 
y . Si Y = O, entonces x = O o bien x = ±fi. Así, (- f2, O), (O, O) Y (fi, O) son las 
intersecciones con el eje x. Si escribimos la ecuación 16 en la forma 

f(x) = X2(X + Y2)(x - Y2) (17) 

queda entonces claro que f(x) > O si x < - fi, o si x > fi, y que f(x) < O si 
- fi < x < O o si O < x < fi. 

(c) La ecuación 16 no cambia six se sustituye por - x, y por tanto la gráfica es simétrica 
con respecto al eje y. No es simétrica con respecto al eje x ni con respecto al origen . 

(d)No hay asíntotas verticales, porque f (x) permanece acotada para todos los valores 
finitos de x. Tampoco hay asíntotas horizontales porque f(x) ---700 cuando x ---7 - 00 

Y cuando x ---700. 

(e) Derivando la ecuación 16 obtenemos 

f(x) = 4x3 - 4x 

4x(x2 - 1) 

4x(x + l)(x - 1). (18) 

Por tanto los puntos x = - 1, O, 1 son puntos críticos. Los valores correspondientes 
de f(x) en ellos son f( - 1) = - 1, f(O) = O, Y f(1) = - 1. Según la ecuación 18 
vemos que f' (x) < O si x < - 1, o si O < x < 1; así, f es decreciente en esos 
intervalos. En consecuencia, el punto (0,0) es máximo local y los puntos (-1, - 1) 
Y (l, - 1) son mínimos locales. 

(f) Si derivamos por segunda vez la ecuación 16 vemos que 

f"(x) = 12x2 - 4 

12(X2 - ~) 

12(X + ~)(x - ~). (19) 

Como f"(x) > O si x < - l/{3, o si x > l/{3, la gráfica es cóncava hacia arriba en 
esos intervalos . Igualmente, f"(x) < O si - l/{3 < x < l/{3, y por tanto la gráfica es 
cóncava hacia abajo allí. Los puntos de inflexión se localizan haciendo f"(x) = O; con 
ello se obtiene x = ± 1/{3, y los puntos correspondientes de la gráfica son (-l/{3, 
-5/9) Y (l /{3, -5/9). Hemos notado ya que la concavidad cambia en esos puntos, y 
por tanto son en realidad puntos de inflexión . 

En la figura 5.1.12 se muestra la gráfica de la ecuaClOn 16. El lector debe 
comprobar que cada uno de los puntos que hemos encontrado aparece en el dibujo de 
esta gráfica. 

Si se necesita una gráfica más exacta, se pueden graficar algunos puntos, o se debe 
tener más atención a los valores de las pendientes de las tangentes en diversos puntos, 
y no sólo a sus signos. 
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(-1,-1) 
Mínimo local 

y 

y= x4 -2x2 

(1 , - 1) 
Mínimo Jocal 
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x 

Figura 5.1.12 

Se pueden aplicar los mismos métodos para dibujar la gráfica de cualquier polino­
mio, aunque en general no será tan fácil determinar los puntos extremos ni los de 
inflexión, en especial para polinomios de grados superiores. -

EJEMPLO 9 

Dibujar la gráfica de 

x 
y = 

X2 + l ' 
(20) 

De nuevo, comprobaremos y anotaremos cada una de las informaciones correspon­
dientes, omitiendo la información en algunos casos. 

(a) No hay intervalos excluidos en el eje x, aunque los del eje y no son obvios. 
(b )El origen es la única intersección de la gráfica con los ejes. Nótese que y < O 

cuando x < O Y que Y > O cuando x > O. 
(c) La gráfica es simétrica con respecto al origen, pero no con respecto a cualquiera 

de los ejes coordenados. Por tanto es suficiente revisar la parte de la gráfica para 
la cual x::::: O. 

(d)No hay asíntotas verticales, porque el denominador de la ecuación 20 nunca es 
cero. Sin embargo, y --¿O cuando x --¿ - 00 y cuando x --¿oo, y por tanto el eje x es 
una asíntota horizontal en ambos lados de la gráfica. 

(e) Al derivar la ecuación 20 obtenemos 

y' = (X2 + 1) . 1 :... x(2x) 
(X2 + 1)2 

1 - X2 
(21) 

Al considerar x::::: O, vemos que y' = O cuando x = 1, que y' > O cuando O ::::: x < 
1, Y que y' < O para x > 1. Por tanto, y crece en [O, 1] Y decrece en [1, 00), y así el 
punto (1, k) es un máximo local. 
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% 

Máximo local 
y:;: ~ 

(1 , ~) 

x 
------~~----~~--~~r--------~------~----~~ 

(-l , - ~) 
Mínimo local 

Figura 5.1.13 

(f) Derivando por segunda vez obtenemos que 

(X2 + 1)2( - 2x) - (1 - x2)2(X2 + 1)2x 
y" = (X2 + 1)4 

2x(x2 - 3) 
(X2 + 1)3 . 

(22) 

De nuevo, considerando sólo x ::::: O, notamos que y" < O para O < x < €, y entonces 
la gráfica es cóncava hacia abajo en dicho intervalo. Igualmente, y" > O para x > 
€, y por tanto la gráfica es cóncava hacia arriba en ese intervalo. El punto x = 
€ es un punto de inflexión. Como y" > O para - € < x < O, la gráfica también 
es cóncava hacia arriba allí, y el origen también es un punto de inflexión. 
Se ha trazado la gráfica de la figura 5.1 .13 sobre la base de la información que 

acabamos de enumerar. Obsérvese que la parte de la gráfica para x < O se ha trazado 
empleando la propiedad de simetría con respecto al origen. -

EJEMPLO 10 

Dibujar la gráfica de la ecuación 

4. (23) 

(a) Reformulamos la ecuación como sigue: 

(24) 
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Como y2 2':: O, se infiere que debemos restringir a x para que X2 2':: 1. Por tanto, 
-1 < x < 1 es un intervalo excluido. Igualmente, si reformulamos la misma 
ecuación como sigue: 

4 
4 - y2 

(25) 

vemos que debemos tener 4 - y2 > O, Y entonces y :5 -2 Y Y 2':: 2 también son 
intervalos excluidos. 

(b)No hay intersecciones con el eje y, pero sí hay intersecciones con el eje x en 
x = -1 Y en x = 1. 

(c) La gráfica es simétrica con respecto a los ejes y al origen. Por tanto, es suficiente 
examinar la parte que queda en el primer cuadrante. 

(d)De acuerdo con la ecuación 25 y = 2 Y Y = -2 son asíntotas horizontales. No hay 
asíntotas verticales. 

(e) Derivando la ecuación 24 obtenemos 

2yy' 
8 
x 3 

o sea 

y' = 
4 

x 3y" 
(26) 

En consecuencia, en el primer cuadrante y' > O Y por consiguiente y es una función 
creciente de x . Adémás, cuando x -71 , según la ecuación 24 y -70+ Y de acuerdo 
con la ecuación 26 y ' -7 00 ; por tanto la recta tangente es vertical en la intersección 
con el eje x, (1, O). 

(f) Derivando la ecuación 26 con ~especto a x, encontramos que 

--- - ------=2 --y~~--- --

Figura 5.1.14 

http://carlos2524.jimdo.com/



256 ALGUNOS TEMAS GEOMÉTRICOS 

(27) 

y por tanto, en el primer cuadrante, y" < O; la gráfica es cóncava hacia abajo. 
Con la información anterior, podemos dibujar la gráfica que se muestra en la figura 
5.1.14. Nótese que la parte de la gráfica que queda en el primer cuadrante se dibujó 
primero, y el resto se dibujó después empleando la simetría de la gráfica. -

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 10, determinar si la gráfica de la 
ecuación dada es simétrica con respecto al eje x, con 
respecto al eje y y con respecto al origen. 

X2 y2 
1. xy = 4 2. ¡ + "9 = 1 

3. (x - 1)2 + (y + 2)2 = 1 

4. x3 + y3 - X - Y = O 

6. cos y - sen x = 1 

S.y = Ixl 
lo.ly + 21 = x 

5. Y = x senx 

7. cos y sen x = 1 

9·lyl = Ixl 

En los problemas 11 a 16, determinar todas las asíntotas 
verticales y horizontales para la función o para la ecuación 
dada. 

x - 1 
11. f(x) = x + 2 

X2 + 2x - 3 
13. f(x) = 2 2 

x + x + 
x - 1 

15.y2 =-­
X + 1 

2x + 3 
U.y = 3x - 2 

x + 1 
14.y = -2--1 

x + 

3x - 2 
16 1 + y2 = ---

• 2x + 4 

En los problemas 17 a 22, determinar todas las asíntotas, 
incluyendo aquéllas que no son verticales ni horizontales, 
de la función o de la ecuación dada. 

X2 - 1 
17.f(x) = ~ 

1 
19.y = X2 + -; 

X 

21.x2 - 2y2 = 4 

X2 + 1 
IS.y =-­

x + 1 

20. y2 - X2 = 1 

1 
22.y2 = X2 + -; 

X 

En los problemas 23 a 32, determinar los intervalos en los 
cuales la función dada es cóncava hacia abajo o cóncava 
hacia arriba. También, determinar todos los puntos de 
inflexión. 

23.f(x) = x3 + 3X2 - 4x + 5 

24.f(x) = 4x3 - 6X2 + 6x - 8 

25. f(x) = (x - 2)4 26. f(x) = ~ 

1 
27.f(x) = --2' 

x + 
x,., -2 

1 
28. f(x) x,., ±1 

29. f(x) = Vx (2 + x), x:::::O 

30. f(x) = X 4
/3 - 2x2J3 

31. f(x) = sen2 x, O ~ x ~ 2". 

32. f(x) = sec x + tan x, 
". 3". 

x"'Z'2 

O ~ x ~ 2"., 

En los problemas 33 a 50, hacer un esquema de la ecuación 
dada. 

33. Y = x 3 - 3X2 - 9x + 7 

34. y = x3 - 6X2 + 9x - 4 

35. Y = (x - 1)2(x + 1)2 

36. y2 = (x - 1)2(x + 1)2 

3S.xy = 4 

. 1 
40.y = -­

X2 - 1 

42. x3 + y3 - X - Y = O 

37.x2 + 4y2 = 4 

1 
39.y =--

x + 2 

41. = x 
y (x + 1)(x - 2) 

http://carlos2524.jimdo.com/



(27)

Ijo.
figura
dibujó

aci6n

4

2)

5.2 ECUACIONES CUADRÁTICAS, PARÁBOLAS y TRASLACiÓN DE EJES 257

43. X2/) + y2/) = a2/3, a>O 44. y) = x2

51.

I
en los

bncava
tos de 52.

53.

I
+ 1

45. (y - 2)(x + 2) = 1

46.y(y - 2)(x - 1) = 1 47. y sen x + cos x

49. y = sen' x48. y = x - sen x

50. y = sec x + tan x

En los problemas 51 a 54, hacer un dibujo de la gráfica de
una ecuaci6n que tenga el conjunto dado de propiedades.

Simétrica con respecto al eje y; asíntota vertical en
x = 2; sin asíntota horizontal; mínimos locales en
(1, O) Y en (4,2); máximo local en (O, 3); punto de
inflexión en (~, 2).

Simétrica con respecto al eje x; asíntota vertical en
x = -1; asíntota horizontal en y = 2; no hay puntos
de la gráfica para x :s - l.

Máximo local en (-2, 3); mínimo local en (4, -1);
puntos de inflexión en (- 4, O),(0,1) Y (6,1); asíntota
horizontal en y = 3 cuando x ---7 00; sin asfntota
horizontal cuando x ---7 -00; sin asíntotas verticales.

54. Simétrica con respecto al origen; máximo local en
(3,2); punto de inflexión en (5, 1); asíntota horizontal
en y = O; sin asíntotas verticales.

55. Sea f(x) = ax3 + bx2 + ex + d, donde a, b, e y d son
constantes reales y a =1= O.

(a) Demostrar que f tiene exactamente un punto de
inflexión.

* (b) Demostrar que el punto de inflexión es la media
aritmética de los tres ceros de f. Esto es válido,
aun cuando los ceros no sean todos reales. Suge-
rencia: escribir

f(x) = a(x - rl)(x - r2)(x - r3).

56. Determinar los coeficientes a, b, e y d de tal modo que

f(x) = ax3 + bx2 + ex + d

tenga un punto de inflexión en x = 2 Y tenga un
mínimo local en x = = l .

5.2 ECUACIONES CUADRÁTICAS, PARÁBOLAS y
TRASLACiÓN DE EJES

Si bien los métodos de la sección anterior son útiles para dibujar la gráfica de casi
cualquier ecuación, es deseable estar familiarizado con las gráficas de determinadas
ecuaciones sencillas que con frecuencia se encuentran en la práctica. Ya hemos descrito
las gráficas de las ecuaciones lineales, y en esta sección y en la siguiente considerare-
mos las gráficas de ecuaciones cuadráticas con dos variables. La ecuación más general
de ellas tiene la forma

AX2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey = F, (1)

. siendo A, ... , F constantes. En los problemas 25 a 28 se demuestra que siempre es
posible seleccionar un sistema de coordenadas cartesianas en el cual no aparezca el
término Bxy. Por tanto, supondremos que ya se ha llevado a cabo esto; esto es,
supondremos que B = O. Además, para que en realidad la ecuación 1 sea cuadrática,
debemos suponer que al menos uno de los coeficientes, A ó e, es distinto de cero.
Siendo este el caso, se tienen tres posibilidades:

(a) Sólo uno de los coeficientes A ó e es distinto de cero.
(b) A y e son del mismo signo.
(c) A y e tienen signos opuestos.
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Además de algunos pocos casos degenerados, cada posibilidad corresponde a una
clase de curvas de tipo distinto, que son parábolas, elipses (con los círculos como casos
especiales), e hipérbolas, respectivamente. Los círculos se estudiaron en la sección 1.3.
En esta sección estudiaremos las parábolas, y en las secciones 5.3 y 5.4 las elipses y
las hipérbolas, respectivamente. Sucede que esas curvas, a las cuales se les conoce
genéricamente como secciones cónicas, porque también se generan si un cono se
interseca con un plano, tienen muchas propiedades geométricas interesantes e impor-
tantes. En cada caso, describiremos en forma breve cómo se puede obtener la curva
mediante una construcción geométrica sencilla. Se desarrollan otras propiedades geo-
métricas en algunos de los problemas al final de ésta y de las próximas dos secciones.

Parábolas

Primero estudiaremos el caso en el que sólo uno de los coeficientes A o e es distinto
de cero. Específicamente, supongamos que A 01= O Y que e = O, dejando la otra
posibilidad para después. Entonces, la ecuación 1 toma la forma

AX2 + Dx + Ey = F. (2)

También supondremos* que E 01= O de manera que las variables x y y se encuentran
realmente en la ecuación 2. Para reducir la ecuación 2 a una forma más cómoda,
completaremos el cuadrado en x:

F,

o bien

( D)2 ( F D
2

)A x+- +E y-----
2A E 4AE

Por tanto, se puede poner la ecuación 3 en la forma

(x - h)2 = a(y - k),

en la cual

F D2

E + 4AE'
a

E
A"

D
2A'

kh

* Si E = 0, entonces la ecuaci6n 2 es Ax2 + Dx + F = 0, la que tiene una, dos o ninguna raíz real. Esas raíces
corresponden a rectas paralelas al eje y. Es uno de los casos degenerados a que se hizo referencia antes.

(5)

Nótese que 1
otro lado, (X

La ecua
muy fácil be
a

La gráfica (
considerar :
negativa. A
y aumenta:
y por consi
gráfica de J

correspond
nótese que
pequeña, J
excepción
la figura 5

Regre
entonces 1

Suponieru

en donde

La gráf
ecuació
variabk
que COI

hacia 1
Nuevar
amplia
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Nótese que las cantidades h y k pueden ser de cualquier signo o pueden ser cero; por 
otro lado, cr puede ser positiva o negativa, pero no puede ser cero. 

La ecuación 4 es una de las formas estándar de la ecuación de una parábola. Es 
muy fácil bosquejar su gráfica cuando h = k = O, en cuyo caso la ecuación 4 se reduce 
a 

(6) 

La gráfica de la ecuación 6 es simétrica con respecto al eje y, y por tanto necesitamos 
considerar sólo el caso x ;::: O. Supongamos primero que cr > O; de manera que y es no 
negativa. Además, y' = 2x/cr, por lo que la pendiente de la gráfica es cero en el origen 
y aumenta a medida que aumenta x. Una segunda derivación da por resultado y" = 2/cr, 
y por consiguiente la gráfica es cóncava hacia arriba. En la figura 5.2.la se muestra la 
gráfica de la ecuación 6 cuando cr > O; se ha empleado la simetría para dibujar la parte 
correspondiente a x < O. En este caso, el origen se conoce como el vértice. También, 
nótese que si cr es grande, entonces la parábola es ancha y plana, mientras que si cr es 
pequeña, la parábola es angosta y empinada. El caso es muy semejante si cr < O, a 
excepción de que entonces la parábola se abre hacia abajo en lugar de hacia arriba. En 
la figura 5.1.2b se muestra la gráfica de la ecuación 6 cuando cr < O. 

Regresemos ahora a la ecuación 1, y veamos el caso en el cual A = O, pero e =1= O; 
entonces la ecuación 1 es 

Cy2 + Dx + Ey = F. (7) 

Suponiendo en este caso que D =1= O, completamos el cuadrado en y y obtenemos 

x2 ==ay 
a>O 

y 

(a) 

(b) 

x 

(y - k)2 = cr(x - h), (8) Figura 5.2.1 

en donde ahora 

F E 2 

h=-+-­
D 4CD' 

k= 
E 

2C' 
cr= (9) 

La ecuación 8 tiene una estructura semejante a la de la ecuación 4, y es la otra forma 
estándar de la ecuación de una parábola. 

Nuevamente, si h = k = O, la ecuación 8 se reduc.e a la forma más sencilla 

y2 = crx. (10) 

La gráfica de la ecuación 10 se puede dibujar de modo muy semejante a la de la 
ecuación 6; esencialmente todo lo que se necesita es invertir los papeles de las dos 
variables y por tanto de los dos ejes. En la figura 5.2.2 se muestran las dos posibilidades, 
que corresponden a cr > O Y a cr < o. Si cr > O, la gráfica de la ecuación 10 se abre 
hacia la derecha, mientras que si cr < O, la gráfica se abre hacia la izquierda. 
Nuevamente, se dice que el origen es el vértice de la parábola, y ésta será angosta o 
amplia dependiendo de que Icrl sea pequeña o grande. 

y 

(a) 

(b) 

Figura 5.2.2 
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Para tratar con las ecuaciones algo más generales (4) y (8), respectivamente, es 
útil introducir la idea de un cambio de coordenadas, en particular un tipo de transfor­
mación de coordenadas que se llama traslación. A continuación estudiaremos este tema, 
aplicándolo a las ecuaciones 4 y 8. 

Traslación de ejes 

Sean u y v nuevas coordenadas definidas por las ecuaciones 

u = x - h, v = y-k. (11) 

Entonces el eje v (para el cual u = O) es la recta x = h, Y por tanto es paralela al eje y 
y se encuentra a una distancia Ihl de él. Hacia la derecha si h > O, Y hacia la izquierda 
si h < O. Análogamente, el eje u (para el cual v = O) es la recta y = k, paralela al eje 
x y a una distancia Ikl de él; está arriba del eje x si k > O Y debajo si k < O. El origen 
del sistema de coordenadas uv está en el punto x = h, Y = k en el sistema coordenado 
xy. Se puede considerar que se obtienen los ejes uv moviendo a los ejes xy en 
direcciones paralelas a ellos mismos. A esta transformación de ejes coordenados se le 
conoce como traslación. La figura 5.2.3 muestra el caso particular en el que h = 2 Y 
k = -1, de tal modo que u = x - 2 Y v = y + l. Se puede identificar cualquier punto 
dando sus coordenadas x, y o sus coordenadas u, v. Por ejemplo, el punto P que aparece 
en la figura 5.2.3 tiene las coordenadas (x = 1, Y = 1), también tiene las coordenadas 
(u = - 1, v = 2). 

Regresemos ahora a la ecuación 4. Introduciendo las nuevas coordenadas uv 
definidas por la ecuación 11, tenernos que 

y 

21-

x=1 

'f U 
1 

p u=-11 

1 

(u=-2, y= 1 1 
1 u= 1) u=2 1 x 

-1 1 ~ ~ . I 1 
1 u ___ ___ =1 __ __ __ ~- - --I> 

Figura 5.2.3 

1 
1 

_2~=-2,u=-1) 1 

1 

1 
1 

-3 - 1 

Un sistema de coordenadas trasladadas. 

y 

-2 

A 
w.U 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

12 
1 
1 

x 

1 u 

i,-\- -í> 
1 (x=2, 
1 y=-1) 
1 
1 
1 
1 

Figura 5.2.4 
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u2 = <xv. (12) 

Así, la ecuación 12 tiene la misma forma con respecto al sistema de coordenadas uv, 
que la ecuación 6 con respecto al sistema coordenado xy. Por tanto, podemos dibujar 
la gráfica de la parábola como antes, mediante las coordenadas uv. Una vez que se traza 
la gráfica, podemos borrar, si queremos, los ejes uv, dejando sólo el sistema original 
de coordenadas xy. El siguiente ejemplo muestra el procedimiento. 

EJEMPLO 1 

Hacer un dibujo de la gráfica de 

2y 2 + X + 4y O. 

Completamos el cuadrado y obtenemos 

o bien 

2(y2 + 2y) + x = O, 

2(y2 + 2y + 1) + x = 2, 

(y + 1)2 = -l(x - 2). 

(13) 

(14) 

La forma de la ecuación 14 nos sugiere el empleo de un sistema coordenado uv definido 
mediante 

u = x -2, v = y + 1 (15) 

(véase figura 5.2.3). Entonces la ecuación 14 se transforma en 

v2 = -lu. (16) 

La gráfica de la ecuación 16 es simétrica con respecto al eje u, y se abre hacia la 
izquierda con el vértice en el origen del sistema de coordenadas uv. El ancho de la 
parábola se determina graficando dos puntos más además del vértice. Por ejemplo, si 
u = - 2, entonces v = -1 ó v = 1. En la figura 5.2.4 se muestra la gráfica de la ecuación 
16, o de la ecuación 13 .• 

Construcción geométrica de una parábola 

En esta sección hemos considerado parábolas comenzando con determinados tipos de 
ecuaciones cuadráticas y dibujando sus gráficas. Es interesante que las parábolas 
también se puedan obtener con construcciones geométricas sencillas. En efecto, se 
puede definir a la parábola como el conjunto de los puntos que equidistan de una recta 
dada y de un punto determinado, que no pertenece a la recta. A la recta dada se le llama 
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(a) 

y 

x 

x 2 ; -4py F(Q. -pi 

(b) 

(e) 

x 

(d) 

Figura 5.2.6 

directriz, y al punto se le llama foco de la parábola. En la figura 5.2.5 las distancias 
FP y QP deben ser iguales para cada punto P de la parábola. La recta de simetría, o 

Figura 5.2.5 
La construcción geométrica de una parábola: 
IPQI = IPFI. 

eje, de la parábola, debe ser perpendicular a la directriz y debe contener al foco. 
Además, el vértice debe estar en el eje, a la mitad de la distancia del foco a la directriz. 

Para demostrar la equivalencia de las dos definiciones, necesitamos deducir la 
ecuación que satisfacen los puntos equidistantes del punto y de la recta dados. Conviene 
denominar 2p a la distancia del foco a la directriz, e introducir un sistema coordenado 
como el que se muestra en la figura 5.2.6a. La directriz tiene la ecuación y = - p y el 
foco F tiene las coordenadas (O, p). Igualando las distancias desde un punto arbitrario 
P(x, y) de la parábola hasta el foco y hasta la directriz, tenemos 

y + P = V(x - 0)2 + (y - p)2. (17) 

Elevando ambos lados al cuadrado, obtenemos 

(y + p)2 = X2 + (y _ P )2, 

o sea 

y2 + 2py + p2 = X2 + y2 - 2py + p2, 

y finalmente 

X2 = 4py. (18) 

En las figuras 5.2.6b a 5.2.6d se muestran otras selecciones cómodas o convenien­
tes de sistemas coordenados; en cada caso la distancia del foco a la directriz es 2p. Las 
ecuaciones de las parábolas que resultan son 

X2 = - 4py, y2 = 4px, y2 = - 4px (19) 
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respectivamente. Las ecuaciones 18 y 19 son iguales a las ecuaciones 6 y 10, si 
identificamos ex con 4p o con - 4p según el caso. En consecuencia, en todos los casos 

ex = ±4p o lex l 
p = 4 ' 

Así, en términos de ex, la distancia del foco a la directriz es lex l/2, y la distancia del foco 
al vértice es lex l/4. Cuando la directriz queda cerca del foco, p es pequeño, lexl es pequeña 
y la parábola que resulta es angosta. Por otro lado, si la directriz y el foco están alejados 
entre sí, la p es grande, lex l es grande, y la parábola es ancha. Si se da la información 
adecuada acerca del vértice, del foco, de la directriz y del eje, es posible escribir la 
ecuación de la parábola correspondiente, como en los ejemplos siguientes. 

EJEMPLO 2 

Deducir la ecuación de la parábola cuyo vértice está en (- 1, 2) Y cuyo foco está en 
( - 1,1). 

Como el foco queda abajo del vértice, la parábola se debe abrir hacia abajo. Por 
tanto, su ecuación tiene la forma 

(x - h)2 = ex(y - k), 

en la cual ex < O Y (h, k) son las coordenadas del vértice. Sustituyendo h = -1, k = 2, 
obtenemos 

(x + 1)2 = ex(y - 2) . 

Para determinar ex recordemos que la distancia del foco al vértice siempre es lex l/4. En 
este caso, esta distancia es una unidad, de manera que lex l = 4, y ex = -4. Así, la 
ecuación de la parábola resulta ser 

(x + 1)2 = - 4(y - 2) . 

La gráfica de esta ecuación se muestra en la figura 5.2.7 . • 

Figura 5.2.7 

Vértice 
(-1 ,2) ~ __ -,2 

Foco 
(-1, 1) . 

(x + 1)2 =- 4(y - 2) 

y 

x 
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EJEMPLO 3

Deducir la ecuación de la parábola cuyo eje es horizontal, cuyo foco está en (2, 1) Y
que pase por (8, 9).

Primero hallemos la directriz de la parábola. Como el eje es horizontal, la directriz
debe ser vertical. Además, como la parábola contiene al punto (8, 9), que queda a la
derecha del foco, se infiere que la directriz debe quedar a la izquierda del foco.
Finalmente, el punto (8, 9) debe ser equidistante del foco y de la directriz. La distancia
de (2, 1) a (8, 9) es

Y(8 - 2)2 + (9 - 1)2 = Y36 + 64 = 10.

Por tanto, la directriz es la recta vertical que queda a 10 unidades hacia la izquierda
del punto (8, 9), esto es la recta x = - 2. El punto (O, 1), que se encuentra a la mitad
de la distancia del foco a la directriz, es el vértice. Por consiguiente, la ecuación de la
parábola es de la forma

(y - 1)2 = ax, (20)

en la cual a > O. Determinaremos a sustituyendo x = 8 y Y = 9 en la ecuación 20. Así,
a = 8 y la ecuación de la parábola es

(y - 1)2 = 8x.

Esta parábola se muestra en la figura 5.2.8 .•

y

Figura 5.2.8

En los problemas se indican algunas propiedades importantes de las parábolas;
quizá la más importante desde el punto de vista de las aplicaciones es la que se describe
en el problema 21.
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PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 8, hallar el vértice y el foco, y la 
ecuación de la directriz de la parábola dada; a continuación 
hacer un dibujo de su gráfica. 

1.y 

3.y 

5.2y2 + 3x - 4y + 8 O 
6.3x2 = 12x - y + 6 

8. y2 = 4x + 4y - 8 

2. x = !y2 

4. y2 = X + 2 

7.3y 4X2 - 6x + 9 

En los problemas 9 a 16, deducir la ecuación de la parábola 
que tenga las propiedades pedidas. 

9. Eje paralelo al eje y; vértice en (2, 1); pasa por 
(-1, -1). 

10. El vértice está en (- 1,2) Y el foco en (1, 2). 

11. El vértice está en (1 ,1) y la ecuación de la directriz es 
y = -2. 

12. La directriz es x = 2; Y el foco en (3, 1). 

13. El vértice está en (2, -1); pasa por (O, 2) Y por (4, 2). 

14. El vértice está en (2, -3), yel foco en (2, 1). 

15. El eje. es paralelo al eje x; el vértice está en (- 2, 3); 
la distancia del foco a la directriz es 4; se abre hacia 
la derecha. 

16. El eje es x = 2; es tangente a y = 8x - 20 en (4, 3). 

17. Deducirla ecuación de la parábola cuyos puntos equi­
disten de la recta x = - 3 Y del punto (2, O). 

18. Deducir la ecuación de la parábola cuyos puntos equi­
disten de la recta y = 2 Y del punto (3, - 1). 

19. Deducir la ecuación que satisfacen los puntos cuya 
distancia a la recta x = - 3 es dos unidades mayor 
que su distancia al punto (3, 2) . 

20. Deducir la ecuación del lugar geométrico de los pun­
tos situados al doble de la distancia a la recta y = 2 
en comparación con su distancia al punto (1, -2). 

Propiedad de reflexión de la parábola 

Los griegos descubrieron que todas las parábolas tienen la 
siguiente propiedad geométrica: un rayo, por ejemplo, de 
luz, que emane del foco, se refleja en la parábola a lo largo 
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de una trayectoria paralela al eje de la parábola, sin impor­
tar cuál sea el punto de reflexión. O bien, un rayo paralelo 
al eje de la parábola y reflejado en ella pasa por el foco. 
Este hecho es útil en la construcción de linternas, faros 
automotrices y faros buscadores, en los cuales el reflector 
tiene una sección transversal parabólica y la fuente lumi­
nosa se pone en el foco . Igualmente, en los telescopios y 
receptores de radar, las señales de una fuente remota entran 
paralelas al eje y se reflejan pasando por el foco, mediante 
un reflector parabólico. La potente concentración que pro­
duce un reflector parabólico grande, como el de un radio­
telescopio, hace posible detectar y analizar señales 
luminosas muy pequeñas. 

21. Para deducir esta propiedad de la parábola suponga­
mos que el vértice está en el origen, que el eje x es el 
eje de la parábola, y que ésta se abre hacia la derecha 
(véase figura 5.2.9). Entonces la ecuación de la pará­
bola es i = 4px, donde p > O y el foco F tiene las 
coordenadas ( p, O). Sea P(xo, Yo) un punto arbitrario 
en la parábola, distinto del vértice, y sea T la tangente 
a la parábola en P. Sea <l> el ángulo entre T y el eje x, 
y sea e el ángulo entre T y la recta PF. La propiedad 
de reflexión que se enunció se puede demostrar, en-

y 

x 

Figura 5.2.9 
Propiedad de reflexión de la parábola; <l> = e. 
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Figura 5.2.10 Rotación de un sistema coordenado. 

tonces al probar que 6 = <1>. Esto se logra demostrando 
que tan 6 = tan <1>. 

(a) Sea \f¡ el ángulo entre FP y eje x positivo. Muestre 
que 6 = \f¡ - <1>. 

(b) Derivar la ecuación de la parábola para demostrar 
que 

tan <1> = 2p 
Yo 

(c) Emplear la definición de pendiente para demostrar 
que 

tan\f¡ =~. 
Xo - P 

(d) Determinar a tan 6 a partir de la identidad 

tan 6 
tan \f¡ - tan <1> 

1 + tan \f¡ tan <1> ' 

y demuestre que tan 6 = tan <1>. 

22. Demostrar que la ecuación 

2X2 + 3y2 + 4x - 6y 12 

se puede transformar en 

mediante una traslación adecuada de ejes u = x - h, 
v = y-k. Determinar h, k, 0:, 'Y Y K . 

23. Demostrar que la ecuación 

AX2 + Cy2 + Dx + Ey = F, 

donde A * O Y e * O, se puede transformar en 

mediante una traslación adecuada de ejes u = x - h, 
v = y-k. Determinar h, k, 0:, 'Y Y K en términos de 
A, e, D, Ey F. 

24. Determinar una traslación de ejes u = x - h, 
v = y - k tal que la recta Ax + By = e pase por el 
origen en el plano uv. 

Rotación de ejes 

Considérense dos sistemas coordenados cartesianos, el xy 
y el uv, que tienen el origen común O. Se obtienen los ejes 
positivos u y v al girar los ejes positivos x y y , respectiva­
mente, el ángulo 6 (véase figura 2.5 .2. lOa) . En este caso 
se dice que el sistema xy y el sistema uv se obtienen uno 
del otro mediante una rotación de ejes. Se puede identificar 
un punto P dando sus coordenadas con respecto al sistema 
xy o con respecto al sistema uv, como se ve en la figura 
5.2.lOb. Los problemas 25 a 28 se ocupan de la rotación 
de los ejes coordenados. En especial, en el problema 28 se 
demuestra que el término Bxy en la ecuación cuadrática 
general (1) se puede eliminar mediante una rotación ade­
cuada de ejes. 

25. (a) De acuerdo con la figura 5.2.11 , demostrar que las 
coordenadas xy de un punto P se relacionan con 
las coordenadas uv del mismo punto mediante las 
ecuaciones 

x = OQ = OR - QR 

http://carlos2524.jimdo.com/



I Y 

.......-// \ 

/ Ú / ~\ U U 

y \ //,57 
\ / 

SI- --;.,-?r( 
/ I 

I 
I 

/-0\ Q R 
\ 

Figura 5.2.1 1 

u cos 6 - v sen 6, 

y QP = QS + SP 

u sen 6 + v cos 6. 

(b) Haciendo un dibujo semejante a la figura 5.2.11, 
o despejando las ecuaciones de la parte (a), demos­
trar que 

u = x cos 6 + Y sen 6. 

v = - x sen 6 + Y cos 6. 

26. Considérese la ecuación 

X2 + 2v3 xy + 3y2 - v3 X + Y = 6. (i) 

El sistema coordenado uv se obtiene al girar el ángulo 
6 = 'Tr/3 . Entonces, al hacer referencia al problema 
25(a), 

x = Hu - v3 v), 

y Hv3 u + v). 
(a) Expresar la ecuaCión (i) en términos de u y de v. 

(b) Hacer un esquema de la gráfica de la ecuación que 
se obtuvo en la parte (a) con respecto al sistema de 
coordenadas uv. Nótese que superponiendó los 
dos sistemas coordenados se obtiene también la 
gráfica de la ecuación (i) con respecto a los ejes x 
y y. 

27. Considérese la ecuación 

X2 - 2v3 xy + 3y2 - 2v3 x - 2y + 8 = O. 
El sistema uv se obtiene del sistema xy al girarlo un 
ángulo 6 (véase problema 25). 

(a) Transformar la ecuación dada en una en la que 
intervengan u y v, en lugar de x y y. 
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(b)Determinar a 6 de tal manera que la ecuación que 
se obtuvo en la parte (a) no tenga término de la 
forma [3uv. 

(c) Para el valor mínimo posible de 6 que se determinó 
en (b), deducir la ecuación de la parábola en tér­
minos de u y v. A continuación hacer un dibujo de 
su gráfica, indicando tanto los ejes uv, como los 
ejes xy. 

28. Considérese la ecuación 

AX2 + Bxy + ey2 + Dx + Ey = F, (i) 

en la cual A, B, e, D, E Y F son constantes. El sistema 
coordenado uv se obtiene girando el sistema xy un 
ángulo 6. 

(a) Demostrar que en términos de u y v la ecuación (i) 
tiene la forma 

o.u2 + [3uv + 1(V2 + &u + EV = K, (ii) 

en la cual 0. , [3, 'Y, &, E Y K son constantes. Demos­
trar que 0., [3, 'Y, &, E Y K se dan en términos de A, 
B, C, D Y E mediante las ecuaciones 

o. = A cos2 6 + B sen 6 cos 6 + e sen2 6, 

[3 = - 2A sen 6 cos 6 + B(cos2 6 - sen2 6) 
. + 2e sen 6 cos 6, 

'Y = A sen2 6 - B sen 6 cos 6 + e cos2 6, 

& D cos 6 + E sen 6, 

E = - D sen 6 + Ecos 6, 

K = F. 

(b) Demostrar que siempre es posible determinar a 6 
de tal modo que [3 = O. 

29. La cuerda perpendicular al eje de una parábola, que 
pasa por el foco de ésta, se llama lado recto. Demos­
trar que la longitud del lado recto es el doble de la 
distancia que hay del foco a la directriz. Esta propie­
dad es útil cuando se hace el dibujo de una parábola. 

Sugerencia: examinar el caso X2 = o.y, donde o. > O. 
Mediante una selección adecuada de ejes, se puede 
transformar cualquier ecuación de la parábola a esa 
forma. 

30. Demostrar que las rectas tangentes a la parábola en 
los extremos del lado recto (véase problema 29) se 
intersecan en la directriz y son perpendiculares entre sí. 

Sugerencia: ver la sugerencia en el problema 29. 
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5.3 ELIPSES 

En esta sección seguiremos examinando la ecuación 

AX2 + Cy2 + Dx + Ey = F, (1) 

pero ahora supondremos que tanto A como C son distintos de cero y que tienen el mismo 
signo. Supongamos, por simplicidad, que tanto A como C son positivos (si ambos son 
negativos, multiplicaremos la ecuación 1 por -1). Para reducir la ecuación 1 a una 
forma más cómoda completaremos los cuadrados en x y en y. Con ello, obtenemos 

( 
D D2 ) ( E E

2 
) D2 E

2 
A X2 + A x + 4A2 + C y2 + Cy + 4C2 = F + 4A + 4C' 

o bien 

en la cual 

h = 

A(x - h)2 + C(y - k)2 = M, 

D 
2A' 

(2) 

(3) 

(4) 

Si resulta que M < O, entonces la ecuación 3 no tiene gráfica porque ciertamente el 
lado izquierdo es no negativo. Igualmente, si M = O, la gráfica consta del punto único 
x = h, Y = k. Estos casos degenerados tienen poca importancia. El caso interesante se 
tiene cuando M > O; si es así, podemos dividir ambos lados de la ecuación 3 entre M 
para obtener 

(x - h )2 . (y - k )2 _ 1 
a2 + b 2 -, (5) 

en la cual a2 = M/A, b2 = M/C, a = -JM/A > O Y b = -JM/C > O. 
La ecuación 5 es la forma estándar de la ecuación de una elipse. Podemos 

simplificar más la ecuación 5 al introducir las coordenadas trasladadas u, v definidas 
por 

u = x - h, v = y - k . (6) 

Como demostramos en la sección 5.2, los ejes u y v son paralelos a los ejes x y y, 
respectivamente, y el origen del sistema coordenado uves el punto cuyas coordenadas 
son x = h, Y = k enel sistema xy. En términos de u y v, la ecuación 5 se transforma en 

(7) 

En el caso especial en el que b = a, las ecuaciones 5 y 7 se reducen a 
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(x - h)2 + (y - k)2 = a2 o 

que corresponden a un círculo con centro en el punto (x = h, Y = k) Y cuyo radio es a. 
Se puede hacer un buen dibujo de la gráfica de la ecuación 7 tomando en cuenta 

los siguientes hechos. Primero, observemos que cada término del lado izquierdo de la 
ecuación 7 es no negativo; por tanto, ninguno de ellos puede tener un valor superior a 
uno. En consecuencia, todos los puntos de la gráfica de la ecuación 7 satisfacen a 
lul :::; a, y Iv l :::; b. En otras palabras, la gráfica de la ecuación 7 queda enteramente 
dentro del rectángulo auxiliar R acotado por las rectas u = ::!:: a y v = ::!:: b. Cuando 
v = O, tenemos que u = ::!:: a, y por tanto hay intersecciones con el eje u en ( - a, O) y 
(a, O). Igualmente, hay intersecciones con el eje v en ( - b, O) Y en (b, O). 

La gráfica dela ecuación 7 es simétrica con respecto a los ejes u y v; por tanto, es 
suficiente considerar con detalle sólo la parte de la gráfica que queda en el primer 
cuadrante del plano uv. Derivando implícitamente la ecuación 7 con respecto a u, 
vemos que 

o sea 

2u 2vv ' 
a2 + ---¡;:z 

v' = 

0, (8) 

(9) 

en la cual v' = dvldu. Según la ecuación 9, vemos que en el primer cuadrante v' < O, 
de manera que v decrece cuando u crece. También, de acuerdo con la ecuación 9, la 
tangente a la gráfica es horizontal cuando u = O Y es vertical cuando v = O. Así, la 
gráfica de la ecuación 7 es tangente al lado del rectángulo R gue pasa por cada 
intersección con los ejes coordenados. 

Una segunda derivación con respecto a u produce 

(10) 

En el primer cuadrante, u > 0, v > O Y v' < O; por tanto, v" es < O allí, y esa parte de 
la gráfica es cóncava hacia abajo. Con toda esta información, no es difícil dibujar la 
gráfica de la ecuación 5 o de la ecuación 7. Las figuras 5.3.la y 5.3.lb muestran los 
casos en los que a2 > b2 Y a2 < b2

, respectivamente. 
Si a2 > b2, la gráfica ovalada de la elipse está aiargada a lo largo del eje u, como 

se ve en la figura 5.3 .la, mientras que si a2 < b2
, la gráfica está alargada a lo largo del 

eje v, como se muestra en la figura 5.3.lb. El eje a lo largo del cual la figura se alarga 
se llama eje mayor, y el otro se llama eje menor. Así, si a2 > b2

, el eje mayor está en 
el eje u y el eje menor en el eje v. Los números a y b son las longitudes de los semiejes 
mayor y menor, respectivamente, en este caso. Se invierte la situación si a2 < b2

• El 
origen del sistema coordenado se llama centro de la elipse, y a las intersecciones con 
lbs ejes coordenados del eje mayor se les llama vértices. A causa de su simetría con 
respecto al centro, a las elipses y a las hipérbolas se les conoce como cónicas centrales. 
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u=-a u=a 

I I I 
I I I 
I I I 
I Ik::.& + ~-ll 

--I--- - .--.... --1r-.' -.;;:: ", - I I "'- ------I - u=b 

I I 
I I 
I I u 

-- -f> 
I x 

I 
~~--~----1-u=-b 

I I 
I I 
I I 
I , 

(a) 

u:a 
I 

I 
I 
I 
I 

I t 
-- - - --~- - u=-b 

I I 
I ! 

(b) 

Figura 5.3.1 Ca) Elipse, a2 > b2. Cb) Elipse, a2 < b2. 

Quizá el mejor método para hacer un dibujo de la gráfica de la elipse dada por la 
ecuación 5 es el siguiente: 

1. Trazar los ejes x y y . 
2. Determinar h y k. 
3. Trazar los ejes u y v. 
4. Trazar el rectángulo auxiliar cuyos lados son u = ± a, v = ± b. 
5. Inscribir la elipse en el rectángulo auxiliar, como se ve en la figura 5.3.1. 

Una vez terminado el dibujo, se pueden borrar el rectángulo auxiliar y los ejes u 
y v, si se desea, dejando el dibujo relacionado sólo con los ejes xy. 

EJEMPLO 1 

Dibujar la gráfica de 

9X2 + 4y2 - 36x + 8y = - 4. (11) 

Determinar el eje mayor, el eje menor, el centro y los vértices. 
Completamos el cuadrado en x y y y obtenemos 

9(x2 - 4x + 4) + 4(y2 + 2y + 1) = -4 + 36 + 4 

o sea 

9(x - 2)2 + 4(y + 1)2 = 36, 
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y finalmente llegamos a 

(x - 2)2 (y + 1)2 
4 + 9 1. (12) 

Definimos a las coordenadas trasladadas u, v mediante 

u = x - 2, v = y + 1, 

y en términos de ellas la ecuación 12 se transforma en 

(13) 

Los ejes u y v se muestran en la figura 5.3.2. La gráfica de la ecuación 13 queda dentro 
del rectángulo definido por las rectas u = ±2, v = ±3, y sus coordenadas al origen 

u=-2 u=2 

Figura 5.3.2 

son (±2, O) y (O, ±3) en el sistema coordenado uv. Una vez ubicados esos puntos se 
puede trazar el rectángulo para inscribir en él a la elipse sin dificultad. 

En el sistema coordenado xy los ejes mayor y menor son las rectas x = 2 Y Y = 
-1 , respectivamente. El centro está en (2, -1) y los vértices en (2, 2) y (2, -4) .• 

Construcción geométrica de la elipse 

Se puede definir a una elipse mediante una forma equivalente como el lugar geométrico 
de los puntos para los que la suma de sus distancias a dos puntos fijos es constante. 
Para deducir la ecuación que satisface este lugar geométrico es conveniente escoger el 
sistema de coordenadas que se ve en la figura 5.3.3. Entonces, los dos puntos fijos son 
(e, O) y (-e, O), donde e > O. 
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Figura 5.3.3 
La construcción geométrica de una 
elipse: IPF¡j + IPF21 = 2a > 2e, 

y 

(-a,O) (a,O) x 

Sea la distancia fija 2a, donde 2a > 2e, Entonces IPF¡I + IPF21 = 2a, o sea 

Y(x + e)2 + y2 + Y(x - e)2 + y2 = 2a, 

Transponemos el segundo radical al lado derecho del signo igual y elevamos al 
cuadrado la ecuación resultante para obtener 

con algo de manipulación algebraica se reduce lo anterior a 

ex - a2 = - aY(x - e)2 + y2, 

Elevamos al cuadrado de nuevo y encontramos que 

Por último, definimos a b2 = a2 
- e2 y entonces se deduce que 

o sea 

(14) 

Por otro lado, si seleccionamos las coordenadas de tal modo que los puntos fijos 
sean (O, e) y (O, - e), y que la distancia fija sea 2b > 2e > O, una deducción semejante 
conduce de nuevo a la ecuación 14 donde a2 = b2 

- e2
, En cualquier caso los dos puntos 

fijos se llaman focos de la elipse; siempre quedan en el eje mayor, y la distancia e del 
centro de la elipse a los focos se llama longitud focal. En general, e está dado por 

(15) 

Nótese que los focos siempre están más cerca del centro que los vértices. Para la 
elipse del ejemplo 1, la longitud focal es e = -15, y los focos son los puntos 
(2, -1 :±: -15), 
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Las elipses tienen varias aplicaciones interesantes. Por ejemplo, a veces los arcos 
de los puentes son elípticos. Sin embargo, posiblemente la presencia mejor conocida 
de las elipses en la naturaleza es la del mismo sistema solar. Cada planeta se desplaza 
alrededor del sol en una órbita elíptica en la cual el sol está en uno de los focos. Las 
órbitas difieren considerablemente entre sí en la forma, varían de órbitas casi circulares 
hasta órbitas bastante alargadas. En el caso de la Tierra, su órbita es casi circular; las 
longitudes de los semiejes mayor y menor son, respectivamente, 93.004 y 92.991 
millones de kilómetros. Con esas cifras, la ecuación de la órbita terrestre se puede 
escribir de la siguiente forma: 

_ -,X-,--2 __ + y2 = 1 
22392.13 21497.42 

(16) 

en la cual x y y se dan en millones de kilómetros. 

EJEMPLO 2 

Hallar la ecuación de la elipse cuyos focos están en (- 3, 3) y (1, 3), y que pasa por 
( - 1,5). 

El centro de la elipse es el punto medio entre los dos focos, o sea, está en ( - 1,3). 
Entonces, la elipse tiene su ecuación de la forma 

(17) 

Para determinar las constantes a y b, necesitamos dos condiciones. Una proviene del 
hecho de que la longitud focal de la elipse dada es la mitad de la distancia entre los dos 
focos, y por tanto e = 2. En consecuencia, 

(18) 

Nótese que hemos escrito la ecuación 18 de tal manera que a> b; el eje mayor contiene 
a los focos y por tanto, en este caso es paralelo al eje x . La segunda condición se obtiene 
sustituyendo x = -1 y Y = 5 en la ecuación 17 con el resultado siguiente: 

4 
0+b2 = 1. 

En ella, b2 = 4 y, de acuerdo con la ecuación 18, a2 = 8. Por consiguiente, la ecuación 
de la elipse es 

(x + 1)2 (y - 3)2 
8 + 4 1. (19) 

La elipse se muestra en la figura 5.3.4 .• 
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y 

6 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 8, determinar la posición del centro 
y los focos, así como las longitudes de los semiejes mayor 
y menor de la elipse dada. A continuación hacer un dibujo 
de la gráfica. 

X2 y2 
1. 16 + 25 = 1 

(x - 1)2 (y + 2)2 _ 1 
3. 4 + 9 -

4. X2 + 2y2 - 2x + 4y = 6 

s. 2x2 + 2y2 + 4x - 12y = 5 

6. 4X2 + 3y2 + 8x + 18y = - 6 

7. X2 + 4y2 - 4x + 16y = -4 

8. 4X2 + 64x + 9y2 - 18y = 23 

X2 y2 
2. 16 + 9" = 1 

En los problemas 9 a 14, deducir la ecuación de la elipse 
que tiene las propiedades dadas. 

9. Focos en (-1,2) y (3, 2); un vértice está en (5, 2). 

10. Vértices en (-1, -2) Y ( -1 , 6); longitud focal ...n. 
11. Centro en (1, 2); un foco en (1, 5); un vértice en 

(1, -3). 

12. Focos en (2, 3) y (2, -2); tangente a la recta y = 5. 

13. El semieje menor tiene 3 unidades de longitud; un 
foco está en (-2,3); un vértice está en (-3,3). 

14. Vértices en (1, -3) y (1 , 7); la longitud focal es 3. 

x 

Figura 5.3.4 

15. Hallar la ecuación que satisfacen los puntos P(x, y) 
tales que la suma de sus distancias a (- 2, O) Y (2, O) 
sea 10. 

16. Deducir la ecuación que satisfacen los puntos P(x, y) 
tales que la suma de sus distancias a (- 2, - 2) Y 
(-2,4) sea 12. 

17. Deducir la ecuación que satisfacen los puntos P(x, y) 

tales que la suma de sus distancias a (-1,2) Y (3, -1) 
sea 8. 

18. Hallar la ecuación que satisfacen los puntos P(x, y) 

tales que la suma de sus distan.cias a ( - 2, -}) Y (2, 1) 
sea 6. 

19. Se define la excentricidad e de una elipse como la 
razón de su longitud focal a la longitud del semieje 
mayor. Para la elipse 

(x - h)2 (y - k)2 = 1 
a 2 + b2 

(i) 

cuando a > b tenemos que 

e 
e =-=---- (ii) 

a a 

Igualmente, para la elipse (i) cuando b > a, 

e ~ 
e = b = b (iii) 
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(a) Demostrar que, en ambos casos, 

O<e<l. 

(b) Demostrar que cuando e -70, la elipse tiende a ser 
un círculo. ¿Qué sucede con los dos focos? 

(c) Determinar la forma límite de la elipse cuando 
e-7l. 

En los problemas 20 a 23, calcular la excentricidad de la 
elipse dada. 

X2 y2 
20. 16 + "9 = 1 (ver problema 2) 

X2 y2 
21. - + - = 1 (ver problema 1) 

16 25 
22. X2 + 2y2 - 2x + 4y = 6 (ver problema 4) 

23. X2 + 4y2 - 4x + 16y = - 4 (ver problema 7) 

En los problemas 24 a 27, deducir la ecuación de la elipse 
que tenga las propiedades solicitadas. 

24. Centro en (2, 1); un foco en (-1, 1); excentricidad 
3/5. 

5.4 HIPÉRBOLAS 

Continuaremos estudiando la ecuación 

5.4 HIPÉRBOLAS 275 

25. Focos en (-1, 2) Y (3, 2); excentricidad 2/3. 

26. Un vértice en (1,4); un foco en (-3,2); excentricidad 
2/-{5; ejes paralelos a los ejes coordenados. 

27. Centro en (- 1, -3); un vértice en (3, -3);excentri­
cidad 1/2. 

28. Acerca de la ecuación 16 del texto, determinar la 
excentricidad de la órbita de la Tierra. 

29. Propiedades de reflexión de la elipse. Demostrar 
que un rayo que emana de uno de los focos de una 
elipse se refleja en ella y pasa por el otro foco. 

Sugerencia : escoger un sistema de coordenadas 
tal que los focos F¡ y F2 queden en (± e, O) . Escoger 
un punto P(xo, Yo) arbitrario en la elipse, y determinar 
la pendiente de la recta normal N en ese punto. De­
mostrar que el ángulo entre N y PF¡ es igual al ángulo 
entre N y PF2• 

30. Una varilla de longitud 1 se divide mediante un punto 
P en dos partes cuyas longitudes son rl y (1 - r)l, 
respectivamente, donde O < r < l. Si la varilla se 
mueve de tal modo que uno de sus extremos queda en 
el eje x y el otro queda en el eje y, deducir una 
ecuación de la trayectoria que sigue el punto P. 

Ax2 + Cy2 + Dx + Ey = F, (1) 

pero ahora supondremos que A y C tienen signos opuestos. Procedemos exactamente 
como en la sección 5.3, completando el cuadrado tanto en x como en y y obtenemos 

en la cual de nuevo 

h 

A(x - h)2 + C(y - k)2 = M, 

D 
2A' 

k 
E 

2C' 
M 

(2) 

(3) 

Si M =1= O, podemos entonces dividir a la ecuación 2 entre M. Como A y C tienen signos 
contrarios, los cocientes A/M y C/M también tienen signos contrarios. Sea a2 = 1M/Al 
y b2 = IM/CI. Entonces la ecuación 2 adquiere la forma 
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1 (4)

si A YM tienen el mismo signo, y la forma

(x - hf (y - kf+ -'----"-
{1~ he (5)

en caso de que A y M tengan signos opuestos. Nótese que a = "1M/Al> O, Y que
b = "IM/CI > O. '

Las ecuaciones 4 y 5 son las formas estándar de la ecuación de una hipérbola.
Veremos primero la gráfica de la ecuación 4. Para simplificar más esta ecuación de
nuevo introduciremos un sistema trasladado de coordenadas que se define mediante

u = x - h, v = y - k; (6)

Y entonces la ecuación 4 se vuelve

u2 v2
- 1. (7)
a2 b2

Como u2/a2 2: 1, se infiere que no hay parte de la gráfica que quede en la región en la
que lul < a. Además, hay intersecciones con el eje u en (-a, O) y en (a, O), pero no hay
intersecciones con el eje v. También, de acuerdo con la ecuación 7, es consecuencia
inmediata que la gráfica es simétrica con respecto a los ejes u y v, y por tanto es
suficiente tener en cuenta sólo la porción de dicha gráfica que queda en el primer
cuadrante del plano uV.

Derivando implícitamente a la ecuación 7 con respecto a u, obtenemos

2u 2vv'
O--

a2 b2

o bien

v'
b2 u

(8)
a2 v

Así, en el primer cuadrante, v' > OYpor consiguiente v crece cuando lo hace u. Como
v' -700 cuando v -70+, se sigue que la gráfica tiene una tangente vertical en la
intersección con el eje u en (a, O).

Derivando por segunda vez con respecto a u, tenemos que

Sustituimos a v' de la ecuación 8 y también, empleando la ecuación 7, se obtiene

Por tanto
abajo en

Para
grandes,

en la cut
mucho r
primer (
demostr
cuando
dos pUl

coorder
cuando

es la d
U--100

anteric
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v" (9) 

Por tanto, en el primer cuadrante v" < O Y la gráfica de la ecuación 8 es cóncava hacia 
abajo en esa zona. 

Para determinar la forma de la gráfica en el primer cuadrante cuando u y v son 
grandes, despejamos a v de la ecuación 7, Y queda 

~
2 

v = b -- 1 
2 ' a 

(10) 

en la cual se considera la raíz cuadrada positiva. Si u es muy grande, entonces u21a2 es 
mucho mayor que 1 y por tanto v ::;::;, bula . En realidad, demostraremos ahora que en el 
primer cuadrante la gráfica es asintótica a la recta v = bula cuando u --7 00, esto es, 
demostraremos que la distancia d entre la hipérbola y la recta v = bula tiende a cero 
cuando u --7 oo . La distancia en realidad no es mayor que la distancia vertical r entre 
dos puntos, uno en la hipérbola y otro en la recta v = bula, que tienen la misma 
coordenada u (véase figura 5.4.1). Por consiguiente, es suficiente demostrar que r --7 O 
cuando u --700. Esta distancia r está dada por 

b ~2 r =- u - b -- 1· 
a a2 ' 

es la diferencia entre dos cantidades, cada una de las cuales se háce infinita cuando 
u --7 oo. Para examinar esa diferencia con más cuidado, racionalizaremos la expresión 
anterior. Así, 

r = 

Figura 5.4.1 

[~U + bFtJ 
[~U + bFtJ 

u 

http://carlos2524.jimdo.com/



278 ALGUNOS TEMAS GEOMÉTRICOS 

b u + b ~U2 - 1 
a a2 

(11) 

Cuando u -7 00 , queda claro, de acuerdo con la ecuación 11, que r -7 O; por tanto , la 
recta v = bu la es en realidad una asíntota de la hipérbola. 

Como en el caso de la elipse, el rectángulo auxiliar acotado por u = ±a, v = ±b 
ayuda mucho a dibujar la hipérbola definida por la ecuación 7 . La hipérbola queda fuera 
de este rectángulo, pero es tangente a él en las intersecciones con los ejes. Además, las 
asíntotas de la hipérbola son las extensiones de las diagonales del rectángulo. Nótese 
que las asíntotas separan al plano uv en cuatro sectores, y que la hipérbola queda 
completamente dentro de dos de ellos. El hallar las intersecciones con los ejes u y v es 
una forma conveniente para determinar en qué sectores se ubica la hipérbola. 

La gráfica de la ecuación 4 o de la ecuación 7 se dibuja con facilidad basándose 
en la información que se obtuvo antes , mediante el siguiente procedimiento: 

l. Trazar los ejes x y y. 
2. Determinar h y k. 
3. Trazar los ejes u y v. 
4. Trazar el rectángulo auxiliar cuyos lados son u = ±a, v = ±b. 
5. Trazar las diagonales del rectángulo auxiliar y prolongarlas más allá del rectán­

gulo. 
6. Localizar las intersecciones con los ejes en u = ±a y v = O. 
7. Hacer un dibujo de la hipérbola que pase por las coordenadas al origen y que sea 

asintótica a las prolongaciones de las diagonales del rectángulo, haciendo uso de 
la simetría de la gráfica con respecto a los ejes u y v. 

En la figura 5.4 .2a se muestra el dibujo de la gráfica de la ecuación 4. Como en el 
caso de la elipse, una vez terminado el dibujo se pueden borrar los ejes u y v, si se 
desea. 

I 

: _ (,-,'1' + ~=1 
• b 

(b) 

Figura 5.4.2 
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La gráfica de la ecuación 5 es muy semejante. La única diferencia es que en el paso 
6 las intersecciones con los ejes están ubicadas en u = O Y v = ±b. Por tanto, las dos 
ramas de la hipérbola se abren verticalmente, y no horizontalmente. La gráfica de la 
ecuación 5 se muestra en la figura 5.4.2b. 

El punto de intersección de los dos ejes de simetría se llama centro de la hipérbola, 
y las intersecciones con uno de los ejes se llaman vértices. La recta que pasa por los 
vértices se llama eje transversal, y a la distancia entre los vértices se le llama diámetro 
transversal. La recta que pasa por el centro y que es perpendicular al eje transversal 
se llama eje conjugado. 

Se tiene un caso especial degenerado si, en la ecuación 2, A Y e son de signos 
opuestos y M = O. En este caso, se puede escribir la ecuación 2 en la forma siguiente: 

A(x - h)2 = -C(y - k)2 

o bien, como A y e tienen signos opuestos y por tanto - (A /C) > O, 

y ~ k = ± ~ - (~) (x - h). (12) 

Así, la gráfica consta de dos rectas que se intersecan cuya pendiente es ±.J- (Ale) y 
que pasan por el punto (x = h, Y = k). 

EJEMPLO 1 

Hacer un esquema de la gráfica de 

- X2 + 4y2 - 4x - 8y = 16. (13) 

Si se completa el cuadrado en x y en y, se obtiene 

- (X2 + .4x + 4) + 4 (y2 - 2y + 1) = 16 - 4 + 4 

o sea 

-(x + 2)2 + 4(y - 1)2 16 

y finalmente 

(x + 2)2 (y 1)2 
- 16 + 4 1. (14) 

Por consiguiente, h = - 2, k = 1, Y el sistema trasladado de coordenadas se define 
mediante 

u = x + 2, v = y-1. (15) 
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Los ejes u y v se indican mediante líneas punteadas en la figura 5.4.3. En términos de 
esas coordenadas, la ecuación 14 se vuelve 

1. (16) 

Figura 5.4.3 

El rectángulo auxiliar está definido por las rectas u = ± 4, v = ± 2, y las asíntotas 
por v = ± ul2. Por último, los vértices están en el eje v en los puntos (O, - 2) Y (O, 2). 
Empleando esta información, así como las propiedades de simetría, podemos dibujar 
l)l gráfica, como se ve en la figura 5.4.3 .• 

Construcción geométrica de la hipérbola 

Se puede dar la definición geométrica de la hipérbola como el conjunto de los puntos 
P(x, y)para los cuales la diferencia de las distancias a dos puntos fijos es constante. 
Para obtener una ecuación que satisfagan estos puntos es conveniente seleccionar un 
sistema de coordenadas de modo que los dos puntos fijos sean ( - e, O) y (e, O), donde 
e > O, como se ve en la figura 5.4.4. Si la distancia fija es 2a, donde a < e, entonces, 
mediante una deducción casi exactamente igual a la de la sección 5.3 se llega a la 
ecuación 

1, (17) 

Figura 5.4.4 
La construcción geométrica de una hipérbola: 
IPF!I - IPF21 = 2a < 2e, o bien 
IPF21 - IPF!I = 2a < 2e. 
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en la cual b2 = e2 
- a2

• Por otro lado, si los puntos fijos están en (O, -e) y (0, e), y si 
la distancia fija es 2b < 2e, se obtiene entonces 

(18) 

en la cual a2 = e2 
- b2

. En todos los casos, a los dos puntos fijos se les llama focos y 
están ubicados siempre en el eje transversal, a iguales distancias del centro. A la 
distancia e que hay del centro a cualquiera de los focos se le llama longitud focal, y 
siempre está dada por 

(19) 

Nótese que para una hipérbola, los focos siempre quedan más alejados del centro que 
los vértices. Para la hipérbola del ejemplo 1, la longitud focal es e = fiO = 2-{5. Los 
focos son los puntos ( - 2, 1 + 2-{5) Y ( - 2, 1- 2-{5) . 

EJEMPLO 2 

Hallar una ecuación de la hipérbola cuyos vértices están en (3, 1) Y ( - 5,1), tina de 
cuyas asíntotas tiene la pendiente - 3/4. 

El centro de la hipérbola es el punto medio entre los vértices, que en este caso es 
( - 1, 1). Además, el eje transversal es la recta y = 1, el diámetro transversal es 8, y por 
consiguiente a = 4. Por último, como las asíntotas tienen pendientes ± b/a en general, 
se infiere que en este caso b = 3. Por tanto, la ecuación de esta hipérbola es 

(x + 1)2 
16 

(y 

Su gráfica se muestra en la figura 5.4.5 .• 

Figura 5.4.5 

9 

1)2 
= 1. (20) 
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Secciones cónicas

Además de ser gráficas de ecuaciones cuadráticas con dos variables, y como resultado
de ciertas construcciones geométricas, las parábolas, elipses e hipérbolas también se
presentan al menos de otra manera importante en las matemáticas. Al igual que los
CÍrculos y líneas rectas en algunos casos especiales, son las curvas de intersección de
un cono con un plano, esto es, son secciones de un cono, o secciones cónicas (véase
figura 5.4.6). Los matemáticos griegos llevaron a cabo investigaciones extensas y
complicadas con estas curvas, y descubrieron la mayor parte de sus propiedades, que
hoy en día resultan ser muy conocidas. Mencionaremos en especial a Apolonio de
Perga, quien escribió un extenso tratado sobre ellas. Estos antiguos sabios trabajaban
desde un punto de vista puramente geométrico, ya que no conocieron los beneficios
del álgebra de coordenadas, que se desarrolló muchos siglos después. Ello hace que el
avance de sus investigaciones sea muy asombroso para el estudiante en la actualidad.
El demostrar la equivalencia de las curvas definidas en forma geométrica como
secciones de un cono y como las que se obtienen como gráficas de ecuaciones
cuadráticas se necesita llevar a cabo un análisis un tanto difícil, que no presentaremos
aquí.

(a) (b) (e)

lf
(d)

Figura 5.4.6
Intersecciones de un cono con un plano. (a) Círculo. (b) Elipse. (e) Parábola. (d) Hipérbola.
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PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 8, localizar el centro y los vértices, 
determinar las pendientes de las asíntotas de la hipérbola 
dada. A continuaci6n hacer un dibujo de la gráfica. 

3. (x - 2)2 
9 

(y + 2)2 

16 
1 

4. - (x + 1)2 + 4(y - 2)2 = 4 

5. - 4X2 + y2 + 8x + 6y = 11 

6. X2 - 4y2 - 4x + 16y = 28 

7. 4X2 - 3y2 - 8x + 18y = 59 

8. 3X2 + 12x - y2 + 6y = -39 

X2 y2 
2. -- + - = 1 

16 25 

En los problemas 9 a 14 deducir la ecuaci6n de la hipérbola 
que tiene las propiedades descritas. 

9. Un vértice en (2, O); focos en (3, O) Y (- 3, O). 

10. Centro en (2, - 1); una asíntota es 2(y + 1) 
3(x - 2); un vértice en (2, - 4). 

11. Focos en (-1,3) Y (- 1, - 5); una asíntota es x - 2y 
= 1. 

12. Un vértice en (2, 3); un foco en (2, - 1); el diámetro 
transversal tiene 6 unidades de longitud. 

13. Las asíntotas son 3x - 4y = - 11 Y 3x + 4y = 5; un 
foco en (4, 2). 

14. Centro en ( - 2, 1); longitud focal 3; un vértice en 
(O, 1). 

15. Deducir una ecuaci6n que satisfagan los puntos 
P(x, y) tales que la diferencia de sus distancias a 
(O, - 2) Y (O, 2) sea 2. 

16. Hallar una ecuaci6n que satisfagan los puntos P(x, y) 

tales que la diferencia de sus distancias a (-3,3) Y 
(3, 3) sea 4. 

17. Deducir una ecuaci6n que satisfagan los puntos 
P(x, y) tales que la diferencia de sus distancias a 
(-1,2) Y (3, - 1) sea 3. 

18. Hallar una ecuaci6n que satisfagan los puntos P(x, y) 
tales que la diferencia de sus distancias a ( - 2, 1) Y 
(2, - 1) sea 4. 

19. La excentricidad e de una hipérbola se define como 

PROBLEMAS 283 

la raz6n de la longitud focal a la mitad del diámetro 
transversal. Para la hipérbola 

1 (i) 

la excentricidad está dada por 

e Va2 + b2 
e =- = (ii) 

a a 

mientras que para la hipérbola 

(x - h)2 (y k)2 
1 - + 

b2 a2 (iii) 

tenemos que 

e Va2 + b2 
e .=-= 

b b 
(iv) 

(a) Demostrar que e > 1 en cualquier caso. 

(b) Determinar la forma límite de la hipérbola cuando 
e ~ 1 Y cuando e ~oo. 

Sugerencia: considerar a e fijo . 

En los problemas 20 a 23, calcular la excentricidad de la 
hipérbola dada. 

20. - (x + 1)2 + 4(y - 2)2 = 4 (Problema 4) 

X2 y2 
21. - - - = 1 

16 25 
(Problema 1) 

22. X2 - 4y2 - 4x + 16y = 28 (Problema 6) 

23. 4X2 - 3y2 - 8x + 18y = 59 (Problema 7) 

En los problemas 24 a 27, deducir la ecuaci6n de la 
hipérbola que tenga las propiedades que se describen. 

24. Vértices en (1, - 2) Y (1., 4); excentricidad 2. 

25. Focos en (-1,2) Y (3, 2); excentricidad 3/2. 

26. Centro en (-2, 3); un foco en (4, 3); excentricidad 
6/5. 

27. Una asíntota es y + 1 = 2(x - 3) ; un foco está en 
(6, - 1); excentricidad .,¡s. 

28. Calcular la excentricidad de una hipérbola cuyas asín­
totas son 2(y - 2) = :±:3(x + 1). 
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*29. En el problema 28 de la sección 5.2 se demostró que 
siempre es posible transformar la ecuación B2 - 4AC = 132 - 4a-y 

AX2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey = F (i) para todos los valores del ángulo e de rotación. Si 
se selecciona a e de tal manera que 13 = O, entonces 
B2 - 4AC = - 4a -y. en una de la forma 

exu 2 + J3uv + -yv2 + Bu + ev = K (ii) (b) Demostrar que la ecuación (ii) con 13 = O repre­
senta una elipse, una parábola o una hipérbola, 
según si a -y es positivo, cero o negativo, respec­
tivamente. 

mediante una rotación de ejes 

x = u cos e - v sen e, 
y = u sen e + v cos e. (iii) 

(a) Emplear los resultados del problema que acaba­
mos de mencionar para demostrar que 

(c) Demostrar que la ecuación (i) representa una elip­
se, una parábola o una hipérbola dependiendo de 
que el valor B2 

- 4AC sea negativo, cero o positi­
vo, respectivamente. 

5.5 ECUACIONES PARAMÉTRICAS 

En las secciones anteriores hemos descrito cómo dibujar una curva en el plano, que es 
la gráfica de una función 

y = f(x), (1) 

o bien que es la gráfica de una ecuación 

<I>(x, y) = o. (2) 

A las ecuaciones 1 y 21as llamaremos ecuaciones cartesianas. La ventaja de la ecuación 
1 es que es relativamente fácil calcular el valor de y que corresponde a un valor dado 
de x. Sin embargo, las curvas que tienen la ecuación de la forma (1) están limitadas a 
ser las que son intersecadas a lo más una vez por una recta paralela al eje y. Las 
ecuaciones de la forma (2) están asociadas con una mayor variedad de curvas, por 
ejemplo, las elipses y las hipérbolas. Sin embargo, tienen la desventaja de que puede 
ser difícil calcular el o los valores de y que corresponden a una x dada, porque ello 
implica despejar a y de la ecuación 2. En resumen, la ecuación explícita 1 es más fácil, 
pero la ecuación implícita 2 es más general. 

En muchos casos podemos obtener tanto simplicidad como generalidad empleando 
una tercera manera de dar una descripción analítica de una curva. A este tipo de 
descripción se le llama representación paramétrica y a las ecuaciones que resultan se 
les llama ecuaciones paramétricas. Presentaremos la idea de una representación 
paramétrica en un contexto físico. 

Consideremos el movimiento de una partícula en el plano xy. La posición instan­
tánea de esa partícula está dada por sus coordenadas x y y. Cuando la partícula se mueve 
en el plano, sus coordenadas cambian con el tiempo. Al describir el movimiento de esa 
partícula es natural expresar sus coordenadas como funciones del tiempo. Así, escribi­
mos 
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x = f(t), y = g(t), para ten 1 (3) 

en donde t denota el tiempo yen donde 1 es algún intervalo en el cual las funciones f 
y g están definidas. En lugar de relacionar entre sí directamente a x y y, las ecuaciones 
3 expresan a x y a y como funciones de una tercera variable, el parámetro t. Para cada 
t, las ecuaciones 3 determinan un punto; el conjunto de esos puntos-es-la trayectoria 
de la partícula en movimiento. Así, se dice que Ias-ecuaciones 3 constituyen un conjunto 
de ecuaciones paramétricas de la trayectoria de la partícula. 

Al emplear las representaciones paramétricas se debe tener cuidado no sólo de dar 
las ecuaciones en la forma (3), sino también enunciar el intervalo 1 en el cual se permite 
que varíe el parámetro; en otras palabras, es esencial indicar el dominio de las funciones 
f y g. Si f y g son continuas en un intervalo 1, se dice entonces que un conjunto de 
ecuaciones paramétricas (3) define un arco, o curva, en el plano xy . La dirección 
positiva del arco es la dirección que corresponde a valores crecientes del parámetro. 

Veamos algunos ejemplos de representaciones paramétricas, principiando con 
algunas curvas familiares. . 

EJEMPLO 1 

Sean 

x = 2t - 1, y = - t + 2. (4) 

Describir la curva en el plano xy que corresponde a este conjunto de ecuaciones 
paramétricas para t en el intervalo ( - 00,00); para t en el intervalo [0, 3] . 

Comencemos graficando algunos puntos de la curva. La tabla 5.1 muestra los 
valores x y y para varios valores de t y los plintos correspondientes se muestran en la 
figura 5.5.la. Parece, de acuerdo con esta figura, que los seis puntos marcados quedan 
en una recta. 

Tabla 5.1 Valores 
dex = 2t - 1, 
y =- t+2. 

x y 

- 2 - 5 4 

- 1 - 3 3 
O - 1 2 

1 1 1 
2 3 O 
3 5 - 1 

y 

(-5,4) 
- 4 (-3, 3) -

(-1,2) - 2 
(1 , 1) - I X 

--~--~--~--~--~·~L-~6~ 

-
-2 

(5, -1) 

(a) 

Figura 5.5.1 
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Para demostrar que 10 anterior es cierto, podemos seguir así: despejar a t de la segunda 
de las ecuaciones 4 y obtenemos t = 2 - y; a continuación sustituimos esta expresión 
en la primera de las ecuaciones 4 en lugar de t. El resultado es la ecuación cartesiana 

x = 2(2 - y) - 1, 

o sea 

x + 2y = 3, (5) 

que es la ecuación de una recta. La recta se muestra en la figura 5.5.lb. Cuando t varía 
de - 00 a 00, la recta es recorrida en la dirección indicada por la flecha. 

A continuación consideremos el intervalo O ::::; t::::; 3. Los puntos que corresponden 
a t = O Y t = 3 son (-1,2) Y (5, - 1), respectivamente. Cuando t está en [0,3] obtenemos 
el segmento de recta que aparece en la figura 5.5.1e, que une a (-1, 2) con (5, -1), 
incluyendo los puntos extremos. -

y 

4 

x 

-2 -2 

(b) (e) 

Figura 5.5.1 

EJEMPLO 2 

Describir la curva que corresponde a las ecuaciones paramétricas 

x = 3 sen t, y = 4 cos t (6) 

para -1T ::::; t ::::; O; también para - 1T ::::; t ::::; 21T. 

Para eliminar el parámetro t, escribimos primero las ecuaciones 6 en la siguiente 
forma: 

x :3 = sen t, ~ = cos t. 
4 

Elevamos al cuadrado y sumamos esas ecuaciones, para obtener 
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, , 
I 

I 
/ 

t = -,,-- (0, -4) 

(a) 
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x 

t=- ,,- - (0, - 4) 

(6) 

Figura 5.5.2 

sen2 t + cos2 t l. (7) 

La ecuación 7 tiene como gráfica a la elipse que se muestra en la figura S.S.2a . Cuando 
t está en el intervalo [ - 1T, O] x siempre es negativa o cero, y y crece de - 4 a 4. Por 
tanto, las ecuaciones 6 corresponden a la mitad izquierda de la elipse, recorrida en 
sentido dextrógiro cuando t crece. 

Por otro lado, cuando t está en [- 1T, 21T], las ecuaciones 6 corresponden a uno y 
medio circuitos de la elipse (7), en sentido dextrógiro, comenzando en (0, - 4) Y 
terminando en (0, 4). Este arco se indica en la figura S.S .2b .• 

EJEMPLO 3 

Se tienen. las ecuaciones paramétricas 

x = 
8T 

Y = 1 + T2 
(8) 

para - 1 ::; T ::; 1. Identificar el arco que describen. 
En este caso puede no ser inmediatamente obvio cómo proceder para eliminar el 

parámetro T de las ecuaciones 8. Sin embargo, si las escribimos en la siguiente forma 

x 

3 
y 
4 

entonces, al elevar al cuadrado y sumar, obtendremos 
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(1 _ T2)2 4T2

+ (1 + T2)2(1 + T2)2

1 - 2T2 + T
4 + 4T2

(1 + T2)2

1 + 2T2 + T
4

lo (9)
(1 + T2)2

Por tanto, los puntos que satisfacen a las ecuaciones 8 quedan en la elipse descrita por
la ecuación 9. Los valores T = -1 YT = 1 corresponden a los puntos (0, -4) Y(0,4),
respectivamente. Como x -s ° para -1 :s T :s 1,se infiere que este intervalo de T

corresponde sólo a la mitad izquierda de la elipse, recorrida en sentido dextrógiro
cuando crece T. Obsérvese que es igual que el primer arco del ejemplo 2; sin embargo,
las ecuaciones 8 son bastante distintas de las ecuaciones 6. Esto demuestra que a la
misma curva se le pueden asignar conjuntos de ecuaciones paramétricas completamen-
te diferentes. -

Cuando nos encontramos con una curva descrita por un conjunto de ecuaciones
paramétricas, un modo de proceder consiste en eliminar el parámetro, obteniendo con
ello una ecuación cartesiana de la forma (2). A continuación se puede dibujar la gráfica
mediante los métodos desarrollados anteriormente en este capítulo. Este método
hubiera sido conveniente, por ejemplo, en cada uno de los ejemplos anteriores. Sin
embargo, en casos más complicados con frecuencia es difícil o imposible eliminar el
parámetro para obtener una ecuación cartesiana correspondiente. Entonces se aconseja
hacer un dibujo de la gráfica a partir de las propias ecuaciones paramétricas. Esto se
puede hacer marcando puntos que correspondan a varios valores de t, y a continuación
unirlos mediante una curva suave en el sentido de crecimiento de t. Como en el caso
de las ecuaciones cartesianas, podrá ayudar también el buscar otra información útil
para trazar un buen dibujo. Es de especial importancia la determinación de la pendiente
de la curva en cada punto.

Supongamos, entonces, que deseamos calcular la pendiente del arco descrito por
las ecuaciones 3

x = f(t), Y = f(t), cuando t está en 1

en un punto (x, y) que corresponde a un valor de t en l. Para un incremento ó.t de t se
tienen los incrementos respectivos ó'x de x y ó.y de y, dados por

ó'x = f(t + ó.t) - f(t), ó.y = g(t + ó.t) - g(t). (10)

Así, (x + ó'x, y + ó.y) es el punto en la curva que está asociado con el valor del
parámetro t + ó.t (véase figura 5.5.3). La razón ó.y/ó.x es la pendiente del segmento de
recta que une a los puntos (x, y) y (x + ó'x, y + ó.y). El límite de ó.y/ó.x cuando ó'x ----7° es la pendiente que se busca. Para calcular este límite procederemos como sigue: si
f y g son derivables con respecto a t, entonces sus incrementos ó.x y ó.y se pueden
expresar cómodamente empleando la teoría de la aproximación lineal descrita en la
sección 3.4. Recurriendo al teorema 3.4.1, tenemos que

en las cual
que tu y I

considere
pendientl
de las fui

Si 1<
pendient
acuerdo

para la'
de x, da
entonce
comog
se pued
esos pu
de nue:

Si
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y 

Recta (x + e.x, y + e.y) 
- t+e.t 

x 

Figura 5.5.3 

~x = f(t)At + ,(t + At, t)At, 

Ay = g'(t)At + ;(t + At, t)At, 

5.5 ECUACIONES PARAMÉTRICAS 289 

(11) 

(12) 

en las cuales r(t + ~t, t) ~O y r(t + tlt, t) ~O cuando tlt ~O. Por último, observemos 
que tlx y tlt tienden a cero al mismo tiempo. Por tanto 

tly 
lím -
~X""O tlx 

, g'(t)tlt + ;(t + tlt, t)tlt 

~~~ f(t)tlt + ,(t + tlt, t)tlt 

, g/(t) + ;(t + tlt, t) 

~~~ f(t) + ,(t + tlt, t) 

g/(t) 

f(t)' 
(13) 

considerando únicamente que f' (l) =1= O. La ecuación 13 es la que deseábamos para la 
pendiente de la curva que representan las ecuaciones 3; involucra sólo a las derivadas 
de las funciones f y g que aparecen en la representación paramétrica (3). 

Si las ecuaciones x =, f(t), y = g(t) definen una función y = F(x), entonces la 
pendiente de la gráfica de F está dada por F' (x) = dy/dx. Llegamos a la conclusión, de 
acuerdo con la ecuación 13, de que 

g/(t) 
F'(x) = f(t)' (14) 

para la cual se entiende que el lado izquierdo de la ecuación 14 se evalúa en el valor 
de x, dado por x = fU). Si para algún valor de t ocurre que f' (t) = O, pero g/ (t) =1= O, 
entonces la pendiente de la curva es infinita y su tangente es vertical. Si tanto f' (t) 
como g/ (t) son cero en el mismo punto, entonces la ecuación 14 no tiene sentido y no 
se puede emplear para determinar la pendiente aHí. El comportamiento de la curva en 
esos puntos se debe determinar de alguna otra manera. Para eliminar puntos como esos 
de nuestra atención, a veces se pide que f' 2U) + g/2U) > O. 

Si se escribe la ecuación 14 en la notación de Leibniz, se obtiene 
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dy 

dx 

dyldt 
dxldt" 

(15) 

Así, la razón de cambio de y con respecto a x es la razón de cambio de y con respecto 
a t dividida entre la correspondiente de x con respecto a t. La analogía entre la ecuación 
15 y la aritmética de las fracciones es una de las bellezas de la notación de Leibniz. 
Las derivadas de orden superior se pueden calcular al derivar la ecuación 15 con 
respecto a x. Por ejemplo, al partir de la ecuación 15, y al sustituir a y por dyldx, 
obtenemos 

d2y = ~ (dY) = d(dyldx)ldt 
dX2 dx dx dxl dt 

(dI dt)[g' (t)1 f (t)] 
(dldt)[f(t)] 

f(t)g"(t) - g'(t)f"(t) 

[f(t))3 
(16) 

Se dice que el arco definido por las ecuaciones 3 es suave, en cualquier intervalo 
en el cual tiene una tangente que varía continuamente. Para asegurarse de que esto es 
así, es suficiente pedir que f' y g' sean funciones continuas y que f'2(t) + g'2(t) > O 
en el intervalo. Si no se satisface la última condición, entonces el arco puede ser o no 
ser suave. Desde luego que una vez que se haya calculado dy/dx y posiblemente ~yldx2 , 
se pueden sacar conclusiones acer<:a de si y es creciente o decreciente, y si la curva es 
cóncava hacia arriba o hacia abajo, consultando la sección 5.1. 

A continuación veremos algunos ejemplos más de ecuaciones paramétricas. 

EJEMPLO 4 

Para el arco descrito por las ecuaciones 6, en el ejemplo 2, 

x = 3 sen t, y = 4 cos t, 

calcular la pendiente en el punto en el que t = - 'IT/3 . 
Esto se puede hacer, naturalmente, eliminando el parámetro, como en el ejemplo 

2, para derivar a continuación la ecuación 7 resultante. Sin embargo, deseamos 
ejemplificar el procedimiento que se basa en las propias ecuaciones paramétricas. De 
acuerdo con la ecuación 15 tenemos que 

dy _ dyldt 
dx - dxldt 

Cuando t = - 'IT/3 , obtenemos 

- 4 sen t 

3 cos t 

- 4( - Y3/2) 

3(112) 
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que es la pendiente que buscábamos. El lector puede comprobar que este resultado 
también se obtiene a partir de la ecuación 7. -

EJEMPLO 5 

Calcular la pendiente de la curva definida por 

x = 3(cos t + t sent), y 3(sen t - t cos t) (17) 

en el punto en que t = 'IT/6. 
Partiremos directamente de las ecuaciones paramétricas dadas y, derivando, obte­

nemos 

dx 
dt 

3( - sen t + sen t + t cos t) 

dy = 3(cost - cost + tsent) 
dt 

Por tanto, de acuerdo con la ecuación 15, 

Cuando t = 'IT/6, obtenemos 

dy 

dx 

3 sen t 

3t cos t 
tan t. 

'IT 1 
tan - =-

6 v'3' 

que es la pendiente de la tangente en el punto dado. -

EJEMPLO 6 

(Cicloide) 

3t cos t, 

3t sen t. 

Supongamos que un círculo de radio a está ubicado con su centro en (0, a), y que por 
tanto es tangente al eje x en el origen. Hagamos que el círculo ruede sin resbalar en la 
dirección positiva del eje x. Deducir las ecuaciones paramétricas de la trayectoria que 
sigue el punto P en el círculo, que al principio estaba en el origen (véase figura 5.5.4). 

A la curva en cuestión se le llama cicloide, y sus ecuaciones paramétricas se 
pueden deducir como sigue. Sean x y y las coordenadas del punto P, y sea S el ángulo 
entre la recta vertical AC y el radio AP. Como el círculo rueda sin resbalar, tenemos 
que 

oc = arco PC = aS. 
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Entonces 

y 

Así, las ecuaciones 

Figura 5.5.4 
Construcción geométrica 
de una cicloide. 

x - OC - PB a6 - a sen e 

y CA - BA a - a cos e. 

x = a(e - sen e), y = a(1 - cos e); 

x 

(18) 

son un conjunto de ecuaciones paramétricas de la cicloide con el ángulo central e como 
parámetro. 

Aunque es posible eliminar a e de las ecuaciones 18, obteniendo con ello una 
ecuación sólo en x y y, la ecuación cartesiana que se obtiene es bastante más complicada 
y se usa raras veces. La cicloide es un ejemplo de una curva que se estudia con mayor 
facilidad a través de su representación paramétrica. 

Vamos a describir ahora la gráfica de la cicloide. Nótese primero que un aumento 
de e en 271' no ocasiona cambio en sen e y cos e debido a su carácter periódico. Así, un 
aumento de e en 271' no ocasiona cambio en y, pero sí un cambio 271'a en x . En otras 
palabras, y, como función de x es periódica y su periodo es de 271'a. Por tanto, es 
suficiente hacer el dibujo de la gráfica en el intervalo de x cuya longitud es 271'a, 
digamos, desde x = O hasta x = 271'a. Nos restringiremos a ese intervalo; esto es, 
restringiremos a e al intervalo O ::; e ::; 271'. 

A continuación, obsetvemos que se infiere de inmediato, a partir de la segunda de 
las ecuaciones 18, que y 2: O siempre. Además, dentro del intervalo O ::; e ::; 271', 
tenemos que y = O cuando e = O y cuando e = 271'; así, y = O para x = O Y para 
x = 271'a . 

Determinaremos la pendiente dy/dx derivando las ecuaciones 18. Así, 

dy 
dx 

dy/de 
dx/de 

a sen 6 

a(l - cos e) 
sin e 

1 - cos e (19) 

La ecuación 19 da a dy/dx, excepto cuando e = O y e = 271', Y en esos puntos tanto el 
numerador como el denominador son cero. Sin tomar en cuenta esos puntos particula-
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res, por el momento, vemos de la ecuación 19 que dy/dx tiene el mismo signo que sen 
6. Así, dy/dx > O para 0< 6 < 1T, Y dy/dx < O para 1T < 6 < 21T. Por tanto, la gráfica 
tiene un punto máximo cuando 6 = 1T, esto es, en el punto x = 1Ta, y = 2a. 

Derivando la ecuación 19 obtenemos 

d 2y d(dy/dx)/d6 

dX2 dx/d6 

(1 - cos 6)cos 6 - sen 6(sen 6) 1 

(1 - cos 6)2 a(1 - cos 6) 

1 cos 6 - 1 1 

a (1 - cos 6)3 a(1 - cos 6)2' (20) 

Esta cantidad es negativa cuando 0< 6 < 21T, Y de esta manera dy/dx decrece en este 
intervalo. Por tanto, la gráfica es cóncava hacia abajo en O ~ x ~ 21Ta . 

Por último, determinaremos la forma de la gráfica cerca de los puntos especiales 
6 = O Y 6 = 21T. Tal como está, la ecuación 19 no es de utilidad, porque tanto el 
numerador como el denominador tienden a cero cuando 6 tiende a O o a 21T. Sin 
embargo, la podemos reformular del modo siguiente: 

dy sen 6 1 + cos 6 

dx 1 - cos 6 1 + cos 6 

sen 6(1 + cos 6) 

1 - cos2 6 

sen 6(1 + cos 6) 

sen2 6 

1 + cos 6 
sen 6 

(21) 

Como sen 6 tiende a cero pasando por valores positivos cuando 6 tiende a cero por 
la derecha, se infiere que dy/dx -700 cuando 6 -70 por la derecha. Igualmente, dy/dx 
-7 - 00 cuando 6 -721T por la izquierda. De este modo, la gráfica tiene una tangente 
vertical en los puntos (O, O) Y (21Ta, O), que corresponden a 6 = O Y 6 = 21T, 
respectivamente. 

Obsérvese que dx/d6 = a(1 - cos 6) y que dy/d6 = a sen 6 son continuas siempre, 
pero que ambas son cero cuando 6 = O Y 6 = 21T. Así, la curva puede no ser suave en 
esos puntos; de hecho, la gráfica presenta un pico, o cúspide, allí. 

Conjuntando toda la información que hemos encontrado, podemos trazar un buen 
dibujo de la cicloide. En el intervalo O ~ x ~ 21Ta ésta tiene la forma general de un 

x 

Figura 5.5.5 Cicloide. 
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arco, como se ve en la figura 5.5.5. Fuera del intervalo O -s x -s 2'1Ta se traza
rápidamente la gráfica haciendo uso de su carácter periódico. _

PROBLEMAS

'1TTI TI 21. x = 2 cos t, Y = -3 sen t; t =---:5t:5- 42 2
22. x = t2 + 3, Y = 2t - 1; t = 3TI TI

-- < t <- TI2 2 23. x = tan 2t, y = sec 2t; t = -
O:5t:5TI 6

24. x t2 + 3t, Y = t3; t = 2
0< t < 2TI Vi + 2, V2; 125. x y = t + t =

En los problemas 1 a 20, hacer un dibujo del arco repre-
sentado por el conjunto dado de ecuaciones paramétricas
e indicar la dirección positiva. También, hallar una ecua-
ción cartesiana correspondiente.

1. x 3t - 6, Y = t - 2; ~OO < t < 2

l; x -2t+1, y=3t+4; -3<t:'51

3. x = 2 sen t, y 2 cos t;

4. x = 2 cos t, Y = - 3 sen t;

5. x = 2 sen3t, y = -2 cos 3t;

6. x = 3 sen 2t, y = 4 cos 2t;

7. x = 2 sen t , y = 4 sen t;

8. x t2 + 3, y = 2t - 1; O:5t<oo

9. x sec t, y = 2 tan t; TI
0< t<2

TI 3TI-< t<-
4 4

10. x tan 2t, y sec 2t;

1 t
v'f+t2' Y v'f+t2'

a bt
12. x = 1+1' y = 1+1; O :5 t :5 4,

en las cuales a y b son constantes diferentes de cero.

11. x O:5t<oo

13. x = 1 + 3 sen t, Y = - 2 + 4 cos t;
O :5 t :5 2TI

14. x = -2 + sec2t, y = 1 + 2 tan 2t;
TI TI-- < t <-
4 4

15. x = cos t, y = cos 2t; O :5 t :5 TI

16.x=3t, y=t3; -oo<t<oo

17. x = t2, y = t3; -00 < t s: O

18. x = Vi + 2, Y t + V2; O :5 t < 00

19. x 1 + t
1 + t2'

-00 < t< 00
1 - t

Y = 1 + t2;

TI 3TI20. x = sen t, Y = sen 2t; - :5 t :5 -
2 2

En los problemas 21 a 26, deducir una ecuación de la
tangente a la curva dada en el punto dado.

TI
26. x = cos t, Y = cos 2t; t = "3

En los problemas 27 a 32, determinar a dyldx y d2yldx?
como funciones del parámetro t.

27. x = 3 sen 2t, y = 4 cos 2t

-2 tan t28. x = sec t, y

29. x = 1 + 3 cos t, y = -2 + 4 sent

30. x = 2t2 - 3t + 1, Y = - t2 + 2t + 2

31. x = t3 + 1, Y = t2 - 2t

32. x = sen t, y = cos 2t

33. Deducir una ecuación cartesiana que equivalga al
siguiente conjunto de ecuaciones paramétricas:

x = 2t2 - 3t + 1, y = - t2 + 2t + 2,

y caracterizar la curva que representan. No hacer el
dibujo de la gráfica.

Sugerencia: eliminar a t2 al poner a la cantidad

x + 2)
proble

34. Demo

corres
de las

Suger
tener
ción x

35. Un cí
El pur
b *- I

b <a
deun
P se
unan
el pu

(a)ü
de
cc

(b)H
CI

·36. La tr
que!
gran:
figur
métr

Sug.
ángi

·37. Sup

(a) 1

(b)l

(e) ]
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x + 2y en términos de t. A continuación, consultar el 
problema 29 de la sección 5.4. 

34. Demostrar que las ecuaciones paramétricas 

x = a¡t2 + a2t + a3, 

y b¡t2 + b2t + b3, 

corresponden a una parábola para cualquier selección 
de las constantes al, ... , b3 tales que a¡bi - a2b¡ "" O. 

Sugerencia: combinar las ecuaciones dadas para ob­
tener una ecuación que no contenga a r. A continua­
ción ver el problema 29 de la sección 5.4. 

35. Un círculo de radio a rueda sin resbalar por el eje x. 
El punto P está ubicado originalmente a una distancia 
b "" a directamente abajo del centro del círculo. Si 
b < a, entonces P se puede representar como un punto 
de un rayo de una rueda de bicicleta; si b > a, entonce~ 
P se puede representar como un punto de la ceja de 
una rueda de ferrocarril. Cuando se mueve el círculo, 
el punto P traza una curva que se llama trocoide. 

(a) Con una gráfica semejante a la de la figura 5.5.4, 
deducir una representación paramétrica de la tro­
coide. 

(b)Hacer un dibujo de la trocoide cuando b < a y 
cuando b > a. 

'36. La trayectoria de un punto P de un círculo de radio b, 
que rueda sin resbalar en el interior de un círculo más 
grande de radio a > b se llama hipocicloide. Con la 
figura 5.5.6, demostrar que una representación para­
métrica de la hipocicloide es 

x = (a (
a - b) b)cos O + b cos - b- O, 

(
a - b) Y = (a - b)senO - b sen - b- O. 

Sugerencia: nótese que aO = b<l>, siendo O y <1> los 
ángulos que aparecen en la figura 5.5.6 

'37. Suponer que en el problema 36 a = 4b. 

(a) Emplear el resultado que se obtuvo en ese proble­
ma para hallar ecuaciones paramétricas para la 
hipocicloide, en este caso. 

(b) Hacer un esquema de la gráfica de esta hipocicloi­
de. Se le llama hipocicloide de cuatro cúspides . 

(c) Deducir una ecuación cartesiana para la hipoci­
cloide de cuatro cúspides. 

PROBLEMAS 295 

y 

x 

Figura 5.5.6 
Construcción de una hipocicloide. 

'38. Suponer que a = nb en el problema 36, siendo n un 
entero positivo. En ese caso hay una cúspide en el 
círculo mayor cada vez que el círculo menor completa 
una revolución. También en ese caso, cada vez que el 
círculo menor da una vuelta completa al círculo ma­
yor, se produce una hipocicloide de n cúspides . Hacer 
un dibujo de la hipocicloide para n = 2 Y para n = 6. 

'39. Considere la hipocicloide (problema 36) para el caso 
en el cual a/b es racional, pero no entero; esto es, sea 

y 

o 

Figura 5,5.7 
Construcción de una epicicloide. 
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qa = pb, donde p y q son enteros. Entonces, el círculo
más pequeño da p vueltas completas cuando completa
q circuitos en la' circunferencia del círculo mayor.
Hacer un dibujo de la hipocicloide correspondiente a
p = 5 y q = 2.

*40. Suponer que hay un círculo de radio b que rueda sin
resbalar por el exterior de la circunferencia de un
círculo de radio a, donde a> b. La curva que describe
un punto del círculo menor se llama epicicloide. Ha-
llar una representación paramétrica de la epicicloide
(véase figura 5.5.7).

PROBLEMAS DE REPASO

En los problemas 1 a 4, determinar si la relación dada es
simétrica con respecto al eje x, con respecto al eje y y con
respecto al origen.

x2 - 1
1. yl = -- 2. (xy)l = x sen(xy) + x2

Xl

3. cos x = senlyl +"TI" 4. Y = x senx + 1

En los problemas 5 a 8, determinar todas las asíntotas:
verticales, horizontales o inclinadas.

5. x2y2 + 2 = (x + y)(x - y)

6 f( ) = 3x2 + x-lO + 1 x "# ±2
. x x2 - 4 '

7. 4x(4x + 3y) = 4 + 12xy + 9y2
8. y2 - 1 = x2y2

En los problemas 9 a 12, trazar la gráfica de la relación
dada, indicando, cuando sea posible, los máximos y míni-
mos locales, los puntos de inflexión, las asfntotas y los
ceros.

9. y2 - x2 2y - x - 1

10. f(x)
Xl - 3x + 2

Xl - 5x2 + 3x + 9

11. f(x)
senx

x - "TI"/2

12. f(x)
x - 1

(x - 3)(x + 1)

En los problemas 13 a 24, hacer un dibujo de la sección
cónica dada. Incluir y marcar

en la parábola:

en la elipse:

el foco, el vértice y la directriz

los focos, el centro, los vértices, las lon-
gitudes de los semiejes mayor y menor

en la hipérbola: los focos, el centro, los vértices y
las asíntotas

13. x2 - 18x - 3y + 78 = O

14. 9x2 + y2 18x = O
15. 8x2 - y2 4y - 12 = O

16. y2 - 4x - 4y - 6 = O

17.4x2 36y2 32x + 36y + 91 = O

18. 4x2 + 81y2 + 24x - 324y + 36 = O

19. 9x2 8y2 + 36x + 48y - 72 = O

20. 4y2 - X + 4y + 2 = O

21. 4x2 + 5y2 + 40x - 50y + 205 O

22. y2 + lOx - 2y - 99 = O

23. x2 36y2 - 12x + 144y - 72 O .

24. 13x2 + 12y2 - 26x - 143 = O

En los problemas 25 a 39, hallar una ecuación de la cónica
que tenga las propiedades descritas.

25. (Parábola) la directriz es y = 2; el foco está en (1, -4).

26. (Elipse) la longitud focal es f2; la longitud del semi-
eje mayor es 3, paralelo al eje x; el centro está en
(2, O).

27. (Hipérbola) el eje transversal es y = 1; la longitud
focal es f29; una de las asíntotas es y = (5/2)x - 4.

28. (Elipse) los focos están en (3, -2) Y (3, -5); un
vértice está en (3, - k).

29. (Hipérbola) el centro está en (- 1, O); un foco está en
(5, O); la excentricidad es 6.

30. (Parábola) la directriz es x = - 4; el vértice está en
(-10,-2).

31. (Hipérbola) el diámetro transversal es 6; los focos
están en (-3,8) y (-3, -2).

32. (Elipse
longiu

33. (Dos p.
simetr

34. (Dos p
pasa p

35. (Dos e
del ser
los ejl
coord

36. (Dos l
y = (-
sal y (
x, y.

37. ElluE
punto

38. Ellu¡
de su

39. Ellu.
absol
(2,1:

En los pr>
cónica da
5.2.

40.2V;

41. 13x

43. Det>
cem
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En los!
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32. (Elipse) los vértices están en (3, O) Y (3, - 8); la 
longitud del semieje menor es 4. 

33. 

34. 

35. 

36. 

(Dos parábolas) el vértice está en (1, - 3); el eje de 
simetría es x = 1; la longitud focal es 3/4. 

(Dos parábolas) el vértice está en (5, -2); la curva 
pasa por (1, - 4). 

(Dos elipses) la longitud del semieje mayor es 3; la 
del semieje menor es 1; un vértice está en (3, -2); 
los ejes mayor y menor son paralelos a los ejes 
coordenados x y y, respectivamente. 

(Dos hipérbolas) las asíntotas son y = (3/4) x -6 y 
Y = (-3/4)x; la longitud focal es 5; los ejes transver­
sal y conjugado son paralelos a los ejes coordenados 
x, y. 

37. El lugar geométrico de los puntos que equidistan del 
punto (-1, 2) y de la recta x = - 4. 

38. El lugar geométrico de los puntos tales que la suma 
de sus distancias a (-3,3) Y a (5,3) es 16. 

39. El lugar geométrico de los puntos tales que el valor 
absoluto de la diferencia de sus distancias a los puntos 
(2, 1) Y (6, 1) es l. 

En los problemas 40 a 42, hacer un dibujo de la sección 
cónica dada. Consultar los problemas 25 a 28 de la sección 
5.2. 

40. 2V2 X2 + 2V2 y2 - 4V2 xy 
+ 7x - 9y + 4V2 = O 

41. 13x2 + 7y2 - 6V3 xy - 16 O 

42. 8X2 + 8y2 - 20xy - 18 = O 

43. Determinar cotas del valor de la coordenada x, xo, del 
centro de una hipérbola no degenerada, que tenga las 
siguientes propiedades: 

el eje transversal es y = - 2; 

el diámetro transversal es 12; 

la longitud focal es 2lxol. 

En los problemas 44 a 51 hallar la ecuación cartesiana a 
partir de las ecuaciones paramétricas dadas, y hacer un 
dibujo de la gráfica en el intervalo especificado de t. 

PROBLEMAS DE REPASO 297 

44. x = 2t2
, y = 2t4 + 1; 

45. x = 3 + 2t, y 5 - t; -3::;t::;3 

46. x = sen t cos t, 
O ::; t::; 7T/2 

y = 4 sen 2t; 

6 + sect 
47. x = ---

3 
y tan2 t - 1; 

'TI' 7T 
-- < t <-

2 2 

48. x = cos t + sen t, 
O ::; t ::; 7T 

y = sen 2t + 1; 

1 
49. x = .~, 

v 1 + t2 
y = f; 

~ 
50. x = 1 + ~ 9-9- + + 4 4, y 

51. x = t 3 - 1; y = t 2 + 2; 

O::;t<oo 

cos t - 4 

2 

0::;t::;2 

En los problemas 52 a 55, determinar la gráfica de las 
ecuaciones paramétricas sin hallar la ecuación cartesiana. 

52. x = sen t, 

1 
53.x = --, 

7T - t 

54. x = Itlsen t, 

55. x = t sen2 t, 

t2 

y = 1 + 2; 
7T 

y sen t; 

y = cos t; 

- 37T ::; t ::; 37T 

O<t<7T 

37T 37T 
-- ::; t::; -

2 2 

- 27T ::; t ::; 27T 

En los probiemas 56 a 60, determinar los valores de dy/dx 
y de d2y/dx2 como funciones de t. Deducir la ecuación de 
la tangente a la curva definida por las ecuaciones paramé­
tricas cuando t = ~. 

56.x = v1+t, 1 
y = -

57. x = sen2
( 7Tt), Y = cos( 7Tt) 

1 
58 X -y = t 1l2 . - -1-' - t 

59. x = t 3 , 

60. x = t3 , 

y = 1 + t2 

y = cos2
( 7Tt) 
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Capítulo 6 

El área de una reglOn delimitada por completo por 
segmentos de rectas se puede calcular con relativa 
facilidad. Por ejemplo, tenemos una fórmula sencilla 
para el área de un triángulo, mientras que el área de una 
región poligonal más complicada se puede calcular 
subdividiéndola en triángulos, como se ve en la figura 
6.1.1. Sin embargo, el problema es mucho más difícil 
si la región está delimitada, al menos en parte, por una 
curva en lugar de líneas rectas. Los matemáticos grie­
gos resolvieron algunos problemas de este tipo; pero 
sólo con el descubrimiento del cálculo se dispuso de un 
método más poderoso y general. 

El método para calcular el área de una región de 
for¡na esencialmente arbitraria emplea la segunda ope­
radión básica del cálculo, que se llama integración. Si 
bien cada una de las dos operaciones fundamentales: la 
derivación (para determinar tangentes) y la integración 
(para calcular áreas) tiene propiedades y aplicaciones 
importantes, lo que es de crucial importancia es que 
están, de hecho, estrechamente ~elacionadas. Esta rela­
ción, percibida primero con claridad por Newton y 
enunciada por Leibniz, es la base de gran parte de la 
belleza conceptual y de gran parte del poder computa-

Figura 6.1.1 Determinación del área 
de un polígono por reducción a triángulos. 

, 

CALCULO 

La integral 
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cional del cálculo. La relación entre la derivación y la integración se conoce como el
teorema fundamental del cálculo, y se puede expresar de más de una manera. Presen-
taremos dos enunciados complementarios en los teoremas 6.4.2 y 6.4.3 en este capítulo.
Como su nombre lo sugiere, el teorema fundamental del cálculo es piedra fundamental
del tema; gran parte de lo que vimos antes sirve de preparación para dicho teorema, y
gran parte de lo que sigue es una exploración de sus consecuencias.

6.1 NOTACiÓN DE SUMA: ÁREA

Antes de ocupamos de la integración, que es la segunda operación principal del cálculo,
es necesario estudiar algo de notación y de ideas preliminares.

Notación de suma

Con frecuencia debemos manejar sumas como la siguiente:

1 + 4 + 9 + ... + n2,

o como la siguiente:

o también

en las cuales, en cada caso, n es un entero positivo. Se emplea normalmente una
notación abreviada para facilitar el manejo de esas expresiones. El símbolo k repre-
senta una suma; así,

n

L U¡ = U¡ + U2 + U3 + ... + Un-
¡~ ¡

(4)

En palabras, se sustituyen los enteros de 1 a n en lugar de i en U¡ y las expresiones
resultantes se suman. Para el símbolo L;'~lU¡ decimos que" la suma de U¡ desde i = 1
hasta i = n." A la cantidad U¡ se le llama sumando; y a la letra i se le llama Índice de
la suma. Obsérvese que en lugar de la ecuación 4 podríamos haber escrito también

n

L v,¡ = U¡ + U2 + ... + Un'
i= 1

(5)

Las ecuaciones 4 y 5 muestran que la letra empleada como índice de la suma no importa,
ya que no aparece en el resultado final; así, al índice de la suma se le llama a veces
" índice mudo." El conjunto de valores que toma el índice de suma se llama alcance
de la suma. El alcance es de 1 a n en la ecuación 4, pero en general puede ir desde un
entero cualquiera a otro. Así, para

el alcance
límite inf

Enté

y

En pala
de una:
resultac

Para cc
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parént
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j3 

¿ U i = u" + U,,+I + ... + Uj3' (6) 
j=a 

el alcance de la suma es de ex hasta 13 . A los números ex y 13 de la ecuación 6 se les llama 
límite inferior y límite superior de la suma, respectivamente. 

y 

En términos de la notación I, se pueden escribir las ecuaciones 1,2 Y 3 como sigue: 

n 

1 + 4 + 9 + .. . + n 2 = ¿ k 2 , 

k~1 

1 + x + X2 + . . . + xn 
n 

¿Xi, 
i~O 

n 

f(x l) + f(X2) + ... + f(x n ) = ¿ f(x¡), 
¡ ~I 

(7) 

(8) 

(9) 

respectivamente. Nótese que hemos empleado letras distintas para el índice de la suma 
en cada caso, y que en la ecuación 8 el límite inferior es O y no 1. 

Algunas propiedades de las sumas, que nos son familiares, expresadas en la 
notación I, son: 

n 

¿ CU¡ c ¿ U¡ (10) 
i=1 ;=1 

y 

n n 

¿ (U¡ + Vi) = ¿ U¡ + ¿ Vi. (11) 
¡~I ¡ ~ I j=1 

En palabras, la ecuación 10 dice que se puede sacar un factor común de cada término 
de una suma, mientras que la ecuación 11 es la propiedad distributiva de la suma. Un 
resultado menos obvio es 

n 

¿ (U¡ +I - U¡) = U n + 1 - Ul. (12) 
;=1 

Para comprenderlo, nótese que el lado izquierdo de la ecuación 12 se puede desarrollar 
como 

¿ (U¡+l - u;) = (U2 - UI) + (U3 - U2) + (u4 - U3) + ... + (u n + 1 - un)· 
; =1 

El primer término en cada conjunto de paréntesis anula al segundo término del siguiente 
paréntesis, conduciendo al resultado (12) . Debido a esta propiedad de cancelación, a 
esta suma se le llama telescópica. Por último, nótese que 
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n 

:¿ e = ,-e + e + e + ... + el = ne. 
i=l v 

(13) 

n términos 

Si el sumando no depende del índice de la suma, simplemente se repite el número 
adecuado de veces, lo cual es equivalente a una multiplicación. 

A veces es útil correr el índice de la suma. Por ejemplo, si deseamos que la suma 
de la ecuación 8 comience con un índice cuyo valor sea 1 y no O, podemos hacer 
que k = j + 1 o que j = k - 1. Entonces j = O corresponde a k = 1; j = n corresponde 
a k = n + 1, Y por supuesto xi = x k- l. Entonces, en lugar de la ecuación 8, podemos 
escribir 

n+1 

1 + x + X2 + ... + xn = :¿ Xk-I. 

k=1 
(14) 

Si lo deseamos, podemos remplazar ahora índice mudo k por alguna otra letra como j, 
y el resultado es 

n+1 

1 + x + X2 + . . . + xn = :¿ xi - l. 

i=1 
(15) 

Con un poco de práctica se puede pasar directamente de la ecuación 8 a la ecuación 15 
en un paso, en lugar de los dos pasos que hemos detallado. 

Al manipular sumas con la notación I, y en especial cuando se cambia el índice 
de la suma, se aconseja detenerse de vez en cuando para comprobar lo hecho. Hágase 
lo anterior escribiendo unos cuantos términos de la suma para asegurarse que se inicia 
y se detiene en donde se desea y que los términos tienen la forma adecuada. 

EJEMPLO 1 

Evaluar 

12 

:¿ (2 k - 2k-I). 
k=1 

Se trata de una suma telescópica de la forma (12). Así 

12 

:¿ (2k - 2k-l) 
k=1 

4096 - 1 4095 .• 

EJEMPLO 2 

Reformular la suma 
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1• 

Primero haremos que j - 1 = k o que j = k + 1. Entonces 
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(16) 

A continuación tan sólo remplazamos al índice mudo k por elj, obteniendo 

n-l 

¿ aj + 1x j
, 

j=O 
(17) 

que es la expresión que queríamos. El lector debe comprobar que el lado derecho de la 
ecuación 17 es equivalente a la expresión original (16) escribiendo algunos términos 
de cada una.. . 

EJEMPLO 3 

Escribir la expresión 

(18) 

con la notación ¡. 
La expresión (18) es la suma de los cuadrados de los primeros ocho enteros 

positivos impares. Para escribirla en términos de ¡ necesitamos un método para generar 
sólo números impares cuando un índice j recorra un intervalo de enteros. Obsérvese 
que siempre 2j - 1 es un número impar cuando j es un entero; además, 2j - 1 = 1, 3, 
5, .. . ,15 cuandoj = 1,2,3, ... ,8. Así, 

8 

12 + 32 + 52 + . . . + 152 ¿ (2j - 1)2. 
j=l 

En forma más general, 

n 

¿ (2j - 1)2 = 12 + 32 + 52 + ... + (2n - 1)2. 
j=l 

(19) 

Igualmente, si sólo deben aparecer números pares en una suma, entonces se debe 
etnplear 2j al escribir dicha suma en notación ¡. Por ejemplo 

9 

23 + 43 + ... + 183 = ¿ (2j)3 . • 
j= 1 
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Área 

Estamos acostumbrados a pensar y a hablar acerca de áreas desde los primeros años de 
la escuela, pero resulta que es más difícil de lo que uno espera definir el área de una 
región bidimensional más o menos arbitraria. Sin embargo, tenemos un concepto 
intuitivo del área, que consta de las siguientes tres propiedades: 

1. Propiedad del rectángulo. El área de un rectángulo es el producto de su base por 
su altura. 

2. Propiedad de la suma. El área de una región que consta de rectángulos que no se 
traslapan (los que pueden tener límites comunes) es la suma de las áreas de los 
rectángulos separados. 

3. Propiedad de comparación. Si la región Rl está contenida en la región R2, 

entonces el área de Rl no es mayor que el área de R2 . 

Supongamos ahora que se nos da una función f en un intervalo [a, b] y supongamos 
además que f es continua y no negativa. Creemos, en forma intuitiva, que la región R 
limitada por las rectas x = a, x = b, Y = ° y la curva y = f(x) que aparece en la figura 
6.1.2a tiene un área. ¿Cómo definir a esta área, y cómo poder calcularla? 

La idea básica es aproximar la región uniendo un gran número de rectángulos 
delgados que no se traslapen (véase figura 6.1.2b). El área de la región que se desea 
queda entonces aproximada por la suma de las áreas de los rectángulos. Si se emplean 
más y más rectángulos con bases más y más reducidas, se puede esperar razonablemen­
te que la suma de sus áreas se acercará más y más al área de la región dada. * El siguiente 
ejemplo muestra el procedimiento. 

EJEMPLO 4 

Calcular el área de la región del plano xy acotada por el eje x, la recta x = b > 0, y la 
parábola y = X2 (véase figura 6.1. 3). 

El primer paso consiste en aproximar esta región mediante cierto número de 
rectángulos . Esto se puede hacer de varias maneras, pero lo más sencillo es proba-

* Es, en esencia, el método de exhaustión, originado por Eudoxio (408?-355? A. c.). Fue usado por 
Arquímedes (287?-212 A. c.) con destreza particular. Arquímedes es el más grande matemático de la 
antigüedad; es opinión generalizada que Ar"luímedes, Newton y Gauss fueron los tres matemáticos más 
grandes de todos los tiempos. Arquímedes vivió en Siracusa, en lo que hoyes Sicilia. Su empleo del método 
de exhaustión para calcular las áreas y los volúmenes de muchas figuras planas y de cuerpos sólidos precedió 
al desarrollo del cálculo integral muchos siglos después. También fue la primera persona en la historia de 
Occidente en calcular a 1T de modo sistemático. En especial, calculó que 223/71 < 1T < 220/70, Y que las 
cotas superior e inferior difieren en 1/497. Desarrolló muchas propiedades de cierta curva espiral llamada 
espiral de Arquímedes . Entre otras cosas, demostró que esta curva se puede emplear para resolver dos 
problemas antiguos: la trisección de un ángulo y la cuadratura de un círculo, aunque sin emplear compás y 
regla únicamente. Sin embargo, es mejor conocido, quizá, por sus trabajos sobre la palanca y por su desarrollo 
de los principios de la hidrostática. Perdió la vida cuando Siracusa cayó bajo los romanos durante la segunda 
guerra púnica, después de haber inventado varios ingeniosos artificios de guerra que ayudaron a prolongar 
el sitio durante más de dos años. 
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Figura 6.1.2 

blemente emplear rectángulos verticales de igual ancho. Así, comenzamos subdividien­
do el intervalo [O, b] en el eje x en n partes iguales, y la longitud de cada una es h = 

bln. Identificaremos a los puntos de subdivisión como Xo = O, Xl = h, X2 = 2h, .. . , 
X" = nh = b. En la figura 6.1.3 se muestran cuatro subintervalos. 

Veamos al primer subintervalo [O, h]. Construyamos un rectángulo cuya base sea 
el intervalo [O, h] y cuya altura sea la distancia hasta la gráfica de y = X2 para 
determinado valor de X en [O, h]. Por ejemplo, podemos emplear el punto medio X = 
h/2 de la base para calcular la altura del rectángulo, como se ve en la figura 6.1 .4 . En 
el primer subintervalo la altura del rectángulo es (hI2)2 y su área es h(hI2)2 = h3/4. Si 
proseguimos del mismo modo en el segundo intervalo [h, 2h], nos encontramos con 
que la altura del rectángulo es (3hI2)2 y que su área es h (3h/2)2 = 9(h3/4) . Constru­
yendo de este modo un rectángulo sobre cada uno de los n subintervalos y sumando las 
áreas de los rectángulos, obtendremos la suma 

h3 

Sn = 4" [1 + 9 + 25 + . . . + (2n (20) 

y 

~7;)2 

x 

~ h 3
2
h 2h 

Figura 6.1.3 Figura 6.1.4 

x 

1f- b=4h 
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Figura 6.1.5

b

y

x

que es una aproximación al área de la región dada. Recordando que h = b/n, podemos
escribir también que S; es

(21)

Al aumentar el número de rectángulos, esperamos obtener una mejor aproximación
al área bajo la parábola. Por ejemplo, compárese la figura 6.1.5 con doce rectángulos,
con la figura 6.1.4 que sólo tiene cuatro. Es razonable esperar que Sn, definida por la
ecuación 21, se acerque más y más a determinado número específico cuándo n se hace
más y más grande. En otras palabras, buscamos el límite de S; cuando n ---7 ea, Sin
embargo, en la ecuación 21 no queda obvio cuál es ese límite, porque para grandes
valores de n el lado derecho de esa ecuación es la razón de dos números muy grandes.
Si calculamos S" para diversos valores de n, obtendremos los resultados que aparecen
en la tabla 6.1. Estos resultados sugieren que el límite de S; cuando n ---700 podría ser
b3/3. Para comprobar esta conjetura es necesario encontrar una expresión más útil para

Tabla 6.1 Valores de la
suma S; de aproximación.

n Snlb3

1 0.25
2 0.3125
3 0.32407407
4 0.328125
5 0.330

10 0.3325
100 0.333325

la suma
indueei
mueho
prineip

Entone

Para y;

S; se a
es razr
de tal 1

RI
6.1.2a
esenei

El
media
... <
puede
aproxi
6.1.6t
y forn
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la suma 1 + 32 + 52 + ... + (2n -·1)2. Esto se puede hacer mediante del principio de 
inducción matemática. No describiremos aquí este principio, porque nos apartaría 
mucho de nuestro tema. Sin embargo, véanse los problemas 23 a 30. Empleando el 
principio de inducción es posible demostrar que para cada entero positivo n, 

1 + 32 + 52 + .. . + (2n - 1)2 = !n(2n - 1)(2n + 1). (22) 

Entonces, podremos expresar a Sn como 

s = b3 
• ! _n (-,-2_n __ 1-,-:,) ('-..2 n_ +---<.1) 

n 4 3 n 3 
(23) 

b3 1 n 2n - 1 2n + 1 
= _ . - . - . 

4 3 n n n 

= ~ . ~.1.(2 ~)(2+~). (24) 

Para valores grandes de n cada uno de los dos factores se aproxima a dos, y por tanto, 
Sn se aproxima a b3/3 cuando n aumenta sin cota. Por consiguiente, en forma intuitiva, 
es razonable aceptar que b3/3 es el área bajo la parábola. Después definiremos el área 
de tal modo que lleguemos a este resultado en esta región. -

Regresemos ahora al asunto de calcular el área A(R) de la región R en la figura 
6.1.2a, acotada por las rectas x = a y x = b, el eje x y la curva y = f(x). Seguiremos 
esencialmente el mismo procedimiento que en el ejemplo 4. 

El primer paso es subdividir el intervalo [a, b] en un conjunto de n subintervalos 
mediante los puntos Xo , XI, ... , Xn , dispuestos de tal modo que a = Xo < XI < X2 < 
... < X" = b. Esto se muestra en la figura 6.1.6a. El espaciamiento entre los puntos 
puede no ser uniforme. Sea D..x¡ = X¡ - X¡_I la longitud del iésimo intervalo. Para 
aproximar el área limitada por X = X¡-l> X = X¡, y = O Y Y = f(x) que aparece en la figura 
6.1.6b seleccionaremos cualquier punto de [x¡-l> x ;] , lo llamaremos x~ un punto estrella, 
y formaremos el rectángulo cuya altura es f(x~). El área f(x~) D..x¡ de este rectángulo es 

x 

(a) (b) 

figura 6.1.6 
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una aproximación al área acotada por x = x¡_¡, x = x¡, y = O Y Y = f(x). Prosiguiendo 
del mismo modo en los demás subintervalos y sumando después los resultados, 
llegamos a la conclusión de que 

s = f(xi) ~Xl + f(x;) ~X2 + ... + f(x:) ~xn 

= ¿ f(xi) ~x¡ (25) 
¡~l 

es una aproximación al área de R (véase figura 6.1.7). Las áreas adicionales que han 
aparecido se sombrean con mayor intensidad, mientras que las áreas que faltan se 
sombrean con menos intensidad. 

, , 
Xo = a : %1: %2 

xf x~ 

Figura 6.1.7 

¡ xl Xi 

xi-l 

x 

En general, el valor de S que obtenemos en la ecuación 25 depende de lo siguiente: 

1. Del número de puntos de la partición que escojamos. 
2. De cómo estén espaciados los puntos de la partición. 
3. De cómo se escoja el punto xi estrella en cada subintervalo. 

La pregunta fundá.nental que debemos contestar es si los valores de S correspondientes 
a diversas particiones y a diferentes puntos estrella tienden a acumularse más y más 
cerca de determinado número cuando hacemos más y más finas las particiones. Más 
exactamente, si escogemos más y más puntos de división de tal modo que la longitud 
del subintervalo más grande se haga más y más pequeña, ¿se acercan más y más los 
valores de S a determinado número? Si es así, es naturai que este número sea el área 
A(R) de la región R. El proceso de seleccionar más y más puntos de partición de tal 
modo que la longitud del subintervalo más grande sea cada vez menor es, naturalmente, 
un proceso de límite. Lo representaremos simbólicamente escribiendo n ----7 00 , ~x¡ ----7 O. 

Tenemos entonces que 

n 

A(R) lím ¿ f(xt) ~Xi· (26) 
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Aunque tenemos alguna noción previa de lo que es el área, en realidad la ecuación 26 
es la definición del área de la región R. 

El proceso de límite de la ecuación 26 es mucho más complicado que el límite de 
una función en un punto. Por tanto, con frecuencia la ecuación 26 no es una manera 
eficaz para calcular el área de una región determinada. 

Nótese que en el ejemplo 4 no definimos al límite 26 de' una manera general. En 
ese ejemplo, sólo empleamos un tipo de subdivisión: los subintervalos uniformes, y a 
los puntos estrella los seleccionamos de un modo: el punto medio de cada subintervalo. 
No vimos si un tipo distinto de subdivisión o una selección distinta de los puntos estrella 
pudieran conducir a un resultado diferente. 

Una posible desventaja más del procedimiento anterior es que, aunque para cada 
n el valor de Sn es una aproximación al área que se desea, puede no ser fácil decir qué 
tan buena es la aproximación, o aun si es demasiado grande o demasiado pequeña, a 
menos que se pueda evaluar el límite de la ecuación 26. Esta limitante se puede superar 
hasta cierto punto empleando rectángulos inscritos y circunscritos, cuyos lados supe­
riores queden siempre, respectivamente, abajo y arriba de la curva dada. 

EJEMPLO 5 

Calcular el área de la región delimitada por el eje x, la recta x = b > O Y la parábola 
y = X2 empleando (a) rectángulos inscritos y (b) rectángulos circunscritos . 

Como en el ejemplo 4, subdividiremos al intervalo [O, b] en n partes iguales de 
longitud h = bln. En la figura 6 .1.8a se muestra la aproximación mediante rectángulos 
inscritos, que quedan por debajo de la curva. El área del jésimo rectángulo (figura 
6 .1.8b), es el producto de su base h por su altura (j - 1)2h2. La suma de las áreas de 
todos los rectángulos inscritos es 

(27) 

Análogamente, el área del jésimo rectángulo circunscrito (véase figura 6.1.9b) es 
el producto de su base h por su altura ih2, y el área de todos los rectángulos 
circunscritos de la figura 6.1.9a es 

(28) 

Haciendo uso de la identidad (véase el problema 25) 

12 + 22 + 32 + . .. + n 2 = n(n + 1)(2n + 1) /6, (29) 
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y y 

b x 

b 

(a) (b) 

Figura 6.1.8 Aproximación al área de una región mediante rectángulos inscritos. 

y y 

x 

b 

(a) (b) 

Figura 6.1.9 Aproximación al área de una región mediante rectángulos circunscritos. 

podemos expresar a Sn y a Un como 

b3 1 
n3 • "6 (n - 1)n(2n 1) 

b3 1 
- . - n(n + 1)(2n + 1) 
n3 6 

~ (1 - ~) . 1 . (2 ~), (30) 

(1 + ~)(2 + ~). (31) 
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Entonces, cuando n ~ 00, tanto Sn como O"n tienden a b3/3, lo cual concuerda con el 
resultado del ejemplo 4. 

Sin embargo, el empleo de rectángulos inscritos y circunscritos nos ha permitido 
avanzar un poco. Para cada valor de n sabemos que el área A siempre queda entre Sil y 

(JI!" Además, si aproximamos a A mediante el promedio de Sn y (J", 

(32) 

entonces, hay una cota sencilla (véase figura 6.1.10) del error En = A - An> que es 

(33) 

En el ejemplo que nos ocupa, tenemos que O" n - Sn = b3/n de acuerdo con las ecuaciones 
27 y 28 de manera que 

(34) 

Por ejemplo, si b = 2 Y n = 50, entonces 

Sn = 2.5872 , O"n = 2.7472, 2.6672, (35) 

y 

(36) 

En realidad la aproximación A ~ 2.6672 es mucho mejor de lo que sugiere el límite 
(36) del error. Como el valor exacto de A es ~, el valor aproximado de 2.6672 tiene un 
error de sólo 0.0005333 . • 

PROBLEMAS 

n 

8 
n 

A = ( 8,,+ 0 ,,) 
n 2 

Figura 6.1.10 

En los problemas 1 a 12 evaluar la suma. 
8. ¿ 1000 

J j == ! 

50 1 
9.¿--­

k=1 k(k + 1) 

2. ¿ 3' 1 ? ? 
Sugerencia: "C""k"C""(k'--+-l-'-) = k - -k -+-1 

J 

3. ¿ k k 
k=2 

4 . 

4. ¿ ( - 1)1 +1 sen
l1T 

; =1 2 
3 87 

10. ¿ 2r(1 + r) 11 . ¿ [V3fl+1 - V3r1=2] 
r= O ti:::: 1 

" (1 1) ,,¿-- - -
.. k = 1 k + 1 k 

1000 

7. ¿ 1 
i == l 

n 1 
12. ~ 4i2 _ 1 

http://carlos2524.jimdo.com/



312 LA INTEGRAL

S . 1 ? ?ugerencza: --- = - ---
4i2 - 1 2i - 1 2i + 1

13. Demostrar que

n-I

L u, = L U,. 1
k== I r=O

n-I

14. Demostrar que

En los problemas 15 a 18, expresar la suma en forma
desarrollada.

15. L (-I)k+lxk
k=1

n (-I)kx2k+1

!6. ~o (2k + 1)!

18. i xn-i.

i=1 n + 1

~I [ i(b-a)]b-a
17. L.. f a + --

i=O n n

En los problemas 19 a 22, expresar la suma en notación
abreviada L.

1 1 1 1 1
tI). 2 - 3" + 4 - "5 + ... + 26

1 1 1 1
20. N + 2 . 4 + '3-:s+ ... + n(n + 2)

29

El principio de inducción es un medio de establecer la
validez de determinadas afirmaciones para todos los valo-
res enteros positivos. Sea P(n) un enunciado, afirmación o
proposición que depende del entero positivo n. Si

1. P(I) es cierta.

2. P(k + 1) es cierta si P(k) es cierta; entonces P(n)
es cierta para todo entero positivo n.

Los problemas 23 a 30 muestran el empleo del principio
de inducción.

23. Se tiene la proposición P(n):

1+2+3+"'+n !n(n + 1).

(a) Demostrar que P(I) es cierta.

(b) Suponiendo que P(k) es cierta, esto es, que

1 + 2 + 3 + ... + k = !k(k + 1).

Sumando k + 1 a cada lado de esta ecuación, demos-
trar que

1 + 2 + 3 + ... + k + (k + 1)

= Hk + 1)(k + 2),

y que, en consecuencia, P(k + 1) es cierta. Así se
establece, mediante el principio de inducción, que
P(n) es cierta para todo entero positivo.

24. En el ejemplo 4 del texto nos ayudamos con la fórmula

12 + 32 + 52 + ... + (2n - 1)2

= !n(2n - 1)(2n + 1).

Emplear el principio de inducción para comprobar
este resultado para todo entero positivo n.

En los problemas 25 a 28, emplear el principio de induc-
ción para demostrar la afirmación dada, donde n es un
entero positivo arbitrario.

25. 12 + 22 + 32 + ... + n2

= ~n(n + 1)(2n + 1)
26. P + 23 + 33 + ... + n3 = !n2(n + 1)2
27. 1 . 3 + 3 . 5 + 5 . 7 + . . .

+ (2n - 1)(2n + 1)

= !n(4n2 + 6n - 1)

28.(1 - ¡)(1 - ~)(1 - :6) . (1 - ~2)
n + 1 n~2

2n '
En los problemas 29 y 30 calcular la expresión dada para
algunos cuantos valores de n y a continuación proponer
una fórmula general, y por último demostrar su hipótesis
empleando el principio de inducción.

29. 1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) = ?

30.(1 -r- ~)(1- ~)(1 - ¡) ... (1-~) =?

En los problemas 31 a 34 evalúe la suma dada. Puede usted
emplear los resultados de los problemas 23 a 28.

"31. 2: (3
i= 1

"33. 2: 2k
k=1

35. Se tiei
y = (
subint

(a)M¡
m,

(b)De
ap

(e) H¡

36. Segui
gión :
y = J

37. Para
suma
estrel
tinua

6.2 L

Hasta al
región a
hemos o

que da¡
pueden
ejemplc
procese
nuaciór
un puni
caso

Su
no ped
conjun
X2' <í :
emple:
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n n
31. ¿ (3 - 2i) 32. ¿(1 + iY 38.

i=l ;=1

n

33. ¿ 2k(1 + kY 34. ¿ (1 - 2r + 6r2)
k=1 r=O

Seguir las instrucciones del problema 37 para la re-
gión que se describe en el problema 36. Sugerencia:
necesitará una expresión para la suma de los cubos de
los primeros n enteros impares. Emplear el resultado
del problema 26 para deducir la expresión requerida.

39. Demostrar que

e

35. Se tiene la región triangular r limitada por las rectas
y = O, x = b > O Y Y = x. Subdividir [O, b] en
subintervalos iguales.

(a) Mediante rectángulos inscritos y circunscritos for-
mar sumas aproximadas s; y CTn respectivamente.

(b) Determinar una cota para el error En si el área se
aproxima mediante An = (s, + CTn)l2.

(e) Hallar el área de R.

Seguir las instrucciones del problema 35 para la re-
gión acotada por las rectas y = O,x = b > OYla curva
y = x3.

Para la región triangular del problema 35 formar una
suma de aproximación Sn seleccionando como punto
estrella al punto medio de cada subintervalo. A con-
tinuación calcular el área de R.

¿ cos kx
k=1

sen(n + Dx - sen!x
2 sen h

2 sen h cos kx = sen(k + !)x - sen(k - !)x,

con lo cual se establece la identidad

2 sen h ¿ cos kx = sen(n + nx - sen j,r.
k=l

a
36. En especial, si sen ~x *- O, entonces

37.

6.2 LA INTEGRAL DE RIEMANN

Hasta ahora, nuestro estudio se ha motivado por el deseo de calcular el área de una
región acotada en parte por una curva continua más o menos arbitraria. Finalmente,
hemos obtenido la expresión

lím L f(x;*) ~XiA(R) (1)
n~:;JO ;=1

que da el área de esa región. Sucede que hay muchas otras cantidades de interés que se
pueden expresar también como límites de sumas semejantes a la ecuación 1; por
ejemplo, véanse los problemas 23 a 26. Por tanto, es importante tener en cuenta este
proceso matemático independientemente de cualquier aplicación particular. A conti-
nuación volveremos a examinar el procedimiento que conduce a la ecuación 1 desde
un punto de vista puramente analítico, esto es, sin emplear consideraciones geométri-
caso

Supongamos que f es una función acotada en el intervalo [a, b]. Obsérvese que
no pedimos que f sea continua o no negativa. Una partición del intervalo [a, b] es un
conjunto finito de puntos que divide a [a, b] en subintervalos en los que a = Xo < Xl <
X2' < ... < Xn = b. La longitud del iésimo subintervalo es ~i = x¡ - Xi-l' Se acostumbra
emplear el símbolo ~ para representar una partición:
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.1. = {XO, Xl, .•. ,xn}. 

A continuación necesitamos un número adecuado que mida la fineza de una partición. 
La mejor selección para este objeto es la longitud del subintervalo más grande. A este 
número se le llama norma de la partición, y se representa mediante 11.1.11; aSÍ, 

11.1.11 = máx dx¡, i = 1, 2, ... , n. (2) 

Por ejemplo, si el intervalo [-1, 1] se subdivide mediante los puntos -1 < -¡ < ° < 
¡ < ~ < 1, entonces .1. = {-1, -¡,O, ¡, ~, 1} . El subintervalo más grande es el que va 
de -¡ a O; por tanto 11.1.11 = ¡. Obsérvese que hay muchas otras particiones de [-1, 1] 
para las cuales 11.1.11 = ¡, que son aquellas cuyo subintervalo más grande mide ¡. 

El siguiente paso es seleccionar un punto estrella x7 en cada subintervalo y formar 
el producto f(x7)dx¡. A continuación sumaremos todos los subintervalos para obtener 

SU, .1.) ¿ f(x¡*) dx¡. (3) 
i=l 

La notación SU, M resalta el hecho de que la suma no sólo depende de la función f, 
sino también de la partición .1., y desde luego de la selección de los puntos estrella. A 
una suma de la forma (3) se le llama suma de Riemann* Nótese que es la misma que 
la suma de la ecuación 1, aunque ahora no estamos suponiendo que f(x) sea no negati­
va, y por tanto no interpretamos los términos individuales como áreas de rectángulos. 

Por último, necesitaremos considerar el límite de la suma de Riemann (3) cuando 
n --700 Y cuando dx¡ --7 O, o análogamente, cuando 11.1.11 --7 O. Si, para una función f 
dada, la suma de Riemann (3) tiende a un número único 1 cuando 11.1.11--70, entonces 1 
se llama la integral (o la integral de Riemann) de f desde a hasta b y se dice que fes 
integrable (o Riemann integrable) en [a, b]. Usualmente, se emplea la notación 

f f(x) dx 

en lugar de 1 para denotar a la integral de f desde a hasta b; al símbolo f se le conoce 

* Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), estudiante primero, y después profesor de la universidad 
de Gottingen. fue un matemático notablemente dotado y versátil. Su desarrollo de la integración, basado en 
lo que hoy se conoce como sumas de Riemann, aparece en un trabajo sobre las series de Fourier escrito en 
1854, pero que no se publicó sino hasta 1867. 

Su disertación doctoral en 1851 contenía resultados fundamentales de la teoóa de las funciones de 
variable compleja, incluyendo el célebre teorema de la transformación de Riemann. 

Poco tiempo después (1854), Riemann presentó un trabajo fundamental sobre geometría no euclidiana 
en el que exploraba las propiedades de los espacios curvos (o Riemannianos), que Einstein empleó después 
en la teoría de la relatividad general. 

En 1859 formuló Riemann un enunciado acerca de los ceros de determinada función, importante en la 
teoóa de los números. Desde entonces la hipótesis de Riemann se ha visto respaldada por abundante evidencia 
numérica, pero permanece sin comprobación a pesar de los mejores esfuerzos de generaciones de matemáti­
cos. Es uno de los más famosos problemas matemáticos no resueltos. Desafortunadamente, Riemann no era 
físicamente robusto y murió de tuberculosis a los cuarenta años. 
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como el signo de la integral**, a f se le llama integrando, y a y b son los límites 
inferior y superior de integración, respectivamente. La (x) y la dx no desempeñan 
ningÓn papel esencial en la notación en esta etapa, y a veces se omiten; posteriormente, 
serán convenientes en determinados casos. De cualquier modo, la x es una variable 
muda de integración semejante al índice de la suma, y se puede remplazar con cualquier 
otra letra si fuera conveniente. Resumiendo las afirmaciones anteriores, tenemos la 
siguiente definición de la integral de Riemann: 

DEFINICIÓN 6.2.1 Si f es una función acotada en el intervalo [a, b], entonces 

f
b n 

f(x) dx = lím 2: f(x;*) ~Xi , 
a lI ó l¡""'O i ~ 1 

(4) 

considerando que este límite existe, es la integral de Riemann de f en [a, b]. Por 
otro lado, si el límite no existe, entonces f no es integrable en [a, b]. 

En términos de la definición de límite, la ecuación 4 dice que f~ f(x) dx es el 
número 1 con la siguiente propiedad: para cada E > O existe una o > O tal que para 
todas las particiones tales que II~ 11 < o y para todas las selecciones de los puntos estrella 
x; de cada una de tales particiones, se cumple que 

I~ f(x;*) ~Xi - 11 < E. (5) 

Hay tres preguntas principales que deseamos considerar, acerca de las integrales. 

1. ¿Son integrables todas las funciones? Si no es así, ¿podemos especificar una clase 
grande y útil de funciones que sean integrables? 

2. ¿Hay algunas propiedades útiles de las integrales? 
3. Dada una función f particular, ¿hay una manera eficaz de evaluar f ~ f(x)dx? 

Responderemos parcialmente a la primera pregunta en esta sección, y en la sección 
6.3 trataremos la segunda. Con respecto a la evaluación de las integrales, una posibi­
lidad es emplear la definición 6.2.1. Sin embargo, el proceso de límite que implica esta 
definición es complicado. Para una función f dada, un intervalo [a, b] dado y un valor 
dado de II~II , hay un número infinito de particiones de [a, b] y para cada partición de 
éstas hay una infinidad de maneras para seleccionar los puntos x; estrella. En conse­
cuencia, la definición raramente resulta ser un camino eficiente para calcular el valor 
de una integral. Por fortuna, hay otros medios. A partir de la sección 6.4 presentaremos 
un poderoso método analítico para evaluar muchas integrales. También se pueden 
calcular aproximaciones numéricas, como en el ejemplo 5 de la sección 6.1, en el 
ejemplo 3 a continuación, o mediante el empleo de algoritmos como los de la sección 
6.6. 

Sin embargo, en algunos casos especiales se puede emplear la definición para 
evaluar la integral de una función. 

** El signo de la integral es otra de las notaciones introducidas por Leibniz. Fue usado por él por primera 
vez en 1675. 
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EJEMPLO 1 

Supongamos que f es la función constante f(x) = e en [a, b]. Entonces, para cualquier 
partición de [a, b] Y cualquier selección de puntos estrella, tenemos que f(x7) = e, de 
esta manera 

n 

2: f(xi") 4lx¡ e 2: 4lx¡ = c(b - a). 
i=l i=l 

Para esta función, toda suma de Riemann es igual a c(b - a); por tanto, la función 
constante es integrable y 

f c dx = c( b - a). 

No debe sorprendernos que si e > O, este cálculo dé el área de un rectángulo de altura 
e y base b - a. -

EJEMPLO 2 

Suponer que la función f se define en [a, b] como sigue: 

f(x) = { 1, 
O, 

si x es racional; . 
si x es irracional. 

Tomemos cualquier partición de [a, b]. En cada subintervalo siempre hay números 
racionales e irracionales. Si formamos una suma de Riemann seleccionando cada punto 
estrella como un número racional, obtendremos 

n n 

2: f(xi") 4lx¡ = 2: 1 4lx¡ = b - a. 
¡=l ¡=l 

Por otro lado, si formamos una suma de Riemann seleccionando a cada punto estrella 
de modo que sea un número racional, obtendremos 

n n 

2: f(xi") 4lx¡ = 2: O 4lx¡ = O. 
¡=l 

Así, para toda partición de [a, b], independientemente de qué tan pequeño sea 114111, 
siempre podremos encontrar sumas de Riemann cuyos valores sean b - a y O. Las 
sumas de Riemann no tienden a determinado número y por tanto esta función no es 
integrable. -

El ejemplo 2 da la respuesta a la primera parte de la pregunta 1: no todas las 
funciones son integrables. Es difícil decir exactamente qué funciones son integrables, 
excepto repitiendo la definición 6.2.1 . Sin embargo, en los dos teoremas siguientes se 
mencionan condiciones suficientes de aplicación amplia para la integrabilidad. Omiti-
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remos las demostraciones de esos teoremas, aunque el problema 27 indica parte de la 
demostración del teorema 6.2.2. 

:"f'eorema 6.2.1 

SuponganlOs qHe f está. acotada eq el intervalo [a, . b] y que también es .continua' 
en este intervalo, excepto a lo máS en un número finito de puntos. Entonces f es 
integrable en [a, b]. . 

Supongamosquef está acotada en el intervalo [a; b] y que [a, bJ se puede 
subdividir en un número finito de subintervalos ~iendo f en cada uno de .. ellos no 
decreciente o nocreciente. Entonces f es integrable en [a, b]. . 

Se infiere de los teoremas 6.2.1 o 6.2.2 que un polinomio de cualquier grado es 
integrable en cualquier intervalo finito; una función racional es integrable en cualquier 
intervalo finito que no contenga un cero del denominador; las funciones seno y coseno 
son integrables en cualquier intervalo finito y las funciones tangente, cotangente, 
secante y cosecante son integrables en cualquier intervalo finito que no contenga una 
discontinuidad infinita de la función. También, funciones tales como f(x) = [[x]], que 
están acotadas y son continuas excepto en un número finito de puntos de cualquier 
intervalo [a, b], son integrables. 

Hacemos notar que los teoremas 6.2.1 y 6.2.2 dan sólo condiciones de suficiencia. 
Hay funciones que son integrables en un intervalo [a, b] que no satisfacen las hipótesis 
de ninguno de esos teoremas. 

Nótese también que las definiciones y teoremas de esta sección se aplican a 
funciones acotadas en el intervalo [a, b]. Después, en el capítulo 11, examinaremos los 
temas de integrabilidad de funciones no acotadas e integrabilidad de funciones acotadas 
en intervalos no acotados. Sin embargo, por el momento sólo limitaremos nuestro 
estudio a la integración de funciones acotadas en intervalos acotados. 

Nuestro desarrollo de la integral de Riemann se originó en el problema de calcular 
el área de determinadas regiones. Sin embargo, la definición de integral que hemos 
dado está libre del lenguaje geométrico y no depende de conceptos geométricos. Por 
tanto, podemos reformular la definición del área, contenida en la ecuación 26 de la 
sección 6.1. 

DEFINICIÓN 6.2.2 Si f es continua y no negativa en [a, b J, entonces el área A(R) de 
la región R acotada por las rectas x = a y x = b, el eje x y la gráfica de y = f(x) es 

A(R) = f f(x) dx. (6) 
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Estimaciones de Integrales; sumas superior e Inferior 

Con frecuencia, se desea estimar el valor de una integral, en especial cuando es difícil 
o imposible calcular su valor exacto. Se puede obtener un resultado burdo, pero a veces 
útil, si conocemos las cotas superior e inferior del integrando, esto es, si sabemos que 
para toda x en [a, b], 

m ::5 f(x) ::5 M. (7) 

Entonces, para cualquier partición Ll y cualquier selección de los puntos estrella, la 
suma correspondiente de Riemann, S(f, Ll), satisface a 

n n 

S(f, Ll) = ¿ f(x¡*) LlX¡ ::5 ¿ M LlX¡ = M ¿ LlX¡ = M(b - a). 
¡=I ¡=I ¡=I 

Combinando este resultado con la cota inferior semejante, tenemos que 

m(b - a) ::5 S(f, Ll) ::5 M(b - a). (8) 

Si suponemos que f es integrable y tomamos el límite cuando IILl II-7 0, obtendremos 

m(b - a) ::5 r f(x) dx ::5 M(b - a). (9) 

También se pueden encontrar cotas mucho más exactas, aunque a un costo de 
cálculos más extensos. Recuérdese que en el ejemplo 5 de la sección 6.1 empleamos 
rectángulos inscritos y circunscritos para obtener cotas inferiores y superiores, respec­
tivamente, del área bajo una parábola. Se puede emplear el mismo método para estimar 
los valores de las integrales en general. 

Sea la función integrable f dada en [a, b]; por comodidad supondremos que fes 
continua. Sea Ll una partición arbitraria de [a, b]. Representaremos mediante M¡ y mi, 
respectivamente, el valor máximo y mínimo de f en el iésimo subintervalo [X¡- l ' x;] . 
Entonces, la suma de Riemann máxima posible para esta partición se obtiene seleccio­
nando a x7 de tal modo que f(x7) = M¡ en cada subintervalo. A esta suma se le llama 
suma superior de la partición Ll y está dada por 

a(f, Ll) = ¿ M¡ LlX¡. (10) 
¡=l 

Análogamente, la suma inferior para Ll es 

n 

s(f, Ll) = ¿ m¡ LlX¡. (11) 
¡=l 

Está claro que cualquier otra suma de Riemann 

n 

S(f, Ll) = ¿ f(x¡*) LlX¡ (12) 
¡=1 
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para esta partición debe quedar entre las sumas superior e inferior: 

s(f, d) :S S(f, d) :S (J'(f, d). (13) 

Además, es posible demostrar que 

s(f, d) :S r f(x) dx :S (J'(f , d). (14) 

La desigualdad 14 es semejante a la relación correspondiente para el área, que aparece 
en la sección 6.1 y brinda un medio para estimar el valor de la integral. En general, lo 
más sencillo es emplear una partición uniforme y tomar los puntos de la partición más 
y más cercanos entre sí hasta que la diferencia (J'(f, d) - s(f, d) sea tan pequeña como 
se desee. 

EJEMPLO 3 

Emplear las sumas superior e inferior para estimar el valor de 

(1T /2 

Jo sen x dx. (15) 

El integrando es continuo y creciente en el intervalo [0, '1T!2]. Por tanto, de acuerdo 
con los teoremas 6.2.1 o 6.2.2, se sabe que existe la integral (15). Para estimar su valor 
podemos dividir el intervalo [0, '1T!2] en n subintervalos iguales, siendo la longitud de 
cada uno de ellos h = '1Tl2n. Los puntos de la partición son X¡ = ih = i'1T!2n para i = 0, 
1,2, .. . ,n. En el iésimo subintervalo sen x alcanza sus valores máximo y mínimo en 
los extremos derecho e izquierdo, respectivamente; esto es, M¡ = sen Xi' y m; = sen 
Xi-l' Así, la suma superior para esta partición es 

n 

(J' n = ¿ sen X¡ dX¡ 
i=1 

Similarmente, la suma inferior es 

n 

¿ sen X¡_I dx¡ 
i=1 

n-l 

h ¿ sen(ih). 
¡=I 

La diferencia de las sumas es 

h ¿ sen (ih). 
; = 1 

n 

h ¿ sen[(i - l)h] 
¡=I 

'1T '1T 
(J' n-S n = h sen nh = - sen -

2n 2 
'1T 

2n' 

(16) 

(17) 

(18) 

que, de acuerdo con la ecuación 14, da una cota superior para el error cometido al 
emplear ya sea (J'n o Sn para aproximar la integral dada. 
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Si evaluamos las sumas O"n Y s; para varios valores de n, obtendremos la informa-
ción de la segunda y tercera columnas de la tabla 6.2. De acuerdo con esos datos, parece
que las sumas superior e inferior y, en consecuencia, todas las sumas de Riemann,
tienden a un número cercano a 1. De hecho, es fácil demostrar mediante el método que
se presentará en la sección 6.4, que el valor de la integral (15) es exactamente 1. De
acuerdo con los valores tabulados, vemos que s; y o; tienen un error de menos de uno
por ciento cuando n = 80, lo cual es consistente con las desigualdades (14). Sin
embargo, si usamos el valor promedio de s; y a; para aproximar la integral (cuarta
columna de la tabla 6.2), obtendremos una exactitud mucho mayor: con sólo diez
subintervalos el resultado es exacto dentro de un cuarto del uno por ciento.

Otro modo de proceder es calcular la suma de Riemann que corresponde a
determinada selección de los puntos estrella. Por ejemplo, si seleccionamos a cada x;
de tal modo que sea el punto medio de cada subintervalo, obtendremos los resultados
de la tabla 6.3. Estas aproximaciones son extremadamente buenas; por ejemplo, para
n = 10, el error es apenas un poco mayor que un décimo del uno por ciento.

Si bien los cálculos que condujeron a las tablas 6.2 y 6.3 se llevaron a cabo en una
microcomputadora, también es posible hacerlos con una calculadora de bolsillo al
menos hasta n = 10 .•

Tabla 6.2 S .. f . f rr/2 Tabla 6.3 Sumas de Riemannurnas superror e m error para o
senx dx. para f ~/2 sen x dx.

Suma inferior Suma superior Promedio Suma de Riemann
n sn O"n (s, + O"n)/2 n Sn

10 0.9194032 1.076483 0.997943 10 1.001029
20 0.9602161 1.038756 0.999486 20 1.000257
40 0.9802366 1.019506 0.999871 40 1.000064
80 0.9901504 1.009785 0.999968 80 1.000016

PROBLEMAS

En los problemas 1 a 4 determinar la norma de la partición
del intervalo dado.

i = 0,1,2, ... , n
i

x· = a + - (b - a)
I 2" '

4. [a, b],
0<!<!<~<1<~<2
1 < 1.1 < 1.5 < 2 < 2.01 < 2.02
< 2.1 < 2.5 < 3 < 4

1. [O,2],

2. [1,4], i = O, 1, 2, ... , 2n

3. [a, b], i
Xi = a + - (b - a),

n

En los problemas 5 a 8 obtener un valor aproximado de la
integral dada empleando la partición dada y para los puntos
estrella x; = Xj_! + kAxj.

© 5. J2 ~
1 1 -1

© 6. L cos

© 7. fl I
-112

e 8. [f(

f(x)

En los pI
inferior, (
grando y

© 1219. -
1 X

. r·12

© 10. Jo s

© 11. fO -
-2 1

© 12. f V

© 13. f f(

© 14. f «
En los p
siguiente
de integi

(a)

(b)

(e)

(d)
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© 5. 

© 6. 

J,
2 X . 
--dx 

I 1 + x ' 

(I x 
Jo cos 2 dx, 

.:l = {1,i,i,2} 

.:l = {O, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, l} 

© 7. JI Ixl dx, 
-1/2 

.:l = {-!, O, l} 

© 8. L f(x) dx, 

{

x2 

f(x) = !,' 
1 + xl, 

-lsx<O 
x = O 

.:l = {-l, -t tI} 

En los problemas 9 a 14, calcular las sumas superior e 
inferior, c:r(f, .:l) y x(f, .:l), respectivamente, para el inte­
grando y la partición dados. 

© 9. - dx, J2 l 
.:l = {1, t i, i, 2} 

IX 

© 10. 
(,,12 

Jo sen x dx, .:l = {O ~ ~} , 4' 2 

© 11. JO 1 d -1--2 x, 
- 2 + X 

.:l = {-2, -i, -1 , -L O} 

©u. f~dx, 

© 13. f f(x) dx, 

© 14. f (4 - X2) dx, 

.:l = {2, 2.5, 3, 3.5, 4} 

{
x2 

f(x) = ' 
!, 

Osxs1 
1<xs2 

.:l = {O, !, 1, i, 2} 

.:l = {l, i, 2, t 3} 

En los problemas 15 a 20, llevar a cabo el procedimiento 
siguiente: introducir una partición que divida al intervalo 
de integración en n subintervalos iguales. 

(a) Evaluar la suma superior c:r n Y la inferior Sn para 
n = 10. 

(b)Repetir la parte (a) para n = 20,40 Y 80. 

(c) Determinar (c:rn + sn)/2 para n = 10,20,40 Y 80. 

(d)Seleccionando los puntos estrella de modo que 
sean los puntos medios de cada subintervalo, eva­
luar la suma correspondiente de Riemann Sn para 
n = 10, 20, 40 Y 80. Comparar cada suma de 

6.2 PROBLEMAS 321 

Riemann con el valor correspondiente que se en­
contró en la parte (c). 

© 15. f \IX dx © 16. f dx 
o 1 + X2 

© 17. fví+X2dx © 18. r3 

o .tan x dx 

© 19. f (4 - x 2) dx © 20. t (x - ~) dx 

En los problemas 21 y 22 el integrando no es creciente ni 
decrecit!l1te en el intervalo de integración. Ello dificulta un 
poco encontrar las sumas superior e inferior. Con una 
partición uniforme con n subintervalos iguales y seleccio­
nando los puntos estrella de tal modo que sean el punto 
medio de cada subintervalo, determinar la suma de Rie­
mann correspondiente Sn para las siguientes. integrales 
cuando n = 10, 20, 40 Y 80. 

© 21. f x cos x dx 
(,,/2. í 

© 22. Jo vx sen2x dx 

23. Distancia recorrida. Una partícula que se mueve a 
lo largo de una línea recta con velocidad constante 
v > O recorre una distancia vT en el intervalo de 
tiempo [O, T]. Supongamos-ahora que la velocidad de 
la partícula es función del tiempo, v = v(t), y que 
v(t) 2: O, de modo que la partícula siempre se mueve 
en la misma dirección. Formar una partición .:l de 
[O, 11 y demostrar que la distancia d recorrida en 
[O, 11 está dada en forma aproximada por 

d == S(v, .:l) = L v(ti) .:lt¡. 
;::::1 

Si 'v es integrable, entonces 

d = lím S(v, .:l) = (r v(t) dt. 
161-00 Jo 

24. Volumen. El volumen de una varilla de longitud l y 
de área de sección transversal uniforme A es Al. Su­
pongamos ahora que el área de la sección transversal 
varía con la posición, de tal modo que A = A(x) para 
O S x S l . Definir una partición .:l de [O, 1] Y demostrar 
que 

v == S(A,.:l) L A(x7) .:lx¡. 
i - l 
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Si A es integrable, entonces 

v = Iím SeA, ~) = (1 A{x) dx. 
1Il>If-+O Jo 

25. Trabajo. El trabajo efectuado por una fuerza cons­
tante para mover una partícula una distancia s a lo 
largo de una recta es Fs, siendo F la componente de 
la fuerza en la dirección del movimiento. Suponga­
mos ahora que la fuerza varía con la posición de la 
recta, d~ modo que F = F( x), donde O:s x :s s. Formar 
una partición ~ de [O, s] y demostrar que el trabajo 
efectuado W por la fuerza al mover una partícula de 
x = O a x .= s está dado en forma aproximada por 

n 

W :=; S(F, ~) = 2: F(xi) ~Xi' 
i=1 

Si F es integrable, entonces 

W = Iím S(F, ~) = (s F(x) dx. 
11l>1f-+0 Jo 

26. Masa. La masa de un alambre de longitud 1 y densi­
dad (masa por unidad de longitud) p constante es pi. 
Supongamos ahora que la densidad varía con la posi­
ción, de modo que p = p(x) para O :s x :s l. Formar 
una partición ~ de [O, 1] Y demostrar que la masa m 
del alambre está dada, en forma aproximada, por 

n 

m :=; S(p, ~) = 2: p(xi) ~Xi' 
;=1 

Si p es integrable, entonces 

m = lím S(p, ~) 
11l>1f-+0 

I: p(x) dx. 

*27. En este problema demostraremos un resultado rela­
cionado con el teorema 6.2.2. Supongamos que f está 
acotada y es no decreciente en [a, b] y que ~ es una 
partición arbitraria de [a, b]. Sean u(f, ~) y s(f, ~) 
las sumas superior e inferior, respectivamente. 

(a) Demostrar que 

n 

u(f, ~) 2: f(x;) ~X; , 
; := 1 

n 

s(f, ~) 2: f(x; - ¡) ~Xi' 
;=1 

(b) Recuérdese que II~II es la longitud del subintervalo 
más grande de la partición; demostrar que 

n 

u(f, ~) - s(f, ~) 2: [f(x i) - f(X; - I)] ~Xi 
j=l 

n 

:s II~ I I 2: [f(x i) - f(x i-¡)]. 
i = 1 

(c) Emplear el resultado de la parte (b) para demostrar 
que 

u(f, ~) - s(f, ~) :s 11~11[f(b) - fea)]. 

Por tanto, si II~II --¿O, entonces u(f, ~) - s(f,~)--¿O 

también. ¿Qué teorema justifica esta conclusión? 

(d) Modificar el argumento para llegar a la misma 
conclusión si f es no creciente en [a, b] . 

6 .3 P ROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE R IEMANN 

Para motivar el concepto de la integración en las secciones 6.1 y 6.2, únicamente nos 
apoyamos mucho en una idea intuitiva del área bajo una curva. Sin embargo, como 
hemos hecho notar, la definición 6.2.1 de la integral de Riemann es sólo analítica y no 
depende de las propiedades o de la terminología geométricas. Esto hizo posible, en la 
definición 6.2.2, especificar el área en términos de una integral. La validez de esta 
definición descansa en el hecho de que se puede comprobar (y así lo haremos después 
en muchos casos), que la definición 6.2.2, cuando se aplica a regiones elementales 
acotadas por líneas rectas y círculos da los mismos resultados de la geometría plana. 
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Por el momento, notaremos que la interpretación de determinadas integrales en térmi­
nos de áreas de figuras simples nos proporciona un modo de evaluar esas integrales. 

EJEMPLO 1 

Si e > 0, entonces f~ e dx es el área del rectángulo de base b - a y altura e que se ve 
en la figura 6.3.1. Es decir, 

f c dx = c( b - a). (1) 

Desde luego, esto concuerda con el resultado del ejemplo 1 de la sección 6.2 .• 

EJEMPLO 2 

La integral f~ x dx es el área del trapezoide que aparece en la figura 6.3.2. La altura 
promedio del trapezoide es (b + a)/2, y su base es b - a, de modo que 

f x dx = l(b + a)(b - a) = l(b2 
- a2

) .• (2) 

EJEMPLO 3 

Para a> 0, la integral f~ -Ia2 -x2 dx se puede identificar con el área de la cuarta parte 
del CÍrculo de radio a de la figura 6.3.3. Entonces 

fa 7ra2 
Ya 2 - X2 dx = -

O 4 ' 
a> O. (3) 

Posteriormente, en el problema 31 de la sección 6.5, evaluaremos a esta integral 
siguiendo métodos analíticos y obtendremos el mismo resultado. Por otro lado, si 
evaluamos la integral mediante el procedimiento numérico que se indica en el problema 
23, podemos obtener buenas aproximaciones numéricas de 7r .• 

A continuación procedemos a desarrollar algunas propiedades de la integral. 
Aunque esas propiedades son válidas para integrandos más generales, ayudará a 
representarlas si se considera al integrando como continuo y no negativo, así como 
interpretar a las integrales como áreas. 

Primero, si f es integrable en el intervalo [a, b], entonces se puede demostrar que 
f también es integrable en cualquier subintervalo de [a, b] . Además, hasta ahora hemos 
supuesto siempre que b > a. También necesitaremos considerar casos en los cuales 
b = a y b < a . 

a b 

~ 

Figura 6.3.1 

N~~~.(h):. 
2 I 

I 
I lb 

/al I I x 

a b 

~ 

Figura 6.3.2 

y 

a y=~ 

x 

Área = ":2 

Figura 6.3.3 
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DEFINICIÓN 6.3.1 Si fea) existe, entonces 

f f(x) dx o. 

En términos geométricos, la ecuación 4 dice que no hay área bajo un punto. 
Si b > a y existe f ~ f(x) dx, entonces 

f f(x) dx = - f f(x) dx . 

(4) 

(5) 

En palabras, si se invierten los límites de integración, se cambia el signo de la 
integral. 

El primer teorema dice que el valor de una integral no se afecta por los valores del 
integrando en cualquier conjunto finito de puntos. 

Teorema 6.3.1 ' 

Si f y g son funciones acotadas, integrables e~ [a, bJ y íli f(x) = g(x) excepto en 
un conjunto finito de puntos de [a, bJ, entonces 

r !CX)dx = r g(x)dx. 
a a 

(6) 

Demostración. Supongamos primero que sólo hay un punto e en [a, b] para el cual 
f(e) *- g(e). Entonces, para una partición particular y una selección de puntos estrella 
determinada, las sumas de Riemann para f y g, que son S(f, á) y S(g, á), respectiva­
mente, sólo pueden diferir en aquellos términos en los que interviene e. Sólo puede 
haber un término de éstos, a menos que e sea un punto de la partición, en cuyo caso 
habrá dos términos. Así, 

ISU, á) - S(g, á)1 :5 21Iá ll lf(e) - g(c) l. (7) 

El lado derecho de la ecuación 7 tiende a cero cuando Ilá ll ---7 O. En consecuencia, 
S(f, Ll) y S(g, Ll) deben tender al mismo número, lo cual significa que la ecuación 6 es 
válida. Se puede extender el argumento directamente para abarcar un número finito de 
puntos en los que f(x) y g(x) sean diferentes. O 

Los dos teoremas siguientes serán muy útiles para evaluar integrales, como se verá 
después. 
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Teorema 6.3.2 

(Linealidad) 

Si las funciones acotadas f y g son integrables en [a, b], entonces también es 
integrable la función af + (3g para cualesquiera constantes a y (3 reales; además, 

JI> Jb Jb (/ [af(x) + (3g(x) dx = a a f(x)dx + (3 a g(x)dx. (8) 

Mediante la aplicación repetida del teorema 6.3.2 se puede extender la conclusión 
(8) a cualquier número finito de términos. El resultado del teorema 6.3.2 es semejante 
a la correspondiente propiedad de los límites en un punto, expresada en la ecuación 5 
de la sección 2.3. Como la integración implica un proceso de límite, pudiera uno pensar 
que la demostración del teorema 6.3.2 se limita a ese resultado anterior. Sin embargo, 
no es éste el caso porque el proceso de límite es en la integración, en el cual intervienen 
distintas particiones y diferentes selecciones de puntos estrella para un solo valor de 
IILl II, más complicado que el proceso de límite para las funciones. La demostración del 
teorema 6.3.2 es bastante extensa y por tanto SL, omite. El ejemplo siguiente es una 
aplicación típica de ese teorema. 

EJEMPLO 4 

Evaluar 

Como la función f(x) = 2x + ...J9 - :x} es continua en [0, 3], la integral existe. De 
acuerdo con el teorema 6.3.2, tenemos que 

I: (2x + ~) dx = 2 I: x dx + I: Y/9 - X2 dx . (9) 

A continuación se pueden evaluar las integrales individuales remitiéndonos a los 
resultados de los ejemplos 2 y 3. De acuerdo con la ecuación 2, para a = ° y b = 3, 
tenemos que 

I: x dx = l 

A continuación, según la ecuación 3, 

I:~dX 9'lT 
4 · 

(10) 

(11) 
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y finalmente, sustituyendo las ecuaciones 10 y 11 en la ecuación 9, obtenemos 

J: (2x + v'9 - X2) dx = 2 G) + 9; = 9 (1 + ¡) == 16.07 . • (12) 

Teorema 6.3.3 

Si a, b y e son números reales cualesquiera, y si existen dos de las integrales 
siguientes, entonces 

r f(x)dx + s: f(x)dx f: f(x)dx. (13) 

Si a < e < b y si f es continua y no negativa, entonces el teorema 6.3.3 dice que 
el área bajo la curva y = f(x) desde x = a hasta x = e más el área desde x = e hasta 
x = b, es igual al área desde x = a hasta x = b. Esto se muestra en la figura 6.3.4. Sin 
emb~rgo, el teorema 6.3.3 es válido independientemente del orden de los números a, 
b y e; en especial, e no necesita estar entre a y b. También, f no necesita ser continua 
ni no negativa. Así, el teorema 6.3 .3 es una generalización de la propiedad aditiva del 
área que se citó en la sección 6.1. Si bien la figura 6.3.4 hace plausible al teorema 6.3.3, 
se omite una prueba detallada. 

Nótese que el enunciado del teorema 6.3.3 es consistente con la definición 6.3 .1. 
Por ejemplo, si a = b = e, entonces la ecuación 13 se reduce a 

2 f f(x) dx = f f(x) dx, 

y necesariamente f ~ f(x) dx = O. Además, si b = a, entonces la ecuación 13 se reduce 
a 

f f(x) dx + J: f(x) dx = 0, 

de modo que 

f f(x) dx -J: f(x) dx. 

lb f(x)dx 

a e b Figura 6.3.4 
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Figura 6.3.5 

Los ejemplos que siguen muestran cómo se puede emplear el teorema 6.3.3. 

EJEMPLO 5 

Evaluar la integral, desde -2 hasta 3, de 

{

X + 2, 
f(x)= ~, 

- 2 :5 X :5 O; 
O < X :5 3. 

(14) 

Como la función f está acotada en [-2, 3] Y es continua excepto en un punto, la 
integral existe. En la figura 6.3.5 se muestra la gráfica de f. 

De acuerdo con el teorema 6.3.3, 

J:2 f(x) dx = J:2 f(x) dx + J: f(x) dx. (15) 

De la figura 6.3.5, la primera integral es el área del triángulo cuyos vértices son (- 2, O), 
(O, O) Y (O, 2); entonces 

J
o f(x) dx = JO (x + 2) dx = l . 2 . 2 = 2. 
-2 -2 

De acuerdo con la ecuación 11, la segunda integral es 

I: f(x) dx = I: V9 - X2 dx 
911' 
4 

(16) 

(17) 

Al evaluar la integral (17) se permite escribir el integrando como "'9 -r, aunque 
feO) = 2 *' "'9 -O; recuérdese que de acuerdo con el teorema 6.3 .1 el valor de f en un 
punto no afecta el valor de la integral. Por tanto, sustituyendo las ecuaciones 16 y 17 
en la ecuación 15, 
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f2 f(x) dx 2 + hr = 9.07. 11 (18)

EJEMPLO 6

Calcular el valor de

f X
2 dx. (19)

En los ejemplos 4 y 5 de la sección 6.1 encontramos que el área de la región entre
el eje x, la recta x = b Y la parábola y = x2 es b3/3. Expresando este resultado en forma
de una integral tenemos

(20)

A continuación usaremos el teorema 6.3.3 para escribir la integral (19) en la forma

J: x2 dx = f x2 dx + f x2 dx,

o bien, empleando la definición 6.3.1,

Esta relación se muestra en la figura 6.3.6. Entonces, haciendo uso de la ecuación 20
para b = 5 Y b = 2, respectivamente, tenemos que

117
3

39 .•

y y y

25
y=,,2

25 25
y=,,2

20 20 20

15 15 15

10 10 10

5 5 5

" " "
2 S

fO\2dx _ f.2,,2dx = f5,,2dx
o 2

Figura 6.3.6

Ob
tambiér

Si 1:

par:

L
de RiI
de Rit
ser no

L
que e
este ti

Si
x

Dem

En<
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Obsérvese que el procedimiento que seguimos en el ejemplo 6 puede utilizarse 
también para demostrar que 

(21) 

Teorema 6.3.4 

(Comparación) 

Si la función f acotada es integrable en [a, b] Y si 

f(x) 2: ° (22) 

para toda x en [a, b], entonces 

r f(x)dx 2: ° (23) 

La demostración de este teorema es muy sencilla. Como f es integrable, las sumas 
de Riemann tienden a un valor límite definido cuando IILlII ~ O. Además, toda suma 
de Riemann es no negativa porque f(x) 2: 0, Y por tanto el valor límite también debe 
ser no negativo. o 

La interpretación geométrica obvia del teorema 6.3.4, cuando f es continua, es 
que el área es no negativa. Los siguientes corolarios son consecuencias inmediatas de 
este teorema. 

Corolario 6.3.1 

Si las funciones acotadas f y g son integrables en [a, b] y sí f(x) 2: g(x) para toda 
x en [a, bJ, entonces 

Demostración. 

r f(x)dx 2: r g(x)dx (24) 

Se tiene que f(x) - g(x) 2: 0, Y entonces, de acuerdo con el teorema 
6.3.4, 

r [f(x) - g(x)] dx 2: O. 

En consecuencia, según el teorema 6.3.2, 
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r f (x) dx - r g (x) dx ~ O, 

y entonces resulta inmediatamente la ecuación 24. D 

Obsérvese que si f y g son continuas y no negativas de manera que se pueden 
interpretar como áreas las integrales de la ecuación 24, entonces este corolario expresa 
la propiedad de comparación de áreas mencionada en la sección 6.1 (véase figura 
6.3.7). 

y y 

~Y=f(X} 

1 1 
I 1 
, 1 ¡ I ¡..._--__ 1 

" -_ 1 ;' : ¡ .... y = g (l.) 

I I x 

" _ y = f (x} '- _-r 1""------ 1 
I 1 
1 1 
I 1 
1 I 

~y=g(X} 
I I 
I I x 

a a b 

Figura 6.3.7 

Corolario 6.3.2 

Si la función acotada f es integrable en [a, b] entonces 

I s: I (x) dx I :5 s: 1I (x)1 dx (25) 

Demostración. Si f está acotada y es integrable en [a, b], entonces se puede demos­
trar (aunque nosotros no lo haremos) que Ifl también es integrable en [a, b] . Partiendo 
de las desigualdades 

- lf(x)1 :5 f(x) :5 lf(x)l , 

se infiere del corolario 6.3.1 que 

-r If(x)1 dx:5 r f(x) dx:5 r If(x)1 dx. 

Como las condiciones -a :5 u :5 a y lul :5 a son equivalentes, se infiere inmediata­
mente el resultado que se busca. D 

Con frecuencia en la práctica son útiles los corolarios 6.3.1 y 6.3.2, así como en 
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estudios teóricos para establecer las cotas de una integral. Esto se ilustra en el siguiente 
ejemplo. 

EJEMPLO 7 

Obtener una cota superior para 

f
",,/2 
o sen x dx. 

Como sen x S 1 para toda x, fácilmente deducimos que 

sen x dx :S 1 dx = - == 1.571. f",,/2 f",,/2 ~ 

o o 2 

Se puede calcular una cota superior más exacta si empleamos la desigualdad ° S sen x S x en [0, ~12], que es más precisa; véase el ejemplo 2 de la sección 4 .1. 
Entonces tenemos que 

en la cual hemos empleado la ecuación 2 para evaluar la integral. Las funciones que 
acotan y = x y y = 1 se muestran en la figura 6.3 .8. En esta figura se puede ver que 
todavía se puede tener una cota superior mejor mediante la función 

{

X, 

f(x) = 1, 

Empleando esta función obtenemos 

0 :s x:S1; 
~ 

1 :S X S - . 
2 

L",,/2 sen x dx :S f x dx + r",,/2 1 dx 
~ 

0.5 + "2 - 1 == 1.071. 

y 

x 

Figura 6.3.8 Estimación de ¡;.n. sen x dx. 
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Como hicimos notar en el ejemplo 3 de la sección 6.2, el valor exacto de ~2 sen x dx 
es uno. -

Teor.ema 6.3.5 

(Teorema del valor medio) 

Si la función fes contin\la en [a, b], entonces existe al menos un púnto e en Ca, b) 
tal que 

¡(e) 1 Job ¡(x) dx 
b -a 

(26) 

Demostración. Como f es continua en [a, b], tiene un mínimo m y un máximo M en 
[a, b], 

m ::; f(x) ::; M. 

De acuerdo con la ecuación 9 de la sección 6.2, tenemos que 

m(b - a) ::; f f(x) dx ::; M(b - a), 

o bien 

1 fb m::; -- f(x) dx ::; M. 
b - a a 

Como f es continua, sabemos, según el teorema 2.6.3, que f toma todos los valores 
entre su mínimo y su máximo; por tanto, existe un punto e en (a, b) tal que 

1 fb f(c) = b _ a a f(x) dx. O 

Para interpretar en forma geométrica este resultado, veamos el caso en que 
f(x) > O como se ilustra en la figura 6.3.9. El área bajo la curva es igual al área del 

Figura 6.3.9 J ~ f(x) dx = (h - a) f(e ). 

http://carlos2524.jimdo.com/



6.3 PROBLEMAS 333 

rectángulo de base b - a y altura f(e). Como consecuencia, la zona de sombreado tenue 
bajo la recta y = f(e) y sobre la curva y = f(x) debe ser igual al área cuyo sombreado 
es más intenso y que queda sobre. la recta y = f(e) y bajo la curva y = f(x). Nótese 
también que para el dibujo de la figura 6.3.9 hay dos puntos que se podrían usar para 
e, que son el que se indica y otro punto a la derecha. El teorema 6.3.5 no nos dice cómo 
encontrar el punto e; lo que con frecuencia es importante en las aplicaciones del 
teorema del valor medio como las que se darán en la siguiente sección, es simplemente 
la existencia del punto e, y no su ubicación. 

Independientemente del signo de f, la cantidad 

1 fb 
b - a a f(x) dx 

se conoce como el valor medio (o valor promedio) de la función f en el intervalo [a, b]. 
Esta definición es una generalización de la media aritmética x de un conjunto de 
números Xl, X2, .•• , X n; esto es, x = (Xl + X2 + ... + xn)/n. Si f es continua, entonces 
el teorema 6.3.5 dice que f alcanza su valor medio al menos una vez en el intervalo. 
Por ejemplo, si v es la velocidad de una partícula que se mueve en línea recta, entonces 

1 IT - v(t) dt 
T o , 

es la velocidad promedio en el intervalo de tiempo [0, 11. Si ves continua, entonces 
en determinado instante la partícula debe tener una velocidad igual a su velocidad 
promedio. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 10 emplear las propiedades de la 
integral y la interpretación geométrica de la integral de una 
función continua no negativa para evaluar la integral que 
se pide. 

{

X, 

g(x) = 1 + VI 
-x + 4, 

(X - 2)2, 
O:sx<l 
1:Sx:s3 
3<x:S4 

1. f (3x - 2) dx 

3. [Ixl dx 

5. [f(x) dx, 

2. [ (6 - 3x) dx 

4. f2 (2 + \f'4=X2) dx 

f(x)= 1, ' {
~ -l:sx:SO 

O<x:s1 
1<x:s2 2x - 1, 

6, f g(x)dx, 

7. fl (1 - v'1"=X2) dx 

8. f 1 (2 + v'1"=X2) dx 

9. f (2 - Ix - 11) dx 10. f V2x - X2 dx 

En los problemas 11 a 16, usar las ecuaciones 1, 2, 8 Y 21 
para evaluar la integral dada. 

11. [ (2 - 3x) dx 12. fl (2 - 3x + 4x') dx 
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13. L (2x + 1)2 dx 14. [ (1 - X)2 dx 

15. L (2x 2 + 3x) dx 

16. t f(x) dx, 

{

O, 
f(x) = 2x2

, 

1 - 2x, 

x = - 2 
-2<x!51 

1 < x!53 

17. Si la función f es integrable en [a, b] y si 
-M!5 f(x) !5 M, demostrar que 

Ir f(x) dxl !5 r If(x)1 dx!5 M(b - a). 

18. Si la función f es integrable en [a, b] y si If(x)1 !5M, 
demostrar que 

en la cual e y e + h están en [a, b]. Nótese que h puede 
ser negativa. Este resultado demuestra que el valor 
absoluto de una integral siempre es menor o igual que 
una cota del valor absoluto del integrando multiplica­
da por la longitud del intervalo de integración. 

En los problemas 19 a 22 deducir las desigualdades que se 
presentan. 

19 ~!5 (2 __ 1_ dx !5 2 
. 5 Jo 1 + X 2 

20 . J:~12 21 sen ;0 I dx!5 7r 

22. 2\.12!5 f ~ dx !5 4 

©23. En este problema emplearemos el hecho de que 

(l~dx=~ 
Jo 4 

para aproximar el valor de 7r . 

(a) Dividir el intervalo [O, 1] en n subintervalos igua­
les. Determinar la suma inferior Sn y la suma supe­
rior O"n para n = 10,20,40 Y 80. 

(b)Calcular (sn + O"n)/2 para n = 10,20,40 Y 80. 

(c) Escoger el punto medio de cada subintervalo como 
punto estrella. Calcular la suma de Riemann co­
rrespondiente para n = 10, 20, 40 Y 80. 

o 24. ¿Cuál es el valor promedio de la funci6n lineal 
f(x) = mx + e en el intervalo [a, b]? ¿En qué punto 
o puntos toma f su valor promedio? 

25. La velocidad de una partícula es v(t) = 2 + 3r, en 
pies por segundo para O !5 t !5 10. ¿Cuál es la 
velocidad promedio para el intervalo de tiempo [2, 5]? 

26. Un automóvil se desplaza a 25 mi/h durante una hora, 
y a continuación a 40 mi/h durante otra hora más. 
Trazar una gráfica sencilla de la velocidad instantánea 
como función del tiempo, y como función de la dis­
tancia recorrida. 

(a) ¿Cuál es la velocidad promedio con respecto al 
tiempo? 

(b)¿Cuál es la velocidad promedio con respecto a la 
distancia? 

(c) ¿Por qué la velocidad promedio con respecto a la 
distancia es mayor que la velocidad promedio con 
respecto al tiempo? 

Este problema muestra que al calcular el promedio 
de una cantidad se debe especificar la variable 
independiente. 

27. Si la función f es continua en [a, b] y si f~ f(x) dx = 

O, demostrar que existe un punto e en [a, b] tal que 
f(e) = O. 

28. Teorema del valor medio generalizado. Suponga­
mos que f y g son continuas en [a, b], que g(x) 2:: O 
en [a, b] y que 

r g(x)dx > O. 

Demostrar que existe un punto e en (a , b) tal que 

r f(x)g(x) dx = f(e) r g(x) dx . 

Ésta es una forma más general del teorema 6.3.5. 
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6.4 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO 

Hasta ahora hemos descrito los procesos de derivación y de integración en forma 
independiente entre sí. A continuación veremos la estrecha relación que existe entre 
ambos conceptos, un resultado al que se le conoce como el teorema fundamental del 
cálculo. Entre otras cosas, esta relación nos permite evaluar en forma rápida y exacta 
muchas integrales mediante las antiderivadas, en lugar de recurrir a uno u otro proceso 
de aproximación numérica. 

Supongamos que la función f es integrable en [a, b] y por tanto en el subintervalo 
[a, x] para toda x en [a, b]. Sea 

F(x) = I: f(s) ds , a::; x::; b. (1) 

Así, la función F es la integral de f desde a hasta el límite superior variable x. 
Obsérvese que hay dos variables distintas en la ecuación 1, indicadas mediante x y s. 
La variable independiente es x, porque para cada valor de x, la ecuación 1 define el 
valor correspondiente de F(x). La otra variable es la variable muda de integración. Para 
evitar confusiones, se deberá representar mediante alguna letra distinta de x; en este 
caso hemos empleado s. Si f es continua y no negativa, entonces F(x) es el área de la 
región en el plano sy que está limitada por las rectas s = a y s = x, el eje s, y la gráfica 
de y = fes). Esta región se muestra en la figura 6.4.1. 

y 

a x b 

Figura 6.4.1 

EJEMPLO 1 

La función f(x) = X2 es integrable en cualquier intervalo acotado. De acuerdo con la 
ecuación 21 de la sección 6.3, estando b sustituida por x, tenemos que 

Ix X3 - a3 

F(x) = S2 ds = ---
a 3 

Por ejemplo, si a = - 1, entonces 
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F(x) 

A continuación indagaremos algunas propiedades importantes de la función F. 

Teorema 6.4.1 

séa la función f acotada e integrable en [a, bJ. Entonces la función 

F(x) = s: f(s)ds, a "::; x::; b, 

es continua en [a, b]. 

Demostración. Debemos demostrar que si x es cualquier punto de [a, b], entonces 
límh -.70F(x + h) = F(x). Tenemos 

F(x + h) - F(x) 
f

X+h fX 
a fes) ds - a fes) ds. 

Por tanto, según el teorema 6.3.3, 

f
X+h 

F(x + h) - F(x) = x fes) ds. (2) 

Esta relación se muestra en la figura 6.4.2. La conclusión ahora parece obvia, 
geométricamente. Cuando h ~ O, el ancho de la región sombreada de la figura 6.4.2 
se reduce y su área tiende a cero, lo cual es la conclusión que se desea. Para demostrar 
esto en forma analítica, podemos proceder como sigue. Como f está acotada en [a, b], 
existe una constante M tal que If(x)1 ::; M para toda x en [a, b J. Entonces para h > 0, 
de acuerdo con el corolario 6.3.2, 

a x x+h b 

Figura 6.4.2 

http://carlos2524.jimdo.com/



6.4 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO 337 

IF(x + h) - F(x)1 = 1 J:+h f(s) ds 1 

análogamente, para h < O, 

IF(x + h) - F(x)1 

f
X+h fX +h 

~ x If(s)1 ds ~ x Mds = Mh; 

1- J:+h f(s) ds 1 

= 1 J:+h f(s) ds 1 

(3a) 

~ fX If(s)1 ds ~ fX M ds = M( -h). (3b) 
x+h x+h 

Combinando estos resultados obtenemos 

IF(x + h) - F(x) 1 ~ Mlhl· (4) 

En consecuencia, cuando h ---70, se infiere de la ecuación 4 que F(x + h) - F(x) ---70 
y por tanto la función F es continua en x. 

Se entiende que si x es el punto a, entonces necesariamente h > O Y en consecuencia 
el límite se toma por la derecha; similarmente, si x es el punto b, entonces necesaria­
mente h < O Y el límite se toma por la izquierda. o 

N ótese que el teorema 6.4.1 afirma que la integración es un proceso de suavización; 
aun cuando el integrando f tenga discontinuidades, la integral F no. Esto se verá en el 
ejemplo 2 que aparece más adelante en esta sección. 

El siguiente teorema es la primera forma del teorema fundamental del cálculo. 

Teorema 6.4.2 

(Primer teorema fundamental del cálculo) 

Sea la función f acotada en [a, b] y continua en (a, b). Entonces la función 

F(x) = s: f(s) ds, a:::; x:::; b, 

tiene una derivada en cada punto de (a, b), y además 

F ' (x) = f(x), a < x < b. (5) 
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Este teorema afirma que la integración .de una función continua f hasta un límite 
superior variable produce una función F que es una antiderivada del integrando. 
Podemos escribir también la ecuación 5 en la siguiente forma: 

d fX dr a f(x) ds = f(x), (6) 

con lo cual se aclara que la derivación es la inversa de la integración. Esto es, si 
comenzamos con una función continua f, la integramos y después la derivamos, 
regresamos a la función original. 

Demostración. Para demostrar este teorema emplearemos la definición de la derivada 
como límite de un cociente de diferencias. Sea x cualquier punto de (a, b) y formemos 

f
X+h fX F(x + h) - F(x) = a fes) ds - a fes) ds 

f
X+h 

= x fes) ds. (7) 

Ahora necesitamos una estimación más precisa de esta integral que la de la demostra­
ción del teorema 6.4.1. Se entiende que h está restringida a ser lo suficientemente 
pequeña como para que x + h también esté en (a, b). Como f es continua en (a, b), es 
continua en el intervalo de x a x + h, Y por tanto podremos emplear el teorema del valor 
medio para integrales (teorema 6.3.5) para escribir la ecuación 7 como sigue: 

F(x + h) - F(x) = f(e) (x + h - x) = hf(e), 

en la cual e es un punto entre x y x + h (véase figura 6.4.3). Entonces 

lím F(x + h) - F(x) = lím hf(e) = lím f(e) . 
h--+O h h--+O h h--+O 

Es cÍaru que e --7X cuando h --70. Como f es continua, el límite de f(e) existe cuando 
h tiende a cero y es igual a f(x). Así, F'(x) = f(x) para toda x en (a, b). O 

y 

Figura 6.4.3 
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EJEMPLO 2 

Considerar la función 

fes) = {~: o ~ S ~ 1, 
1 < s ~ 2, 

cuya gráfica se muestra en la figura 6.4.4a. 
Evaluemos 

F(x) = I: fes) ds , o ~ x ~ 2. 

Al usar la ecuación 1 de la sección 6.3, tenemos que para O ~ x ~ 1, 

para 1 < x ~ 2 

De aquí que 

LX f (s) ds = LX 1 ds = x ; 

I: f (s) ds = f 1 ds -t f 2 ds 

= 2x - 1. 

1 + 2(x - 1) 

F(x) = {~~ _ 1, 
O~x~1 

1 < x ~ 2 . 

Nótese que aun cuando f es discontinua en 1, la función F es continua en ese punto, 
como afirma el teorema 6.4.1. Además, en O < x < 1 tenemos que F'(x) = 1 = f(x) y en 
1 < x < 2 se tiene que F'(x) = 2 = f(x). De acuerdo con la figura 6.4.4b queda claro 
que F no tiene derivada en 1 y, desde luego, es un punto de discontinuidad de f .• 

A continuación presentamos la segunda forma de la relación fundamental entre la 
derivación y la integración . 

Teorema 6.4.3 

(Segundo teorema fundamental del cálculo) 

Sea la función f acotada en [a, b] y continua en .(a, b). Sea G cualquier función 
que sea continua en [a: b] y tal que G'(x) = f(x) en (a, b). Entonces 

s: f(x)dx = G(b) - G(a). (8) 

y 

2 I y ~ f(s) 
1 I 

F(x). I 

o 
(a) 

Figura 6.4.4 

y=F(x)=ff(s)ds 

y \ 

:J:=2X_l 
y=x 

x 

1 2 

(b) 

Figura 6.4.4 
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Demostración. Recuérdese que según los teoremas 6.4 .1 y 6.4.2, la función F, 
definida por 

F(x) = 1: fes) ds, (9) 

es continua en [a, b], derivable en (a, b), y que F'(x) = f(x) en (a, b). Así, tanto F como 
G son antiderivadas de f en (a, b). En consecuencia, según el teorema 4.1.5, pueden 
diferir a lo más en una constante, o sea 

F(x) = G(x) + c. (10) 

Si hacemos que x = a, y observamos que F(a) = O, entonces c = - G(a), y por tanto 

F(x) = G(x) - G(a). (11) 

Sustituyendo en la ecuación 9 este resultado para F(x), obtenemos 

G (x) - G (a) = 1: f (s) ds. (12) 

Finalmente, haciendo que x = b en la ecuación 12, se obtiene la ecuación 8. o 

Cumo fes) = G'(s), se puede escribir la ecuación 12 también como sigue: 

1: G'(s) ds = G(x) - G(a), (13) 

siempre que G' sea acotada en [a, b] y continua en (a, b). La ecuación 13 dice que, bajo 
las hipótesis mencionadas y a excepción de una constante aditiva, la integración es la 
inversa de la derivación. Esto es, si partimos de la función G, la derivamos y a 
continuación integramos el resultado, obtendremos de nuevo la función original G 
aumentada, cuando más, en una constante. 

Bajo las condiciones del teorema 6.4.3 se puede evaluar la integral f~ f(x) dx si 
podemos encontrar una función G que sea continua en [a, b] tal que G'(x) = f(x) en 
(a, b) . Modificando ligeramente la definición que aparece en la sección 3.3, llamare­
mos a esa función G antiderivada de f. 

También se usa con frecuencia el término integral indefinida para referirse a G, 
y de aquí en adelante emplearemos las palabras" integral indefinida" y "antiderivada" 
indistintamente. La notación 

G(x) = J f(x) dx + e, (14) 

en la que aparece el signo de la integral sin límites de integración, se emplea común­
mente para indicar las integrales indefinidas o antiderivadás de f. La expresión 
J f(x) dx indica un determinado representante de la clase de integrales indefinidas o 
antiderivadas de f; sumando la constante c arbitraria, abarcamos todos los miembros 
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de esta clase de funciones. De este modo el símbolo f, cuando se usa sin límites de 
integración, tiene el mismo significado que el operador D- 1 introducido en la sección 3.3. 

Cuando sea necesario, por claridad, la integral J~ f(x) dx, con límites numéricos 
de integración, se llamará integral definida. Sin embargo, con frecuencia se omiten 
los modificativos "indefinida" y "definida" cuando de acuerdo con el contexto está 
claro cuál de ellos se menciona, y entonces la palabra "integral" sola puede significar, 
según el caso, integral definida o indefinida. Recuérdese que la primera es un número, 
mientras que la segunda es una función. 

En las secciones 3.2 y 3.3 encontramos que 

y que 

+ e, 
r + 1 

(15) 

r ~ -1, (16) 

siendo e una constante arbitraria. Empleando la notación de la ecuaClOn 14 para 
integrales indefinidas, podemos expresar la ecuación 16 del siguiente modo: 

xrdx = -- + c f 
xr+l 

r + 1 ' 
r ~ -1. (17) 

De la misma manera, en la sección 3.6 encontramos que 

D sen x = cos x, D cos x = - sen x, (18) 

y que 

D -1 cos X = sen x + e, D -1 sen x = - cos x + c. (19) 

De ahora en adelante, escribiremos con frecuencia la ecuación 19 en la siguiente forma: 

f cos x dx = sen x + e, f sen x dx -cos x + c. (20) 

Otra notación que se emplea comúnmente es 

G(x) 1: en lugar de G(b) - G(a). 

Así, se puede escribir la ecuación 13 como sigue: 

I: f(x) dx = G(x) \:. (21) 

en la cual G es una antiderivada de f. 
Nótese que, al emplear la ecuación 13 o la ecuación 21 para evaluar una integral 
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b :y=~ 
1 A 

x 

1 2 3 4 

Figura 6.4.5 

definida, no es necesario incluir la constante arbitraria e en G(x). Si se incluye, se 
anulará en la resta G(b) - G(a). 

Veamos ahora algunos ejemplos del empleo del teorema 6.4 .3. 

EJEMPLO 3 

Calcular el área de la región delimitada por el eje x, la recta x = 4, y la curva y = ;Jx. 
El área que se busca está dada por 

A = fVxdx 

(véase figura 6.4.5). Para evaluar esta integral debemos encontrar una función cuya 
derivada seax l12

• De acuerdo con la ecuación 17 esa función es G(x) = 2X312/3. Entonces, 
de acuerdo con el teorema 6.4.3, 

A = !(4)312 - !(0)312 = J.j-.• 

EJEMPLO 4 

Evaluar 

("'12 Jo (2x - 3 sen x) dx . 

Empleando el teorema 6.3.2, podemos escribir la integral dada en la forma 

("'/2 ("'/2 ("'/2 Jo (2x - 3 sen x) dx = 2 Jo x dx - 3 Jo sen x dx . (22) 

Las integrales del lado derecho de la ecuación 22 se pueden evaluar mediante las 
ecuaciones 17 y 20, respectivamente, y el resultado es 

Ir 
/2 21 ",12 1 ",/2 

o
'" (2x - 3 sen x dx = 2 ~ - 3( - cos x) 

2 o o 

= 2 [~2 -O] - 3[0 - (-1)] 
1T

2 

4 
3 == - 0.5326 . • 

Integrandos discontinuos 

El teorema 6.4.3 se aplica a integrandos que sean continuos en el intervalo de integra­
ción con la posible excepción de los puntos de los extremos . Sin embargo, es igual-
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mente fácil evaluar las integrales cuyos integrandos tengan un número finito de 
discontinuidades en el interior del intervalo de integración. Por ejemplo, supóngase 
que f es discontinua en e, siendo a < e < b. Entonces, de acuerdo con el teorema 6.3.3, 

f f(x) dx = f f(x) dx + f f(x) dx, (23) 

y cada una de las integrales del lado derecho de la ecuación 23 se puede evaluar 
mediante el teorema 6.4.3, siempre que se puedan encontrar las antiderivadas adecua­
das. Igualmente, si f es discontinua en e¡, e2, ... , em siendo a < el < e2 < ... < en < b, 
entonces 

f
b fCl fC2 fb 

a f(x) dx = a f(x) dx + Cl f(x) dx + ... + C

n 

f(x) dx, (24) 

y se puede aplicar el teorema 6.4.3 a cada término de la derecha. Ya hemos mostrado 
este procedimiento en el ejemplo 2. A continuación presentaremos otro ejemplo. 

EJEMPLO 5 

Evaluar el f(x) dx, donde 

f(x) 
{

X + 1, 
t 
x2, 

La gráfica de f se muestra en la figura 6.4 .6. 

Figura 6.4.6 

- 1 ::5 X < O; 
x = O; 
O<x ::5 l. 

y 

(25) 

x 

La función f está acotada en [-1, 1] Y es continua, excepto en x = O, de modo que 
la integral existe. Para evaluarla escribiremos 

fl f(x) dx = J:I f(x) dx + f f(x) dx 

f'O JI = (x+1)dx + x 2 dx. 
-1 o 

(26) 
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El teorema 6.4.3 se aplica a cada una de las últimas integrales, y (b)

O-(-!)+~-O=i. 30. La
es
cie
fUI

¿C
paPROBLEMAS

En los problemas 1 a 18, evaluar la integral dada.

1. f 3x4 dx
¡-t32. 2dx

-4 x

t2 f (X2 + X1l2) dx3. o (2 - cos x) dx 4.

5. L s(2 + S2) ds 6. f (2t - 1)(t + 1) dt

20. r:~2g(t) dt,

. g(t) = {cos t,

t,

21. ro f(x) dx,

f(x) = {O, x = ±n,
x, x ~ ±n

(,,/4
7. Jo (3 + 6s + 2 sen s) ds

f-I 2 - 3x2 + 6x4

8. 2 2 dx
-2 X J

3"/2
22. h(s) ds,

,,/2

{
!cos s,

h(s) =
2 sen s,

9. f" (3 cos x - !sen x) dx
--rr/2

10. f (2X-1/2 - h3/2) dx

x>O v. L 12x + 11 dx
11. f (2t + t1l2) dt,

12. fl (2t2 + 4t1l3
) dt 25. f2 11 - x21 dx

-2

13. f (3 - cos t) dt

(x2
lS. Jo (1 + 2t) dt

Ix2 Lx317. (3 - 4t) dt 18. cos t dt
2x x2

En los problemas 19 a 26 evaluar la integral dada

19. f f(x) dx,

f(x) = {2 + x,2 - x,

14. f (2 + 5 sen t) dt

_2!: -s t < °
2

O:st:s2!:
2

31. (a

n = 0, 1,2, ... , 10 (l

1T
-:SS:S1T
2

31T
1T<S:S-

2

N. t Ix(x - 1)1 dx

32. I

z«. t (Ixl + 31x - 11) dx
Der
Los I
casos27. Demostrar que si p y q son enteros positivos, entonces

33.

28. Determinar el valor promedio de la funci6n
f(x) = 2xl/3 + 3x en el intervalo [1,3].

29. (a) La velocidad de una partícula que se mueve a lo
largo de una recta es v = Asen wt, donde A y w
son constantes. Obsérvese que la velocidad es pe-
ri6dica y su periodo es 21T/W;determínese la velo-
cidad promedio en un periodo.

px
16. JI (2 - 3t + t2

) dt

34.
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(b) Si la velocidad es v = A sen2wt, calcular la velo-
cidad promedio en un periodo. Sugerencia: usar
una identidad trigonométrica para expresar a
sen2wt como una suma de dos funciones que sepa
el lector cómo integrar.

30. La fuerza gravitacional que actúa sobre una partícula
es - klr", siendo k una constante positiva y r la distan-
cia al centro de la tierra. El signo menos indica que la
fuerza está dirigida hacia la tierra (véase figura 6.4.7).
¿Cuál es el trabajo w que efectúa la fuerza de atracción
para mover la partícula de r = rA a r = rB?

Tierra F=- s: r,2

~ [>
re rA

Figura 6.4.7

31. (a) Hacer un dibujo de la función

f(x) = {23 - x,+ x,
o ,s x < 1;
1 -s x s 2.

(b) Determinar la función

F(x) = f f(t) dt, o s x -s 2,

y hacer un dibujo de su gráfica.

(e) Describir el comportamiento de f y F en la vecin-
dad dex = l.

32. Demostrar que

f Itl dt = !xlxl, para toda x,

Derivación de integrales
Los problemas 33 a 44 dan aplicaciones y, en algunos
casos, extensiones del teorema 6.4.2.

33. Si

F(x) Ix sen 2t
--dt

o 1 + t2 '

determinar F'(x).

34. Si

F(x) iosen 2t
-1--2 dt,

x + t

6.4 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO 345

determinar F'(x).

35. Si

Ix sen 2t
F(x) = 2x + '-1--2 dt,

o + t

determinar: (a) F(O), (b) F'(O), (e) F"(O).

36. Si

IX
2 sen 2t

F(x) = 2 + x + -- dt,
o 1 + t2

determinar F'(x).

Sugerencia: hacer u = ~ y usar la regla de la cadena
para calcular la derivada de la integral dada.

37. Si

f1+X2 sen, 2t
F(x) = --dt,

1-x2 1 + t2
o s x < 10,

determinar F'(x).

Sugerencia: escribir la integral como una suma de
dos integrales, desde 1 - x> hasta 1 y desde 1 hasta
1 + X2, respectivamente.

38. Si

para x> 1, determinar G'(x).

39. Si

(1+X2

F(x) = Jo t f(t) dt

para x> O, determinar F'(x).

40. Suponer que la función f es continua y que las fun-
ciones u y v son derivables. Demostrar que

d fU(X)
(a) dx a f(t) dt = f[u(x)]u'(x).

d fU(X)
(b) d f(t) dt

x .(x)

= f[u(x)]u'(x) - f[v(x)]v'(x).

, ,
1. ~
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41. Si determinar fil). 

F(x) = f (t f fes) ds) dt 
43. Si 

donde la funciónfes continua, determinar: (a) F'(x), 
(b) F'(l), (e) F"(x) y (d) F"(l). 

r f(t) dt = v'1+x2 - 1, 

determinar f( 'IT/2). 
En los problemas 42 a 44 suponer que la función f es 
continua y que la ecuación es válida para toda x ~ O. 

44. Si 

42. Si 

f f(t) dt = v'1+x2 - 1, 

f tf(t) dt = X2 + x senx + cosx - 1, 

determinar f( 'IT12). 

6.5 INTEGRACiÓN POR SUSTITUCIONES 

Hemos visto que la regla de la cadena es quizá la herramienta más versátil y poderosa 
para calcular derivadas. La contraparte de esta regla para las integrales es el empleo 
de sustituciones, o cambios de variable de integración. Este método es igualmente 
poderoso y general, y se adapta a una amplia variedad de integrales definidas e 
indefinidas. En las secciones 3.5 y 3.6 hemos dad0 ya algunas fórmulas de antideriva­
ción, deducidas mediante la regla de la cadena. Las tres de mayor importancia son las 
ecuaciones 16 de la sección 3.5 y las ecuaciones 27 y 28 de la sección 3.6. A 
continuación las escribiremos con notación de integrales. 

f [u(x)],u'(x) dx 
[U(X)],+l 

r + 1 + c, r ~ - 1, (1) 

f [cos u(x)]u'(x) dx = sen u(x) + c, (2) 

f [sen u(x)]u'(x) dx = - cos u(x) + c. (3) 

En esta sección nos abocaremos al problema de determinar antiderivadas desde un 
punto de vista algo distinto y también extenderemos el proceso a las integrales 
definidas. 

EJEMPLO 1 

Evaluar 

f 3x cos X2 dx. (4) 
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Supóngase que introducimos la nueva variable u = X2. Entonces du = 2x dx, o s~a 
x dx = dul2 . Sustituyendo en la·integral 4 en lugar de X2 y x dx, tenemos que 

J 3x cos X2 dx = J 3 cos u d; = ~ J cos u du o (5) 

Una integral indefinida, o antiderivada, de cos u, es sen u, y así obtenemos 

J 3x cos X2 dx = ~ sen u + c, (6) 

en la cual e es una constante arbitraria. Por último, sustituimos X2 en lugar de u en la 
ecuación 6, lo cual da 

J 3x cos X2 dx = ~ sen X2 + c .• (7) 

EJEMPLO 2 

Evaluar 

J 2xVx2 + 1 dx. (8) 

En este caso introduciremos la nueva variable u = X2 + 1, y entonces du = 2x dx 
y la integral (8) se transforma en 

J 2x\lX2+1 dx = J U 1l2 duo (9) 

Entonces tenemos que 

J 2x\lX2+1 dx = iU 3/2 + c 

= i(x2 + 1)3/2 + c. I (10) 

EJEMPLO 3 

Evaluar 

J sen8 x cos x dx. (11) 
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En este caso podemos hacer que u = sen x. Entonces, du = cos x dx y, sustituyendo
en la integral (11) obtendremos

f sen B x cos x dx f uB du

~U9 + c

= ~sen? x + c .• (12)

En cada uno de los ejemplos 1 a 3 se puede comprobar la corrección del resultado
derivándolo (mediante la regla de la cadena) y demostrando que se obtiene el integran-
do original. En cada uno de esos ejemplos también es posible, quizá después de algo
de aciertos y errores, descubrir la antiderivada necesaria, más o menos por inspección.
Sin embargo, en los tres casos, la sustitución reduce inmediatamente el problema a una
integral elemental. Esto ejemplifica la meta final de una sustitución, que es simplificar
la integral y, si es posible, reducirla a una que se pueda resolver mediante una fórmula
elemental de integración.

A continuación pasemos a las sustituciones y a su relación con la regla de la cadena
desde un punto de vista más general que en los ejemplos 1 a 3. Supongamos que nos
enfrentamos al problema de determinar una integral indefinida I g(x) dx, y que la
función necesaria no sea inmediatamente obvia. Además, supongamos que podemos
reconocer una función u = u(x) tal que

g(x) = f[u(x)]u'(x) (13)

para alguna función f. Entonces, si F es una antiderivada de i.se sigue que, de acuerdo
con la regla de cadena,

d
dx F[u(x)] = f[u(x)]u'(x). (14)

Por tanto, F[u(x)] es la antiderivada de g que se desea y

f g(X! dx = f f[u(x)]u'(x) dx = f :x F[u(x)] dx

= F[u(x)] + c. (15)

Obsérvese que (como en los ejemplos 1 a 3) el empleo de la notación de Leibniz
para la derivada hace aparecer más sencillo el procedimiento que expresa la ecuación
15. Recuérdese que si u = u(x), entonces du = u'(x) dx, y podemos escribir, en lugar
de la ecuación 15,

f F'(u) du

F[u(x)] + c.

f g(x) dx f f(u) du

F(u) + e (16)
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Al emplear sustituciones para encontrar integrales indefinidas, surgen naturalmen­
te algunas preguntas, como las siguientes: 

l. Para una integral dada, ¿cómo podemos estar seguros de que una sustitución será 
eficaz? 

2. Suponiendo que una sustitución pudiera ayudar, ¿cómo podemos hallar la sustitu­
ción adecuada para cada caso? 

Al continuar con el estudio de la integración, encontraremos que determinados 
tipos de integrales se prestan a sustituciones de tipos determinados también . Sin 
embargo, por el momento contestaremos la primera pregunta diciendo que no puede 
uno siempre prever si una sustitución será útil o no. Con todo, es un método que se 
aplica mucho y ciertamente debe tenerse en mente para cualquier integral cuya antide­
rivada no sea evidente de inmediato. Acerca de la sustitución que se debe usar, en 
general, se debe indicar que depende del modo en que la variable de integración 
aparezca en el integrando. Algunas veces la mejor sustitución no es obvia. En ese caso, 
será muy aconsejable tratar simplemente una sustitución que parezca posible. Si 
funciona , bien; aun si no funciona, quizá por el modo de fallar nos sugerirá algo distinto 
que pueda ser mejor. 

Así, el procedimiento consiste en escoger una u que parezca razonable y a 
continuación hacer la sustituéión para determinar la función f consistente con la 
ecuación 13. Si se conoce una función F tal que F'(u) = f(u) , p oclremos entonces 
completar la integraciOn. Si no es evidente alguña~ antiderivada para f , entonces 
veremos si podemes-hacer unaínejor selección de u. Ésta es la esencia del método del 
cambio de variable. 

Una reacción natural es sentir que si es difícil (o imposible) reconocer la integral 
indefinidaq ue se desee sólo por inspección, entonces será igualmente difícil, o 
imposible, encontrar la función u de la ecuacion 13. Afbrtunadamente, la experiencia 
indica que éste no es el caso. La selección-de la función u laoebe sugerIr la forma de 
g(x ), por nuestro conocimiento de las funciones f para las cuales podemos reconocer 
antiderivadas y.por nuestra destreza analítica. Ayuda mucho la práctica. 

Nótese que en el análisis anterior siempre hemos dicho " introducir un cambio de 
variable u = u(x)." Es igualmente corré.cto decir "introducir un cambio de variable 
x = x(u)." Está implícito en el procedimiento que debemos ser capaces de pasar de la 
variable x a la variable u que introdujimos, y de la variable u a la variable x. No importa 
cómo se introduzca la variable u, el objeto es transformar g(x) dx a f(u) du de tal manera 
que conozcamos una antiderivada de f. A veces esto se puede lograr en más de una 
forma, como rriuestra el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO 4 

Evaluar 

J x2\1'X+l dx. (17) 

http://carlos2524.jimdo.com/



350 LA INTEGRAL 

La dificultad para evaluar esta integral es la presencia de la raíz cuadrada de una 
suma, ""x + 1 . Sin embargo, si el integrando fuera de la forma ,Jx por un polinomio, no 
habría dificultad. Por tanto, probaremos 

u = x + 1 por tanto du dx, y x u - 1. (18) 

Con lo anterior, tenemos que 

f x2VX+l dx = f (u - 1)2 Vu du 

= f (u 2 
- 2u + .1)U 1

/
2 du 

= f (U 5/2 - 2U3/2 + UI /2) du 

U 7/2 U5/2 U3/2 

7/2 - 2 5/2 + 3/2 + c 

= Hx + 1)1/2 - !(x + 1)5/2 + !(x + 1)3/2 + C 

= 2(x + 1)3/2[t(X + 1)2 - !(x + 1) + 1] + c. (19) 

Una sustitución alternativa es 

u = ""x + 1 ; entonces x + 1 = u2 y dx = 2u duo 

En este caso, tenemos que 

f x2VX+l dx f (u2 - 1)2 U 2u du 

= 2 f U2(U4 
- 2u2 + 1) du 

= 2 f (u 6 
- 2u4 + u2

) du 

(
u7 2U5 u3

) = 2 7 - 5 + 3 +c 

= 2u 3 (;4 _ 2~2 + ~) + c 

(20) 

= 2(x + 1)3/2[t(X + 1)2 - !(x + 1) + 1] + C.. (21) 

EJEMPLO 5 

Evaluar 

rVíT/2 

Jo 3x cos X2 dx. (22) 
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Encontramos en el ejemplo 1 que (~)sen X2 + e es una antiderivada del integrando. 
Recuérd.ese que no necesitamos la constante arbitraria para evaluar la integral definida 
(22). Por tanto 

(V1T/2 
Jo 3x cos X2 dx 

3\12 
-- == 1.061. • 

4 
(23) 

En el ejemplo 5 evaluamos la integral (22) empleando una antiderivada que 
habíamos encontrado antes mediante la sustitución u = X2. También pudimos haber 
usado la misma sustitución para transformar los límites de integración a modo de 
obtener una integral definida nueva, expresada en términos de la variable u. Mostrare­
mos esto para el caso del ejemplo 5 y a continuación enunciaremos un teorema general. 

Si u = X2, entonces, correspondiendo a los límites x de integración O y ...fil2 obtene­
mos los valores de u O y '1T/4, respectivamente. Así, 

(V1T/2 3 (,,/4 
Jo 3x cos X2 dx = :2 Jo cos u du 

(24) 

lo cual concuerda con la ecuación 23. 
El teorema general de sustituciones en una integral definida es el siguiente: 

Teorema 6.5.1 

Suponiendo que se satisfacen las siguientes condiciones 

1. u = u(x) es continua y tiene derivada continua en [a, b], donde u(a) = e y 
u(b) = d. 

2. f es continua en el conjunto de valores que toma u = u(x). ,... 

Entonces 

r j[u(x)]u'(x) dx = r j(u)du. (25) 

Demostración. Obsérvese que cuando x varía de a a b, la continuidad de u(x) asegura 
que u toma todos los valores del intervalo [e, d], pero además, puede u también tomar 
valores fuera de [e, d], como se ve en la figura 6.5 .1. Ésta es la causa de que se pide 
que f sea continua en el conjunto de valores que toma u y no sólo en [e, d] . 

dr--~ 
cf -Ju=U(X) . 

_ I 1 ~ 
a b 

Figura 6.5.1 
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susti
mayi

(26)
enea
eión
aclar
aeon
11os,

(27)

Ahora, como f es continua en [e, d], tiene una antiderivada F y

f f(u) du = F(d) - F(e).

Por otro lado, de acuerdo con la regla de la cadena,

d
dx F[u(x)] = F'[u(x)]u'(x) = f[u(x)]u'(x).

Por tanto,

f f[u(x)]u'(x) dx = F[U(X)]I: = F[u(b)] - F[u(a)] = F(d) - F(c). (28)

Combinando las ecuaciones 26 y 28 se obtiene el resultado (25). o

EJEMPLO 6

Evaluar

f4 ( 2) -1/2 1
1 + - - dx.

1 X x2 (29)

Si notamos que l/x2 es, excepto por el signo, la derivada de l/x, ello nos puede
sugerir la sustitución u = X-l. Entonces du = -x -2dx, y los límites de integración se
vuelven u = 1 Y u = ¡, que corresponden a x = 1 Yx = 4, respectivamente. Entonces,
sustituyendo en la integral (29), obtenemos

(4 ( 2) -1/2 1 (1/4
JI 1 + :; x2 dx = - JI (1 + 2U)-1/2 du

f' (1 + 2U)-1/2 duo
1/4 .

Obsérvese que en el último paso hemos cambiado el signo de la integral·invirtiendo
los límites de integración. Para evaluar la integral (30), puede ayudamos una segunda
sustitución. Sea v = 1 + 2u; entonces d» = 2du, ó du = dvl2. Los límites de integración
se vuelven v = ~y v = 3, que corresponden a u = ¡ya u = 1, respectivamente. Así

(30)

f' (1 + 2U)-1/2 du = ! (3 V-I/2 dv = ! .2V1/21
3

JI/4 J3/2 . 3/2

V3 - v1 == 0.5073. (31)

De acuerdo con la ecuación 30, éste también es el valor de la integral original, la (29).
En este ejemplo hemos evaluado la integral en dos etapas, empleando una sustitu-

ción diferente en cada una de ellas. Desde luego que si hubiéramos introducido la

-PR
En le
para
tea.

1.

3.

5.

7.

9.

11.

13

15

17

19

20

21

22

24
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sustitución v = 1 + (2/x) desde el principio, hubiéramos obtenido el resultado con 
mayor rapidez. Sin embargo, este ejemplo demuestra que no necesariamente debemos 
encontrar desde el principio la sustitución óptima. Si podemos determinar una sustitu­
ción que simplifique el problema igualándolo con algo que ya exista, entonces se 
aclararán cualesquiera pasos posteriores necesarios. En cualquier caso, a veces se 
aconseja descomponer un procedimiento complicado en una sucesión de pasos senci­
llos, en lugar de tratar de hacer todo de inmediato. -

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 30 emplear una sustitución adecuada 
para evaluar la integral indefinida o definida que se plan­
tea. 

1. f "\I3+2X dx 

5. f (1 +t 4t2)3 dt 

7. f x3(4 - X4 )3 dx 

9. f COS3(X - ¡) dx 

11. f tan 'ITa sec 'ITe de 

13. f cos3 2x sen 2x dx 

f dx 
15: Vx(l + Vx)2 

17. f x5~dx 
19. f x(a2 + x2)' dx, 

20. f x 2(a 3 + x 3)' dx, 

21. f v4+3x dx 

(6 dx 
22. JI (2x + 3)2 
~-

13 3X2 
24 • • ~dx 

o vI + x 

f dx 
2. (3 + 2X)2 

4·f~dX 4 + X2 

6. f -(9-~-t2-)2 dt 

f 
X2 

8. -:-(1-+-x--"3):-:-2 dx 

14. f tan 3e sec2 3e de 

16. f .s(l + S) 1I3 ds 

18. f (x - 2)2(x + 3)11 dx 

r'" -1 

r'" -1 

23. f x\h6 - X2 dx 

f" 12 
25. cot a csc2 e de 

,, /4 

(V:;; 
26. Jo t sen t2 dt 27 (4 ds d 

. JI Vs(4 + Vs)3 S 

28. fX~dx 29. dx la X 

O Ya 2 + X2 

lal2 X 

30. • ¡:;---:; dx 
O va2 - X2 

31. En el ejemplo 3 de la sección 6.3 hemos interpretado 
que g g-=xz dx es el área de la cuarta parte de un 
círculo de radio a y por tanto hemos llegado a la 
conclusión de que el valor de esa integral es 'ITa2/4. 
En esta ocasión indicaremos un modo de evaluar esta 
integral en forma analítica. 

(a) Sea x = a sen a; demostrar que 

(a • ¡:;---:; (,,12 Jo va2 - X2 dx = a2 Jo cos2 e de. 

(b) Usar la fórmula de la mitad del ángulo cos2a 
(1 + cos 2a)/2 para simplificar la integral que se 
obtuvo en la parte (a). 

(c) Sea u = 2a y en consecuencia demostrar qu~ 

En los problemas 32 a 34 emplear la sustitución x = a sen e 
para evaluar la integral dada. 

1
a/ 2 dx 

32 . • ~ 
o va" - X" 

34. (a /2 h dX Jo a2 - X2 
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35. (a) Si f es una función par integrable, demostrar que 

fa f(x) dx = 2 t f(x) dx. 

36. Si m y n son enteros positivos, demostrar que 

L x n(l - x )m dx = L x m(l - x)n dx . 

(b) Sifes una función impar integrable, demostrar que 

r f(x) dx = O. 

6.6 INTEGRACiÓN NUMÉRICA 

El teorema fundamental del cálculo, teorema 6.4 .3, nos proporciona un medio de 
evaluar cualquier integral definida para la cual podemos identificar una antiderivada 
del integrando. La cIase de tales integrales se amplió mucho en la sección 6.5 mediante 
el empleo de sustituciones en el integrando. Se amplía todavía más mediante otros 
métodos que describiremos después, en especial en el capítulo 9. Sin embargo, quedan 
muchas integrales que no se pueden tratar con este método porque sus integrandos no 
tienen antiderivadas que se puedan expresar en forma sencilla alguna. Si se necesita el 
valor de una de esas integrales, con frecuencia es necesario emplear un método de 
aproximación numérica. Recuérdese que ya hemos partido desde este punto de vista en 
las secciones 6.1 y 6.2, en donde calculamos los valores de algunas integrales evaluan­
do alguna suma de Riemann particular. 

A continuación describiremos dos métodos adicionales, que se conocen como la 
regla del trapezoide y la regla de Simpson, para evaluar integrales en forma numérica. 
La regla del trapezoide es fácil de deducir y sencilla de emplear. Desafortunadamente, 
su exactitud con frecuencia no es mejor que la de una suma de Riemann con un número 
semejante de términos. La deducción de la regla de Simpson sigue los lineamientos 
que la del trapezoide, pero es mucho más complicada. Sin embargo, el empleo de la 
regla de Simpson no es más difícil que el de la regla del trapezoide o de las sumas de 
Riemann y en general da una aproximación mucho más exacta. Así, entre las alterna­
tivas que mencionaremos, el método que se selecciona usualmente es el de la regla de 
Simpson. Tanto la regla de trapezoide como la de Simpson tienen asociadas estimacio­
nes a priori del error que a veces se p.ueden emplear para-darse cuenta antes de 'cómo 
emplear el procedimiento para alcanzar la exactitud que se desea. 

Supongamos que deseamos aproximar el valor de 

f f(x) dx, (1) 

en la cual f es una función acotada integrable dada. Definimos una partición uniforme 

a = X o < X¡ < ... < x n -¡ < X n = b 

que subdivida al intervalo [a, b] en n subintervalos iguales, cada uno de ellos con una 
longitud 
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h 
b - a 

n 
(2) 

La regla del trapezoide y la regla de Simpson se originan en dos modos diferentes de 
aproximar el integrando en cada subintervalo. 

Regla del trapezoide 

Para ayudar a captar el significado de las fórmulas que siguen, ilustraremos el caso en 
el que el integrando f es continuo y no negativo. Entonces la integral (1) se puede 
interpretar como el área bajo la gráfica de f desde a hasta b. Sin embargo, estas 
fórmulas se aplican a integrandos que pueden ser negativos o discontinuos. 

Recuérdese que al formar una suma de Riemann aproximamos el área bajo la 
gráfica de f en el iésimo subintervalo [x¡_ ¡, x;] mediante el área f(x7)h de un rectángulo 
de base h y altura f(x7) (véase figura 6.6.1). En lugar de ello, podemos aproximar el 
área bajo la gráfica con el área del trapezoide que aparece en la figura 6.6.2. Enunciado 

y 

y = {(x) 

{(xi) ----

Área = {(xtJ h 

x 

Figura 6.6.1 Aproximación mediante 
un rectángulo. 

r y = {(x) (Xi.{(Xi)) 

(Xi-¡.{(Xi - ¡)) 

Área= f(X'-I~+f(Xi) h 

x 

¡'-h--l 

Figura 6.6.2 Aproximación mediante 
un trapezoide. 

de otra forma, aproximaremos la gráfica de y = f(x) mediante el segmento de recta 
que pasa por los puntos [Xi- ¡, /(Xi-¡)] y [Xi' f (Xi)]' El área del trapezoide en el intervalo 
[Xi-I, x;] es 

(3) 

Para aproximar la integral (1) aplicaremos la fórmula (3) a cada subintervalo y 
sumaremos los resultados. Como se indica en la figura 6.6.3, esto es equivalente a 
aproximar la gráfica de f desde x = a hasta x = b mediante la curva poligonal que pasa 
por los puntos de la gráfica que corresponden a los puntos de la partición X¡, •.• , X n en 

,.' el eje x. Este resultado es 
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y 

x 

a = xQ xi- l Xi xn = b 

Figura 6.6.3 Aproximación con una poligonal. 

f
b n h 

a f(x) dx == ~ [f(X¡-¡) + f(x ¡)] 2: 

h 
= 2: ([f(xo) + f(x¡)] + [f(X¡) + f(X2)] 

+ ... + [f(Xn- ¡) + f(x n)]} 

h 
= 2: [f(XO) + 2f(x¡) + 2f(X2) 

+ ... + 2f(xn-¡) + f(x n)]· (4) 

Si hacemos que y¡ = f(x¡) y representamos la aproximación trapezoidal a la integral 
(1) mediante Tn , entonces se puede escribir la ecuación 4 de la siguiente manera: 

fb h 
f(x) dx == Tn = - (yo + 2y¡ + 2Y2 + .. . + 2Yn - ¡ + Yn) . 

a 2 
(5) 

La ecuación 5 se conoce como la regla del trapezoide. Nótese que se necesitan n + 1 
evaluaciones de la función, una más que cuando se emplea una suma de Riemann con 
la misma partición. Mencionamos el número de veces que se debe evaluar la función_ 
f porque es la consideración más importante para desarrollar un procedimiento general 
para evaluar en forma numérica una integral definida. La mayor parte del tiempo de 
cálculo que se invierte para evaluar Tn de acuerdo con la ecuación 5, o en emplear 
cualquier fónr..ula semejante de integración numérica, es para evaluar a f en un 
conjunto de puntos. 

EJEMPLO 1 

Emplear la regla del trapezoide para aproximar el valor de 

(,,/2 
Jo sen x dx. (6) 

Recuérdese que en el ejemplo 3 de la sección 6.2 empleamos varias sumas de 
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Tabla 6.4 Aproximaciones
a f:Z sen x dx empleando
la regla del trapezoide.

n Tn

10 0.9979431
20 0.9994860
40 0.9998716
80 0.9999679

Riemann para aproximar la integral dada. Desde luego, el valor exacto de la integral,
de acuerdo con el teorema 6.4.3, es

1',/2 sen x dx = -cos x 1:/2 = l.

Los resultados de emplear la regla del trapezoide para varios valores de n para evaluar
esta integral se muestran en la tabla 6.4. Podemos comparar esos resultados con los de
la tabla 6.3 de la sección 6.2, obtenida mediante sumas de Riemann en las que los puntos
estrella se escogieron como los puntos medios de cada subintervalo. Para esta integral,
las sumas de Riemann dan una aproximación más exacta que la regla del trapezoide.
Si comparamos la tabla 6.4 con la última columna de la tabla 6.2, notaremos que los
resultados concuerdan, a excepción de posibles diferencias en el último decimal, que
probablemente se originan debido a distintos procedimientos de redondeo. Esto es, la
regla del trapezoide da los mismos resultados que el valor medio de las sumas superior
e inferior. Éste siempre es el caso para integrandos que son no decrecientes o no
crecientes en el intervalo de integración. -

(7)

Es natural, e importante, preguntar si se puede hacer alguna afirmación general
acerca de la exactitud con la que la regla del trapezoide aproxima la integral corres-
pondiente. Se puede llegar al siguiente resultado mediante métodos algo más avanzados
que el nivel de este libro.

Teorema 6.6.1

Si f es continua en [a, b], si existe f"'en (a, b), si T; está dado por la fórmula del
trapezoide (5J y si En es el error, entonces

r f(x)dx = T" + En En
f(~)(b - a)h2

12
(8)

donde h = (b - a)/n, n es el número de subintervalos en la partición de [a, b] y
~ es algún número del intervalo (a, b) .

. .
"
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Como el teorema no nos da información acerca de cómo determinar el número ~, 
se emplea en general la fórmula del error para dar una cota para el error. Si hay un 
número M 2 tal que If"(x) I :::::'M2 para a < x < b, entonces 

I f f(x) dx - Tn I = IEn l = 1 f"(~) 1 (~2 

Mz(b - a)h Z Mz(b - ap :::::. = ~~--~~ 
12 12nz (9) 

Nótese que M2 no depende de n. Por tanto, para a y b fijos, el error En tiende a cero 
cuando n ---7 00 , cosa que intuitivamente esperábamos. (Véase también el Probl. 23.) 
Además, En es proporcional al cuadrado del tamaño del paso h. Si reducimos el tamaño 
del paso por un factor de ~, o sea, si duplicamos el número de pasos, se reduce el error 
por un factor de ¡; si se reduce el tamaño del paso por un factor de -fa, se reduce el error 
por un factor de I ~O' Desde luego, el precio para esta reducción en el error es el número 
adicional de veces que se debe calcular f(x) cuando se aumenta n. 

Al emplear la fórmula (9) para estimar la exactitud de la aproximación Tn debemos 
hacer notar dos cosas. 

1. En general, al encontrar una cota M2 para If"(x) 1 no encontraremos la mejor posible. 
2. Aun cuando encontremos el mejor valor posible de M 2, es improbable que 

M 2 = f"(~), donde ~ es el punto en el cual se alcanza la igualdad en la ecuación 8. 

Así, en general, nuestra cota para el error es tan sólo eso: una cota. En el problema 
25 se da una fórmula muy útil para estimar, pero no para acotar, el error en que se 
incurre al emplear la regla del trapezoide. 

EJEMPLO 2 

Estimar el error al usar la regla del trapezoide para evaluar la integral J ~ sen x dx del 
ejemplo 1. 

En este caso, f(x) = sen x, de manera que f"(~) = - sen~. En el intervalo [O, 1T/2] 
estamos seguros tan sólo de que O :::::. sen ~ :::::. 1, por lo que M 2 = 1 es el mejor valor 
posible. Entonces, de acuerdo con la ecuación 9, obtenemos 

(10) 

Los errores reales por emplear la regla del trapezoide para esta integral se pueden ver 
en la tabla 6.4 y se muestran en la tabla 6.5 junto con las cotas para el error calculadas 
con la ecuación 10. Obsérvese que, aun cuando usamos el óptimo valor posible de M 2 , 

la cota para el error (10) sobreestima el error real en más de 50 por ciento. Este resultado 
no es raro de ninguna manera. -
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Tabla 6.5 Errores que aparecen al emplear la regla del
trapezoide para aproximar J:Z sen x dx.

Error Cota para el error de
n real acuerdo con la ecuación 10

10 0.0020569 0.0032298
20 0.0005140 0.0008075
40 0.0001284 0.0002019
80 0.0000321 0.0000505

EJEMPLO 3

Si la integral

f2 dx¡- --
- o 2 + x2

1f"(x)1 -s 2(10)
8

2.5 = M2• (12)

se ha de calcular empleando la regla del trapezoide con un error menor que 5 X 10-\
¿qué valor de n se debe emplear?

Según la ecuación 9, sabemos que

lE I :::; M2(2 - Op
n 12n2 (11)

en la cual M2 es una cota para If"(x)1 en (O, 2) siendo f(x) = (2 + X2)-I. Debemos
determinar a M2 para seleccionar a continuación a n de tal forma que
2M2/3n2 < 5 X 10-4• Tenemos

-2x
f'(x) = (2 + X2)2'

f"(x) = -2 + (-2x)( -2)(2x)
(2 + X2)2 (2 + X2)3

-2(2 - 3x2)

(2 + X2)3 •

Para encontrar una cota para

en 0<x<2

hacemos a 12 - 3x21lo más grande que sea posible, por ejemplo 10 en x = 2 Y a
(2 + X2)3 tan pequeño como sea posible como, por ejemplo, 8 cuando x = O. Por tanto,
en O < x < 2,
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A continuación seleccionamos a n de tal modo que se satisfaga la desigualdad

Para esto se necesita que

o sea

n> 57.73.

Suced
ecuac

Así, si seleccionamos a n 2: 58, podremos estar seguros de que el error al evaluar
1 es menor que 5 X 10-4• No podemos asegurar que si n < 58 el error será mayor que
5 X 10-4• Es muy probable que se puedan emplear valores de n mucho menores que
58, ya que no hemos obtenido el mejor valor posible de M2. Con algo más de trabajo,
podemos demostrar que el máximo de If"(x)I en O ::; x ::; 2 se obtiene en x = O Y es ~.
Si usamos k para M2 en lugar de 2.5, encontraremos que se necesita que n 2: 26. Todavía
este valor de n podría ser demasiado grande, ya que M2 probablemente sea mayor que
el valor de f"(~) que da la igualdad en la ecuación 8 .•

Regla de Slmpson

En el
algo 1

F
Tenel

Es un esquema de aproximación mucho más exacto que la regla del trapezoide, pero
no necesita de mayor esfuerzo de cálculo. En lugar de aproximar la gráfica de y = f(x)
mediante un segmento de recta en cada subintervalo [x¡_¡, x.], se aproxima mediante
un arco de parábola en cada uno de los subintervalos [Xi-l> Xi+¡]' Como ahora
empleamos dos intervalos de partición para cada subinterval= debemos hacer que n
sea un entero par.

En cada subintervalo [x¡-l> Xi+l], se seleccionan los tres coeficientes de la parábola
de aproximación de tal modo que la parábola pase por los puntos (x¡_¡, y¡-¡), (x¿ Yi), y
(Xi+l> Yi+l)' Esto seve en la figura 6.6.4. Así, si la parábola de aproximación en
[Xi-l> Xi+l] es AX2 + Bx + e, entonces seleccionamos a A, B Y e de tal modo que

x

y por

ff
La el

* La
apare

.\ deNe
hoy II
fórrm
con s
trigorFigura 6.6.4 Aproximaci6n parab6lica.

/

y
Parábola

a = Xo Xl x2 x3 x4

1-2h-l
xn=b
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A(x¡ - h)2 + B(x¡ - h) + C 

Ax~ + Bx¡ + C 

A (x¡ + h)2 + B(x¡ + h) + C 

f(X¡-l) = Y¡-b 

f(x¡) = y¡, 

(13) 

En las ecuaciones 13 hemos escrito X¡ - l en lugar de X¡ - h, Y X¡+I en lugar de X¡ + h, 
donde es h la anchura uniforme de la partición. Dejaremos a un lado, por el momento, 
el procedimiento algebraico para despejar a A, B Y e de las ecuaciones 13. 

A continuación aproximamos la integral de f en [X¡ - b x¡+¡) mediante 

r+1 
f(x) dx = fi+l (Ax2 + Bx + C) dx = r+

h 
(Ax2 + Bx + C) dx. (14) 

X; _ ) X;_1 x¡-h 

Sucede que cuando se despejan A, B Y e de las ecuaciones 13, se sustituyen en la 
ecuación 14 y se lleva a cabo la integración, el resultado es 

(15) 

En el problema 26 se describen los detalles de las operaciones algebraicas, que son 
algo largas. 

Podemos emplear ahora la fórmula (15) para deducir la regla de Simpson .* 
Tenemos que 

f f(x) dx = 1:' f(x) dx + J:,4 f(x) dx + + f" f(x) dx 
X"_ 2 

h h 
== 3Úo + 4YI + Y2) + 3Ú2 + 4Y3 + Y4) 

h 
+ o " + 3"(Yn - 2 + 4Yn - 1 + Yn) 

y por tanto 

f f(x) dx == Sn 
h 
3"(Yo + 4Yl + 2Y2 + 4YJ 

+ 2Y4 + ... + 2Yn-2 + 4Yn - l + Yn)' (16) 

La ecuación 16 es la regla de Simpson. Obsérvese que involucra el mismo número de 

* La idea de evaluar una integral remplazando el integrando por un polinomio adecuado de interpolación 
apareció en los Principia de Newton en 1687. El método se desarrolló después con alguno de los seguidores 
de Newton, incluyendo a Roger Cotes (1682-1716) y James Stirling (1692-1770), quienes ya conocían lo que 
hoy llamamos la regla de Simpson. Algunos años después Thomas Simpson (1710-1761) redescubrió esta 
fórmula de integración aproximada, la publicó (1743) en un libro de ensayos matemáticos y ahora se asocia 
con su nombre. En su tiempo, Simpson fue conocido como autor de textos famosos de álgebra, geometría y 
trigonometría, que se continuaron publicando durante muchos años después de su muerte. 
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evaluaciones que la regla del trapezoide. También podemos dar una fórmula para el 
error de la aproximación de Simpson. 

Teorema 6.6.2 

Si f es continua en [a, b], si existe pv en (a, b), si Sn está dada por la ecuación 
16 y si En es el error, entonces 

f f(x) dx = Sn + En, E = n 

PU(~)(b - a)h4 

180 
(17) 

en la cual h = (b - a)/n, n es el número (par) de subintervalos iguales en la 
partición de (a, b) y ~ es algún número del intervalo (a, b) . 

Como en el caso de la regla del trapezoide, podemos emplear la ecuación 17 para 
obtener una cota para el error. Si hay un número M4 tal que IPV(x) I ::s M4 en a < x < 
b, entonces 

(18) 

De acuerdo con la ecuación 18, la cota para el error al emplear la regla de Simpson 
es proporcional a h4, mientras que para la regla del trapezoide es proporcional a h2

• Así, 
aunque la regla de Simpson no es más complicada que la regla del trapezoide, es mucho 
más exacta. En realidad, si se reduce el tamaño del paso por un factor de ~, se reduce 
la cota para el error por un factor de f¡,; si se reduce el tamaño del paso h por un factor 
de Ta' la cota para el error se reduce por un factor de IO.~OO Probablemente sea seguro 
decir que la regla de Simpson, o alguna de sus variantes, es la fórmula que se usa con 
más frecuencia en la integración numérica. Desafortunadamente, no siempre es fácil 
emplear la estimación del error (18), ya que es necesario obtener una cota M4 para 
IpV(x)l, y p v puede ser una función complicada. Por último, nótese que si f es un 
polinomio de grado menor que cuatro, entonces pv = O para toda x y el error debe ser 
cero, y por consiguiente la regla de Simpson da el valor exacto de la integral. 

EJEMPLO 4 

Emplear la regla de Simpson para evaluar la integral J ~/2 sen x dx del ejemplo 1, Y 
emplear la cota para el error (18) para estimar el error. 

En la tabla 6.6 aparecen los resultados del empleo de la regla de Simpson. Nótese 
que se obtiene una aproximación mucho mayor empleando la regla de Simpson con 
n = 10, que con la regla del trapezoide con n = 80. En realidad, la regla de Simpson 
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Tabla 6.6 Aproximaciones a f ~12 sen x dx
emplendo la regla Simpson

Cota para el error
n Sn de la ecuación 19

10 1.000003 0.000005
20 1.000000 0.000000322
40 1.000000 0.0000000207
80 1.000000 0.0000000012

es exacta hasta seis cifras decimales cuando n = 20. En este caso es fácil de aplicar la
cota para el error (18), ya que PV(x) = sen x, y por tanto podemos emplear M4 = 1. En
consecuencia

IEnl ~ ('1T/2)5 == 0.053128
180n4 n4

Las cotas de acuerdo con la ecuación 19 se muestran en la última columna de la tabla
6.6. Si comparamos los resultados de la tabla 6.6 con los de las tablas 6.4 y 6.5 veremos
claramente la ganancia en la exactitud que se obtiene cuando se emplea la regla de
Simpson, en comparación con la regla del trapezoide. -

(19)

Si es difícil emplear la cota para el error (18) debido a que PV(x) es una función
complicada, entonces podemos proceder de modo más ad hoc. Por ejemplo, si dupli-
camos el número de puntos de la partición y nos encontramos con que el resultado no
varía hasta determinado número de decimales, podemos llegar a la conclusión, con
razonable seguridad, de que esos decimales están calculados correctamente, o sea, que
son exactos.

EJEMPLO 5

Emplear la regla del trapezoide y la regla de Simpson para evaluar

j7f13

o tan x dx.

Todavía no tenemos modo alguno de determinar una antiderivada de tan x y por
tanto no podemos evaluar esta integral mediante el teorema 6.4.3. Si aplicamos la regla
del trapezoide y la regla de Simpson, obtendremos los resultados de la tabla 6.7. Como
los valores obtenidos mediante la regla de Simpson para n = 40 y para n = 80
concuerdan hasta seis cifras decimales, podemos confiar bastante en que son correctos
y en que

(20)

j7f13

o tan x dx == 0.693147. (21)
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Tabla 6.7 Aproximaciones a xr tan x dx
empleando la regla del trapezoide y la regla
de Simpson

n Tn Sn

10 0.6958760 0.6931951
20 0.6938318 0.6931503
40 0.6933186 0.6931474
80 0.6931900 0.6931472

Obsérvese también en la tabla 6.7 que la regla de Simpson sólo con 10 subintervalos
da casi la misma exactitud que la regla del trapezoide con 80 subintervalos, mostrando
de nuevo que la regla de Simpson da una exactitud mucho mayor. -

PROBLEMAS

Los problemas 1 a 16 piden la evaluación numérica de
varias integrales definidas. Se pueden llevar a cabo los
cálculos necesarios con una calculadora de bolsillo para
n = 10, pero para valores mayores de n se debe emplear
una calculadora programable o, de preferencia, una com-
putadora.

En los problemas 1 a 16 emplear la regla del trapezoide y
la regla de Simpson para determinar los valores aproxima-
dos de la integral que se pide. Hacer n = 10, 20, 40 Y 80.
Siempre que sea posible, comparar sus resultados con el
valor exacto de la integral, obtenido empleando el teorema
6.4.3. También, siempre que sea posible, comparar con los
resultados de los problemas 15 a 22 de la sección 6.2.

1. L Vx dx 2. f v1'+7 dx

12 dx
3. -1--2o + x

4. f (4 - X2) dx

5. (2 (x - !) dx
JI/2 X

6. f x cos x dx

1n/2. r:
7. o v x sen 2x dx 12 dx

8. o (1 + X)2

iD 9. L x2 sen x dx 11 dx
10.

o~

12. f sen? x dxe 11. (n Ix
Jo ~ sen"2 dx

ü 13. f ~ dx iD 14. f/2 VI + cos x dx

i; 15. f coste 0.5 sen e) de

¡, 16. 1n/2 dx dx
o sen x + cos x

En los problemas 17 a 20 emplear el límite adecuado para
el error para determinar qué tan grande debe ser n para que
el error en la evaluación de la integral dada sea menor que
10-4. Para cada una de las integrales emplear

(a) La regla del trapezoide.

(b) La regla de Simpson.

Comparar los resultados con los resultados de los proble-
mas indicados.

17. P (x - !) dx;
J1I1 X

ver problema 5

18.

19.

20.

(021. j

~

Tabl

x

o
1

TI
2

TI

4
TI
5
TI
6

TI

23.
I

l
*W
gase
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12 dx
18 ver problema 8

• o (1 + X)2'

19. f vT+2x dx; ver problema 13

20. r sen? x dx ;

©21.A veces es necesario evaluar una integral cuyo inte-
grando no está dado por fórmula analítica alguna. Por
ejemplo, los cálculos demuestran* que para determi-
nadas condiciones de funcionamiento la relación p de
la presión en un cojinete unidimensional de corredera
con gas a la temperatura ambiente está dada como una
función de la posición x de acuerdo con los datos de
la tabla 6.8. La capacidad de carga W del cojinete está
dada por WIBLpa = J ~ [P(x) - 1]dx, donde B y L son
el ancho y la longitud del cojinete, respectivamente,
y p, es la presión del ambiente. Calcular el valor
aproximado de W empleando la regla de Simpson.

ver problema 12

Tabla 6.8 Datos para el problema 21

x P x P

O 1.000 7 1.303TI
iz 1.035 8 1.352TI
2 1.072 fi 1.394TI

fz 1.113 lO 1.411TI
4 1.157 H 1.355TI
5 1.204 1 1.000TI
6 1.253TI

©22.Comprobar que empleando la regla de Simpson con
n = 4 Y n = 8 para evaluar gl x'dx se obtiene la
respuesta exacta. Este resultado es, desde luego, váli-
do para cualquier n par.

23. Demostrar qüe la fórmula del trapezoide (5) se puede
escribir en la forma

j
n

t; ¿: f(x¡) .:lx¡ + !rf(a) - f(b)]h,
i= 1

.:lx¡ = h.

* W. A. Gross, Gas Film Lubrication (Lubricación con membrana
gaseosa), Wiley New York, 1962, Pág. 71.
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Ya que la suma del lado derecho de esta ecuación es
una suma de Riemann para fa f(x) dx y como f es
integrable en [a, b], entonces

~,~n:T" = r f(x) dx.

24. Demostrar que si f es creciente en [a, b], o decrecien-
te en el mismo intervalo, entonces para cada n la regla
del trapezoide da la misma aproximación a J~f(x) dx
que el valor medio de las sumas superior e inferior.

En el texto habremos notado que, mientras que la
ecuación 9 da una cota para el error al emplear la regla
del trapezoide, puede no dar una estimación exacta de
ese error. Hay una estimación** útil dada por

25.

1,

26.

Nótese que esto es una estimación del error, y no una
cota para el mismo. Sin embargo, es de uso muy
sencillo, ya que no es necesario calcular y acotar a
f"(x). Además, la fórmula (i) no involucra valor ab-
soluto alguno y por tanto da la dirección del error.

(a) Emplear la ecuación (i) para estimar el error en los
valores calculados de J ~12 sen x dx del ejemplo l.
Comparar estas estimaciones con los datos de la
segunda columna de la tabla 6.5.

(b)Emplear la ecuación (i) para estimar el valor par
de n que se necesi ta para evaluar n (2 + X2) -) dx
con un error "menor" que 5 X 10-4, Y comparar el
resultado con el que se obtuvo en el ejemplo 3.

En este problema deduciremos la fórmula (15). Esto
es, si y = g(x) = Ax2 + Bx + e, entonces

en la cual y¡ = g(x¡). La deducción es particularmente
fácil para el caso en que X¡ = O, caso que veremos
primero .

(a) Demostrar que

** E. Rozema, American MathematicaI Monthly, 87, 1980, Págs.
124-128.
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fh (Ax 2 + Bx + C) dx 

= Mh 3 +' 2Ch. (ii) 

Así, para Xi = O, B no aparece en el resultado y 
sólo es necesario despejar a A y e del sistema de 
ecuaciones 13 . Empleando Xi = O tenemos inme­
diatamente que e = Yi. Demostrar que A = 
(Yi-I + Yi+ 1 - 2Yi)l2h2

. Sustituyendo A y e en la 
ecuación (ii) se obtiene la fórmula (i) . 

(b) Para el caso en que Xi * O, demostrar que 

PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 8 evaluar la suma que se pide. 

5 1 14 • 
] TI 

2. 2: sen2
-

;= 12 4 1. 2:-:z:tl 
;=1 ] 

10 1 

3. ~1 (k + 2)(k + 3) 
1 ?? 

Hint: (k + 2)(k + 3) = k + 2 - k + 3 

16 1 

4. ~ k2(k + 1)(k - 1) 

1 ?? 
Hint: k2(k + 1)(k - 1) = k2 - 1 - ki 

52 

5. 2: (v2k+1 - v'2k+3) 
k=O 

29 32 

6. 2: (k2 + 1) 7. 2: (2n + 1)(n - 3) 
k; } n=l 

20 

8. 2: k 2 

k=3 

En los problemas 9 a 12 expresar la suma en notación I. 

9. sen(3x + 1) + sen(4x + 3) + sen(5x + 5) 
+ . . . + sen(l1x + 17) 

= !!. [A(6xt + 2h2) + B(6xi ) + 6C]. (iii) 
3 

Despejando a e de la segunda de las ecuaciones 
13 y sustituyendo en la ecuación (iii) se obtiene 

t~+hh (Ax2 + Bx + C) dx 

= ~ (2h 2A + 6y,). (iv) 

Con ello sólo necesitamos despejar a A de las 
ecuaciones 13. Demostrar que 2h 2A = Yi - I + 
Yi1 I - 2Yi. Sustituyendo a 2h2A de la ecuación (iv) 
se obtiene la fórmula (i) 

10. (-1) + (4x 2 - 2) + (8x2 - 3) + (12x2 - 4) 
+ ... + (56x 2 - 15) 

1 2 4 8 128 
11. ~ - 2X2 + 3X2 - 4X2 + 8X2 

12. 1 3 5 7 9 11 - + -----+- +-
X2 2X2 3X2 4X2 5X2 6X2 

25 27 29 31 
+ 13x2 + 14x2 - 15x2 - 16x2 

En los problemas 13 a 17, comparar la suma superior a, la 
suma inferior s y la suma de Riemann S usando 
x7 = Xi + (tlx;l2). ¿Cuál es la mejor estimación? 

13. f (X2 + 3) dx; 

~ = {1, 1.5 , 2, 3,4.5,4.75,5.5, 6} 

f
3 1 

14. -2-- dx; 
_ 1 + X 

~ = {- 1, -0.5, O, 2, 2.25, 3} 

15. f3 x3 dx; 
-3 

~ = {- 3, -2, -1,0,1,2, 3} 

16. f (1 + ~) dx; 

~ = {1, 1.1 , 1.2, 1.3 , 1.4, 1.5, 1.75, 2} 
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17. f2 (x - l)(x + 2)(x - 4) dx; 

¡). = {-2, -1, 0,1,2,3,4, 5} 

En los problemas 18 a 22 evaluar la integral dada. 

18. f (Y16 - X2 + 3X2) dx 

19. f [(1 + 2xY - \.I'4=X2] dx 

20. f/(X) dx, 

where f(x) 

21. r f(x) dx, 

{
Y25 - X2 

where f(x) = (3x - 2Y: 

22. f (X2 + V9=Xi) dx 

-3 ~ x ~ O 
0<x<3 
3~x~8 

0~x~5 

5 < x ~· 10 

En los problemas 23 y 24 demostrar que es cierta la 
desigualdad dada. 

8 (10 dx 8 
23. vi09 ~ J2 vX2+9 ~ v'i3 

24. 10 ~ f2 (X2 + 7x + 12) dx ~ 210 

En los problemas 25 a 27 calcular el valor medio de la 
integral dada. 

i5"/2 
25. sen 2x dx 

2" 

(10 
26. Jo (X2 - 10x + 21) dx 

27. f Y16 - X2 dx 

En los problemas 28 a 50, evaluar la integral dada em­
pleando, de ser necesario, las sustituciones adecuadas. 

28. f2 (3x4 
- 2x + 1) dx 

29. r: f(x) dx, 

where f(x) 
{

X 2 + 2x, 
V50 - 2x2, 

x, 

-5 ~ x < O 

0~x~5 

5<x~1O 
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30. r Ix2 - 16x + 631 dx f7"/12 
31. sen2 3x dx 

,,/2 

J,
33X5 + X + 1 

32. 3 dx 
1 X 

33. f sen 2 (t + ¡) dt 

39. dt fo 1 

-1/2 v'1-=4t 
(,, /2 

40. Jo [sen(cos x + x)senx - sen(cos x + x)] dx 

41. f t(t1/2 + t2)2 dt 
{2 V3t 

42. JI (t3/2 + 1)2 dt 

(1 1 - t6 

43. Jo 1 + t3/2 dt 44. f t cot(t2)CSC3(t2) dt 

(6 X dx 
46. J4 V'X2=-4 

lb ~ 
47. a 2X2 ~ 2: + 1 dx 48. f t(2 + 3t) - 1/3 dt 

(,, /4 
50. Jo tan x sec4 x dx 

En los problemas 51 y 52 emplear las estimaciones para 
el error para la regla del trapezoide y la regla de Simpson 
para determinar una n suficiente que asegure que 
lEn I < 0.001. 

51. L" sen X2 dx J
4 X

7 +1d 51. -- x 
1 X 

En los problemas 53 a 56 estimar el valor de la integral 
empleando la regla del trapezoide y la regla de Simpson 
haciendo (a) n = 10; (b) n = 20); (c) n = 40; (d) n = 80. 

http://carlos2524.jimdo.com/



368 LA INTEGRAL 

e 54. (3 1 dx 
JI x 2YX+l ilO 

C 55. o X~/2 cos2 X dx il 
X d 

., 56. 11 (x + 1)112 X 

http://carlos2524.jimdo.com/



Capítulo 7 

En el capítulo 6 se encontró el área de una reglO n 
"arbitraria" aproximando con muchos rectángulos del­
gados y a continuación pasando al límite cuando el 
número de rectángulos tiende a infinito y el área de 
cada uno de ellos tiende a cero. La integración es la 
abstracción matemática de este proceso, que se define 
volviendo a enunciar el procedimiento en un lenguaje 
libre de terminologías asociadas con aplicaciones geo­
métricas o de otra índole. Una vez comprendida la 
integración como operación puramente matemática, se 
puede aplicar al cálculo de una amplia variedad de 
cantidades que se pueden expresar como suma de un 
gran número de términos individualmente pequeños. 

A continuación examinaremos varios casos en los 
que la integración aparece de modo natural de esta 
manera. Las particularidades comunes a cada problema 
son que se expresa una cantidad de interés en forma de 
suma, a continuación se toma el límite cuando el núme­
ro de términos aumenta sin cota y la magnitud de cada 
término disminuye hasta cero. Si, a medida que se 
refina la aproximación, hay un equilibrio entre el nú­
mero creciente de términos y el tamaño en disminución 
de cada uno, entonces el resultado es una expresión de 
la cantidad dada como una integral. Es una ventaja 
enorme porque los métodos que se desarrollaron en las 
secciones 6.4 a 6.6, así como los que se verán después 
en los capítulos 8 y 9, se pueden emplear para evaluar 
en forma sistemática las integrales requeridas. 

,. 

CALCULO 

Aplicaciones de 
la integral 
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7.1 MÁS SOBRE ÁREAS DE REGIO NES PLANAS 

Se dice que una región plana R está acotada si se puede incluir dentro de un rectángulo 
de tamaño adecuado. Por otro lado, si no existe ese rectángulo, entonces R es no 
acotada. En la sección 6.2 expresamos el área de la región (véase figura 7.1.1) 
delimitada por la gráfica de una función continua f no negativa, el eje x y las rectas 
x = a y x = b como la integral 

A 

y 

y =f(x) 

a 

x 

f f(x) dx. 

Figura 7.1.1 Área bajo la gráfica 
de una funci6n conti­
nua no negativa. 

(1) 

A continuación deseamos mostrar cómo calcular las áreas de regiones acotadas algo 
más generales. 

Supongamos que las funciones f y g son continuas y que satisfacen g(x) :s f(x) 
en [a, b] . ¿Cómo definimos al área de la región que muestra la figura 7.1.2, entre las 
gráficas de esas funciones y las rectas x = a y x = b? 

x 

y = g (x } Figura 7.1.2 Área comprendida entre las 
gráficas de f y g. 

Es natural proceder como lo hicimos antes para definir el área bajo la gráfica de 
una función continua no negativa. Dividimos el intervalo [a, b], escogemos puntos 
estrella y construimos rectángulos de aproximación como se ve en la figura 7 .1.3a. En 
la figura 7.1.3b se muestra el rectángulo especial cuya base es Áx; y su altura es 
f(x;) - g(x;) . La suma de Riemann correspondiente 

n 

L [f(xn - g(x;*)] Áx ; 
; = 1 
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y 

y=f(x} 

x x 

a 

(a) 
(b) 

Figura 7.1.3 (a) Conjunto típico de rectángulos de aproximaci6n. (b) El iésimo rectángulo. 

es una aproximación de lo que consideramos en forma intuitiva ser el área de la región 
en cuestión. Además, esta aproximación mejora a medida que la norma de la partición 
disminuye. Así, definiremos el área de la región comprendida entre las gráficas de f 
y g, y las rectas x = a y x = b como el número 

A = r [f(x) - g(x) ] dx. (2) 

EJEMPLO 1 

Calcular el área de la región acotada por y = x2/2 Y y = 3 sen x, y las rectas x = 71" Y 
x = 371"/2. 
La región de interés se ve en la figura 7.1.4. Tenemos que 

A = fW/2 (~ - 3 sen x) dx 

( x
3 

) 1

3W

/

2 

"6 + 3 cos x W 

1971"3 
3 + 48 == 15.273. (3) • 
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y 

x 

y = ,3 sen x Figura 7.1.4 

Nótese que si g(x) = O en la ecuación 2, entonces necesariamente f(x) 2: O Y la 
ecuación 2 se reduce a la ecuación 1, como debería ser. Por otro lado, si f(x) = O en 
la ecuación 2, entonces necesariamente g(x) :s O y la ecuación 2 establece que el área 
acotada por una función continua no positiva g, el eje x y las rectas x = a y x = b está 
dada por 

A r [-g(x)] dx . (4) 

EJEMPLO 2 

Calcular el área de la región comprendida entre la gráfica de la función f(x) = kX2 - 2 
Y el eje x entre x = -2 Y x = 3. 

La curva y = kX2 - 2 Y la región de interés aparecen en la figura 7.1.5. Nótese que 
f (x) :s O en [- 2, 2] Y f(x) 2: O en [2, 3]. Los elementos genéricos en la suma de 
Riemann que aproximan al área en los intervalos para los cuales f(x) :s O y para los 
que f(x) 2: O también se muestran. Se tiene entonces 

A f2 [ -f(x)] dx + f f(x) dx 

f2 ( - ~ X2 + 2) dx + f G X 2 - 2) dx 

( - x; + Ix) 12_ 2 + (~ Ix) 1 : 
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- 2 

- 2 

~ + 8 + 19 - 2 
3 6 

13 
2 

I 
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Figura 7.1.5 

(5) 

Los resultados que se dan en las ecuaciones 1 y 4 se pueden combinar como sigue: 
el área A de la región comprendida entre la gráfica de una función continua f y el eje 
x desde x = a hasta x = b es 

A = Ji>Jfex)1 dx. 
(/ 

(6) 

En los intervalos en los que f(x) ;::: ° tenemos que If(x)1 = f(x) como en la ecuación 
1, y en aquellos en los que f(x) ::; ° se tiene If(x) 1 = - f(x) como en la ecuación 4. Si 
se pueden determinar los intervalos para los cuales f(x) ;::: ° y aquellos para los cuales 
f(x) ::; 0, entonces la integral de la ecuación 6 se puede escribir como suma de 
integrales en los intervalos respectivos. 

También podemos volver a enunciar el resultado que aparece en la ecuación 2 en 
forma más general. Sean f y g dos funciones continuas en [a, b l. Entonces el área A 
de la región comprendida entre las gráficas de f y g desde x = a, a x = b, es 

A = r l.f(x) - g(xl l dx. (7) 

Nuevamente, para evaluar la integral en la ecuación 7, debemos determinar los inter­
valos en los cuales f(x) - g(x) ;::: ° y aquellos en los que f(x) - g(x) ::; 0, para entonces 
escribir la integral de la ecuación 7 en forma de una suma de integrales en los intervalos 
respectivos. 

Antes de considerar algunos ejemplos adicionales, haremos notar algunos linea-
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mientos que se deberían seguir para determinar el área de una región acotada por las 
gráficas de funciones continuas. 

1. Trazar un dibujo de la región y de sus fronteras. Observar si la región es simétrica 
con respecto a uno de los ejes coordenados, o quizá con respecto a alguna otra 
recta. 

2. Para los problemas en los cuales interviene una sola función determinar los puntos, 
si es que los hay, en los cuales la curva cruza los ejes coordenados. 

3. Si intervienen dos curvas, determinar sus puntos de intersección, si es que los hay. 
4. Establecer un elemento genérico para el área de un rectángulo en la suma de 

Riemann que aproxime al área de la región. Comprobar la fórmula obtenida para 
la altura (~ O) del rectángulo genérico al recorrer el intervalo de integración. 

5. Establecer una integral o una suma de integrales que expresen el área de la región. 
Aprovechar cualesquiera propiedades de simetría que pueda tener la región. 

6. Evaluar la integral o las integrales. 

EJEMPLO 3 

Determinar el área de la región acotada que se encuentra arriba de la gráfica de 
y = 3 Ix 1/2 Y por debajo de la parábola y = 1 + x2/2. 

En la figura 7.1.6 se muestra esta región. Para determinar los puntos de intersección 

x 

Figura 7.1.6 

debemos resolver en forma simultánea las dos ecuaciones. Para x ~ ° tenemos que 
Ixl = x; en consecuencia 

o bien 

X2 - 3x + 2 = (x - 2)(x - 1) = O. 

La raíz relevante es x = 1, que corresponde a y = ~. Análogamente, para x < 0, se 
obtiene x = - 1, Y = ~. Obsérvese que la región es simétrica con respecto al eje y. Por 
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tanto, podemos proceder a calcular el área de la mitad de la región, la parte para la que 
x ;::: O, para multiplicarla después por dos. Así, tenemos que 

A=2{(1+~2 - ~X)dX 

= 2 (X + x; - ~ X2
) 1: 

= 2 (1 + ~ - ~) = 2 . :2 = ~. 
(8) 

Nótese que si no aprovechamos la ventaja de la simetría de la región, entonces el 
cálculo será un poco más largo. En ese caso, de acuerdo con la ecuación 2 tenemos que 

JI ( X2 3 ) A = 1 + - - - Ixl dx. 
-1 2 2 

Debemos entonces dividir la integral en dos partes porque Ixl tiene distintas expresiones 
dependiendo de si x ;::: O ó si x :::; O. Por tanto 

I 

Evaluando esas integrales se llega al mismo resultado que antes. -

-EJEMPLO 4 

Calcular el área de la región acotada por las curvas y = x y y = X2 entre x = O Y 
x = 2. 

Primero hacemos un dibujo de las dos curvas, como se ve en la figura 7.1.7 . Nótese 
que se intersecan en (1, 1). A continuación trazamos dos rectángulos genéricos y 
observamos en la figura que la altura del rectángulo es x - X2 para O :::; x :::; 1 Y es 
X2 - x para 1 :::; x :::; 2. Entonces 

A = f (x - X2) dx + f (X2 - x) dx 

(~ _ ~3) 1: + (~3 _ ~2) 1: 
G - ~) + [(~ - 2) G -DJ 
1. I (9) 
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y 

y= x2 

y=x 

x 

Figura 7.1.7 

EJEMPLO 5 

Calcular el área de la región acotada entre las curvas i = x + 1 Y Y = x-l. 
Primero haremos un dibujo de las curvas. La curva y2 = X + 1 es una parábola que 

se abre hacia la derecha, y la función y = x - 1 es una recta (véase figura 7.1. 8a . Los 
puntos de intersección se determinan resolviendo en forma simultánea las dos ecuacio-

x 

(a) (W 

Figura 7.1.8 (a) Elementos verticales de área. (b) Elementos horizontales de área. 
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nes. De la segunda ecuación tenemos que x = 1 + y; sustituyendo en la primera 
ecuación obtenemos 

y2 = (1 + y) + 1, 

o bien 

y2 - y - 2 O, 

o bien 

(y - 2)(y + 1) = O. 

Encontramos que x = 3 corresponde a y = 2, y que x = O corresponde a y = -1. Así, 
los puntos de intersección son (O, -1) Y (3, 2). 

A continuación dibujamos un elemento genérico de la suma de aproximación. 
Nótese que para - 1 ~ x ~ O la región está acotada por la rama superior de la parábola, 
y = -VI +x, y la rama inferior de la misma, y = -~. Sin embargo, para O ~ x ~ 
3 la frontera inferior de la región es y = x-l. Así, hemos expresado el área total como 
la suma <te las áreas de dos regiones. 

A= fl[~-(-~)]dx + I:[~-(X - 1)]dx 

2 fl ~ dx + I: [~ - (x - 1)] dx 

2 [(1 + X)3 /2] 10 + [(1 + X)3 /2 _ (x2 
_ x)] 1

3 

3/2 -1 3/2 2 o 

2 (~) + [~(8 - 1) - (~ - 3)] = ~. (10) 

Es algo más fácil calcular el área en cuestión si formamos sumas de Riemann con 
un elemento genérico como el que muestra la figura 7.1.8b; esto es, si integramos con 
respecto a yen lugar de hacerlo con respecto a x. En este caso el intervalo de integración 
es -1 ~ Y ~ 2. La longitud del elemento genérico es (1 + y) - ( - 1 + y2) para toda 
y en el intervalo de integración. Entonces 

A = fl [(1 + y) - (-1 + y2)] dy 

fl (2 + Y - y2) dy 

[ 
y2 y3] 1

2 
2y + - - -

2 3 -1 

(4 + 2 - ~) - ( -2 + ~ + ~) 9 

2· • 
(11) 
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PROBLEMAS 

El ejemplo 5 muestra que a veces puede uno calcular un área integrando tanto con 
. respecto a x o bien con respecto a y . En algunos casos una de las maneras resulta 
bastante más fácil que la otra y por tanto al resolver un problema de integración debe 
uno tener en cuenta ambas posibilidades. En el ejemplo 5 la integración con respecto 
a x necesitaba de la evaluación de dos integrales, mientras que la integración con 
respecto a y sólo requirió de una. 

Al calcular las áreas de regiones bastante complicadas con frecuencia es deseable 
subdividir a la región original en subregiones y después sumar las áreas de las subre­
giones. Con frecuencia se puede hacer esto en más de una forma. Es muy posible que 
un modo de subdividir un área conduzca a integrales difíciles de evaluar, mientras que 
otro modo puede conducir a integrales más sencillas. Así, en cualquier problema 
moderadamente complicado, se debe pensar algo en cómo reducir al mínimo el esfuerzo 
de cálculo necesario. 

Terminaremos esta sección con algunas anotaciones más acerca del concepto de 
área. Recuérdese que en las secciones 6.1 y 6.2 empleamos nuestra apreciación 
intuitiva de área para buscar una definición de la integral de Riemann. Sin embargo, 
esta definición se dio en forma analítica y sin recurrir a ideas ni lenguaje geométricos. 
A continuación, una vez definida la integral, definimos el área de una región dada como 
el valor de una integral correspondiente. Hasta ahora nos hemos restringido a determi­
nadas regiones limitadas por las gráficas de funciones continuas y quizá por partes de 
los ejes coordenados u otros segmentos de rectas. Sin embargo, una vez expresadas las 
áreas como integrales, es natural extender el concepto de área a cualquier región para 
la que exista una integral correspondiente, aun cuando el integrando pueda tener 
numerosas discontinuidades. Verdaderamente, puede uno remplazar la palabra "conti­
nuo" por la palabra "integrable" en la definición 6.2.2 y en los enunciados semejantes 
de esta sección. Por ejemplo, si f y g son dos funciones integrables en el intervalo [a, 

b], entonces el área entre sus gráficas desde x = a hasta x = b se puede definir como 

A = r If(x) - g(x)1 dx, (12) 

lo cual concuerda con la definición anterior (7) si f y g son continuas. De este modo 
podemos asignar un área a algunos conjuntos muy complicados de puntos en el plano 
xy, incluyendo algunos que podríamos esperar que no tuvieran área, de acuerdo con 
nuestra concepción del término. 

En los problemas 1 a 18 calcular el área de la región 
acotada que satisface las condiciones que se dan. Se acon­
seja hacer un dibujo de la región e indicar un elemento de 
área rectangular típico. 

2. La región comprendida entre y = cos 2x y y = 2 desde 
x = 1T hasta x = 21T. 

3. La región comprendida entre el eje x y y = sen x desde 
x = O hasta x = 1T. 

1. La región en el primer cuadrante acotada por 
y = 2x + Y!/2, y = O Y x = 2. 

4. La región comprendida entre y = 2x y y = - x2 desde 
x = 1 hasta x = 3. 
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5. La región acotada por y = 1 - X2 y y = - 3. 

6. La región acotada por x = - l y x = -4. 

7. La región que se encuentra por debajo de y = 2 - X2 

y por arriba de 

y = {Ixl, 
O, 

x~O 

x 2: O. 

8. Región acotada por x - 1 = l, x = 4y - 3 Y el eje x. 

9. La región acotada por y = ~, y = 2 - x y el eje x. 

10. La región acotada por y = (1 + x)-1/2, y = 1 Y x = 3. 

11. La región comprendida entre y = sen x y y = sen 
(x - TI/2), desde x = O hasta x = TI. 

12. La región comprendida entre y = x3 + 1 Y Y = x + 1. 

13. La región en el primer cuadrante, que está acotada por 
y = x-2

, y = X Y x = 3. 

14. La región comprendida entre x = l y x = 4 - l. 
15. La región comprendida entre x = Iyl y x = 2 - y2. 

16. La región acotada por y = X2 - 2x y y = 3x. 

17. La región comprendida entre y = sen x y y = cos x 
desde x = O hasta x = 2TI. 

18. La región acotada por x = 2y - l y x + y = O. 

En los problemas 19 a 24 calcular el área de la región dada 
de dos maneras distintas: emplear elementos de área para­
lelos al eje y y después emplearlos paralelos al eje x. 

7.2 VOLUMEN 

7.2 VOLUMEN 379 

19. La región acotada por x = l y x = 1. 

20. La región acotada por x = l, x + y = 2, Y Y = - 1 
que contiene al punto (1, O). 

21. La región en el primer cuadrante acotado por y = x2, 

y = 2 - x4 y X = O. 

22. La región acotada por y = x 3
, y = 2 - x y y = 3x + 

2 que contiene al punto (O, 1). 

23. La región acotada por y = ~,x + y = 2 Y el eje y. 

24. La región acotada por y = 4 - ,x2, y = 3x y el eje x. 

En los problemas 25 a 28 establecer una integral cuyo valor 
sea el área de la región dada. Establecer una integral quiere 
decir determinar al integrando y a los límites de integra­
ción; no evaluar la integral. 

25. La región en el primer cuadrante acotada por el eje y, 
la recta y = -{3x, y el círculo x2 + l = 4. 

26. La región en el primer cuadrante acotada por el eje x, 
la parábola y = x2/3, y el círculo X2 + y2 = 4. 

27. La región común a los círculos X2 + l = a2 y 
(x - a)2 + (y - a)2 = a2. 

28. La región dentro del círculo x2 + l = ~ que está sobre 
la rama de la hipérbola xy = 1 dentro del primer 
cuadrante. 

29. La región limitada por la curva l = x - 1 Y la recta 
x = 5 se divide en dos partes de igual área mediante 
la recta x = a. Calcular el valor de a. 

En esta sección estudiaremos el cálculo de volúmenes extendiendo los procedimientos 
que se desarrollaron en la sección anterior para calcular áreas. Comenzaremos con los 
sólidos de revolución. Un sólido de revolución se obtiene haciendo girar una región 
del plano alrededor de una recta en dicho plano. La recta se llam" eje de revolución. 
En la figura 7 .2.1 se muestran los sólidos de revolución que se obtienen al hacer girar 
la región acotada por el semicírculo y = -/4 -y} y el eje x alrededor de diferentes ejes 
de revolución. 

Supongamos que la función f es no negativa y continua en [a, b]. Considere el 
sólido de revolución que se obtiene haciendo girar la región acotada por la curva 
y = f(x), el eje x, y las rectas x = a y x = b alrededor del eje x; véanse las figuras 7.2.2a 
y 7 .2.2b. ¿Qué significa el volumen de este sólido de revolución y cómo lo calculamos? 

Sea Ll partición de [a, b]; seleccionemos los puntos estrella x~ y construyamos los 
rectángulos con bases Llx¡ y alturas f(x;) (véase figura 7. 2 .2c). Cuando el iésimo 

http://carlos2524.jimdo.com/



380 APLICACIONES DE LA INTEGRAL 

(a) 

(b) 

(e) 

Figura 7.2.1 (a) Región semicircular R. 

(d) 

(b) R girada alrededor del eje y. 
(e) R girada alrededor del eje x . 
(d) R girada alrededor de x = 2. 
(e) R girada alrededor de x = l. 
(j) R girada alrededor de y = -2. 

(e) (f) 

rectángulo gira alrededor del eje x obtenemos un cilindro circular angosto de radio f(x7) 
y espesor Llx¡ (véase figura 7.2.2d). El volumen de este cilindro circular es 

(1) 

Para la partición que se ve en la figura 7.2.2c, el volumen total de los cinco cilindros 
5 

es L Ll Vi' Para una partición {xc , Xl, . .. ,xn } tenemos n cilindros con un volumen total 
i =1 

n n 

(2) 
i=l ;=1 

Esta suma de Riemann da una aproximación a lo que de modo intuitivo consideramos 
que es el volumen del sólido de revolución. Cuando se hace menor la norma de la 
partición IILl II, esta aproximación tiende a ser mejor. Además, como P también es 
continua y por tanto integrable, sabemos que las sumas de Riemann (2) tienden a la 
integral definida correspondiente cuando IILlII ---7 O. De este modo, enunciaremos la 
siguiente definición. 
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x 

(a) (b) 

x 

(e) (á) 

Figura 7.2.2 (a) La región R bajo la gráfica de f. (b) R girada alrededor del eje x. 
(e) Elementos rectangulares de área. (d) Elementos cilíndricos de volumen. 

DEFINICIÓN 7.2.1 Sea la función f continua y no negativa en [a, b). El volumen 
V del sólido de revolución que se obtiene haciendo girar la región acotada por la 
curva y = f(x) , el eje x y la rectas x = a y x = b alrededor del eje x es 

v = f 7TF(x) dx. (3) 

Nótese que 7T j2(x) es el área de la sección transversal circular del sólido de 
revolución en el punto x del eje de revolución. Si escribimos 7T j2(x) = A(x) para esta 
área, podremos expresar entonces la ecuación 3 en la forma 

v = r A(x) dx (4) 

(véase figura 7.2.3). Así, para calcular el volumen de un sólido de revolución determi­
namos la fórmula para el área de la sección transversal y la integramos a lo largo del 
eje de revolución. 
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y = J a2 -x2 

+ 
- a 

(a) 

- a 

y 

a 

(b) 

Figura 7.2.4 

x 

Figura 7.2.3 

EJEMPLO 1 

Calcular el volumen de una esfera de radio a haciendo girar una región semicircular 
alrededor de su diámetro. 

Hacemos girar la región semicircular acotada por y = f(x) = -va2 -r donde 
-a :5 x :5 a alrededor del eje x (véase figura 7.2.4). Según la ecuación 3, el volumen 
de la esfera es 

~(a2x - ~) la_a 

~[(a3 _ ~3) (-a3 + ~3)J 
4~a3 

3 . 

Debido a la simetría obvia de la región semicircular con respecto a la recta x = 0, 
también pudimos haber calculado el volumen de un hemisferio y después multiplicarlo 
por 2, esto es 

Método de las rebanadas 

Examinemos con mayor cuidado la ecuación 4. Supongamos que tenemos un sólido, 
que no necesariamente sea un sólido de revolución, que esté acotado por dos planos 
paralelos perpendiculares al eje x en x = a y x = b. También, supongamos que 
conocemos el área A(x) de la sección transversal perpendicular en el punto x y que la 
función A es continua en [a , b] (véase figura 7.2.5a). El volumen del sólido se define 
y se calcula de modo exactamente igual al volumen del sólido de revolución que se 
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y y 

a 

(a) (b) 

Figura 7.2.5 Ca) Volumen con sección transversal A(x). (h) Una sección angosta típica. 

acaba de estudiar. Se da una partición al intervalo [a, b], se seleccionan puntos estrella 
x; , se calculan las áreas de las secciones transversales correspondientes A(x;) y se 
construyen elementos de volumen cuya base sea A(x;) y su ancho sea I1xj como en la 
figura 7.2 .5b. La suma de Riemann 

¿ A(xn I1Xj 
j = l 

da una aproximación, que mejora cuando 11 1111 disminuye, a lo que anticipamos que va 
a ser el volumen del sólido. De acuerdo con lo anterior hacemos la siguiente definición . 

DEFINICIÓN 7.2.2 Sea un sólido acotado por dos planos perpendiculares al eje x 
en x = a y x = b. Sea A(x) el área de la sección transversal cortada en el sólido 
por un plano perpendicular al eje x en el punto x. Si la función A es .continua, 
entonces el volumen del sólido es 

v = f A(x) dx. (5) 

Este método de cálculo de volúmenes se llama método de las rebanadas. 

En los ejemplos que siguen mostraremos el empleo de este método. 

EJEMPLO 2 

Calcular el volumen de una pirámide de base cuadrada con lado a y altura h. 
Seleccionamos a nuestro eje como se indica en la figura 7.2 .6a. Para calcular el 

área A(x) de la sección transversal de la pirámide a una altura x sobre la base, hacemos 
uso de triángulos semejantes como se ve en la figura 7 .2.6b. En la altura x, el área de 
la sección transversal perpendicular es (2S)2. De acuerdo con la figura 7.2 .6b, tenemos, 
por triángulos semejantes, que 

7.2 VOLUMEN 383 
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Figura 7.2.6 

De aquí que 

Así, 

y 

(a ) (b) 

s h - x 

(a /2) h 

a(h - x) 
s = 

2h 
~ (1 - ::) 2 h . 

v = f A(x) dx = a
2 f (1 - ~r dx 

(h ( 2x X
2

) 
a

2 Jo 1 - h + h 2 dx 

a2 (x - ~ + ;~2)1 : 

a
2 (h - h + ~) 

1 
= "3 a2h. I 

La fórmula para el volumen de un sólido de revolución que se dio en la ecuación 
3 es un caso especial de la fórmula (5) obtenida mediante el método de las rebanadas, 
donde A(x) = 'IT F(x) . Es más, el método de las rebanadas nos permite calcular el 
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"V,..
A=,,(rij-rj')

:r

~

-1

i (a) (b) (e)

Figura 7.2.7

volumen de otros sólidos de revolución; por ejemplo, el obtenido al hacer girar regiones
planas alrededor de una recta que no sea frontera de la región. Esto se muestra en los
siguientes tres ejemplos.

EJEMPLO 3

Calcular el volumen del sólido que se obtiene al hacer girar la región acotada por y = x2

y X = y2 alrededor del eje x.
La región acotada por las dos curvas se muestra en la figura 7.2.7 a. El sólido de

revolución se obtiene haciendo girar esta región alrededor del eje x y se muestra en la
figura 7.2.7b. El primer paso para calcular el volumen del sólido por el método de las
rebanadas es calcular el área de la sección transversal del sólido en la posición x, donde
O :::;x :::;1. De acuerdo con la figura 7.2.7b es claro que la sección transversal es un
disco circular con un agujero en el centro, como una arandela (véase figura 7.2.7c). A
esta región se le llama anillo. Su área es la del círculo exterior menos la del círculo
interior. Si ro es el radio exterior y r¡ el radio interior, entonces el área está dada por

Para este problema en particular tenemos que ro = ~ y r¡ = x2• Así,

í.
y

{l (r
V = Jo A(x) dx = TI Jo (x - x4

) dx
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EJEMPLO 4 

y 

-1 

y=-2 
-----=-2 

(al 

Figura 7.2.8 

y 

(b) 

Calcular el volumen del sólido que se obtiene al hacer girar la región acotada por 
y - 1 = x2/2 y la recta y = 2 alrededor de la recta y = -2. 

La región plana acotada por y - 1 = x212 y la recta y = 2 se presenta en la figura 
7.2.8a. Los puntos de intersección de las dos funciones se obtienen resolviendo las dos 
ecuaciones en forma simultánea. Esto da x = :::': -Y2; en consecuencia, los puntos de 
intersección son (--Y2, 2) Y (-Y2, 2). El sólido de revolución que se obtiene haciendo 
girar esta región alrededor de la recta y = - 2 se muestra en la figura 7 .2.8b. 

Nuevamente, el área de la sección transversal del sólido en la posición x es un 
anillo. Para este problema ro = 2 - ( - 2) = 4, Y r¡ = (1 + kX2) - ( - 2) = 3 + kX2. ASÍ, 

y 

en donde hemos empleado la simetría de la región con respecto al eje y. Al evaluar la 
última integral se obtiene 
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= 21T 7x - X 3 - -[ X5] 1

V2 

20 o 

( 4\12) 
= 21T 7\12 - 2\12 - 20 

\12 
= 481T - • 5 . 

EJEMPLO 5 

Calcular el volumen que se obtiene al girar la región acotada por la curva 
y = ;/4 - X2 y el eje x alrededor de la recta x = 2 (véase figura 7 .2.1d). En este caso es 
conveniente emplear a y como la variable de integración. El elemento genérico del área, 
como se ve en la figura 7.2.9 es un anillo. El área de este elemento es 1T(ro - r}, donde 

x = 2 Figura 7.2.9 

ro es el radio del anillo exterior y r¡ es el del anillo interior. Para un valor fijo de y 

debemos hallar las coordenadas x correspondientes de los puntos de la curva más 
cercanos a x = 2 Y las de los más alejados de x = 2. Como y = ;/4 - x2

, por lo tanto 
y2 = 4 - X2 y también 

x=±~. 

Es evidente que T¡ = 2 - (;/4 - y2) y que TO = 2 - ( - ;/4 -y2 ). Entonces 

y 

v = f A(y) dy = 1T J: [(2 + Y4 - y2)2 - (2 - Y4 - y2)2] dy 

= 1T f {[4 + 4~ + (4 - y2)] - [4 - 4Y4 - y2 + (4 - y2)]} dy 

7.2 VOLUMEN 387 
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(a) 

(b) 

Figura 7.2.10 

= 81T f~dy. 

Como en el ejemplo 3 de la sección 6.3 podemos evaluar esta integral al reconocer que 
es el área de la cuarta parte de un círculo de radio 2. Así, 

EJEMPLO 6 

Se barrena un agujero de radio p a través de una esfera de radio a > p. El eje del agujero 
coincide con un diámetro de la esfera. Calcular el volumen de esfera agujerada. 

La esfera con el agujero se muestra en la figura 7 .2.10a. Ubicaremos al eje x a lo 
largo del eje del agujero y por consiguiente a lo largo del diámetro de la esfera, y 
mediremos a x desde el centro de la esfera. Primero calcularemos el área de una sección 
transversal del sólido perpendicular al eje x. Esta área es la de la sección de la esfera 
menos la de la sección del agujero. De acuerdo con la figura 7 .2.10a, tenemos que 

A(x) 

1T(a2 - X2) - 1Tp2. 

A continuación determinaremos el intervalo de integración, que es la longitud del 
agujero. De acuerdo con la figura 7.2.1 Oh, es claro que el límite superior de integración 
es ...Ja2 - p2. Así 

Cuando p = O esta fórmula se reduce a 41Ta3/3, lo cual era de esperarse. -

Método de los casquillos cilíndricos 

Otro método de cálculo del volumen de un sólido de revolución se conoce como el 
método de los casquillos cilíndricos. Para usar este método se aproxima el sólido 
mediante varios casquillos cilíndricos angostos, en lugar de hacerlo mediante varios 
cilindros sólidos angostos como en el método de las rebanadas. 
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Primero se calcula el volumen de un casquillo cilíndrico. Supongamos que el 
rectángulo que se ve en la figura 7.2.lla se hace girar alrededor del eje y, formando 
así el casquillo cilíndrico de la figura 7.2.11b. La base del rectángulo es !J..x¡ = X¡ - X¡_I 

y 

(a) (b) (e) 

Figura 7.2.11 (a) Elemento rectangular de área. (b) Elemento de volumen en forma de 
casquillo cilíndrico. (e) Volumen aproximado mediante casquillos cilíndricos. 

y su altura es h. El volumen Vs del casquillo es la diferencia entre el volumen del 
cilindro exterior menos el del cilindro interior, o sea 

(6) 

en la cual x; = (x¡ + x¡_ I)12 es el radio medio de la cáscara, !J..x¡ es su espesor y h es su 
altura. 

A continuación supongamos que f es función continua no negativa en [a, b], donde 
a 2: 0, Y sea R la región acotada por la gráfica de f, el eje x y las rectas x = a y x = b. 
Deseamos calcular el volumen del sólido de revolución que se forma al girar a R 
alrededor del eje y como se ve en la figura 7 .2.11c. Para aproximar el volumen de este 
sólido tomamos una partición del intervalo [a, b] y para cada subintervalo selecciona­
mos a xT = xi = (x¡ + x¡-1)/2. Entonces formamos el rectángulo de base !J..x¡ y altura 
f(xi) y lo hacemos girar alrededor del eje y. En la figura 7 .2.11c se muestra el casquillo 
cilíndrico que resulta, que tiene un volumen 2'ITxi f(xi) !J..x¡. El volumen total de los n 
casquillos formados de esta manera es 

2'IT ¿ xi f(xt) !J.x¡ . (7) 
¡ = 1 

La suma (7) aproxima al volumen V del sólido de revolución y en general la aproxima­
ción mejora cuando se hace más fina la partición. Como xf(x) es continua, la suma de 
Riemann (7) tiende al valor de la integral correspondiente cuando 1 I!J.. 11 -70 Y entonces 
se obtiene 

v = 2'IT r xf(x) dx. (8) 

El método de los casquillos es una forma alternativa para el cálculo de los volúmenes 
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de determinados sólidos. A veces la integral (8) resulta ser más sencilla que la que se 
obtiene mediante el método de las rebanadas. 

EJEMPLO 7 

Figura 7.2.12 

Considerar la región de la figura 7.2.12 comprendida entre la parábola y = 4 - X2 y el 
eje x desde x = 1 hasta x = 2. Calcular el volumen del sólido formado al girar esta 
región alrededor del eje y. 

De acuerdo con la ecuación 8, el volumen que se desea es 

V = 21T f x(4 - X 2 ) dx = 21T f (4x - x 3 ) dx 

Este mismo valor se obtiene también con facilidad mediante el método de las rebanadas 
e integrando con respecto a y .• 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 16 calcular el volumen del sólido 
generado haciendo girar la región plana dada alrededor del 
eje dado. Puede resultar de ayuda hacer un dibujo del 
sólido de revolución, con una sección transversal genérica 
para cada problema. 

1. La región acotada por y = 2.x1l4
, el eje x y la recta 

x = 4, girando alrededor del eje x. 

2. La región acotada por y = x2
, el eje x y la recta x = 

2, girando alrededor del eje x . 

3. La región del problema 2, girando alrededor del eje y. 

4. El triángulo del plano xy cuyos vértices están en (0,0), 
(h, O) y (h, a), girando alrededor del eje x. (Nótese que 
es un cono circular de altura h y radio a). 

5. La región acotada por y = cosx, ° ::s x ::s TII2, el eje 
x y girando el eje y alrededor del eje x. 

6. La región acotada por y = rx, el eje x y la recta x = 

4, girando alrededor del eje x = 4. 

7. La región del problema 6 girando alrededor del eje 
x = O. 

8. La región del problema 6 girando alrededor de la recta 
y = 2. 

9. La región acotada por y = r y y = x, girandó alrede­
dor del eje x. 

10. La región del problema 9 girando alrededor del eje y. 

11. La región del problema 9 girando alrededor de la recta 
x = 1. 

12. La región del problema 9 girando alrededor de la recta 
y = 1. 

13. La región acotada por y = 2/(cos 2x), el eje y, el eje 
x y la recta x = TI/6, girando alrededor del eje x. 

14. La región acotada por y = cos x, y = sen x, y el eje y, 
para ° ::s x ::s TI/4, girando alrededor del eje x. 

15. La región acotada por x = i, la recta x = 4, Y el eje x, 
girando alrededor de la recta x = 6. 

16. La región del problema 15 girando alrededor de la 
recta x = 2. 

En los problemas 17 a 20 emplear el método de los casqui-
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llos cilíndricos para calcular el volumen del sólido gene­
rado al girar la región plana dada alrededor del eje dado. 

17. La región acotada por y = r-, y = O Y x = 2, girando 
alrededor del eje y . 

18. La región acotada por y = X2, y = 1 Y x = O, girando 
alrededor del eje y. 

19. La región acotada por y = r-, y = 2x, girando alrede­
dor del eje y. 

20. La región acotada por x - 1 = l y y = ~(x - 1) 

girando alrededor del eje x. 

En los problemas 21 y 22 establecer una integral (o inte­
grales) con el método de las rebanadas y el método de los 
casquillos cilíndricos para calcular el volumen del sólido 
de revolución generado al girar la región plana dada alre­
dedor del eje dado. Emplear la ecuación más sencilla para 
calcular el volumen. 

21. La región acotada por y = r- - 2x y y = 3x, girando 
alrededor del eje y. 

22. La región acotada por y = r- - 2x y y = 3x girando 
alrededor de la recta y = -1 . 

23. Calcular el volumen que se obtiene al girar la región 
acotada por y = 3x - r- y y = -x alrededor del eje 
y. 

24. Calcular el volumen de un elipsoide de revolución que 
se obtiene al girar la elipse 

25. 

1 

alrededor del eje x. 

La base de un sólido es el disco X2 + l ~ a2
. Cada 

sección plana del sólido cortada por un plano perpen­
dicular al eje x es un triángulo equilátero en la base 
del sólido. Hallar el volumen del sólido. 

26. La base de un sólido es la región b2
x2 + a

2l ~ a
2b2

. 

Cada sección plana del sólido cortado por un plano 
perpendicular al eje x es un cuadrado con un lado del 
cuadrado en la base del sólido. Determinar el volumen 
del sólido. 

27. Un cuenco hemisférico de radio a se llena con agua a 
una profundidad h < a. Determinar el volumen del 
agua. 

28. Elcírculor- + l= a2 gira alrededor de la recta x = b, 
donde b > a, formando así un toro (cuerpo en forma 
de dona). Calcular el volumen del toro. 

PROBLEMAS 391 

29. Una cuña de queso se corta de un cilindro circular 
recto de radio a mediante dos planos, como se ve en 
la figura 7.2.13. Determinar el volumen de la cuña. 

Figura 7.2.13 

30. Dos cilindros circulares rectos de radio a se intersecan 
en ángulos rectos; esto es, sus ejes se cruzan en 
ángulos rectos (véase figura 7.2.14). ¿Cuál es el vo­
lumen del sólido de intersección? 

Figura 7.2.14 

31. Suponer que un sólido está acotado por los planos 
x = O Y x = h, Y que la sección transversal del sólido 
en un plano perpendicular al eje x tiene un área 
A(x) = a + bx + cr- para toda x. En este caso, a, by 
e son constantes. Demostrar que el volumen V del 
sólido es 

en la cual Bo, M Y B son las áreas de las secciones 
transversales en x = O, x = hl2 Y x = h, respectiva­
mente. A este sólido se le llama prismatoide y a la 
fórmula para calcular su volumen se le llama fórmula 
prismoidea. Comprobar que esta fórmula concuerda 
con la del volumen del cono truncado que se muestra 
en la figura 7.2.15, que se dedujo en la geometría del 
espacio. 

Figura 7.2.15 

32. Hacer un esquema de la curva y = x-2I3 para x> o. 
(a) Demostrar que el área Ab acotada por la curva 

y = X - 2/3, el eje x y las rectas x = 1 Y x = b, donde 
b> 1, es Ab = 3(b1

/3 - 1). 
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(b)Demostrar que el volumen Vb que se obtiene al 
girar la región de la parte (a) alrededor del eje x es 
Vb = 31T(1 - b- 1/3 ). 

(c) Demostrar que Ab ~ 00 cuando b ~ 00, pero que 
Vb ~ 31T cuando b ~oo. Con ello tenemos el caso 
notable en que una "área infinita" girada alrededor 
de un eje produce un volumen finito . 

(d) Demostrar que el área A. acotada por la curva 

y = x-213
, el eje x y las rectas x = E, donde O < E 

< 1 Y x = 1 es A. = 3(1 - EII3). 

(e) Demostrar que el volumen V. que se obtiene al 
girar la región de la parte (d) alrededor del eje x es 
V. = 31T(E- 1I3 - 1). 

(f) Demostrar que A. ~ 3 cuando E ~ 0+ , pero que 
V. ~oo cuando E ~O+. Con ello tenemos el caso 
opuesto al caso (c), en el cual un área finita girando 
alrededor de un eje da un "volumen infinito". 

7 .3 LONGITUD DE ARCO Y ÁREA DE UNA 
SUPERFICIE 

En esta sección abordaremos dos interesantes problemas geométricos: el de calcular la 
longitud de un arco entre dos puntos de una curva dada y el de calcular el área de una 
superficie de revolución. 

Longitud de arco 

Comenzaremos preguntándonos cómo podemos deducir una fórmula para la longitud 
de la gráfica de la función y = f(x) en el intervalo [a, b l. Por el momento supondremos 
que la función f es continua; después también supondremos que tiene una derivada 
continua. 

Puesto que sabemos cómo calcular la longitud de un segmento de recta, es natural 
generalizar este procedimiento a modo de obtener la longitud de un arco curvo. Para 
hacerlo, damos una partición del intervalo [a, b l , unimos los puntos sucesivos en la 
curva mediante rectas y consideramos a la suma de las longitudes de esos segmentos 

Figura 7.3.1 Aproximación con una 
poligonal a la gráfica de f. 

Pi 

Pn=B 

[b.{(b)] 

Pi - 1 ~ 
,....... / IAy¡ 

~~~----' 
6Xi 

x 
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de recta, como una aproximación a la longitud de la curva (véase figura 7.3.1). La 
longitud del segmento de recta que conecta a los puntos P¡_I Y p¡ es 

en la cual Llx¡ = X¡ - X¡_I Y Áy¡ = f(x;) - f(x¡-I). La suma 

n 

¿ V(Áxy + (Áyy (1) 
i=l 

da una aproximación a nuestro concepto intuitivo de la longitud de la curva desde Po 
hasta Pn • El segundo paso consiste en ver qué sucede cuando la norma Mil de la 
partición disminuye. Si la suma de la ecuación 1 tiende a un número definido cuando 
Mil ----70, definimos entonces a este número como la longitud de la curva y = f(x) 
desde A[a, fea)] hasta B[b, f(b)]: 

n 

L(A, B) = lím ¿ V(Áxy + (Áyy. (2) 
11 "' 11 --+ o ¡= I 

Si existe el límite de la ecuación 2, entonces se dice que la curva es rectificable. De 
no ser así se llama no rectificable. 

Para fines de cálculo, es deseable reformular la ecuación (2) en la forma de una 
integral. Desafortunadamente, la suma de la ecuación 2 no está en la forma de una suma 
de Riemann, y por tanto no podemos pasar en forma inmediata a una fórmula que 
contenga una integral para la longitud de la curva. Sin embargo, si suponemos que f 
es derivable en (a, b), podemos entonces reformular la ecuación 2 en alguna forma 
adecuada. Según el teorema del valor medio (teorema 4.1.3), existe una x7 en cada 
subintervalo (X¡_ I' Xi) tal que 

Áy¡ = f(x¡) - f(x¡ - I) = f'(xn(x¡ - X¡_I) 

= f'(xt) ÁX¡. 

En consecuencia, podemos escribir la suma (1) en la siguiente forma: 

¿ VI + [f'(xnF Áx¡, 
i=1 

(3) 

(4) 

que es una suma de Riemann para la función g(x) = ..JI + [f'(x)f . Se necesita ahora 
otra hipótesis acerca de f para garantizar que existe la integral correspondiente 

f VI + [f'(x)F dx. (5) 

Por ejemplo, es suficiente pedir que f' sea continua en el intervalo cerrado [a, b] . 
Entonces, cuando IIÁII ----7 0, cualquier suma de Riemann de la forma (4), inde­
pendientemente de cómo se seleccionen los puntos estrella, tiende a la integral (5). Así, 
llegamos al resultado que se enuncia en la definición 7.3.1, la que será para nosotros 
la definición de longitud de arco. 
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y 

Figura 7.3.2 

DEFINICIÓN 7.3.1 Si la función f es tal que f' es continua en [a, b], entonces la 
longitud L(A, B) de la gráfica de f entre x = a y x = b es 

L(A, B) = f VI + [f'(x)]2 dx = f ~1 + (~~r dx. (6) 

EJEMPLO 1 

Calcular la longitud de la curva y = (1I3)x312 desde (0, O) hasta (9, 9). 
La curva se dibuja en la figura 7.3.2. Como 

dy 1 3 1/2 _ 1 1/2 - =-'-x --x 
dx 3 2 2' 

tenemos, de acuerdo con la ecuación 6, que 

L = I: VI + !x dx. 

Esta integral se puede evaluar mediante la sustitución u = 1 + x/4. Entonces, du = 
dx/4; además, x = ° y x = 9 corresponden a u = 1 Y a u = 13/4, respectivamente. Por 
tanto, 

L = 4 U 1/2 du = 4 . - U 3/2 f13/4 2 1
13

/
4 

1 3 1 

8 [(13)3/2 ] 
= 3 4 - 1 == 12.96. • 

Para las curvas que puedan representarse mediante x = g(y), donde g' (y) es acotada 
y continua, se invierten los papeles de x y de y y la fórmula (6) para la longitud de una 
curva toma la forma 

L(A, B) = r VI + [g'(y)]2 dy. (7) 

Si se puede expresar la curva como y = f(x) o como x = g(y), podemos entonces 
calcular su longitud empleando ya sea la ecuación 6 o la ecuación 7. A veces es mucho 
más fácil emplear una en lugar de la otra, como lo muestra el ejemplo que sigue. 

EJEMPLO 2 

Calcular la longitud de la curva y = (x - 1)2/3 entre x = 1 y x = 9. 
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y 

x 

Figura 7.3.3 

En la figura 7 .3.3 aparece un dibujo de la curva. Al obtener la derivada de y, 
tenemos que 

Nótese que dy/dx se hace no acotada cuando x ---71 + ; por tanto, no podemos emplear 
la ecuación 6 en el intervalo 1 :::; x :::; 9 para calcular la longitud de la curva. 

Por otro lado, si reformulamos la ecuación como x = 1 + y3/2, entonces el cálculo 
es bastante sencillo. Tenemos que y = O cuando x = 1, Y que Y = 4 cuando x = 9; 
entonces, el intervalo de integración es [O, 4] si se considera a y como la variable 
independiente. Además 

dx 3 1/2 
dy 2 y , 

que es continua para y ;::: O y, por tanto, podemos emplear la ecuación 7. En consecuen­
cia, 

L f VI + (~yl / 2)2 dy 

f VI + h dy. 

Esta integral es semejante a la del ejemplo 1. Empleando la sustitución 
u = 1 + 9y/4, obtenemos 

8 ( 9 )3/214 

L = - 1 + -y . 
27 4 o 

2~ [10 ViO - 1] == 9.07 .• 

Longitud de arco empleando ecuaciones paramétricas 

A continuación trataremos el caso de una curva determinada por las ecuaciones 
paramétricas 
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y 

A(xQ,YQ) 

to = a 

x = f(t), y = g(t), a :S t:S 13, (8) 

en las que suponemos que f y g tienen primeras derivadas continuas. Para calcular la 
longitud de esta curva, subdividimos al interválo [a, 13] mediante una partición Ll, 
calculamos los valores correspondientes X¡ = x(t¡) y y¡ = y(t¡) y procedemos como antes 
(véase figura 7.3.4). Sean A y B los puntos finales [fea), g(a)] y [f(I3), g(I3)]' 
respectivamente, del arco. 

x = {(ti, y = g(t) 

Entonces 

x 

Figura 7.3.4 Aproximación con una 
poligonal a la gráfica 
de x = j(t), y = g(t) . 

L(A, B) = lím 2: Y(Llx¡)2 + (Lly¡)2 
11 ':' 11 --+ o ¡=1 

= Iím 2: Y[f(t¡) - f(t¡-I)]2 + [g(t¡) - g(t¡-I»)2. (9) 
11 ':' 11 --+ o ¡=1 

Ahora, de acuerdo con el teorema del valor medio, existe un punto t; en (t¡- ¡, ti) tal que 

y un punto t;* en (t¡ _ ¡, t¡) tal que 

Así, 

L(A, B) Iím 2: Y[f'(tn Llt;]2 + [g '(t;**) Llt;]2 
11':' 11 --+ o ¡= 1 

n 

lím 2: Y[f'(tn)2 + [g'(t;**)]2 Llt¡. 
11':'11--+ o ¡=1 

(lO) 

La última ecuación ya casi tiene, aunque no por completo, la forma apropiada de 
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una suma de Riemann. La dificultad es que, en general, los puntos t; y t;· no son los 
mismos. Sin embargo, empleando la continuidad de las funciones f' y g/ , se puede 
demostrar que el límite de la suma de la ecuación 10 es la integral correspondiente de 
Riemann. En consecuencia, 

L( A . B) = r V [f'(tW + [g/(t)]" dt = r ~(~~r + (drr dt . (11) 

EJEMPLO 3 

Demostrar que la circunferencia del círculo 

es 2'ITr. 
Aunque es posible llevar a cabo el cálculo en coordenadas rectangulares, es más 

sencillo emplear la representación paramétrica natural del círculo que se indica en la 
figura 7.3 .5, o sea 

Entonces 

x = reos e, 

dx 
de 

y r sen e , 

- r sen e , reos e 

y, según la ecuación 11 , 

L = f"V( - rsene)2 + (rcose)2 de 

2'ITr . • 

EJEMPLO 4 

Calcular la longitud L de un arco de la cicloide 

x .= a(e - sen e) , y = a(l - cos e) , 

(2" Jo r de 

a > 0, 

que se describió en el ejemplo 6 de la sección 5.5 (véase figura 7.3.6). 
Un arco de la cicloide corresponde a ° ::; e ::; 2'IT. Tenemos 

así que 

dx 
- = a(l - cos e) , 
de 

dy 
de = a sen e , 

y 
x = r cos 8 

r y = r senO 

/ 
% 

Figura 7.3.5 
Representaci6n 
paramétrica del 
círculo X2 + y 2 = ? 
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Figura 7.3.6 Representación para­
métrica de una cicloide. 

2a 

y 
x = a (8 - sen 8) 

__ ooc-----'y_ = a (1 - cos 8 ) 

7ra 

(~~r + (ier = a
2 [1 - 2 cos e + cos

2 e + sen2 e] 

= 2a2(1 - cos e). 

Por tanto 

f21T 
L = Jo V2 a VI - cos e de. 

x 

Para evaluar esta integral hacemos uso de la identidad trigonométrica sen2(el2) 
~(1 - cos e). Entonces 

L = V2 a r1T ~ 2 sen2 ~ de = 2a r1T I sen ~ I de. 

Como sen(8/2) 2: O cuando O::; e ::; 271", podemos quitar las barras de valor absoluto 
en el integrando y obtener 

f2 e (e) 121T 

L = 2a Jo 1T sen 2 de = 2a 2 - cos 2 o 

4a[-(-I) + 1] = 8a . 

El primero en obtener este resultado, esto es, que la longitud del arco de una cicloide 
es ocho veces el radio del círculo que la genera, fue Sir Christopher Wren, el arquitecto 
constructor de la catedral de San Pablo y de muchas otras iglesias en Inglaterra . • 

Consideremos la curva y = fez) para a ::; Z ::; b Y supongamos que la función f' 
es continua. Entonces, la función s definida por 

s (x) = I: VI + [f' (z)F dz = I: ~ 1 + (dz r dz , a ::; x ::; b, (12) 

da la longitud de la curva desde [a, fea)] hasta [x, f(x)]. A la función s se le llama 
función longitud de arco y según el teorema 6.4.2, 
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ds(x) = VI + [f'(x)]2 = /1 + (dY ) 2. 

dx V dx (13) 

Son válidas las fórmulas semejantes a las ecuaciones 12 y 13 si la curva se define 
mediante x = g(z) para e ::s z ::s d . Si la curva se da en forma paramétrica mediante 
x = fez), y = g(z) para (X ::s z ::s (3, donde f' y g' son continuas, entonces 

s(t) = f V[f'(z)]2 + [g'(z)]2 dz 

(X ::s t ::s (3, 
(14) 

y 

d:~) = V[f'(t)]2 + [g'(t))2 = ~(~r + (¡;r (15) 

Una forma de recordar las fórmulas (12) a (15) es emplear la relación 

(16) 

que se puede ver como una relación de Pitágoras distorsionada (véase figura 7.3.7). En 
esta fórmula dx y dy son diferenciales, y ds se conoce como la diferencial de la longitud 
de arco. En especial, si y = f(x), entonces dy = f'(x)dx, ds = s'(x) dx y, sustituyendo 
dy y ds en la ecuación 16, obtenemos inmediatamente la ecuación 13. Se puede obtener 
la ecuación (15) de modo semejante. Se obtiene la longitud L de la curva si se integra 
la diferencial de la longitud de arco entre los límites adecuados. 

Resumiremos ahora lo que hemos hecho. Primero, hemos introducido el concepto 
de una curva rectificable. A continuación, afirmamos que si tienen derivadas continuas 
las funciones adecuadas y = f(x) Ó x = g(y) ó x = f(t), y = g(t), entonces la longitud 
de la curva correspondiente se puede calcular mediante las ecuaciones 6, 7 y 11, 
respectivamente. La condición de que tengan derivadas continuas las funciones en el 
intervalo de interés es suficiente para que la curva correspondiente sea rectificable, 
pero no es necesaria. Sin embargo, se necesita determinada condición de este tipo, ya 
que una función que sólo sea continua en un intervalo cerrado puede tener una gráfica 
no rectificable. Más adelante, en el problema 16 de la sección 12.5, aparece un ejemplo 
de esto. 

Área de una superficie de revolución 

A continuación deduciremos una fórmula para el área de una superficie de revolución. 
En nuestra deducción necesitaremos la fórmula siguiente para el área lateral A de un 
cono truncado (véase figura 7 .3.8): 

Figura 7.3.7 

A = ".(r¡+rú l 

Figura 7.3.8 

http://carlos2524.jimdo.com/



400 APLICACIONES DE LA INTEGRAL 

y y 

M W 
Figura 7.3.9 (a) Superficie de revolución generada por y = f(x) . (h) Superficie de 

revolución aproximada mediante elementos de superficie cónica. 

A = 1T('1 + '2)/. 

En la ecuación 16, '1 Y '2 son los radios de las bases y 1 es la altura sesgada. 

(17) 

A continuación supongamos que la curva y = f(x), donde f(x) > O, se hace girar 
alrededor del eje x (véase figura 7 .3.9a). Para calcular el área de la superficie de 
revolución procedemos en la forma que ya nos es familiar. Damos una partición del 
intervalo [a, b], hacemos que y¡ = f(x¡) y trazamos las rectas t¡ que conectan los puntos 
(x¡ _¡, y;-¡) y (x¡, y;), donde i = 1, 2, ... , n. El área S de la superficie se aproxima 
mediante la suma de las áreas de los conos truncados individuales, como se ve en la 
figura 7 .3.9b; así, 

Ahora bien, 

n 

S == ¿ 1T(Y¡_¡ + y¡)/¡. 
¡= I 

V(y¡ - y¡_1)2 + (x¡ - X¡_¡)2 

V(Lly;)2 + (Llx;)2, 

y entonces la ecuación 18 se puede reformular como sigue: 

n ~ (A)2 . ~y¡ 

S == 1T ¿ [f(Xi-l) + f(x;)] 1 + ~ Llx¡ . 
1= 1 XI 

(18) 

(19) 

(20) 

El siguiente paso consiste en llevar a la ecuación 20 a una forma tal que se pueda 
determinar el límite cuando IILl II ---70. Suponiendo que f tenga una derivada continua, 
podemos emplear de nuevo el teorema del valor medio para escribir 
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(21) 

A continuación examinamos el término [f(x¡- ,) + f(x¡)]. Como f es derivable, también 
es continua; por tanto, por el valor del valor intermedio (teorema 2.6.3), f toma todos 
los valores entre su máximo y su mínimo. En especial, hay un punto x; E [x¡ _" x;] en 
el cual f es igual al promedio de sus valores en los extremos: 

f(xt) = ![f(x¡) + f(x¡ - ¡)]. (22) 

Sustituyendo las ecuaciones 21 y 22 en la ecuación 20, obtenemos 

s == 21T 2: f(xt) VI + [f' (xi)F Llx¡. (23) 
¡=1 

Desafortunadamente, la ecuación 23 no es una suma de Riemann, porque tanto x; como 
x; aparecen en la expresión que multiplica a Llx¡. Sin embargo, como hemos dicho en 
esta sección, empleando la continuidad de f y de f' se puede demostrar que cuando 
IILl II ~ O, el lado derecho de la ecuación 23 tiende a la forma de una integral corres­
pondiente desde a hasta b. Así, nos llegamos a la siguiente definición: 

DEFINICIÓN 7.3.2 Sea la función f no negativa y supongamos que tiene una 
continua en [a, b]. Entonces, el área S de la superficie generada al girar la gráfica 
y. = f(x) alrededor del eje x es 

s = 21T f f(x) VI + [f '(x))2 dx. (24) 

EJEMPLO 5 y= J aL x2 

Calcular el área de la superficie de una esfera de radio a. 
Podemos generar una esfera de radio a haciendo girar al semicírculo 

y = f(x) = -/a2 - xl alrededor del eje x (véase figura 7.3.10). Como 

Se infiere por la ecuación 24 que. 

s 21T fa Va 2 
- X2 ~1 + 

21T fa a dx 

- x 

X2 

2 2 dx a - x 

Figura 7.3.10 
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= 21Ta X la = 41Ta2 • • 
-a 

Hay varias generalizaciones de la ecuación 24 para el caso en el que una curva gira 
alrededor del eje y o alrededor de una recta en el plano, o cuando la curva se expresa 
en forma paramétrica. Estas generalizaciones se describen en los problemas 29 a 34. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 10 determinar la longitud del arco de 
la curva dada entre los límites dados. 

1. Y = 3x - 1 desde x = O hasta x = 3. 

2. x = sen t, y = 1 - cos t, desde t = O hasta t = TI. 

3. Y = 2y}/2 - 3 desde x = 1 hasta x = 4. 

4. i = 4(x + 13, desde (-1, O) hasta (3, 16). 

S. 4y 3 = 9X2 desde (O, O) hasta (2, 32/3
). 

6. x = !r, y = !(2t + 1)3/2 desde t = 1 hasta t = 4. 
2 3 

7. x = a(cos t + t sen t), y = a(sen t - t cos t), desde 
t = O hasta t = 2TI, a > O. 

8. x = P, y = 2r desde t = -1 hasta t = (l. 

9. Y = (x3/6) + (l/2x) desde x = 2 hasta x = 4. 

10. x = a cos~ S, y = a sen3 S, desde S = O hasta S = TI/2, 
a> O. 

11. Determinar la longitud (circunferencia) de la hipoci­
cloide X2/3 + y2/3 = a2/3 , donde a > O. Sugerencia: 
introducir una representación paramétrica adecuada. 

12. Determinar la longitud de la curva (xlai /3 + (y1b)2/3 

= 1 en el primer cuadrante, donde a y b son constantes 
positivas. Sugerencia: introducir una representación 
paramétrica adecuada. 

13. Calcular la longitud del arco de la curva 
y = --!Xix - 31/3 que va desde (1,~) hasta (3, O). 

14. Calcular la lon'gitud del arco de la curva 
y = 1x1'-'2x +3/3 que conecta a (-1,~) con (3, 3). 

15. Considerar la elipse (xla)2 + (y/b)2 = 1, donde 
0< b < a. 

(a) Introducir una representación paramétrica adecua­
da y demostrar que el perímetro L de la elipse está 
dado por 

L = 4 1"12 Va2 cos2 I + b2 sen2 t dt 

= 4a 1"12 VI - elsen2 t dI, 

donde e = ~/a es la excentricidad de la elipse. 
Esta integral pertenece a la clase conocida como 
integrales elípticas. También se originan en proble­
mas como la determinación del movimiento de un 
péndulo simple y de la atracción gravitacional de una 
elipse. 

(b)Empleando la fórmula ~ ~1 - ku cuando lul 
es pequeño, demostrar que 

( 1) [ _ a2 
- b

2
] L == 2TIa 1 - 4 el = 2TIa 1 4a2 

cuando e es pequeña. Evaluar U4a para e = 0.1,0.25, 
0.5 Y 0.8. Nótese que cuando e ~ O el perímetro de 
la elipse tiende a la circunferencia de un círculo de 
radio a. 

0 16• Emplear la regla de Simpson para evaluar la integral 
elíptica (ver problema 15). 

(,,12 
Jo VI - elsen2 t dt 

(a) para e = 0.1; 

(c) para e = 0.5; 

(b) para e = 0.25; 

(d) para e = 0.8. 

Comparar los resultados con los del problema 15(b). 

0 17• Emplear la r~gla de Simpson para calcular la longitud 
de arco de la parábola y = X2 desde (O, O) hasta (2, 4). 

0 18• Emplear la regla de Simpson para calcular la longitud 
de arco de la hipérbola y - r = 1 de (0,1) a (2, ,Js). 
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En los problemas 19 a 25 calcular el área de la superficie 
formada al hacer girar la curva dada alrededor del eje x. 

19. Y = 2x, 

20 . Y = x 3
, I ::S x ::S 3 

21. Y =~, a::Sx::S b, 
siendo - r < a < b < r 

22. y2 = X, I ::S X ::S 2, y>O 

x3 I 
23. Y = "6 + 2x' I ::S X ::S 4 

24 . Y = h 3ll - h ll2 , I ::S x ::S 3 

25. Y = v'.X+l, O ::S X ::S 3 

26. Determinar el área de la superficie de un cono circular 
de altura h y radio r obtenido al girar la recta y = rx/h 
cuando O :S x ::S h alrededor del eje x. 

°27. Emplear la regla de Simpson para calcular el área de 
la superficie que se genera al hacer girar la parábola 
y = 4 - X2 alrededor del eje x, desde x = O hasta x = 

2. 

°28. Emplear la regla de Simpson para calcular el área de 
la superficie que se genera al hacer girar la hipérbola 
y = ~, entre O ::S X :S 2, alrededor del eje x. 

29. Suponer que la gráfica de la función y = f(x), donde 
a ::S x ::S b, queda arriba de la recta y = A. Demostrar 
que si f' es continua en [a, b], entonces el área de la 
superficie que se forma al hacer girar la curva alrede­
dor de la recta y = A es 

s = 2,¡ f [f(x) - A] VI + [f'(x))2 dx . 

30. Calcular el área de la superficie que se obtiene al girar 
la curva y = (~)X3/2 - kX1l2, para 1 ::S X ::S 3, alrededor 
de la recta y = - 2. Véase problema 29. 

31. Desarrollar una fórmula que contenga una integral 
semejante a la de la ecuación 24 para el área de una 
superficie formada al hacer girar una curva plana 
alrededor del eje y. Suponer que la curva plana queda 
completamente de un lado del eje y y que satisface la 
ecuación x = g(y), para la cual g' es continua cuando 
e ::S 'y ::S d. Calcular el área de la superficie formada 

PROBLEMAS 403 

al hacer gi rar la curva y = x</4 , desde (2 , 1) hasta 
(4,4), alrededor del eje y . 

32. Considerar un arco de curva definido por x = f(t), 

y = g(t) para IX ::S t ::S 13. Suponer que las funciones 
f y g son no negativas y que tienen primeras derivadas 
continuas. Demostrar que el área de la superficie que 
se obtiene al hacer girar esta curva alrededor del eje 
x es 

s = 2,¡ I: g(t)V[f'(t))2 + [g'(t))2 dt . 

En los problemas 33 y 34, usar el resultado del problema 
32 para calcular el área de la superficie que se forma al 
girar la curva dada alrededor del eje x. 

33. x = seh t, 

34 . x = a cos3 S, 

a>O 

y = I - cos t, 

,¡ 
O ::S S ::S - , 

2 

35. Hacer un dibujo de la gráfica de la curva y = x - 2/3 

cuando 1 ::S x ::S b, Y b > l . Sean Vb y Sb el volumen 
del cuerpo y el área de su superficie que se obtienen 
al hacer girar esta curva alrededor del eje x . 

(a) Demostrar que 

(b) Demostrar que Sb = 2n. 

f X- 2/3 VI + ~x - l 0/3 dx . 

(c) Emplear el hecho de que 1 + ~ X -10/3 > 1 cuando 
x > 1 para demostrar que Sb > 6,¡(b 1l3 - 1). A 
continuación demostrar que Sb ~ 00 cuando 
b~oo. 

Los resultados de las partes (a), (b) y (c) demuestran que 
este sólido tiene un volumen finito, pero un área de la 
superficie infinita. Si fuera un recipiente, le cabría una 
cantidad finita de pintura, pero necesitaría una cantidad 
infinita de lámina para cubrir su superficie. 
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7.4 APLICACIONES A LA MECÁNICA 

En esta sección describiremos algunos ejemplos en el campo de la mecánica, en los 
cuales la integración aparece de manera natural. 

Desplazamiento y distancia 

Supongamos que una partícula se mueve en una recta con una velocidad v = f(t), 
donde t es el tiempo (véase figura 7.4.1). Si v > 0, la partícula se mueve hacia la 

u=f(t) 

~ o Sa Sp 
Figura 7.4.1 Partícula que se mueve 

en línea recta. 

derecha, y si v < 0, se mueve hacia la izquierda. Si la partícula está en la posición s" 
cuando el tiempo es t = a, en relación con un origen fijo, ¿cuál será la posición s~ de 
la partícula cuando el tiempo t = (3 < a? 

Si la velocidad v es constante, sabemos entonces, por física elemental, que 

s~ - s" 
= v, 

(3 - a 
(1) 

y en consecuencia 

Sil = s" + v«(3 - a). (2) 

Deseamos generalizar a la ecuación 2 para incluir el caso en el que v no sea 
constante. Procedemos exactamente del mismo modo que hicimos para definir el área 
y el volumen . Sea Á una partición de [a, (3] y seleccionemos un punto estrella t; en 
cada subintervalo [t¡ - l' t;J. La ecuación siguiente da una aproximación al cambio de 
posición, o de desplazamiento ÁS¡ en el intervalo de tiempo /).t¡ desde t¡ - l hasta ti: 

ÁS¡ = s(t¡) - S(t¡-l) == f(tn /).t¡. (3) 

Ello nos conduce a la aproximación 

L ÁS¡ == L f(tn Át¡ (4) 
; = 1 ;= 1 

para el desplazamiento de t = a a t = (3. Mientras menor sea la norma Á de la partición, 
más se aproximarán las sumas de Riemann (4) al desplazamiento total. Siempre que f 
sea integrable, estas sumas de Riemann tienden a la integral de f, desde t = a hasta 
t = (3 . Así, si la función velocidad f es integrable en [a, (3], entonces el desplazamiento 
s~ - s" está dado por 

http://carlos2524.jimdo.com/



7.4 APLICACIONES A LA MECÁNICA 405 

s~ - s'" = r Jet) dt. (5a) 

Por tanto, la posición de la partícula cuando t = 13 es 

s~ = s'" + r Jet) dt. (5b) 

EJEMPLO 1 

La velocidad de una partícula que se mueve en una recta es 

v = (2t 2 + ~) cm /s 

cuando t = O la partícula se encuentra en s = - 1 cm. ¿Cuál es la posición de la partícula 
cuando t = 3 seg? y ¿cuál es el desplazamiento en el intervalo desde t = O hasta t = 3? 

De acuerdo con la ecuación 5 tenemos que 

S3 = So + J: (2t 2 + ~) dt 

-1 + [2~3 + ~JI : 

= - 1 + (18 + ~) = 18.5 cm. 

El desplazamiento es S3 - So = 19.5 cm. -

Es importante subrayar que la fórmula (5a) da el cambio neto de la posición, o 
desplazamiento y que no necesariamente es la distancia total recorrida. Por ejemplo, 
supongamos que una partícula se encuentra inicialmente en s = O Y que se mueve con 
una velocidad 1 desde t = O hasta t = 1 y luego con una velocidad - 1 desde t = 1 
hasta t = 2. Es claro que la partícula regresa al origen cuando t = 2, y por tanto no hay 
cambio en su posición, pero ha recorrido una distancia igual a dos unidades . Para 
calcular la distancia recorrida a veces se usa el término rapidez de la partícula en lugar 
de velocidad. Como la rapidez de la partícula es el valor absoluto de la velocidad, 
tenemos que 

Distancia recorrida en el intervalo de tiempo [n, 13] = r Ij(t)1 dt, v = Jet) . (6) 

http://carlos2524.jimdo.com/



406 APLICACIONES DE LA INTEGRAL 

Trabajo 

Cuando se mueve un objeto en una línea recta bajo la acción de una fuerza constante 
en la dirección del movimiento, al producto de la fuerza por el desplazamiento se le 
llama trabajo. Si hacemos que la recta sobre la que se mueve el objeto sea el eje x, el 
trabajo Wefectuado por una fuerza constante F en la dirección positiva de x al mover 
al objeto del punto x = a al punto x = bes W = F(b - a) (véase figura 7.4.2). En el 

Figura 7.4.2 Trabajo = fuerza por desplazamiento. 

sistema inglés de unidades la fuerza se mide en libras y la distancia en pies por lo que 
el trabajo se mide en pies libras. En el sistema cgs la fuerza se mide en dinas y la 
distancia en centímetros y por tanto, el trabajo se mide en dinas centímetro, llamados 
ergios. Y en los sistemas mks e ISO la fuerza se mide en newtons y la distancia en 
metros; la unidad de medición del trabaje es el newton metro, al que se le llama joule. La 
relación entre las unidades de medida del trabajo es 1 joule = 107 ergs = 0.7376 ft lb. 
Por ejemplo, si se toma la dirección hacia arriba como positiva, el trabajo efectuado al 
empujar un escritorio que pesa 84 lb escaleras arriba a una altura de 6 ft es 

W = 84 lb X 6 ft = 504 ft lb. 

A continuación vamos a suponer que la fuerza no es constante, sino que es una 
función F(x) de la posición x. Por ejemplo, en el vuelo espacial la atracción gravitacio­
nal de la tierra sobre una nave espacial varía en forma inversa con respecto al cuadrado 
de la distancia al centro de la Tierra. 

¿Cómo se define el trabajo efectuado por una fuerza variable F(x) al mover un 
objeto desde x = a hasta x = b? Hallándonos en este punto sería indudablemente muy 
aburrido decir otra vez que (1) se da una partición del intervalo, (2) se seleccionan 
puntos estrella, (3) se forman sumas de Riemann de aproximación, (4) se hace que la 
norma de la partición tienda a cero y (5) y concluir que si F es integrable, el trabajo W 
efectuado para mover el objeto desde x = a hasta x = b es 

J
-n 

W = f(x) dx. 

" 

(7) 

EJEMPLO 2 

Se sabe, de acuerdo con la evidencia experimental, que la fuerza necesaria para estirar 
un resorte una distancia x a partir de su longitud natural es proporcional a x . Si una 
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/1 F;5x 

000000000000; i· .'-1 +1 - -Is, 
O 3 Figura 7.4.3 

fuerza de 5 lb estira 1 pulgada al resorte, ¿cuánto trabajo se efectúa al estirar el resorte 
3 in.? 

Si medimos x a partir de la posición natural del resorte, entonces la fuerza es 
f(x) = ex, siendo e una constante de proporcionalidad. Cuando x = 1 in , F = 5 lb; 
por tanto, e = 5lb/in y F(x) = 5x (véase figura 7.4.3). Así 

w = J: 5x dx = 5;21: = 22.5 in-lb = 1.875 ft-lb. • 

La interpretación geométrica de la ecuación 7 es que cuando la fuerza tiene la 
misma dirección que el movimiento, entonces el trabajo efectuado es numéricamente 
igual al área delimitada por la gráfica de la función fuerza, y = f(x), el eje x y las rectas 
x = a y x = b. 

Físicamente, el trabajo hecho por una fuerza que actúa sobre una partícula es igual 
al cambio de energía cinética de esa partícula (véase el problema 20). Consideremos 
un sistema mecánico en el que la fuerza necesaria para mover una masa en la dirección 
positiva es distinta de la fuerza necesaria para moverla en la dirección negativa (véanse 
las curvas C l y C2, respectivamente, de la figura 7.4.4). El área sombreada representa 

y 

x 

Figura 7.4.4 

la diferencia entre el trabajo necesario para mover a la masa desde x = O hasta x = b, 
Y de regreso hasta x = O; por tanto es la diferencia en la energía cinética desde el 
principio hasta el final del movimiento. Esta energía se disipará como calor. Es este 
principio el que permite la disipación de la energía de impacto mediante un amortiguador. 

EJEMPLO 3 

Un pozo de irrigación tiene 50 ft de profundidad y una sección transversal circular cuyo 
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3ft 

Figura 7.4.5 

x 

50 Nivel del 
terreno 

25 

o 

radio es de 3 ft . Si el pozo está lleno hasta la mitad, calcular el trabajo efectuado por 
una bomba para vaciarlo, si el agua se eleva desde el nivel de su superficie. La densidad 
W del agua es aproximadamente 62.5 Ib/ft3• 

Debemos tener en cuenta el hecho de que los diferentes elementos de volumen del 
agua se elevan a diferentes alturas. Veamos el dibujo de la figura 7 .4 .5. El elemento 
genérico tiene un volumen de 9mlx ft3 y pesa 9'lTwLlx lb. Como este elemento se eleva 
una altura h = 50 - x ft, el trabajo efectuado es 9'lTxLlx(50 - x) ft lb. Así, el trabajo 
total para vaciar el pozo es 

(25 
W = Jo 9'lTw(50 - x) dx 

( X2) 1

25 
91'rw 50x - "2 o 

9 'lT W [50 . 25 - 25 ; 25 ] 

3 
= ¡ 9'lTW X 50 x 25 = 8437.5'lTW ft-lb. 

(8) 

Si x se mide desde el borde del pozo, en lugar de hacerlo desde el fondo, la fórmula 
para Wes 

I
50 

W = 9'lTWX dx. 
25 

(9) 

Naturalmente, esta integral da el mismo resultado que la ecuación 8 . • 

Presión hldrostátlca 

Supongamos que se coloca una placa de área A en forma horizontal a una profundidad 
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h bajo la superficie de un recipiente lleno de líquido. Entonces, la fuerza hacia abajo 
que ejerce el líquido que está sobre la placa es 

F = whA , (lO) 

en la cual w es la densidad del líquido (para el agua, w ~ 62.5 lb/ft3) . La presión, o 
fuerza por unidad de área, es 

p = wh . 
(11) 

A partir de las leyes de la física se conocen dos hechos importantes: (a) la presión es 
la misma en todas las direcciones (principio de Pascal*) y (b) la presión y la fuerza no 
dependen de la forma del recipiente. Por ejemplo, la presión y la fuerza en el fondo de 
cada uno de los recipientes que aparecen en la figura 7.4.6 son las mismas. 

Figura 7.4.6 La presión y la fuerza ejercida 
sobre el fondo es la misma para 
los tres recipientes; cada uno de 
ellos tiene la misma base A y la 
misma altura h. 

Supongamos ahora que la placa se sumerge en posición vertical, de modo que la 
presión es distinta a diferentes profundidades. ¿Cómo calculamos la fuerza que actúa 
sobre la placa? Veamos el caso que muestra la figura 7 .4.7, en donde x se mide hacia 

a 

...lXi 

xi f----------'\ 1 

x 

Figura 7.4.7 

abajo a partir de la superficie del agua. Sea l(x) el ancho de la placa a la profundidad 
x. Correspondiendo a una partición Ll de [a, b] Y a una selección de puntos estrella x;, 
se tiene el área del elemento genérico que muestra la figura 7.4.7 , Y que es 
LlA¡ = l(x;)Llx¡. El valor aproximado de la fuerza F(x7) que actúa sobre el elemento 
genérico es 

* Aunque este resultado se conoce como principio de Pascal , es consecuencia de las leyes de la mecánica de 
fluidos y no es un principio independiente. 
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F(xi) = p(xi) ~Aj = wx;"l(xi) ~Xj. 

La suma 

n n 

F= ¿ F(xi) ¿ wXj*l(x¡*) ~Xj 
j=\ j=1 

da una aproximación a la fuerza total que ejerce el líquido sobre la placa. Llevando a 
cabo el procedimiento normal de límite, llegamos a la definición de la fuerza ejercida 
por el fluido sobre la placa: 

F = Jh wxl(x) dx. 
(/ 

(12) 

EJEMPLO 4 

La presa Glen Canyon en el río Colorado cerca de la frontera entre Utah y Arizona se 
construyó entre 1956 y 1963. Tiene una altura aproximada de 600 ft Y la longitud del 
coronamiento es aproximadamente 1200 fL Sin tener en cuenta la pendiente de la presa, 
la cara de ésta, vista desde el lado del embalse tiene la forma que muestra la figura 
7.4.8. Suponiendo que el embalse está lleno por completo, calcular la fuerza sobre la 
presa. 

Figura 7.4.8 Diagrama 
de la presa 
de Glen 
Canyon. 

100 

0T 1-1.------1200 ft 

1 t~h~(O-X)---l(X) = 1200 - 2s(x) ft---~~r.X) 
x~ s(x) l' 1000ft ·1 s(x) 

'1 

Mediremos x hacia abajo a partir del coronamiento de la presa (véase figura 7.4.8). 
Primero determinaremos el ancho l(x) de ésta. Tenemos que 

l(x) = 1200, o ::; x ::; 500. 

Para 500 ::; x ::; 600 haremos uso del hecho de que las esquinas triangulares que se han 
quitado son triángulos isósceles. Entonces 

l(x) = 1200 - 2s(x), 
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y S(x) = h(x). Además, h(x) = x-500, Ypor tanto s(x) = x-500, Y

l(x) = 1200 - 2(x - 500) = 2200 - 2x, 500 ::s x ::s 600.

Empleando la ecuación 12 podemos decir que la fuerza sobre la presa es

F = (600 wxl(x) dx = (500 1200wx dx + J600 wx(2200 _ 2x) dx
Jo Jo 500

X

2

/

500

( 2 )/6001200w 2" o + W 1l00x2
- 3 x3

500

== 21O.33w X 106 == 1.31 X 1010 lb.

Podríamos también haber medido x hacia arriba desde el fondo de la presa. En este
caso la fórmula de F es

¡100 f600
F = w(600 - x)(1000 + 2x) dx + 1200w(600 - x) dx .•

o 100

PROBLEMAS

En los problemas 1 a 8 se da la velocidad v de una partícula
que se mueve en línea recta como funci6n del tiempo t.
Suponer que v se mide en ft/seg y que t se mide en
segundos. Calcular (a) el desplazamiento de la partícula y
(b) la distancia total recorrida en el intervalo de tiempo
dado ..

10. Un pozo es cilíndrico hasta una profundidad de 50 ft,
con radio de 3 ft, Y a continuaci6n tiene una forma
c6nica que se amplía hasta un punto a 75 ft de profun-
didad. Si el nivel del agua está a 25 ft por debajo de
la superficie del terreno, calcular el trabajo efectuado
para vaciar el pozo suponiendo que no entra más agua
en él.

Una alberca tiene 25 ft por 75 ft. Su fondo es un plano
inclinado, y tiene una profundidad de 4 ft en la parte
menos profunda y 10ft en la parte más profunda, que
queda a 75 ft de distancia. La alberca está llena de
agua hasta 1 ft del borde. Calcular la cantidad de
trabajo necesaria para vaciarla sobre uno de sus lados.

La fuerza necesaria para estirar o comprimir un resor-
te helicoidal automotriz es proporcional a su estira-
miento (o a su compresión). Si la altura natural del
resorte es de 9 in y un peso de 600 lb comprime al
resorte 1 in., calcular el trabajo efectuado al compri-
mir el resorte a la mitad de su longitud natural.

13. Dos electrones se repelen entre sí con una fuerza
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
entre ellos. Si un electr6n está fijo y el otro se mueve
de una distancia de 5 cm hasta una de 2 cm a lo largo
de una recta que conecta a los electrones, calcular el

1. v 1 - sen t, O :S t :S 21T
11.2. v t2 + 3t + 2, O:St:S3

J. v t2 + t - 2, O:St:S2
.t. v 2 cos !t, O :S t :S 21T

5. v tvT+f2, O:St:S3

6. v It - 21. l:St:S3 12.
27. v t - - 1:St:S2t2'

R. v -2 + ift, O:St:S4

9. La fuerza necesaria para estirar o comprimir un resor-
te es proporcional al estiramiento o compresi6n. Si la
longitud natural del resorte es de 12 in y se necesita
una fuerza de 161b para estirar 1 in al resorte, ¿cuánto
trabajo se efectúa para estirar el resorte a una longitud
total de 15 in ?
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trabajo efectuado contra la . fuerza de repulsión en 
términos de la constante de proporcionalidad k. 

14. La Tierra ejerce una fuerza gravitacional 

sobre un cuerpo de masa m situado a una distancia r 
del centro de la Tierra. En este caso k es una constante 
y r > R; R es el radio terrestre. Demostrar que el 
trabajo efectuado contra la gravedad, para levantar 
una cápsula espacial desde la superficie terrestre a una 
altura h sobre el terreno es W = mgRh/(R + h), donde 
g es la aceleración de la gravedad sobre la superficie 
terrestre. Suponiendo que R = 4000 mi, calcular el 
trabajo efectuado contra la gravedad para levantar la 
cápsula espacial que pesa 150 lb en la superficie de la 
tierra a una altura de 200 mi. Comparar este resultado 
con el que se obtiene suponiendo que la atracción de 
la Tierra es constante. 

15. Si se pudiera barrenar un agujero recto que pasara por 
el centro de la Tierra, entonces una partícula de masa 
m en este agujero sería atraída al centro con una fuerza 
F = mgrlR, donde r es la distancia al centro, R es el 
radio terrestre y g es la aceleración de la gravedad en 
la superficie de la Tierra. ¿Cuánto trabajo efectúa esta 
fuerza de atracción sobre una masa cuando cae desde 
la superficie hasta el centro? 

16. Una cadena que pesa 15 lb/ft cuelga de la azotea de 
una construcción de 80 ft de altura. ¿Cuánto trabajo 
se efectúa para jalar la cadena hasta la azotea? 

17. Un cilindro circular con un área de sección transversal 
A se llena con un gas que se expande o se comprime 
mediante el movimiento de un pistón en un extremo. 
Si P es la presión del gas, entonces la fuerza sobre el 
pistón es pA. Demostrar que el trabajo efectuado al 
comprimir el gas desde la altura h l hasta la altura h2 

es 

lh' I.v, w = - pA dh = p dV 
h¡ . VI 

donde Ves el volumen del gas. Obsérvese que p debe 
expresarse como función de h en la primera integral 
y como función de Ven la segunda. 

18. Suponiendo que la relación entre la presión y el volu· 
men de un gas tiene la forma 

pV' = e 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

en la cual -y y e son constantes, emplear el resultado 
del problema 17 para demostrar que el trabajo efec· 
tuado al cambiar del volumen VI y presión PI al 
volumen V2 y presión P2 es 

-y # 1. 

El parámetro -y es la razón del calor específico a 
presión constante con respecto al calor específico a 
volumen constante. Para un proceso adiabático, que 
es el que se lleva a cabo sin ganancia o pérdida de 
calor, -y = 1.4. Para un proceso isotérmico, que es 
aquél en el que la temperatura permanece constante, 
-y=1. 

Un tanque esférico de aceite cuyo radio es de 10 ft 
está lleno a la mitad y el aceite tiene una densidad de 
60 Ib/ft3. Calcular el trabajo efectuado al bombear el 
aceite hasta la parte superior del tanque. 

En este problema demostraremos que el trabajo efec· 
tuado sobre una masa m es igual al cambio en su 
energía cinética. Supongamos que en la posición 
x = a la masa tiene una velocidad Va Y en la posición 
x = b su velocidad es Vb. Emplear la segunda ley de 
Newton, F = m dvldt y la regla de la cadena, 

dv 
dt 

para demostrar que 

dv dx dv 
-- = v-
dx dt dx' 

w = f F dx = ~mv~ - !mv~ . 

Una compuerta de un dique de irrigación tiene la 
forma de un triángulo isósceles. La orilla superior del 
triángulo tiene una longitud de 4 ft Y los lados iguales 
miden 3 ft. Calcular la fuerza que ejerce el agua sobre 
la compuerta cuando el dique está lleno. 

Un carrotanque de gasolina tiene la forma de un 
cilindro circular horizontal. El radio del cilindro es de 
10 pies y la densidad de la gasolina es de 45 Ib/ft3

. 

Calcular la fuerza que se ejerce sobre el extremo del 
tanque cuando está lleno. Sugerencia: ver el ejemplo 
3 de la sección 6.3. 

Suponer que la sección transversal del carrotanque de 
gasolina del problema 22 es elíptica cuyo eje mayor 
(dirección horizontal) es de 16 ft y cuyo eje menor es 
de 6 ft. Establecer una integral para calcular la fuerza 
sobre el extremo del tanque cuando está lleno. 
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24. Una placa semicircular se sumerge en el agua con la 
parte plana vertical y su diámetro en la parte superior 
y a 3 ft bajo la superficie del agua. El diámetro de la 
placa es 2 ft. Calcular la fuerza en el lado de la placa. 
Sugerencia: ver ejemplo 3 de la sección 6.3. 

25. La cara vertical de una presa tiene la forma de un 
trapezoide de 1000 ft en el coronamiento, 700 ft en la 

base y 80 ft de profundidad. Calcular la fuerza que se 
ejerce sobre la presa bajo las condiciones siguientes: 

(a) El embalse detrás de la presa está lleno. 

(b)El embalse detrás de la presa tiene una profundi­
dad de 60 ft. 

7.5 APLICACIONES A LAS CIENCIAS BIOLÓGICAS Y 
A LAS CIENCIAS SOCIALES 

En esta sección veremos algunos ejemplos de cómo se presentan las integrales definidas 
en las ciencias biológicas y las sociales. En cada caso la idea de establecer una suma 
de Riemann para representar un valor aproximado de la cantidad que deseamos 
calcular, para después refinar la partición y obtener la integral definida, es la misma 
que la de los ejemplos geométricos fundamentales que se describieron en las secciones 
anteriores. Por esta razón omitiremos algunos de los detalles que deben ser ya comple­
tamente familiares al lector. 

Flujo en un capilar 

Consideremos un tubo largo y circular de radio a y longitud 1 lleno con un fluido viscoso 
incompresible como, por ejemplo, agua. Si hay una diferencia Áp en las presiones en 
los extremos del tubo, entonces el fluido se moverá hacia la dirección de la presión 
menor. La velocidad del flujo es independiente de la dirección axial y en cada sección 
transversal tiene la forma 

Áp 
u(r) = 4f.L1 (a2 

- r2), (1) 

en la cual r es una coordenada radial y f.L es la viscosidad del fluido (véase figura 7.5.1). 
Nótese que Uo = (Áp)a2/4f.LI es la velocidad en el centro del tubo (r = O). La 
distribución de velocidad (1) para el flujo en un tubo se conoce como flujo de 
Poiseuille. 

Diferencia de 

I 
presión Ap I 1 r 

I-------"--'~-------I u = ~(a2 -,.2) 

rO ""o''' .. ~ ¡f-r> ---
I 1-----1 

(al 

(b) 

Figura 7.5.1 (a) Flujo impulsado por la presión en 
un tubo. (b) Perfil de velocidades 
en un flujo de Poiseuille. 
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+ (,.,+'; _ 1) 
ri= - 2 --

Figura 7.5.2 

Es interesante calcular el volumen del fluido, conocido como el flujo, Q, que pasa 
por una determinada sección transversal por unidad de tiempo. Si la velocidad fuera 
constante, digamos U, entonces el volumen total de fluido que pasa por una sección 
transversal por unidad de tiempo sería . 

Q = U X área de la sección transversal 

(2) 

cuyas dimensiones son volumen/tiempo. 
Cuando no es constante la velocidad, dividimos el área de la sección transversal 

en pequeñas sub áreas adecuadas, calculamos Q para cada una de ellas aproximando a 
u mediante algún valor apropiado constante en cada subárea, ya continuación sumamos 
todos esos términos. De acuerdo con la ecuación 1 observamos que u es constante en 
cada círculo con centro en el origen. Por lo tanto emplearemos anillos circulares como 
subáreas. Si damos una partición del intervalo [0, al mediante los puntos ro, r¡, . .. , rn, 

el área del anillo que queda entre rj_1 Y rj (véase figura 7.5.2) es 

1T[(rj_1 + 6.r;)2 - rr-d 1T[2r¡_1 6.r¡ + (6.r;)2] 

( 
6.r) 21T r¡_1 + -;f 6.r¡ 

(3) 

En este caso rt está a la mitad entre el radio interior rj_1 Y el radio exterior rj. A 
continuación seleccionamos un punto estrella en cada intervalo de modo que r; = rt. 
Entonces el flujo asociado con la iésima subárea es aproximadamente u(r1)21Trt6.rj, y 
el flujo total está dado aproximadamente por 

n 

Q s= ¿ 21Tu(rt)rt 6.ri. (4) 
j=1 

La suma (4) es una suma de Riemann para la función 21Tru(r), y por tanto si u es 
continua, o aunque sea sólo integrable en [0, al, entonces cuando 116. 11 ---70 la suma del 
lado derecho de la ecuación 4 tiende a la integral correspondiente. Así 

f
a 

Q = 21Tu(r)r dr. 
il 

(5) 

Para la distribución de velocidad que se dio en la ecuación 1 tenemos 

6.p fa Q = 21T - (a2 - r2)rdr 
41·Ll O 
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= 'TrAp (a2,z _ ~) la = 'Tr(Ap )a4
• 

2f.L1 2 4 a 8f.L1 
(6) 

Es instructiva la comparación de las ecuaciones 2 y 6. Si la velocidad fuera 
constante, el flujo sería proporcional al cuadrado del radio; pero la distribución correcta 
de la velocidad da un flujo que es proporcional a la cuarta potencia del radio. Así, si 
el radio del tubo se reduce por un factor de i, la cantidad de fluido que pasa en la sección 
transversal por unidad de tiempo se reduce por un factor de -&" en comparación con tan 
sólo un factor de ¡ para el modelo simplificado con velocidad constante. Esto muestra 
las inexactitudes que pueden surgir si se emplea un modelo demasiado sencillo. Otra 
observación interesante es la siguiente: si bien la sangre no es un fluido tan simple 
como uno viscoso no compresible y una arteria tampoco es un tubo largo y recto, los 
resultados obtenidos al emplear la distribución de velocidades (1) sugieren las serias 
consecuencias de una restricción en una arteria, por pequeña que sea. 

Ósmosis 

Uno de los problemas fundamentales en la fisiología, que es el estudio de las funciones 
y los procesos vitales de los organismos vivos, es comprender cómo pasan los fluidos 
por una membrana semipermeable, como lo es la pared celular, hacia una solución de 
mayor concentración, para tratar de igualar las concentraciones en ambos lados de la 
membrana. Éste es el proceso llamado ósmosis. 

Supongamos que tenemos un tubo largo de pared delgada, de longitud L y radio a 
lleno de agua salada y que la concentración de sal c(x) en el tubo es función de la 
coordenada axial x. Supóngase además que el tubo está rodeado por agua salada en la 
que la concentración de sal es constante Ca Y que la pared del tubo es permeable al agua, 
pero no a la sal (véase figura 7.5.3a). Sabemos, por los experimentos, que la rapidez 
con la que el agua pasa por la pared del tubo es proporcional a la diferencia de las 
concentraciones, c(x) - Ca. 

I L I 
(} - - C~n~~'!.':i~ !lN .. --1~ 

Concentraaión Co 

(a) (b) 

Figura 7.5.3 Tubo delimitado por una membrana semipermeable. 

Para calcular el flujo Q a través de la pared del tubo dividimos a éste en cilindros 
como se ve en la figura 7.5 .3b. El área de la superficie del iésimo cilindro es 2'TraAx¡. 
Seleccionando puntos estrella en cada subintervalo, llegamos a la conclusión de que 
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n 

Q == ¿ [c(xn - co]2'lTa ~Xi, (7) 
;= 1 

y haciendo que 1 1~ 11 --70 , que 

Q = 2'lTa fL [c(x) ~ col dx. 
Jo 

(8) 

Para ver una aplicación de este resultado , refiérase al problema 4. 

Teorja de la confiabllldad 

Supongamos que tenemos un grupo grande de unidades de un determinado producto 
manufacturado, como por ejemplo focos eléctricos. Sea F(t) la proporción de focos que 
fallan dentro de las primeras t horas de uso . O bien, F(t) puede representar la proba­
bilidad de que determinado foco falle dentro de t horas. La función F está definida para 
t 2: O Y tiene las siguientes propiedades. 

1. F(O) = O. 
2. F(t) 2: O. 
3. F(t) es no decreciente. 
4. F(t) --71 cuando t --700. 

En la teoría de la confiabilidad a la función F se le llama distribución de falla; más 
generalmente, a esa función se le llama distribución de probabilidad. 

La proporción de los productos que todavía dan servicio después de un tiempo t, 
pero que fallan antes del tiempo t + ~t, donde ~t 2: O, esto es , la proporción de los que 
fallan en el intervalo [t, t + M) , está dada por F(t + ~t) - F(t). Suponiendo que Fes 
derivable y que ~t es pequeño, podemos escribir 

F(t + ~t) - F(t) 
F(t + ~t) - F(t) = ~t ~t == F'(t) ~t . 

Por tanto, la proporción de fallas en el intervalo [t, t + ~t) es aproximadamente igual 
a F ' (t) ~t . ASÍ, F ' (t) es una medida de la tendencia del producto a fallar cerca del tiempo 
t. La función f(t) = F'(t) se conoce en la teoría de la confiabilidad como densidad dt. 
falla; y más generalmente, como densidad de probabilidad. Como F(O) = O, de 
acuerdo al teorema 6.4.3, 

F(t) = L fes) ds; (9) 

además, como F(t) --71 cuando t --7 00 , 

~~~ L fes) ds 1. (10) 
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EJEMPLO 1 

Supongamos que mediante pruebas experimentales se ha determinado que para cierto 
tipo de foco la densidad de faBa está dada por 

f(t) = {At
2
(100 - t)2, 

O, 
O ::S t ::S 100; 
t > 100; (11 ) 

en la cual A es constante. Calcular la distribución de fal1a, el valor de la constante A y 
la proporción de focos que fal1arán en el intervalo de tiempo 60 ::S t < 70. 

De acuerdo con la ecuación 9, 

F(t) = J: As2(100 - S)2 ds 

= A J: (104s2 - 2 X 102s3 + S4) ds 

= A [10
4
t3 - 102( + ~] 

3 25' 
O ::S t ::S 100. 

Según la ecuación 11, todos los focos fal1an cuando t = 100. Por tanto, F(100) = 1, Y 

así que 

Por consiguiente 

[
104t3 102( f] 

F(t) = (3 x 10-9
) - 3- - -2- +"5 ' O ::S t ::S 100. (12) 

Desde luego, F(t) = 1 para t > 100. La densidad de falla y la distribución de falla se 
presentan en la figura 7.5.4 . 

la f(t) F(t) 

0.2 1.0 

0.5 

(a) (b) 

Figura 7.5.4 (a) Función densidad de falla. (b) Función distribución de falla. 
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La proporción de focos que fallan en 60 ::; t < 70 es F(70) - F(60). Empleando 
la ecuación 11 y llevando a cabo las operaciones aritméticas necesarias, encontramos 
que F(70) - F(60) ~0.154 .• 

Una cuestión de interés primordial consiste en determinar el tiempo de falla 
promedio, o esperado, de un producto que tiene determinada densidad de falla. Para 
resolver esta cuestión supondremos que todos los productos fallan en el tiempo T, 
donde T es algún número positivo grande. Luego damos una partición del intervalo 
[O, T] con los puntos O = to < t¡ < t2 < . .. < tn = T. La proporción de productos que 
fallan en el intervalo de tiempo [t¡ _¡, ti) es F(t¡) - F(t¡_¡). Si la norma de la partición 
es muy pequeña, podemos suponer que todos los productos que fallan en el intervalo 
[t¡_¡, ti) en realidad fallan en determinado tiempo ti en [t¡_¡, ti). Entonces, el tiempo 
promedio 'T de falla está dado aproximadamente por 

n 

'T ~ L ti . {proporción de productos que fallan en [t¡ - ¡, t¡)} 
¡~1 

n 

= L t/[F(t¡) - F(t¡ _¡)]. 
i =l 

De nuevo empleamos el teorema del valor medio (teorema 4.1.3) para escribir 

'T = L ti F(t'!') !:::.t¡ = L ti f(t'!') ati , 
¡ ~ 1 ¡~ 1 

(13) 

Como en algunos ejemplos anteriores la suma (13) no es exactamente de Riemann; sin ' 
embargo, se transforma en suma de Riemann si en 'cada intervalo seleccionamos a 
ti = t~ . Entonces 

T - lím L lU(en b.. t¡ 
' ..l '¡+1J i = I fT tf(t) dt. , 

11 

(14) 

EJEMPLO 2 

Calcular el tiempo esperado de falla 'T de los focos del ejemplo 1 cuya densidad de falla 
está dada por la ecuación 11. 

De la ecuación 14 obtenemos 

f
lOO 

'T = (3 x 10- 9) o t· t2(lOO - t)2 dt 

(3 x 10-9) LlOO (104t3 - 200r + tS) dt 
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. (104
• 108 2 . 102 

• 1010 1012
) (3 X 10- 9) - + -

4 5 6 

= 50 . 

En este problema el valor 1" esperado es el punto medio del intervalo (O, 100) en el cual 
f es distinta de cero. Esto se debe a la simetría de f en este caso, pero en general no 
es cierto. -

Excedente de los consumidores y excedente de los productores 

Sea x el número de determinado artículo, que suponemos que varía en forma continua, 
y sea P el precio unitario del artículo. Una curva de demanda da la relación entre el 
precio y el número de unidades que se comprarán a ese precio. Las curvas típicas de 
demanda y oferta se muestran en la figura 7.S.Sa. En el caso de competencia pura, el 
equilibrio del mercado está determinado por el punto de intersección de las curvas de 
demanda y de oferta. 

P 

P = PD(x) curva de demanda 

/

P = PS(X) 
curva de oferta 

(a, 

Equilibrio del 
mercado 

x 

P 

Excedente del 

x 

(b) (e) 

x 

Figura 7.5.5 (a) Curvas de demanda y oferta. (b) Excedente del consumidor. (e) Excedente del productor. 

Supongamos a continuación que se determinan una demanda de mercado Xo y un 
precio Po correspondiente, en competencia pura o en otra forma. Entonces se venden 
Xo artículos a un precio Po Y se tiene una cantidad de ingreso total igual a poXo. Los 
consumidores que estuvieron dispuestos a pagar más que Po ganaron porque se estable­
ció el precio en Po, en lugar del precio máximo que hubieran estado dispuestos a pagar. 
La ganancia total de los consumidores, que se llama excedente del consumidor se 
representa mediante el área bajo la curva de demanda, pero arriba de la recta de precios 
P = Po (véase figura 7.5.5b). Así 

E.e = excedente de consumidor = ¡:o [PD(X) - Po] dx 

rxo Jo PD(X) dx - Poxo· 
(15) 

El excedente de consumidor es una medida de la prosperidad del público consumidor. 
En la figura 7.5 .5b vemos que si la demanda del mercado fuera mayor (x > xo), entonces 
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el producto se podría haber producido a un costo unitario menor. En consecuencia, 
habría más producto disponible a menor costo unitario. Naturalmente, suponemos que 
es posible la producción adicional sin dañar a los recursos naturales, o al menos, con 
menos daños a la sociedad. 

Análogamente, si se establece la cantidad suministrada Xo al precio Po, los produc­
tores que hubieran deseado vender el artículo a un precio menor que Po han ganado. La 
ganancia total del productor, que se llama excedente del productor, es el área debajo 
de la recta de precios p = Po Y arriba de la curva de oferta (véase figura 7.S.Se). Por 
tanto 

E. P. = excedente de productor = fr, [Po - Ps(x)] dx 

lxo 

Poxo - o Ps(x) dx. (16) 

Es interesante observar que es posible que haya tanto un excedente del productor y un 
excedente del consumidor. Es una ventaja del comercio. 

PROBLEMAS 

1. Este problema se ocupa de algunos resultados cuali­
tativos acerca del flujo de la sangre en el sistema 
circulatorio humano que se pueden obtener emplean­
do los resultados del flujo de Poiseuille en un tubo. 
Primero, observemos que la presión tiene las dimen­
siones de fuerza/área (dinas/cm2

) y la viscosidad f.L 
tiene dimensiones de (fuerza/área) X tiempo (dina 
seg/cm2

). La viscosidad efectiva de la sangre es apro­
ximadamente 0.04 dina seg/cm2

, la cual es cuatro 
veces la viscosidad del agua. 

(a) Unas dimensiones razonables para una arteriola 
(las más pequeñas de las arterias) son 0.5 cm de 
longitud y 30 micras de radio (1 micra = 10- 4 cm). 
El espesor de un glóbulo rojo es de aproximada­
mente 2 micras. Si la caída de presión por una 
arteriola es de 50 mm de mercurio (1 mm Hg = 
1.33 X 103 dinas/cm2

), calcular el volumen de 
sangre que fluye por unidad de tiempo en la arte­
riola. 

(b) La resistencia R al flujo en un tubo se define como 
R = I1p/Q, donde I1p es la caída de presión en el 
tubo y Q el flujo volumétrico. Para el flujo de 
Poiseuille demostrar que R = 8f.Llh ra4 di na 
seg/cm5

. 

(c) Un valor razonable para la cantidad de sangre que 

bombea el corazón es de 6 litros/min = 6000 
cm3/min. También es razonable suponer que la 
presión en la arteria que sale del corazón es de 100 
mmHg, y que en la vena que entra al corazón es 
casi cero. ¿Cuál es la resistencia del sistema circu­
latorio? Suponiendo que el sistema circulatorio se 
puede comparar con un tubo largo cuya longitud 
efectiva es de 2 m, ¿cuál es el radio del tubo? 

(d)Esta parte del problema es continuación de la parte 
(c). Se sabe que la mayor parte de la resistencia del 
sistema circulatorio está en las arteriolas y en los 
capilares y no en las arterias. Consideremos este 
modelo burdo: sale una sola arteria del corazón 
que se divide en N arteriolas, las cuales se conectan 
después a una vena que regresa al corazón. Supo­
ner, además, que la presión sanguínea es de 100 
mmHg en la arteria que sale del corazón, de 90 
mmHg en las arteriolas y de 25 mmHg en el 
extremo final de las arteriolas. Estos 25 mm de 
presión se pierden en los capilares y en el regreso 
de las venas al corazón. Suponer también que las 
arteriolas tienen una longitud de 0.5 cm y un radio 
de 30 micras. Calcular el número de arteriolas. 
Nótese que el re~ultado es especialmente sensible 
a la hipótesis del radio de las arteriolas. 
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2. Por un tubo de longitud l y radio a fluye la sangre. 
Durante este flujo el oxígeno se difunde por los lados 
del tubo y se combina con la sangre que está en la 
mitad externa del tubo (al2 :s r:S a). Suponiendo que 
el flujo es de Poiseuille, determinar el porcentaje de 
sangre que se oxigena (moléculas de oxígeno que se 
combinan con la hemoglobina) . 

3. Este problema es de optimización que necesita el 
empleo de la fórmula de resistencia que se dedujo en 
el problema l(b). Suponer que un vaso sanguíneo de 
radio a une los puntos O y P y que otro vaso sanguíneo 
de radio b( < a) se ramifica para conectarse con otro 
punto Q (véase figura 7.5.6). Determinar el punto de 
ramificación mediante el cálculo del ángulo e que 
reduzca al mínimo la resistencia total al flujo de O a 
Q. 

o 

Figura 7.5.6 

4. Un tubo de pared delgada permeable de longitud L 
está en posición vertical en el seno de una solución 
acuosa salina con concentración uniforme Ca. El inte­
rior del tubo está lleno con agua salada y la concen­
tración de sal varía linealmente desde l.4co en el 
fondo hasta 0.8 Ca en la parte superior. Si el tubo tiene 
radio a, calcular el flujo de agua por las paredes del 
tubo. 

5. (a) Al efectuar una encuesta una agencia de entrevis­
tas sabe que el tiempo necesario para una entrevis­
ta disminuye cuando aumenta el número de 
entrevistas. El tiempo T necesario para que el 
mejor entrevistador haga su enésima entrevista es 
T(n) = 2n- 1I2 horas. Así, el tiempo para 400 entre­
vistas es 

400 

2: 2n - I /2 • 

"= 1 

Calcular una aproximación a esta suma suponien­
do que n es una variable continua en el intervalo 

PROBLEMAS 421 

[1,401] Y sustituyendo la suma por una integral 
adecuada de Riemann. Si a este entrevistador se le 
pagan $5/hora, ¿cuánto cuesta completar las 400 
entrevistas? 

(b)EI tiempo necesario con un entrevistador algo más 
lento es T(n) = 2.5n - 113. Si a este entrevistador se 
le pagan $4/hr, ¿cuánto cuesta llevar a cabo las 
entrevistas? 

(c)En relación con el entrevistador más lento, ¿en 
cuánto podría justificar el pago al entrevistador 
más rápido? 

6. Un negocio de plomería ha rentado una computadora 
que debería reducir mucho el costo de su control de 
inventarios. En ese negocio se calcula que los ahorros 
en sueldos de empleados serán $21 ,OOO/año. El costo 
fijo por la renta de la máquina es de $500/mes, y 
calculan que los costos de mantenimiento aumentan 
con el tiempo y que serán de 1.5t3/

2 miles de dólares 
al año. En este problema, suponer que todos los costos 
y los ahorros varían en form,a continua con respecto 
al tiempo. 

(a) Suponiendo que se usa la computadora hasta que 
ya no sea rentable, ¿cuánto tiempo usará la com­
pañía la computadora, y cuánto dinero ahorrará? 

(b) Si pudieran reducir la tasa de mantenimiento a 1.5t 
miles de dólares/año, ¿cuánto tiempo podrían em­
plear en forma redituable la computadora, y cuánto 
dinero ahorrarían? Comparar con el caso anterior. 

(c) Un análisis más sofisticado de la longevidad de la 
computadora y los ahorros para la compañía ten­
dría en cuenta los aumentos salariales. Supóngase 
que los salarios de los empleados a los que susti­
tuye la computadora son aproximadamente de 
$21,000(1 + 0.05t) y que los costos de manteni­
miento son de 1.5t3/2 miles de dólares al año. 
Demostrar que la computadora se puede operar en 
forma redituable económicamente durante más de 
5 años pero menos de 6 y calcular los ahorros en 
el periodo de 5 años. 

7. (a) Calcular la constante k para que la función 

f(t) = {~: Q:st:s2 

en otro caso 

sea una posible función densidad de falla. 

(b) Determinar la correspondiente función distribu­
ción de falla. 
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(e) Determinar el tiempo esperado de falla. 

8. (a) Determinar la constante k para que la función 

f(t) = { ~, 
O, en otro caso 

sea una posible función de densidad de falla . 

(b) Determinar la correspondiente función de distri­
bución de falla. 

(e) Determinar el tiempo esperado de falla. 

9. Suponer que la densidad de falla para un grupo grande 
de focos con filamento especial está dada por 

{

At, 
f(t) = A(2 - t), 

O, 

en la cual t está dado en años. 

(a) Calcular la constante A. 

O s t s l 
l < t s2 
en otro caso 

(b) Determinar la distribución de falla. 

(e) Determinar la vida esperada de un foco. 

10. Si se hace caso omiso de la resistencia del aire, la 
distancia horizontal s que recorre un proyectil dispa­
rado por un cañón con una velocidad inicial v, a un 
ángulo O con respecto a la horizontal es seO) 
(v2 sen 20)/g (véase figura 7.5.7) . Suponer que se 

~ __ ~U~~9~ ______ ~g~ ______ ~~~ 
o s 

Figura 7.5.7 Trayectoria de un proyectil. 

conoce con exactitud la velocidad de salida, pero que 
sólo se sabe que el ángulo de inclinación está en el 
intervalo [0 10 O2]. Suponiendo que cualquier valor de 
O en este intervalo tiene la misma probabilidad, en­
tonces la función densidad de probabilidad para el 
ángulo de inclinación es 

feO) = { O, ~ o,' 
O, O < O, o o > O, . 

(a) Calcular E(O), el valor esperado de O. 

(b) Calcular s[E(O)]. 

(e) Definir la suma adecuada de Riemann, y generali­
zando el argumento que precede a la ecuación 14, 
demostrar que E(s), el valor esperado de s, es 

le2 u' 
- (sen 20)f(0) dO. 

e, g 

(d)Evaluar E(s) y observar que E(s) *- s[E(O)]. 

11. Sea sU), lo que se llama función supervivencia, que 
denota a la fracción de una población que sobrevive 
hasta el tiempo t > O. Nótese que s(t) es función 
decreciente y que O s s(t) SI, que seO) = 1, y que 
lím, __ s(t) = O. Sea r(t) la rapidez a la cual se agregan 
miembros nuevos a la población; esto es, en un inter­
valo de tiempo desde t¡ - 1 hasta t¡ se agregan aproxi­
madamente r(t;) !1t¡ nuevos miembros a la población. 
La función r se lIamaJunción renovación. Sea J(t) el 
tamaño de la población en cualquier tiempo t. Dando 
una partición del intervalo [O, 11 y formando sumas 
adecuadas de Riemann, demostrar que 

f(T) = f(O)s(T) + r s(T - t)r(t) dt. 

12. La población inicial de una colonia de insectos es 103. 

Si la función supervivencia es s(t) = 1/(1 + t)3 y la 
función renovación es r(t) = 100, calcular el tamaño 
de la población en el tiempo T. Consultar el problema 
1l. 

13. La población inicial de una colonia de insectos es 104. 

La función supervivencia es s(t) = (1 + f)-2 y la 
función renovación en el intervalo [O, 11 es r(t) = 

30(T - t). Calcular el tamaño de la población en el 
tiempo T. Ver el problema 1l. 

14. La curva de demanda está dada por Pv(x) = 81 - x2, 
para O S x S 9. Determinar el excedente del consu­
midor para 

(a) Xo = 6, (b) Po = 64. 

15. La curva de oferta está dada por Ps(x) 
Calcular el excedente de oferta cuando 

(a) Xo = 15, (b) Po = 8. 

3 + x. 
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16. Para determinado producto, las condiciones de com-
petencia pura determinan su mercado. En cada caso,
determinar el excedente del consumidor y el del pro-
ductor.

PROBLEMAS DE REPASO 423

(a) PD(X)
72

Ps(x)
2

(1 + X)2' = :sx

(b) PD(X) = 240 - 2x - x2, Ps(x)
x2

2

PROBLEMAS DE REPASO

En los problemas 1 a 8 calcular el área de la región acotada
que satisface las condiciones dadas.

1. Región acotada por f(x) = - x2 + 2, g(x) = 3, x = 1
Y x = 3.

2. Región acotada por f(x) = x-2, g(x) = 2 - r, y
h(x) = 4.

3. Región que incluye a (0, O), acotada por x2 + y2 = 16
Y 16 + 8x = l

4. Región acotada por f(x) = cos 2x Y g(x) =
(16r/1T2) - 1.

S. Región acotada por f(x) = x3 - 2x2 - X + 2 y Y = O.

6. Región entre x = 2 cos(1Ty/2) Yx2 + l = 1.

7. Región acotada por f(x) = -x + 2, g(x) = x3 Yx =
-2.

8. Región acotada por arriba por f(x) = f1=X2 y por
abajo por g(x) =1 - x2.

En los problemas 9 a 13 calcular el área de la región dada
(a) integrando con respecto a x y (b) integrando con res-
pecto ay.

9. Región acotada por f(x) = 2 - x y g(x) = x2.

10. Región acotada por f(x) = x + 5, g(x) = 2x - 1 y
h(x) = 1 - x.

11. Región acotada por f(x) = x3 Y g(x) = 2x.

12. Región acotada por f(x) = ~ y g(x) = - r -4.

13. Región acotada por f(x) = 12 + xl y g(x) = x2.

En los problemas 14 a 19 se hace girar la región R que está
arriba del eje x, abajo de la curva x = l,y donde ° :s x -s
4, alrededor de la recta dada. Calcular el volumen del
sólido que resulta empleando (a) discos y (b) casquillos.

14. R gira alrededor del eje y.

15. R gira alrededor del eje x.
16. R gira alrededor de x = -2.

17. R gira alrededor de x = 4.

18. R gira alrededor de y = 3.

19. R gira alrededor de y = -1.

En los problemas 20 a 22, se hace girar a la región R que
queda arriba del eje x y abajo de y = 2 - 2lxl alrededor de
la recta dada. Calcular el volumen del sólido que resulta
empleando (a) discos y (b) casquillos.

20. R gira alrededor del eje x.

21. R gira alrededor de y = 3.

22. R gira alrededor de x = 2.

En cada uno de los problemas 23 a 25 se describe un sólido
dado. (a) Hacer un dibujo del sólido. A continuación
establecer (sin evaluar) las integrales que dan el volumen
del sólido empleando (b) discos, y (e) casquillos.

23. El sólido que se forma al girar alrededor del eje y la
región acotada por las rectas x = 0, y = 6, Y = °Y

{
8 - 4x

y= -(x-'1)2+4,
!:Sx<l
1 :s x :s 3.

24. El sólido que se forma al girar a la región acotada por
x = 0, y = ° y y = -(x - 1)3 + 2 alrededor del eje y.

25. El sólido que se forma al girar alrededor del eje x la
región acotada por arriba por los mínimos valores de
y = 20 - ~x Y y = 16 - (x - 9)2; acotada por abajo
por y = °y a la izquierda por x = O.

En los problemas 26 a 30 calcular la longitud del arco de
la curva dada.

26. y = 4X
312 desde x = ° hasta x = 2.

27. x = -sen 2t, y = cos 2t + 1 desde t = °hasta t = 1T.

28. x = sen2t, y = cos2t desde t = °hasta t = 1T/2.

29. 2y3 = 5x2 desde (0, O) hasta (>1M, 1).

30. 3x2 = 2(y - 1)3 desde (O, 1) hasta (3{2, 4).
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En los problemas 31 a 34, calcular el área de la superficie
que se forma al hacer girar la curva dada alrededor del eje
x.

31. y = x3/6 para 1 ::; x -s 4.

32. l = 9x para O ::; x .s 1 Y Y > O.

33. y = 3x + 1 para O::; x ::; 10.

34. Y = 2xl/2 para 1 -s x -s 4.

En los problemas 35 a 38, se da la velocidad de una
partícula que se mueve en línea recta, como función del
tiempo. Suponer que se mide la velocidad v en ft/seg y que
t se mide en segundos. Calcular (a) el desplazamiento de
la partícula, y (b) la distancia total recorrida.

35. v = cos 2( + !, O ::; ( -s -rr.

36. v = 2(2 - 5t + 2, O ::; t ::; 4.

37. v = 2t-1I2, 1 ::; t s; 9.

38. v = (2(3 + (3)1/2,1::; t s: 2,

39. La longitud natural de un resorte es de 18 in, Se
necesita una fuerza de 12 lb para comprimir o estirar
una pulgada este resorte. ¿Cuánto trabajo se necesita
para comprimir al resorte dos terceras partes de su
longitud original?

40. El techo de un túnel horizontal de una mina se encuen-
tra a 1000 ft bajo la superficie del terreno, Hay una
sección de media milla de longitud que tiene 3 ft de

agua. La sección transversal vertical del túnel es un
rectángulo que tiene 4 ft de ancho y 5 de alto, Calcular
el trabajo efectuado para sacar el agua a la superficie,
suponiendo que no entra más agua a la mina.

41. Una pecera tiene la forma de un paraboloide (y = x2/4,
en pies, girada alrededor del eje y), tiene 5 ft de
profundidad y tiene agua hasta 4 ft de profundidad en
el centro. Calcular el trabajo que se necesita para
hacer bajar 2 ft el nivel del agua.

42. Una persona que pesa 150 lb sujeta la parte inferior
de una cuerda de 100 ft. La cuerda pesa 2 ftllb. La
persona sube por la cuerda hasta arriba, pero sujetan-
do el extremo de la cuerda. ¿Cuánto trabajo efectuó
la persona para subir hasta la parte superior de la
cuerda?

43. Se sumerge un automóvil en un estanque, y la parte
superior de la ventanilla trasera queda a 10 ft debajo
de la superficie del agua. La ventanilla trasera es
vertical y tiene 3 ft de ancho en la parte superior, 2 ft
de alto y 4 ft de ancho en la parte inferior y tiene la
forma de un trapezoide isósceles. Calcular la fuerza
que se ejerce sobre el exterior de la ventanilla.

44. Una caja que mide 4 in de longitud, 3 in de ancho y
3 in de alto contiene mercurio y la profundidad de
éste es de 2 in. El mercurio tiene una densidad 13.6
veces mayor que la del agua. Calcular la fuerza ejer-
cida sobre cada cara de la caja.
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Capítulo 8 

La derivación y la integración son operaciones que se 
aplican a las funciones y, por tanto, se vuelven más 
útiles a medida que nos familiarizamos con funciones 
más variadas. Hasta ahora las funciones específicas 
que hemos descrito comprenden polinomios, funciones 
racionales, otras funciones algebraicas en las que inter­
vienen exponentes racionales y las seis funciones tri­
gonométricas. Es tiempo de ampliar la clase de 
funciones* a las que les podemos aplicar los procesos 
del cálculo. 

* El reconocimiento de la importancia de las funciones en el cálculo 
se debe, más que a nadie, a Leonhard Euler (1707-1783), el más 
prominente matemático del siglo dieciocho. Euler creció cerca de 
Basilea, Suiza; allí estudió en la universidad y fue alumno de Johann 
Bernoulli. Siguió a su amigo Daniel Bernoulli a San Petersburgo en 
1727, y de allí en adelante estuvo asociado con las academias reales 
de San Petersburgo (1727-1741 y 1766-1783) Y de Berlín (1741-
1766). 

Los trabajos publicados de Euler son más numerosos, por un gran 
margen, que los de cualquier otro matemático en la historia. Cubrió 
todas las áreas de las matemáticas que se conocían en su época, 
incluyendo algunas q~e él creó, pero sus contribuciones fueron espe­
cialmente numerosas en análisis yen ecuaciones diferenciales y sus 
aplicaciones a la mecánica. Aunque estuvo ciego durante los últimos 
diecisiete años de su existencia, su trabajo matemático continuó, sin 
disminuir tanto en cantidad como en excelencia, hasta el mismo día 
de su muerte. La Academia de San Petersburgo continuó publicando 
sus manuscritos durante más de cuarenta años después de su muerte. 
(Continúa) 

, 

CALCULO 

Funciones 
elementales 

trascendentes 
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-8 

(a) 

- 8 

(b) 

Figura 8.1.1 

8.1 FUNCIONES INVERSAS 

En esta sección consideramos la posibilidad de encontrar una función que sea la inversa 
de una función dada. Si pensamos en que una función es una operación o transforma­
ción de su dominio a su imagen, entonces en términos generales una función inversa 
debe ser aquella que invierte el efecto de esta operación o transformación. Antes de 
precisar esta idea, veamos algunos ejemplos. 

EJEMPLO 1 

Sea la función f definida por 

y = f(x) = 2x - 3 (1) 

cuyo dominio es [-2,4]. En la figura 8.l.la se muestra la gráfica de f . Si es posible, 
encontrar una función que invierta la transformación que corresponde a f. 

Obsérvese que la imagen de fes [-7,5] Y que para todo punto del dominio de f, 
la ecuación 1 determina precisamente un punto en su imagen. Para invertir el efecto de 
esa función, debemos encontrar una función o transformación que obre en la dirección 
opuesta. Si despejamos a x de la ecuación 1, obtenemos 

1 
x = 2: (y + 3) = g(y); y en[ -7 , 5]. (2) 

Así, con cada punto de la imagen de f podemos asociar también un punto único del 
dominio de f (véase figura 8.l.lb) . Esta asociación está dada porla ecuación 2 y define 
una nueva función g, de la cual se dice que es la inversa de f. 

EJEMPLO 2 

Sea f la función definida por 

Euler escribió algunos libros sobre cálculo, cuya influencia fue muy grande; el primero, Introductio in 
analysin infinitorum se publicó en 1748, y le siguieron otros volúmenes en 1755 y 1768-1770. El Introductio 
fue el primer texto de cálculo en el cual las funciones ocuparon un lugar central; en él, Euler aclaró que los 
senos, los cosenos, los logaritmos y los exponenciales, entre otros, se deben considerar como funciones y no 
como el resultado de una construcción geométrica o de otra índole. Gran parte de nuestra notación moderna 
en el cálculo fue inventada o difundida por Euler; por ejemplo, la letra e para indicar la base del sistema de 
los logaritmos naturales y TI para indicar la razón de la circunferencia al diámetro de un círculo. 

Euler fue un maestro de las técnicas analíticas en las que intervienen series infinitas, productos infinitos, 
fracciones continuas y representaciones integrales de funciones. Las fórmulas y teoremas relacionados con 
su nombre abundan en muchas áreas de las matemáticas; es posible que la más común entre las elementales 
sea la relación entre las funciones exponencial y trigonométricas, eix = cos x + i sen x. 

Se puede resumir el lugar de Euler en las matemáticas citando el consejo del eminente matemático francés 
Pierre Simon de L3.place (1749-1827) a un joven contemporáneo: "Lea a Euler; es nuestro maestro en todo. " 
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x 3 

y = f(x) = -
8 

(3) 

cuyo dominio es (-00, (0) (véase figura 8.1.2a). Si es posible, encontrar una función 
que sea la inversa de f. 

Nótese que la imagen de f también es ( - 00, (0). Procedemos como en el ejemplo 
1 y despejamos a x de la ecuación 3, obteniendo con ello 

x = 2y l /3 = g(y). (4) 

De nuevo, podemos emplear la ecuación 4 para asociar con cada punto de la imagen 
de f un punto único del dominio de f, como se ve en la figura 8.1.2b. Esta asociación 
define una nueva función g, que es la inversa de la función f .• 

Veamos ahora un caso más general. Sea f una función cuyo dominio es D y cuya 
imagen es R. Entonces para cada x en D la función f asocia exactamente una y en R. 
Supongamos además que para cada yen R también hay exactamente una x en D tal que 
y = f(x). En este caso decimos que la función f es una función biunívoca. Además, 
la asociación de una x única con cada y en R nos permite definir una nueva función g 

dada por 

x = g(y), yen R (5) 

en la cual x es el punto en D tal que 

y = f(x), xen D. (6) 

La función g definida de este modo es la inversa de f. Del mismo modo, se dice que 
f es la inversa de g. Está claro que la imagen de f es el dominio de g y viceversa. 

Por otro lado, si hay alguna y en R para la cual haya dos o más valores de x en D 
tales que y = f(x), entonces la función f no tiene inversa. En este caso f no es 
biunívoca. En consecuencia, f tiene una inversa si, y sólo si, es una función biunívoca 
de su dominio a su imagen. 

A veces resulta de gran ayuda observar una consecuencia sencilla de las ecuaciones 
5 y 6. Como y en R implica que x está en D, podemos sustituir a y en la ecuación 5 
mediante la ecuación 6. Con ello obtenemos 

x = g(f(x)], xen D. (7 ) 

La ecuación 7 expresa el hecho de que g invierte la transformación que lleva a cabo f: 
comenzando con un valor dado de x en D y aplicando sucesivamente las funciones f 
y g, regresamos al valor original. Exactamente del mismo modo podemos sustituir a x 
en la ecuación 6 mediante la ecuación 5 y ello da 

y = f[g(y)]' yenR. (8) 

y 

x 

(a) 

y 

x 

(6) 

Figura 8.1.2 
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La ecuación 8 es semejante a la ecuación 7, pero las funciones f y g se aplican en orden 
contrario. El lector puede comprobar que los pares de funciones dados en los ejemplos 
1 y 2 satisfacen a las ecuaciones 7 y 8. * 

Con frecuencia se emplea el símbolo f- I para designar a la función inversa de f. 
Nótese que -1 en este caso es un índice y no un exponente. En general, la función 
inversa f -1 Y la función recíproca 1/ f no son iguales. 

El estudio anterior establece la relación que existe entre un par de funciones 
inversas, pero no comprende una manera satisfactoria de determinar si una función 
tiene una inversa. Para hacerlo, nos ayudará el ver la cuestión desde un punto de vista 
geométrico. Desde este punto de vista, para una función dada y = f(x), la condición 

. de que haya un valor único de x en D asociado con cada valor de y en R quiere decir 
que una recta paralela al eje x interseca a la gráfica de f a lo más una vez. En las 
fíguras 8.1.3a y 8.1.3b se muestran las gráficas de dos funciones; la primera satisface 
esta condición y por tanto tiene una inversa, pero la última no. 

A continuación traduzcamos esta condición geométrica a una forma más útil. 
Obsérvese que ciertamente se satisface la condición si f es creciente, porque entonces 
f(xI) = f(X2) sólo si XI = X2' Lo mismo es cierto si f es decreciente. Se emplea la 
palabra monótona para describir una función que es creciente en un intervalo, o 
decreciente aHí mismo. De acuerdo con el teorema 4.2.1, una condición simple de 
suficiencia para que f sea monótona es que su derivada sea siempre positiva o bien 
siempre negativa. Por tanto, si f es tal que en el dominio completo de f la derivada 
f' (x) es positiva siempre o bien negativa siempre, entonces f tiene una inversa. Esta 
condición no es necesaria, como lo muestra el ejemplo 2. También, es fácil de ver que 
si f es monótona, entonces su inversa f- I también es monótona y en la misma dirección 
que f. Obsérvese otra vez que la función cuya gráfica aparece en la figura 8.1.3a es 
monótona, mientras que la que aparece en la figura 8.1.3b no lo es. 

y 

~~~~------ ---

x x 

(a) (b) 

Figura 8.1.3 (a) Función que tiene una inversa. (h) Función que no tiene una inversa. 

* También será instructivo experimentar un poco con una calculadora que tenga varias teclas de función y 
una tecla de función inversa. Esto es, se comienza con un valor de x, se oprime una tecla de función y a 
continuación se calcula el inverso de la misma función. ¿Se obtiene siempre el valor original de x? 
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A continuación supongamos que una función dada y = f(x) cuyo dominio es D no 
tiene inversa, porque al menos para algunos valores de y hay más de un valor 
correspondiente x en D. En ese caso es posible construir una función relacionada tan 
sólo con restringir el dominio; si esto se lleva a cabo en forma correcta, esta nueva 
función puede tener una inversa. Este procedimiento se muestra en el siguiente 
ejemplo. 

EJEMPLO 3 

Sea la función definida por 

y = f(x) = xl, x en ( - 00, 00) (9) 

cuya gráfica se muestra en la figura 8.1.4a. Está claro que la imagen de f es [O, 00). 
Al tratar de encontrar una inversa despejando ax de la ecuación 9, inmediatamente 

nos en,contramos con el problema de que para toda y en (O, 00) hay dos valores posibles 
de x, que son +"Y y -"Yen ( - 00,00). Por tanto, la función f no tiene inversa. 

A continuación veamos la función F dada por 

y = P(x) = X2, x en (- 00, O] (lO) 

cuya gráfica se muestra en la figura 8.4.1b. Esta función se obtiene a partir de y 
mediante una restricción de su dominio. La ecuación 

y = F(x) 

tiene una solución única para toda y en [O, 00), que es 

x = - Vy. 

La función p-l definida por 

P - l(y) = - Vy, yen [0,00) (11) 

es por consiguiente la función inversa de F. Sin embargo, la función F- I no es una 
inversa de la función original f. 

Está claro que se podrían haber empleado otras restricciones para el dominio de 
f. Por ejemplo, si H(x) = X2 para x en [0,00), entonces H-I(y) = "Y en [0,00) (véase 
figura 8.1.4c). 

Nótese que las funciones F y H son monótonas en sus dominios completos y por 
tanto deben tener inversas. En contraste, la función f no es monótona en su dominio. -

Aun cuando tenga inversa una función f, podrá ser difícil o imposible encontrar 
una fórmula explícita para ¡-l. Con frecuencia es imposible despejar x de la ecuación 
y = f(x), excepto por procedimientos numéricos como por ejemplo el método de 
Newton (sección 4.5). Sin embargo, podemos estudiar determinadas propiedades de 

(a) 

y = F(x) y 

x 

-1 1 
x = ( - l (y) =-..¡y 

(b) 

y 
y = Hlx 

-1 1 
x = H - i (y) =..¡y 

(e) 

Figura 8.1.4 
(a) y = x 2, 

x 

-00 < x < oo. 

(b) Y = X 2, 

-00 < X :S O. 
(e) y = x', 

O :S X < oo . 
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¡ - I aun sin tener fórmula explícita alguna para ella. Por ejemplo, si ¡ es continua 
y ¡-I existe, entonces ¡-I también es continua. Además, si ¡ es derivable y f' (x) es 
siempre positiva o siempre negativa, entonces ¡-I también es una función derivable, 
y su derivada se puede expresar en términos de f'. No demostraremos que ¡-I es 
derivable, pero deduciremos la relación que existe entre las derivadas de ¡ y ¡-l. 

Por ejemplo, para la función de la ecuación 3 tenemos que 

f'(x) = 3;2, 
y para la función inversa g de la ecuación 4, 

1 g'(y) = 2. - y-2/3 
3 

Sustituyendo y = x3/8 en la ecuación 13 vemos que 

g'[f(x)] = g'[x3 /8] 

2 
3(x2/4) 

1 
f'(x)" 

2 
3y2/3· 

2 

(12) 

(13) 

(14) 

Así, para este ejemplo, la derivada de la función inversa g en un punto y es el recíproco 
de la derivada de la función original ¡ en el punto x correspondiente. 

Consideremos ahora un par de funciones inversas ¡ y ¡-I; en este caso debemos 
tener, según la ecuación 7, 

f-l(f(X)] = x. (15) 

Supondremos que son derivables tanto f como ¡-I, y diferenciaremos la ecuación 15 
con respecto a x. Si hacemos y = ¡(x) y empleamos la regla de la cadena para encontrar 
la derivada del lado izquierdo de la ecuación 15, tendremos 

d d 
- f-l[y] - f(x) = 1; 
dy dx 

y = f(x). (16) 

Por tanto 

1 

f' (x) ' 
y f(x) . (17) 

Así, también en el caso general, las derivadas de ¡ y f- I son recíprocas, siempre y 
cuando se tome en debida cuenta la relación que hay entre las variables independientes 
en cada caso. La relación incluida en las ecuaciones 16 y 17 se puede recordar 
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probablemente con mayor facilidád si observamos que y 
escribimos las ecuaciones 16 y 17 en la siguiente forma: 

dx . dy = 1 
dy dx 

o 
dx 1 
----
dy dy / dx 

8.1 FUNCIONES INVERSAS 431 

f(x) y x = rl(y) y 

(18) 

Subrayamos que dy/dx y dx/dy de la ecuación 18 se deben evaluar en los puntos x y y 
correspondientes, relacionados mediante y = f(x). 

Podemos resumir los resultados que hemos obtenido acerca de las funciones 
inversas en el siguiente teorema: 

Teorema 8.1.1 

Sea la función f que tiene dominio D e imagen R y supóngase que f'(x) > O para 
toda x en D, o bien que f' (x) < O para todax en D. En ese caso f tiene una función 
inversa .f - l cuyo dominio es R y su imagen es D. La función f - 1 también es 
derivable y su derivada satisface la ecuación 17, 

y = f (x). 

Como una muestra de la aplicación de este teorema, veamos el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 4 

Supongamos que la función f está dada por 

(x 3 - 3X2 
y = f(x) = 

9x + 7) (19) 
4 

Demostrar que f tiene una inversa en el intervalo [-1 ,3] y determinar el dominio y la 
imagen de la función inversa. También, determinar una expresión para la derivada de 
f - 1 y evaluar esta derivada en y = -1. 

Al derivar f obtenemos 

(3x 2 - 6x 9) 
4 

f'(x) 

3(x + l)(x - 3) (20) 

4 

Por tanto f' (x) < O para toda x en el intervalo (-1, 3), y por tanto, de acuerdo con el 
teorema 4.2.1, f es decreciente en [ -1, 3] . Por consiguiente f tiene inversa allí. Como 
f es decreciente en [-1,3], se puede determinar su imagen introduciendo los extremos 
x = -1 y x = 3, respectivamente, en la ecuación 19. De este modo obtenemos el 
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Figura 8.1.5 Se 
obtiene la gráfica de 
r I(X) al reflejar la 
gráfica de f(x) con 
respecto a la recta 
y = x . 

intervalo [-5, 3] como la imagen de f . Por tanto r' tiene como dominio [-5, 3] Y 
como imagen [-1,3] . 

Si escribimos x = f - l(y), entonces, de acuerdo con el teorema 8.1.1, 

dx 
dy 

d 1 
- f - l(y) 
dy = f'(x) 

4 

3(x + l)(x - 3)' 
(21) 

Para expresar a dx/dy en términos de y es necesario despejar a x en términos de y 
ya continuación sustituir x en la ecuación 21 . Es impráctico llevar a cabo esto en forma 
analítica, pero desde luego que es posible, empleando en caso necesario métodos de 
aproximación, despejar de la ecuación 19 el valor de x asociado con un valor dado de y . 
Por ejemplo, se puede demostrar que y = -] implica que x = 1. Por tanto, 

~ f-I(Y)I = 4 I = _!. 
dy y= - 1 3(x + l)(x - 3) x = 1 3 

(22) 

Se puede llevar a cabo el mismo tipo de cálculos en forma repetida si se desea, para 
definir una tabla extensa de valores de f - I(y) y de su derivada para varios valores de 
y. 

Si supiéramos por adelantado que la función f dada por la ecuación 19 tiene una 
inversa x = f - l(y), podríamos determinar a dx/dy simplemente derivando la ecuación 
19 en forma implícita con respecto a y. De ese modo obtenemos 

o bien 

d 
- y 
dy 

~ -'-.(x_3 
__ 3_x_2 _- _ 9_x_ +---,-7) 

dy 4 

1 = ~ (x 3 

dx 

3X2 - 9x + 7) dx 

4 dy 

(3x2 6x - 9) dx 
4 dy' 

de la cual se deduce inmediatamente la ecuación 21. 

Graflcaclón de las funciones Inversas 

Terminaremos esta sección con algunas palabras acerca de las gráficas de las funciones 
inversas . Comenzamos con una función f que sea monótona en determinado intervalo 
y que por consiguiente tiene una inversa. La figura 8.1.5 muestra la gráfica de la 
ecuación y = f(x) para esa función f. Supongamos que el punto (2, 1) queda en la 
gráfica de y = f(x) . Se puede describir la misma gráfica también mediante la ecuación 
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x = ¡ - ley) Y de este modo sigue conteniendo al punto (2, 1). Sin embargo, la variable 
independiente se marca en este caso en el eje vertical y y la dependiente en el eje 
horizontal x. Si deseamos marcar la variable independiente en el eje horizontal, como 
es lo normal, entonces en lugar de la ecuación x = ¡ - ley) escribiremos y = ¡-I(X). La 
gráfica de y = rl(x) contiene entonces al punto (1,2). En general, si (a, b) es un punto 
de la gráfica de y = ¡(x), entonces (b, a) es un punto de la gráfica de y = r l(x). En 
la figura 8.1.5 se muestra también la gráfica de y = rl(x). 

El intercambio de coordenadas involucrado al dibujar la gráfica de la función 
inversa y = ¡-I(X) con respecto a los ejes originales es geométricamente equivaLente 
a reflejar La gráfica de y = ¡(x) con respecto a La recta y = x. Esto, de hecho, es como 
se debería proceder para hacer el dibujo de la gráfica de ¡ - l si se dispone de la gráfica 
de ¡. El siguiente ejemplo muestra esta idea, y posteriormente en el capítulo aparecerán 
más ejemplos . 

EJEMPLO 5 

Dibujar la gráfica de la función 

(x 3 - 3X2 - 9x + 7) 
Y = f (x) = -'-----------"-

4 

del ejemplo 4 para -1 :S x :S 3 Y en los mismos ejes dibujar también la gráfica de su 
función inversa. 

En la figura 8.1.6 se muestran las dos gráficas. Primero se hizo un dibujo de la 
gráfica de ¡ y a continuación se trazó la gráfica de su función inversa ¡ - l reflejando 

(-5.3) 

-4 -2 

y;;; f(xJ = (%3 _ 3,1" 2,,- 9 .x +7) 

- 4 

Figura 8.1.6 

x 

4 

3, -5) 

la gráfica de ¡ con respecto a la recta y = x. Obsérvese que no es necesario encontrar 
la función inversa en forma explícita para trazar su gráfica. -
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PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 10 encontrar la inversa de la función 
dada. En cada caso determinar el dominio y la imagen de 
¡- J Y hacer un dibujo de las gráficas de y = f(x) y de y = 

¡-J(x). También, comprobar que f[f - J(y)] = Y Y que 
¡-J[f(x)] = X. 

l. y = f(x) = x - 3; xen [-2,4]. 

2. Y = f(x) = 3x + 2; x en [O , 5) . 

3. Y = f(x) = 5 - 2x; x en (1, 00). 

4. Y = f(x) = X2 - 4; x en [O , 4] . 

S. y = f(x) = X2 - 2x + 3; x en{ -4,1]. 

6. Y = f(x) = 4x - X2; Xen [2, 3). 

7. Y = f(x) 
x - 1 
x + 2' 

8.y = f(x) 
x + 3 
x + l' 

9. Y = f(x) Vx+2; 
10.y = f(x) = 1 - vX; 

x en (O, 3]. 

x en(-l, 00). 

x en [2, 7]. 

x en (1, 4). 

En los problemas 11 a 20 emplear las ecuaciones 16 a 18 
para calcular la derivada de f- J . Comprobar la respuesta 
hallando la función inversa y derivándola. 

11. Y = f(x) = x - 3; ver problema l. 

U. y = f(x) = 3x + 2; ver problema 2. 

13. Y = f(x) = 5 - 2x; ver problema 3. 

14. Y = f(x) = X2 - 4; x en (0,00); ver problema 4. 

15. Y = f(x) = X2 - 2x + 3; x en ( - 00, 1); ver 
problema 5. 

16. Y = f(x) = 4x - X2; x en (2,00); ver problema 6. 

17. Y = f(x) = (x - l)/(x + 2); x # -2; ver 
problema 7. 

18. Y = f(x) = (x +3)/(x + 1); x en ( -1 ,00); ver 
problema 8. 

19. Y = f(x) = Vx+2; x en ( - 2,00); ver problema 
9. 

20. Y = f(x) = 1 - vX; x en (O, 00); ver problema 
10. 

En los problemas 21 a 26 determinar si la función dada 
tiene inversa. Si existe x = f - '(y), encontrar su derivada; 

expresar la respuesta en términos de y siempre que sea 
posible. 

21. Y = f(x) = x 3 
- 12x + 4; xen(-2,2). 

22. y = f(x) = 2X3 + 3X2 - 12x + 5;xen(-2, 2). 

23. Y = f(x) =~; xen (O, 2). 

1 
24. Y = f(x) = X2 +2; 

x 
x en (1, 00) . 

25. Y = cos x; x en [O, 27T]. 

26. Y = tan x; xen(-~,~). 
27. Seay = f(x) = senx. Determinar si esta función tiene 

inversa si se restringe x a cada uno de los intervalos 
que aparecen abajo. Si existe la función inversa 
x = f - J , determinar su deri vada dx/dy en términos de 
x. A continuación emplear la ecuación y = sen x y las 
identidades trigonométricas para expresar a dxldy en 
términos de y . Tener la precaución de observar en qué 
cuadrante está x. 

7T 
(a) O < x < 2' (b) O < x < 7T. 

7T 7T 
(c) 2 < x < 3 2, 

28. Si Y = f(x) tiene una función inversa x = f - J(y) Y si 
f - l es dos veces derivable, demostrar que 

d2yldx2 

(dyldxP' 

En los problemas 29 a 36 suponer que existe x = f-l(y) Y 
que es dos veces derivable. Determinar a d2x/di en térmi­
nos de x . Sugerencia: ver, si es necesario, el problema 28. 

29. Y = 5 - 2x; 

30. y = 4x - X2; 

X - 1 
31. Y = --2; 

x + 
2 

32. Y = x + - ; 
x 

33. y = Vx+2; 

x en (1, 00) . 

x en (2,3). 

xen( - 2 ,00). 

x en (O, V2). 

x en (0,5). 
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34. Y = X 3 - 12x + 4; x en ( - 2,2). 

35. Y =~; x en (O, 2). 

1 
36. Y = X2 + 2; 

x 
x en (1, 00) . 

37. En todas las partes de este problema suponer que la 
función y = f(x) tiene una inversa x = f-l(y). 

(a)Si f tiene el dominio [O, 1] Y la imagen [O, 1], 
¿tendrá inversa y = [f(x)f? Explicar la respuesta. 

(b) Si f tiene el dominio [O, 1] Y la imagen [-1 , 1], 
¿tendrá inversa y = [f(X)]2? Explicar la respuesta. 

(c) Si f tiene el dominio [-1, 1] Y la imagen [O, 1], 
¿tendrá y = [f(x)]2 una inversa? Explicar la res­
puesta. 

38. Trazar la gráfica de una función que tenga inversa, 
pero que no sea creciente ni decreciente en su dominio 
completo. ¿Es posible que esa función sea continua 
en todos sus puntos? 

39. Determinar las constantes a y b de tal manera que la 
función f dada por f(x) = (x + a)/(x + b) sea igual 
a su propia inversa. 

40. Determinar las constantes a, b, e y d de tal manera que 
la función 

f(x) = ax + b 
ex + d 

sea igual a su propia inversa. 
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41. Sea la función f dada por 

y = f(x) = f g(t) dt, 

en la cual g está definida en el intervalo a :S t :S b. 

(a) Determinar un conjunto de condiciones que deba 
satisfacer g para que f tenga inversa. 

(b)Suponiendo que existe x = ¡-l(y), ¿qué condición 
debe satisfacer g para que f- l sea derivable? 

(c) Determinar dxldy. 

42. Sea la fu nción f dada por 

y = f(x) = (x dt , 
Jo Vf+3t2 

- 00 < x < oo . 

(a) Demostrar que existe x = f-l(y) . 

(b) Determinar Dv x y D/x. 

43. Determinar una condición suficiente para las 
constantes a, b, e y d de manera que la función 
y = ax3 + b~ + ex + d tenga inversa. 

' 44. Suponer que f(x + y) = f(x)f(y) y que existe ¡-l. 
Demostrar que 

f - '(u) + f - '(v) = f - '(uv) . 

Sugerencia: hacer que u = f(x) y que v = f(y). 

8.2 LA FUNCiÓN LOGARITMO NATURAL 

En la sección 3.3 vimos que 

J 
X, +l 

x'dx = ----- + e 
r + 1 ' 

(empleando ahora la notación para la integral en vez de la antiderivada) siempre que 
r '* 1. Sin embargo, hasta ahora no hemos encontrado una fórmula de derivación que 
tenga por resultado X - l. Por tanto, no tenemos antiderivada para l/x yen consecuencia 
no tenemos modo analítico alguno para evaluar una integral cuyo integrando sea l/x. 

También existe una clase importante de funciones elementales para las que no 
hemos deducido fórmulas de derivación, que son las funciones logarítmicas y las 
exponenciales. Además, en la sección 3.1 yen varias partes nos hemos visto detenidos 
hasta para describir el significado de x' cuando r es irracional. En esta sección y en la 

http://carlos2524.jimdo.com/



436 FUNC ION ES ELEMENTALES TRASCENDENTES 

siguiente rellenaremos estos huecos de nuestro conocimiento. Más específicamente, 
demostraremos que la antiderivada de x- 1 es una determinada función logarítmica y 

que podemos emplearla en una forma sencilla para definir a xr cuando r es irracional. 
Supondremos que el lector tiene algo de conocimientos acerca de los logaritmos, * 

al menos los de base 10. Si b > O, representaremos el logaritmo de base b de un número 
a como logba. Los logaritmos de base 10 se escribirán sin identificar la base, esto es, 
log a quiere decir logaritmo de base 10 de a. Independientemente de la base que se 
emplee, la propiedad característica de los logaritmos es que convierten productos en 
sumas 

(1) 

Para comenzar a relacionar los logaritmos con el cálculo, exploraremos las pro­
piedades de una función f arbitraria que satisfaga la condición (1) de los logaritmos. 
Esto es, supondremos que 

f(ex) = f(x) + f(e), (2) 

donde x y e son distintas de O y donde e es constante. De paso, nótese que si x = l 
entonces la ecuación 2 implica que f(1) = O. Suponiendo que f es derivable, podemos 
derivar ambos lados de la ecuación 2 con respecto a x; con ello se obtiene 

cf'(cx) = f'(x). (3) 

Haciendo que x = l en la ecuación 3, obtenemos 

f'(c) = f'(l). 
e 

Como e es un número arbitrario, remplazamos a e por x y escribimos 

f'(x) = f'(l), 
x 

x#- O. (4) 

En consecuenci a, la función g(x) = f(x)/ f' (1) es una antiderivada de X - l. Con ello he­
mos establecido la plausibilidad de una relación entre funciones que satisfacen la 

* Los logaritmos fueron descubiertos por John Napier (1550-1617), barón escocés, que hizo uso de la relación 
entre progresiones geométricas y aritméticas para desarrollar un medio de remplazar productos por sumas en 
cálculos numéricos. La investigación de Napier abarcó 20 años y la describió en libros que se publicaron en 
16 14 y en 1619. La palabra" logaritmo" se debe a Napier. 

Las ventajas de los logaritmos de base diez en los cálculos aritméticos fue señalada por Henry Briggs 
(156 1 ?-1631), profesor de matemáticas en Oxford, quien publicó una extensa tabla de 14 decimales en 1624. 
Los logaritmos se comenzaron a emplear rápida y extensamente, ya que sus ventajas manifiestas para facilitar 
cálculos largos fueron apreciadas por los astrónomos y demás científicos. Sin embargo, tomó algo más de 
ti empo antes de que los logari tmos se consideraran como los valores de una función y pasó más de un siglo 
para que Euler pudiera resolver algunas de las cuestiones concernientes a esa función logaritmo . 
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relación logarítmica (2) y funciones cuyas derivadas son X-l. Naturalmente, no hemos 
establecido todavía que existen funciones derivables que satisfacen a la ecuación 2. 

Es posible obtener más información de la ecuación 2, pero es más fructífero 
cambiar nuestro punto de vista y considerar a las funciones que son antiderivadas de 
X-l. Esas antiderivadas existen porque x- l es continua en cualquier intervalo que no 
contiene al origen. De acuerdo con la aclaración que siguió al teorema 6.42, se pueden 
expresar las antiderivadas como integrales. En particular, sea a una constante positiva, 
y definamos la función f de tal modo que 

Ix dt 
f(x) = a t' x> O. (5) 

Entonces f' (x) = l/x de acuertto-t~~m el teorema 6.4.2, y por tanto f es' una antiderivada 
de x- 1 para x> O. Nótese que dos funciones definidas por la ecuación 5 para distintos 
valores de a difieren eñtre sí por una constante aditiva. Por lo que es suficiente examinar 
sólo una de esas ftH:la6nes con detalle; es conveniente considerar a la función para la 
cual a = 1. Esa fúnción se conoce como la función logaritmo natural y se representa 
con el símbolo In. Así llegamos a la siguiente definición: 

DEFINICIÓl~"-8~2.1 La función logaritmo natural, In, está definida como 

lnx = -Ix dt 

1 t' 
x> O. (6) 

Podemos ver que se pueden aplicar algunos de los teoremas generales del cálculo 
para deducir muchas propiedades de la función In. Entre otras cosas, estudiaremos la 
gráfica de y = In x, y demostraremos que la función In tiene las propiedades que se 
asociaron antes con los logaritmos; en especial, que satisface la relación logarítmica 
(2). 

Se puede calcular de varios modos el valor de In x para un valor dado de x. Por 
ejemplo, por evaluación numérica de la integral en la ecuación 6, como se explicó en 
la sección 6.6. Desde luego, las calculadoras tienen rutinas interconstruidas para 
generar en forma automática valores de In x. En la tabla 8.1 se muestran algunos valores 
representativos de In x . Obsérvese que In x crece mucho más lentamente que la misma 
x . En breve consideraremos a In como una bien conocida función elemental casi de la 
misma manera como la función seno, por ejemplo. 

Desde un punto de vista geométrico, notaremos que si x> 1, entonces In x es el 
área comprendida entre el eje t y la gráfica de y = l/t desde t = 1 hasta t = x (véase 
figura 8.2.1a). Si O < x < 1, entonces In x es el negativo del área entre el eje t y la 
gráfica de y = l /t desde t = x hasta t = 1, como se ve en la figura 8.2.1b. Así, In x> O 
para x > 1, Y In x < O para O < x < 1. 

Propiedades de la función In 

Escribiremos en forma de lista algunas propiedades de la función logaritmo natural, 
para tener una referencia rápida. 

Tabla 8.1 Algunos 
valores de la función 
logaritmo natural 

x Inx 

1.0 0.00000 

1.5 0.40547 

2.0 0.69315 

3.0 1.09861 

4.0 1.38629 

5.0 1.60944 

10.0 2.30259 

50.0 3.91203 

100.0 4.60517 

1000.0 6.90776 

(a) 

(b) 

Figura 8.2.1 (a) 
El logaritmo natural 
en términos del área 
para x > 1. (b) El 
logaritmo natural en 
términos del área 
para O < x < 1. 
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1. Dominio. Es claro de la ecuación 6 que el dominio de In es el intervalo (O, 00) . Se 
excluyen otros puntos porque la integral de la ecuación 6 no existe cuando x no es 
positivo, debido a la discontinuidad infinita del integrando en el origen. 

2. Continuidad. La función In es continua en (O, 00) de acuerdo con el teorema 6.4.1 . 
3. Derivabilidad. Como el integrando en la ecuación 6 es continuo, la función In es 

derivable en (0,00) de acuerdo con el teorema 6.4.2. Además, para toda x > O, 

d 
- In x 
dx x 

Si u es una función derivable y u(x) > O, entonces, por la regla de la cadena, 

d u /ex) 
dx In u(x) = u(x)· 

(7) 

(8) 

4. Propiedad de la monotonía. Como (d/dx)ln x > O para x > O, la función In x crece 
en forma monótona en su dominio, de acuerdo con el teorema 4.2.1. Como In 1 = O, 
de nuevo queda claro que In x > O para x > 1 Y que In x > O para O < x < 1. 

5. Concavidad. De acuerdo con la ecuación 7 vemos inmediatamente que 

d2 

dX 2 In x 
1 

2 ' X 
x > O. (9) 

Como (d2/dx2) In x < O para x> O, entonces, según el teorema 4.2.3 la gráfica de 
la función es cóncava hacia abajo en su dominio. 

6. Imagen. La imagen de In es el intervalo (- 00, 00). Este hecho no es obvio por el 
momento, porque nada de lo que hemos dicho hasta ahora pide que In x sea no 
acotada cuando x ----70+ y cuando x ----7 00. Regresaremos después a este asunto, en 
esta sección . 

Como resultado de las propiedades 1 a 6, la gráfica de la ecuación y = In x debe 
tener la forma general dibujada en la figura 8.2.2. En especial, la propiedad 6 implica 
que y = In x no tiene asíntota horizontal cuando x ----7 00, pero es asintótica al eje y 
negati vo cuando x ----7 0+ . 

y 

x 

Figura 8.2.2 Gráfica de y = In x para x > o. 
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A continuación comprobaremos que la función In tiene la propiedad característica 
.de las funciones logarítmicas, esto es, que convierte a productos en sumas. 

Teorema 8.2.1 

La función logaritmo natural, definida por la ecuación 6, 

Jx dt 
lnx 5 -, 

1 t 
x > 0, 

satisface la relación 

In ex In x + In e (10) 

para toda x > O Y e > O. 

Demostración. Para comprobar la ecuación 10 adoptemos el punto de vista de que x 
es una variable y e una constante. Entonces, la ecuación 10 afirma que dos funciones 
de x, que son ex y In x difieren entre sí por una constante igual a In e. Para demostrar 
que dos funciones difieren entre sí por una constante, es suficiente (según el teorema 
4.1.5) demostrar que sus derivadas son iguales entre sí. Así, determinaremos la 
derivada de In ex con respecto a x. Empleando la regla de la cadena y recordando que 
e es una constante, obtenemos 

Por tanto 

y en consecuencia 

d 
dx In ex 

~ d(ex) 
ex dx 

1 
x 

1 
- ·c 
cx 

d 
dx In cx 

d 
dx In x, 

In cx = In x + k, (11) 

en la cual k es una constante. Para evaluar a k podemos hacer que x = 1 en la ecuación 
11, lo cual da k = In e. Sustituyendo este valor en lugar de k en la ecuación 11, 
obtenemos la ecuación 10, demostrando así el teorema. o 

Nótese que hemos contestado la pregunta que surgió después de deducir la 
ecuación 4, que es ¿hay una función derivable que satisface a la ecuación 2? La 
respuesta es sí y una función de éstas es f(x) = In x. 
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Hay otros resultados útiles que se deducen rápidamente de la ecuación 10. Para 
cualquier x fija, sea e = x en la ecuación 9; entonces 

In X2 = In x + In x = 2 In x. (12) 

Igualmente, haciendo que e = X2 en la ecuación 10, y usando la ecuación 12, vemos 
que 

In x 3 = In x + In X2 3 In x. (13) 

Continuando de este modo, obtenemos 

In x" = n In x (14) 

para toda x > ° y para todo entero positivo n. Nótese que la ecuación 14 también es 
válida si n = O. 

Si hacemos que e = llx en la ecuación 10, entonces 

como In 1 = 0, se infiere que 

1 
In 1 = In x + In - ; 

x 

1 
In - = -In x . 

x 

Una versión más general de la ecuación 14 también es válida, a saber 

In x' = r In x 

(15) 

(16) 

para toda x > ° y para todo número r racional. Podemos demostrar la ecuación 16 
procediendo como en la demostración del teorema 8.2.1. Empleando la ecuación 8 para 
derivar cada lado de la ecuación 16, obtenemos 

y 

d 
- lnx' 
dx x' 

Por consiguiente, de acuerdo al teorema 4.1.5, 

r 

x 

r 

x 

In x' = r In x + e, (17) 

en la cual e es una constante. Haciendo que x = 1 en la ecuación 17, se ve que e = ° 
y así se demuestra la ecuación 16. 

Estamos en posibilidad de demostrar la propiedad 6: la imagen de In es ( - 00, 00). 
Como In es continua y monótona, sólo necesitaremos demostrar que 
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lím lo x 00, lím lo x 
X--+O ... 

-00 
(18) 

De acuerdo con la definición de límite, cuando x ---700 que se dio en la sección 2.4, 
se demuestra la primera de las ecuaciones 18 mostrando que para cada número M > O 
existe una Xo tal que In x > M siempre que x > xo. Sin embargo, el hecho de que In x 
sea una función creciente nos asegura que si x > Xo entonces In x > In xo. Por tanto, 
sabremos que In x > M para toda x > xo, siempre que determinemos a Xo de tal modo 
que In Xo > M. Dada una M arbitraria> O, podemos encontrar una Xo de éstas en la 
forma siguiente. Si hacemos que x = 2 en la ecuación 16, se obtiene 

lo 2' = r lo 2. (19) 

Entonces, como In 2 > O, es posible seleccionar r lo suficientemente grande como para 
que r In 2 > M; en realidad, r se puede seleccionar, por simplicidad, de modo que sea 
un entero. Empleando este valor de r, hagamos que Xo = 2'; entonces, es claro que 
lnxo > M. 

Se comprueba la segunda de las ecuaciones 18 de un modo muy semejante, 
haciendo uso de la ecuación 15. 

Fórmulas de derivación e integración 

Vimos en la ecuación 7 que 

d 1 
- lo x = -
dx x' 

x> O. 

Tenemos así una función cuya derivada es x- I parax > O. ¿Podremos encontrar también 
una función cuya derivada sea x- I para x < O? Es claro que In x no es esa función, 
porque lo x 00 está definida para x < O. Demostraremos que la función correcta es 
ln( - x), que sí existe para x < O. Según la regla de la cadena, se determina la derivada 
de ln( - x) como sigue: 

d 
- lo( - x) 
dx 

_1_ d( - x) 
(-x) dx 

1 1 
= ( - x) ( - 1) = ~' x < O. 

Combinando las ecuaciones 7 y 20 llegamos a la fórmula más compacta 

d 1 
-d lolxl = - , 

x x 
x =t= O. 

(20) 

(21) 

La ecuación 21 es la fórmula básica de derivación para la función logaritmo natural. 
La gráfica de y = lnlxl es simétrica con respecto al eje y y se muestra en la figura 8.2.3. 
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x 

Figura 8.2.3 Gráfica de y = In lxl para x "* o. 

Se puede generalizar la ecuación 8 de igual manera. Si u es una función derivable, 
y si u(x) no es cero, entonces 

d 
dx In lu(x)1 

u' (x) 

u(x) • l/eX) "" O. (22) 

Si u(x) es cero en puntos aislados, entonces la ecuación 22 es válida, excepto en 
aquellos puntos donde u(x) = O. 

EJEMPLO 1 

Determinar la derivada de f(x) = In(x2 + 9). 
En este caso, u(x) = X2 + 9. De acuerdo con la ecuación 22 tenemos que 

d 1 d 
dx ln(x2 + 9) = X2 + 9 dx (X2 + 9) 

2x 

X2 + 9' • 
(23) 

EJEMPLO 2 

Determinar la derivada de f(x) = lnlsen x l. 
Tenemos ahora que u(x) = sen x. Nótese que se necesita el valor absoluto porque 

sen x toma valores tanto positivos como negativos . Empleando la ecuación 22, obtene­
mos 

d cas x 
-d lnlsenxl = -- = cat x. 

x sen x 
(24) 

El resultado es válido siempre que sen x '* 0, esto es para x '* 0, ±1T, ±21T, . ..• 

EJEMPLO 3 

Determinar la derivada de f(x) = ln(ln x). 
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El dominio de la función fes (1, 00). En este intervalo 

d 1 d 
- ln(1n x) = - - (In x) 
dx In x dx 

1 

x In x • 
(25) 

Correspondiendo a la ecuación 21 tenemos la siguiente fórmula de antiderivación, 
o de integración, válida para valores tanto negativos como positivos de x: 

J 
dx 
-:;- = lnlxl + c, x ;;6 O. (26) 

En forma más general, en relación con la ecuación 22, tenemos que 

J ~(~¡ dx = lnlu(x)1 + c, u(x) ;;6 O. (27) 

La ecuación 27 da una antiderivada para toda expresión que se pueda expresar como 
relación u' (x)/u(x) para alguna función u derivable. Desde luego, al usar la ecuación 
26 para evaluar una integral, se debe estar seguro de que el intervalo de integración no 
incluya al origen. Análogamente, al usar la ecuación 27, se deben evitar los intervalos 
que contengan un punto para el cual u(x) = O. 

EJEMPLO 4 

Evaluar 

Haremos que u(x) = 2x + 5; entonces u'(x) = 2 Y du = 2dx, o bien dx = du/2. En 
consecuencia 

J 
dx J du/2 1 1 

2x + 5 = - u- = 2lnlul + c = 2lnl2x + 51 + c. (28) 

El resultado es válido para cualquier intervalo que no contenga a x = - ~ .• 

EJEMPLO 5 

Evaluar 

J tan x dx. 
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y ., 
y = :f 2 +7 

Figura 8.2.4 

Primero, es útil escribir tan x = sen x/cos x. A continuación hagamos u(x) = cos 
x, de tal modo que u'(x) = -sen x y du = -sen x. Así, obtenemos 

J J 
senx J du tan x dx = - - dx = - -. 
cos x u 

Por tanto, 

J tan x dx = - Inlu l + e = -Inlcos xl + c. 

El resultado es válido en cualquier intervalo en el que cos x no sea cero. -

Para calcular las antiderivadas como las de los ejemplos 4 y 5, el paso más difíci l 
es la selección de u(x). A veces es bastante obvia la sustitución adecuada, pero a veces 
es más complicada. En general, se puede esperar poder desarrollar eficiencia en esas 
manipulaciones a través de la práctica. Los ejemplos siguientes consisten en la evalua­
ción de integrales definidas, más que en la determinación de antiderivadas. 

EJEMPLO 6 

Determinar el área A de la región acotada por el eje x, las rectas x = 1 Y x = 3 Y la 
curva y = x/(x2 + 7). Esta región se muestra en la figura 8.2.4. 

La integral siguiente da el área A: 

A= --dx. J
3 X 

1 X 2 + 7 

Para evaluar esta integral encontramos primero una antiderivada del integrando. Si 
hacemos u = X2 + 7, entonces u' = 2x, y 

J _x_ dx = ! J u'(x) dx 
X2 + 7 2 u(x) 

1 
= 2 In u(x) + e 

1 
- In(x 2 + 7) + c. 
2 

Entonces el valor de A está dado por 

A = ~ In(x 2 + 7) 1: 
In 16 - In 8 

2 

In 2 
2 == 0.34658. • 
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EJEMPLO 7 

Calcular el valor de 

1= --j-3 dx 

-6 X + 2· 

En la figura 8.2.5 se muestra la gráfica del integrando. 

x 

Figura 8.2.5 

Nótese que el integrando se hace no acotado cuando x --7 -2, pero esto no 
constituye problema porque el intervalo de integración no contiene ese punto. Sin 
embargo, el hecho de que el integrando sea negativo en el intervalo de integración 
significa que debemos tener cuidado para retener las barras de valor absoluto en la 
antiderivada. Haciendo que u(x) = x + 2, obtenemos 

1 = lnlx + 21\~: = lnl-ll - Inl-41 

= In 1 - In 4 = -In 4 == -1.38629 .• 

PROBLEMAS 

PROBLEMAS 445 

En los problemas 1 a 16, determinar la derivada de la 
función dada. I

x - 11 6. f(x) = In x + 1 ; x 'i' ±l. 

1. f(x) = Inlx + 41; 

2. f(x) = Inl2x - 31; 
3. f(x) = In(x4 + 1). 

x'i' -4. 

x'i'¡' 

4. f(x) = In(x2 + x + 1). 

3 s. f(x) = x In(x2 + 9) +-. 
x 

21xl 
7. f(x) = In -2--1; 

x + 
x 'i' o. 

8.f(x) = ~+ In~. 

9. f(x) = In(1 + Yx); x> o. 

10. f(x) = Inlcos xl; 
1T 31T 

X .J-+- +-
-r- - 2' - 2'···· 
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11. f(x) = x In lxl - x; x ~ O. 

u. f(x) In [~ + x]. 

13. f(x) Inlln xl; x > O Y x ~ 1. 

14. f(x) = cos x In lsen xl; x ~ O, ±'lT, .. 

15. f(x) = sen(lnlxl); x ~ O. 

In x x 
16. f(x) = - + - ; x > 1. 

x In x 

En los problemas 17 a 24 determinar la antiderivada que 
se indica. 

17. J x ~ 3 

J 
2x - 3 

19. 2 3 7 dx x - x + 

21. J 
dx 

Vx (1 + Vx) 

23. J cot 2x dx 

18. J 2x ~ 1 

20 . J x/~ 1 dx 

22. J (ln:1)3 dx 

J 
sec2 x d 

24. -- x 
tan x 

En los problemas 25 a 32, evaluar la integral dada. 

{6 dx 
25. J2 x - 1 

{4 dx 
26. Jo 3x + 2 

(4 4x - 6 
27. J2 X 2 _ 3x + 4 dx fa dx 

28. ----=-2 
- 3 x 

fl dx 
29. - 1 2x - 5 30. J

4 dx 

I Vx(l + Vx) 

f
W/ 3 

31. cot x dx 
w/6 f

- W/6 

32. -w/ 4 cot x dx 

En los problemas 33 a 36, determinar la enésima derivada 
de la función dada. 

33. Y = Inlx l, x ~ O. 

34. y = Inl1 + xl, x ~ -1. 

35. Y = Inl1 - xl, x ~ 1. 

36. y = Inl1 - x21, x ~ ±1. 

En los problemas 37 a 40, determinar los valores máximo 
y mínimo (si existen) de la función dada en el intervalo 
dado. 

37. f(x) = x - In x en (0,2] . 

38. f(x) = x - In x en [t 2]. 

39. f(x) = In sen x en (O, 'lT). 

1 
40. f(x) = - + In Vx en [1 ,3]. 

x 

41. Se tiene la región acotada por las rectas x = O, Y = O, 
x = 8 Y por la curva y = (1 + x) - 1/2. Calcular el 
volumen del sólido que se forma al girar esta región 
alrededor del eje x. 

42. Calcular el área de la región acotada por las rectas 
x = ~, y = O, x = 2 Y por la curva y = x + X -l. 

43. Considere la integral del ejemplo 4 del texto: 

1 = f-3 ~ 
-6 X + 2' 

Emplear la simetría de la gráfica de la figura 8.2.5 
para reemplazar la integral por una equivalente cuyo 
integrando sea positivo. 

44. DemostrarquelímX-4o+ In x = - oo. Esto es, demostrar 
que para cualquier M > O existe una xo en el intervalo 
0 < xo < 1 tal que si O < x < xo, entonces In x <-M. 

45. Demostrar que 

1
, In(l + x) 
1m 1. 
x-o X 

Sugerencia : escribir 

In(l + x) In(l + x) In 1 
x x 

e identificar el límite requerido en términos de la 
derivada de In x en x = l. 

46. (a)Emplear el teorema del valor medio para la fun­
ción f(x) = In (1 + x) para demostrar que 

x 
-1-- < In(l + x) < x 

+ x 

para toda x > -l. Es útil considerar por separado 
los casos en los que x > O Y x < O. 

(b)Emplear el resultado de la parte (a) para demostrar 
que 

lím ln(l + x) = 1. 
x-o x 

47. Derivación logarítmica. La derivación de produc­
tos, de cocientes y de potencias se puede faci litar si 
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se toman primero logaritmos, lo cúal se llama deriva­
ción logarítmica. Sea 

en la cual gl, . .. , gn son funciones derivables. 
Entonces 

n 

In ly l = ¿ Inlgk(x)l, 
k = 1 

siempre que ninguna gk(X) sea cero. Demostrar que 

y que 

+ g;(x) 
gn(x)' 

En los problemas 48 a 50 emplear la derivación logarítmica 
Cvéase problema 47) para determinar la derivada de la 
fu nción dada. 

48. f(x) = (x + l)(x - 3)(Xl + 4) 

49. f(x) = X(X l + X + 1)sen2x 

50. f(x) = (x - 2) ~(Xl + 9)x 3 

51. Ca) Emplear el corolario 1 de la sección 6.3 para de­
mostrar que 

8.3 LA FUNCiÓN EXPONENCIAL 
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rx~:=;rx~, 
J, t JI Vi 

x > l. 

(b)Emplear el resultado de la parte (a) para demostrar 
que 

In x 2 2 
O <: - <: - - - x > 1; 

- x - \IX x ' 

y a continuación demostrar que 

In x 
lím - = O . 
.l_CO X 

(e) Emplear el resultado de la parte (b) para demostrar 
que 

Iím x In x = O. 
x- o + 

Sugerencia: hacer que x = l/y. 

*Cdpxtender los resultados de las partes (b) y Ce) para 
demostrar que 

In x 
lím - = O, 
x-((I x t 

lím x' In x = O 
.1- 0 + 

para toda E > O. En otras palabras, Un xl crece más 
lentamente que cualquier potencia positiva de x 
cuando x -700 o cuando x -70+. 

Sugerencia: hacer que x = u' en los límites esta­
blecidos en las partes Cb) y Ce). 

En la sección anterior demostramos que el logaritmo natural es una función monótona 
continua cuyo dominio es (O, 00) Y cuya imagen es ( - 00, 00). Por tanto tiene una función 
inversa monótona continua cuyo dominio es ( - 00, 00) y cuya imagen es (O, 00). 

Representaremos esta función inversa mediante exp, y la llamaremos función expo­
nencial . Más adelante en esta sección se notará lo adecuado del nombre . 

DEFINICIÓN 8.3.1 La función exponencial exp se define para todo número real x 
mediante 

y = exp x si y sólo si x = In y. (1) 
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Así, para calcular el número y = exp x para una x dada, debemos despejar a y de 
la ecuación 

J
y dt 

x = In y = _ . 
¡ t 

(2) 

En la práctica, los valores de la función exponencial se calculan mediante otros 
métodos que no describiremos. Las calculadoras de bolsillo tienen rutinas intercons­
truidas para producir en forma automática valores de exp. En la tabla 8.2 se muestran 
unos cuantos valores representativos de exp x . Es claro que exp x crece en forma muy 
rápida cuando crece x. De hecho, es posible demostrar (problemas 47 y 48) que exp x 
crece más rápido que cualquier potencia de x (sin importar lo grande que sea) cuando 
X--7 oo . 

Tabla 8.2 Algunos 
valores de la función 
exponencial 

x expx 

-10 0.00005 
- 5 0.00674 
- 4 0.01832 
- 3 0.04979 
- 2 0.13534 

- 1 0.36788 

0.5 0.60653 

O 1.0000 

0.5 1.6487 
Figura 8.3.1 Gráfica de y = exp x. 

1 2.7183 

2 7.3891 

3 20.086 

4 54.598 

5 148.41 

10 22026.5 

La gráfica de y = exp x se dibuja en la figura 8.3.1; como se describió al final de 
la sección 8.1, fue obtenida reflejando la gráfica de y = In x con respecto a la recta 
y = x. Nótese que la gráfica de y = exp x es creciente y cóncava hacia arriba; además, 
exp x --7 O cuando x --7 - 00 Y cuando x --7 oo . También, exp O = 1. Estas propiedades 
son consecuencia inmediata de las propiedades de la función logaritmo natural, que se 
describieron en la sección anterior. 

Se obtiene la gráfica de y = exp( - x) a partir de la de y = exp x invirtiendo 
simplemente la dirección del eje x positivo, o bien, de manera alternativa, girando la 
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gráfica de y = exp x alrededor del eje y. En la figura 8.3.2 se muestra la gráfica de
y = expt +x).

Como las funciones logaritmo natural y exponencial son inversas entre sí, se infiere
de acuerdo con la ecuación 1y en forma inmediata, que

x

X = ln(exp x) para toda x (3) -1 2

Figura 8.3.2
y que Gráfica de y =

y = exp(ln y), para y > O (4) exp(-x).

Propiedades algebralcas de la función exponenclal

La función exponencial tiene las propiedades siguientes, que a veces se llaman leyes
de los exponentes:

exp(u + v) (exp u)( exp v),

1
(5)

(6)exp( -u)
exp u'

exp(u _ v) = exp u
exp v

(exp u)' = exp(ru), r racional,

(7)

(8)

en las cuales u y v indican números reales cualesquiera.
Para demostrar la ecuación 5 partimos de la propiedad correspondiente de la

función logaritmo natural, esto es

ln(xy) = In x + In y. (9)

Para números reales u y v cualesquiera, sean

x = exp u, (10)y exp v;

nótese que x > O Y que Y > O. Entonces

u = lnx, v = In y. (11 )

Aplicando la función exponencial a ambos lados de la ecuación 9, obtenemos

exp[ln(xy)] = exp[ln x + In y],

o bien, como exp y In son funciones inversas entre sí,

xy = exp [In x + In y]. (12)

Empleando las ecuaciones 10 y 11 para expresar la ecuación 12 en términos de u y v,
tenemos que
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(exp u)(exp U) exp(u + U), 

lo cual demuestra la ecuación 5. 
A partir de la ecuación 5 se demuestran rápidamente las ecuaciones 6 a 8 (véase 

problema 58). 

Exponentes irracionales 

Recuérdese que en la sección anterior demostramos que 

ln(xr) = r In x (13) 

para toda x > O Y todo r racional. Aplicando la función exponencial a ambos lados de 
la ecuación 13 se obtiene 

exp[ln(xr)] exp(r In x) 

o bien, según la ecuación 4, 

xr = exp(r In x). (14) 

La ecuación 14 relaciona a la cantidad xr para r racional, con las funciones logaritmo 
natural y exponencial. Sin embargo, el hecho crucial con respecto a la ecuación 14 es 
que el lado derecho de ella está bien definido para toda x > O Y para todo número real 
r, independientemente de que sea racional o no. Esto es, para una x > O dada, hemos 
definido a In x en la sección 8.2 y podemos multiplicar entonces por cualquier número 
real r para obtener r In x y finalmente en esta sección hemos definido a exp u para todo 
número real u . Así, el lado derecho de la ecuación 14 es una manera de definir a xr 
cuando r es irracional. 

DEFINICIÓN 8.3.2 Para cualquier x positiva y cualquier número real r, sea racional 
o irracional, 

xr = exp(r In x). 

En la práctica, los errores de redondeo evitan el cálculo exacto de xr según la 
definición 8.3.2. Desde un punto de vista teórico lo importante es que con la definición 
8.3.2 es posible demostrar que todas las leyes conocidas de los exponentes y las 
operaciones algebraicas son válidas también para los exponentes irracionales. 

El número e 

El número cuyo logaritmo natural es igual a uno es un número muy importante en 
matemáticas, quizá sólo inferior a 'TT en cuanto a significado y frecuencia de su empleo. 
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Es lo suficientemente importante de manera que siempre se representa con el símbolo 
especial e. ASÍ, e es el número tal que 

In e = 1 o e = exp 1. 

De acuerdo con la ecuación 2, se infiere que e satisface la ecuación 

re dt = l. 
JI t 

(15) 

(16) 

ASÍ, si representamos un barrido del área comprendida entre el eje t y la gráfica de 
y = lit, comenzando en t = 1, Y prosiguiendo hacia la derecha, debemos entonces 
detenernos en t = e para tener un área de tamaño unitario (véase figura 8.3.3). 

Hay varias maneras de calcular una buena aproximación a e. Por ejemplo, se puede 
aproximar la integral de la ecuación 16 mediante sumas adecuadas de Riemann, como 
se describe en el problema 56. Mediante estimaciones burdas de este tipo se puede 
demostrar que e está entre 2.5 y 3. 

En el problema 49 demostraremos que e también está dado por la importante 
fórmula de límite 

e = lím (1 + .!)k 
k~", k 

(17) 

También se puede emplear la ecuación 17 para calcular valores aproximados de e; 
algunos de esos valores se ven en la tabla 8.3. Esta tabla sugiere que e es un poco mayor 
que 2.7. 

Hay otros modos más eficientes de calcular e que aparecerán más adelante, en 
especial como derivados de un estudio de las series infinitas (ejemplo 3 de la sección 

y 

Figura 8.3.3 
El número e en 
términos de un área. 

Tabla 8.3 Aproxi-
maciones a e 

k (1 + ¡r 
1 2 

2 2.25 

4 2.4414 

10 2.5937 

25 2.6658 

100 2.7048 

1000 2.7169 

104 2.71815 

105 2.71827 

106 2.71828 
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13.2). Por tanto, por el momento, tan sólo afirmaremos que se puede calcular e con
exactitud y que su valor con una aproximación de cinco cifras decimales es

e = 2.71828 . (18)

Recordemos ahora la ecuación 14:

x' = exp(r In x), así

es una relación válida para toda x positiva y todo r real. Si hacemos que x = e en la
ecuación 14, y empleamos la ecuación 15, obtendremos

e' = exp r. (19) Po

Como r puede ser cualquier número real, de este modo hemos identificado el valor de
la función exponencial en todos los puntos a medida que e se eleva al exponente
correspondiente. Si, como es costumbre, empleamos la letra x para indicar la variable
independiente, entonces la ecuación 19 adquiere la forma

exp x = e', (20)

De aquí en adelante usaremos normalmente la notación e' en lugar de la notación
equivalente exp x; sin embargo, esta última notación a veces es mejor cuando el
exponente es una expresión complicada.

En vista de la ecuación 20, podemos reformular la ecuación 1 como

si y sólo si x = Iny. (21)

e
d
Y

Así, se ve que el logaritmo natural es el logaritmo de base e. En términos de e, la
expresión de la definición 8.3.2 se vuelve

1:

x' = e' In x; x> O, r real. (22)

También, las ecuaciones 5 a 8 se pueden reformular como

eU+V e"e",

1e-U
eU'

eU
eU-V

e"'

(eu)' e=.

Fórmulas de derivación y de Integración de la
función exponencial

Recuérdese que en la sección 8.2, d(ln y)/dy = l/y para y > O. Por lo que, de acuerdo
con el teorema 8.1.1, la inversa de la función logaritmo natural también es derivable.
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En otras palabras, y = eX es una función d..e~d"efivable. Para determinar la derivada de 
y = eX, podemos derivar la eCllaeió"n x = In y en forma implícita con respecto a x. Al 
emplear la regla de la cadena obtenemos 

d 
1 = dx In y 

así que 

dy 
di = y. 

1 dy 

Y dx ' 

Por último, al sustituir y = eX obtenemos la fórmula de derivación siguiente: 

(23) 

En otras palabras, la derivada de la función exponencial es la propia función exponen­
cial. Al derivar en forma repetida la ecuación 23, vemos que, para todo entero posi­
tivo n, 

(24) 

Como eX > 0, se deduce que la enésima derivada de y = eX es positiva para cada valor 
de x. Para n = 1 Y n = 2, esto nos da una confirmación adicional de que la gráfica de 
y = eX es creciente y cóncava hacia arriba. 

La fórmula (23) de derivación se puede generalizar en forma inmediata mediante 
la regla de la cadena. Así, si u es una función derivable, 

d 
- eU(x) = eU(x) u'(x). 
dx 

(25) 

Los ejemplos siguientes muestran el empleo de la ecuación 25. 

EJEMPLO 1 

Determinar la derivada de f(x) = e-3x
. 

En este caso, u(x) = -3x y u'(x) = -3, de manera que 

d - e- 3x = - 3e- 3x .• 

dx 
(26) 

EJEMPLO 2 

Determinar la derivada de f(x) = ex2
• 
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En este caso, u(x) = X2, por lo que, según la ecuación (25) , 

EJEMPLO 3 

d x, -e 
dx 

, d? ' eX - x· = 2xex-.• 
dx 

Determinar la derivada de f(x) = esen2x. 
De acuerdo con la ecuación 25, 

d 
_ e sen 2x 

dx 

d 
e sen 2x - sen 2x = 2 (cos 2x)escn2x .• 

dx 

Correspondiendo a la ecuación 23, tenemos la fórmula de integración 

f eX dx = eX + c, 

y correspondiendo a la ecuación 25, tenemos la fórmula más general 

f eU(x)u' (x) dx = eU(x) + c. 

EJEMPLO 4 

Determinar la antiderivada 

f
eVx 

Vx dx . 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

Si hacemos que u(x) = -Ix, entonces u' (x) = 1/2-1x. Por tanto, du = dx/2-1x, ó 
2du = dx/-Ix. Entonces 

f ::; dx = 2 f e" du = 2e u + c = 2eVx + c .• (31) 

EJEMPLO 5 

Determinar la antiderivada 

f ecos(x /3) sen(~) dx. 

http://carlos2524.jimdo.com/



8.3 LA FUNCiÓN EXPON ENCIAL 455 

En este caso, hacemos que u(x) = cos(xI3); entonces Uf (x) 
du = - (t) sen (xI3) dx. En consecuencia, 

( - t) sen (xI3) y 

- 3e cos(x / 3) + c. \1 (32) 

EJEMPLO 6 

Calcular el valor de 

(33) 

En este caso es natural seleccionar u(x) = x3/2. Entonces uf(x) = 3x2/2 y X2 dx = 
2du13. Además, x = O Y x = 2 corresponden a u = O Y a u = 4, respectivamente. Así, 
la integral 1 se puede escribir en la siguiente forma: 

1 = - eU du 2 f4 
3 o 

2 1

4 

2 = "3 eU o = "3 (e4 
- 1) == 35.73. 

Nótese que si se cambia la integral en la ecuación 33 a la siguiente forma 

(2 J 

J = Jo xex 
/2 dx 

entonces el problema se hace mucho más difícil. La sustitución u(x) = x3/2 ya no reduce 
la integral a una forma elemental. No se sugiere otra selección de u(x); en realidad, 
J no se puede determinar con métodos elementales analíticos. -

Extensión de la regla para potencias para exponentes 
irracionales 

En la sección 3.1 dedujimos la fórmula de derivación Dix') = rx'-¡ cuando r es 
racional. Podemos demostrar ahora que la misma fórmula es válida también cuando r 
es irracional. Recuérdese que si r es cualquier número real, entonces x' está dado por 
la ecuación 22: 

X' = e, ln x. 

Al derivar esta ecuación se obtiene 

~ x' = ~ e' In x 

dx dx 
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d 
e' In x - r In x 

dx 

r 
= x'· -

x 

= rx,-I. (34) 

Así, la regla para potencias también es válida para exponentes irracionales. Por 
ejemplo, 

d 
- x" = 1TX,,-1 
dx ' 

.!!-. xY2 = Y2 XY2-1 
dx ' 

y así sucesivamente. La ecuación 34 establece también la fórmula de integración 
correspondiente 

x' dx = _x __ + e f 
. ,+1 

r + 1 ' 
r'¡" -1 

para valores irracionales del exponente r. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 16, determinar la derivada de la 
función dada. 

1. f(x) = elx 

3. f(x) = xe - X + cos 2x 

12 . f(x) = (x e-/' dt, 
Jo 

x 
B. f(x) = 2 e2/x, x~O 

(35) 

14. f(x) = cos(eX
' ) + 21n(1 + X2) 

é X 

4. f(x) = - , x ~ O 
x 

5. f(x) = exp~, 

6. f(x) = Hex + e -x) 

1 - é x 

8. f(x) = 1 + e2x 

9. f(x) = 1n(1 + r x
) 

10. f(x) = e" 

Ixl < 1 

7. f(x) = Hex - e -x ) 

ll. f(x) = el /x, x~O 

15. f(x) = e-X sen2x 
xe 2x 

16. f(x) = 1 + X2 

En los problemas 17 a 2.6 determinar la antideri vada dada. 

17. J e2x dx 

19. J x 2e- x3 dx 

21. J eX(l + eX)) dx 

18. J xex' dx 

20. J (cos x)e"" x dx 

J 
e-X 

22· 1 + e-x
dx 
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f e2x - 1
25. e2x + 1 dx

fex - e'-x
24. e' + e-X dx

Sugerencia: convertir el integrando al que aparece en
el problema 24.

f 1 dx
26. 1 + e-X

Sugerencia: multiplicar numerador y denominador
por e",

En los problemas 27 a 34 evaluar la integral dada.

27. f e" dx

P 229. Jo xe-2x dx

31. {In 4 e2x( e2x + 4)2 dx
)'n 2

(n/2
33. Jo (senx)ecos

X dx

¡In8 eX
28 --dx

·ln3ex+1

¡In5
30. e-2x dx

In 2

¡In3
32. e-x(1

In 2

f4 eVx
34. • r dx

1 VX

En los problemas 35 a 42, hacer un dibujo de la gráfica de
la función dada.

35. f(x) = e-x2

37. f(x) 2

1
39. f(x) = 1 + e-X

41. f(x) = exp( -l/lxl)

36. f(x) = 2

38. f(x) = xe=

40. f(x)
1

= exp ~

42. f(x)
1

= exp~

43. Calcular el área de la región comprendida entre los
ejes coordenados, la recta x = In 10 Y la gráfica de
y = e-x.

44. Calcular el volumen del sólido formado al hacer girar
la región del problema 43 alrededor del eje x.

45. En el problema 11 de la sección 7.5 se demostró que
si una determinada población tiene una función s(t)
de supervivencia y una función r(t) de renovación,
entonces el tamaño f(t) de la población en el tiempo
t está dado por

PROBLEMAS 457

f(t) = f(O) s(t) + L s(t - T)r(T) ds .

Determinar f(t) si s(t) = e-kt y r(t) = R, donde k y R
son constantes positivas. Determinar también el valor
del límite L de f(t) cuando t ~oo.

46. Determinar Iím, ~o(e' - l)/x.

Sugerencia: identificar esta cantidad como derivada.

,+7. Hacer uso del hecho de que (lntlt) ~O cuando t ~oo

(problema 51 (b) de la sección 8.2) para demostrar que

o: > O.

Sugerencia: hacer que t = e'",

48. Demostrar que

O,

en la cual M es un número positivo arbitrario. En otras
palabras, e' crece con mayor rapidez que cualquier
potencia positiva de x cuando x ~oo.

Sugerencia: escribir x"f/e' = [xl.xxlM]M y consultar el
problema 47.

•49. En este problema demostraremos cómo deducir la
fórmula

e = lím (1 + .!)k
k~~ k (i)

(a) Hacer que k = l/h y demostrar que la ecuación (i)
es equivalente a

e = lím(l + h)"h.
~o (ii)

(b) Demostrar que

lím(1 + h )"h
~o

, [ln(l + h)]lím exp h .
~o

(e) ¿Por qué es cierto que

, [ln(l + h)]
hm exp h
~o

[
, In(l + h)]?exp lím .
~o h

En otras palabras, ¿por qué es válido tomar el
límite dentro de la función exponencial?
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(d) Demostrar que 

, In(l + h) 
hm h 
h-O 

1, 

y así demostrar la ecuación (ii) . 

Sugerencia: véase problema 45 de la secci6n 8.2. 

En los problemas 50 a 55, emplear la ecuación 17 o el 
método del problema 49 para evaluar el límite dado. 

50. lím(l 
k~oo 

51. lím(l + 
k~oo 

52. lím(l -
h-O 

53. lk~( 1 - ~2r 

55·l~~ (1 + ~r, 

r número real 

r número real 

( l)k 
54.lím 1 + k 2 

k~oo 

I Y t números reales 

°56. Estimación numérica de e. De la ecuación 16 del 
texto sabemos que e satisface la ecuación 

J' r!!. = 1. 
1 t 

(a) Demostrar que 

J
2.5 r!!. :s 0.996 

1 t 

calculando una suma superior para esta integral 
con un paso de tamaño h = 0.25. Demostrar, por 
consiguiente, que e > 2.5. 

(b)Empleando h = 0.25, Y encontrando una suma 
inferior, demostrar que 

J
3 dt 

- ~ 1.019. 
1 t 

y demostrar por consiguiente que e < 3. 

°57. Estimar e con mayor precisión que en el problema 56 
empleando la regla de Simpson para calcular f~ (dtlt) 

para diversos valores de b entre 2.7 y 2.75. 

58. Propiedades de la función exponencial. En este 
problema indicaremos las demostraciones de las 
ecuaciones 6, 7 y 8, empleando sólo la ecuación 5 y 

el hecho de que exp(O) = 1. En este problema u y v 
representan números reales arbitrarios. 

(a) Haciendo que v = -u en la ecuación 5, demostrar 
que 

1 
exp( - u) = 

exp u 

(b)Escribir u - v = u + (-v) y con ello demostrar 
que 

exp(u - v) 

(c) Demostrar que 

exp u 
exp v 

(exp u)p = exp(pu) 

para todo p entero positivo. 

(d) Demostrar que 

(.exp U)l lq 

para todo q entero positivo. 

Sugerencia: u = q(u/q) . 

(e) Si r = plq es cualquier número racional, demostrar 
que 

(exp u)' = exp ru . 

Asegúrese de tomar en cuenta el caso r < O. 

• Ecuación funcional para la función exponencial 

La ecuación 

f(x + y) = f(x) f(y) (i) 

es un ejemplo de las llamadas ecuaciones funcionales ; 
relaciona los valores de la función f en distintos puntos , 
en este caso los puntos x, y y x + y. Recuérdese que 
encontramos una ecuación correspondiente en la sección 
8.2 en relación con la función logaritmo. Como exp(x + 
y) = (exp x)(exp y), es plausible esperar que las soluciones 
de la ecuación (i) sean de tipo exponencial. En realidad, se 
puede establecer mucha información acerca de f con base 
en la ecuación (i). Los problemas 59 a 61 indican cómo se 
puede hacer lo anterior. 

59. Sea f una función cuyo dominio es (-00, (0) y que 
satisface la ecuación funcional 
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f(x + y) = f(x) f(y)· 

(a) Haciendo que x = y = O, demostrar que feO) = O, 
o bien feO) = l. 

(b) Si feO) = O, demostrar que f(x) = O para toda x. 

(c) Si feO) = 1, demostrar que f(x) nunca es cero. 

(d) Si fea) i= O para determinada a i= O, demostrar que 
feO) = 1, Y por tanto que f(x) nunca es cero. 

(e) Si fea ) = O para determinada a, demostrar que 
f(x) = O para toda x. 

(f) Si f no es una función constante, demostrar que 
feO) = l. 

60. Sea f una función no constante cuyo dominio es 
(-00, 00) que satisface a 

f(x + y) = f(x) f(y)· 

Demostrar que 

f(r) = [f(l)]' 

para cualquier número racional r. Si f es continua y 
f(1) = e, entonces f(r) = er y f es la función 
exponencial exp. 

Sugerencia: usar los resultados del problema 59 para 
demostrar que f(l) i= O. A continuación usar un 
método semejante al del problema 58. 

61. Sea f una función no constante cuyo dominio es 
( - 00, 00), que satisface a 

f(x + y) = f(x) f(y) · 

(a) Demostrar que 

f(x + h) - f(x) = f( ) f(h) - feO) 
h x h . 

(b) Si existe l' (O), demostrar que l' (x) existe para 
toda x y que 

f'(x) = kf(x), 

en donde k = 1'(0). 

(c) Si k = 1, entonces l' (x) = f(x) y de acuerdo con 
el problema 59(f), tenemos que feO) = l. 

Obsérvese que esas condiciones se satisfacen si 
f(x) = ¿ . En la sección 8.4 demostraremos que no 
hay otra función que las satisfaga. 

8.4 ALGUNAS APLICACIONES DE LA FUNCiÓN 
EXPONENCIAL 

Es importante, en muchas aplicaciones, estudiar una cantidad Q que varía con una 
rapidez proporcional a sí misma. Por ejemplo, la masa de un cuerpo de material 
radiactivo disminuye con una rapidez proporcional a la masa del cuerpo en ese 
momento. También, en un estudio de una población aislada, como un cultivo de 
bacterias, con frecuencia se supone que la rapidez de aumento de la población es 
proporcional a la población misma. 

En esos casos, Q' (t) es proporcional a Q(t) y por tanto Q satisface la ecuación 

Q'(t) = rQ(t), (1) 

en la cual r es una constante de proporcionalidad. A una ecuación como la (1) en la 
cual aparece la derivada de la función desconocida, se le llama ecuación diferencial. 
Como sólo aparece en la ecuación 1la primera derivada de Q, se dice que esta ecuación 
es una ecuación diferencial de primer orden. De acuerdo con la ecuación 1, r tiene la 
dimensión de (l/tiempo). Si r> O, entonces Q' (t) > 0, y por tanto Q es creciente, como 
en la población del cultivo de bacterias. Análogamente, si r <O, entonces Q decrece, 
como en el decaimiento radiactivo. 
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Se puede resolver la ecuación 1 de la siguiente manera. Suponiendo provisional­
mente que Q(t) es positiva, dividimos ambos miembros de la ecuación 1 entre Q(t) de 
modo que 

Q' (t) 
Q(t) 

- r. (2) 

Entonces, reconociendo que Q' (t)/Q(t) es la derivada de In Q(t), podemos escribir la 
ecuación 2 en la siguiente forma: 

d 
dt In Q(t) = r. (3) 

Por consiguiente, al integrar ambos lados de la ecuación 3 obtenemos 

In Q(t) = rl + C, 

en la cual e es una constante arbitraria de integración. En consecuencia, 

Q(t) exp(rt + C) = (exp C)e rl 

ce" , 
(4 ) 

donde c = exp C. 
En realidad la expresión Q(t) = ce rl contiene todas las soluciones de la ecuación 

1 y se llama por lo mismo la solución general. Esto se puede demostrar mediante una 
pequeña ampliación del argumento anterior, para cubrir la posibilidad de que Q(t) 
pueda no ser positiva; pero después, en esta sección, también daremos una deducción 
distinta de este resultado. 

Para determinar la constante c de integración en la ecuación 4, necesitamos 
conocer el valor de Q en determinado tiempo específico; por ejemplo, supóngase que 

Q(O) = Qo, (5) 

en la cual Qo es un valor que se conoce. A la ecuación 5 se le conoce como una 
condición inicial. Entonces, sustituyendo a O en lugar de t y a Qo en lugar de Q en la 
ecuación 4, vemos que 

Qo = c. (6) 

Empleando este valor de c en la ecuación 4 , obtenemos finalmente 

(7) 

A la ecuación 7 se le llama la solución particular de la ecuación diferencial (1), que 
también satisface la condición inicial (5). 

La ecuación diferencial (l) y la condición inicial (5) juntas, forman un problema 
con valor inicial. La única solución de este problema con valor inicial la da la ecuación 
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7. La función exponencial es importante por muchas razones, pero para los científicos 
aplicados una de las principales es su aparición en la solución (7) del problema con 
valor inicial (1), (5). Este problema es básico en el estudio de campos tan diversos como 
la dinámica de poblaciones, las reacciones químicas, .el decaimiento radiactivo y las 
finanzas. 

EJEMPLO 1 

El isótopo radiactivo plutonio-241 se desintegra de tal modo que satisface la ecuación 
diferencial 

dQ dt = -0.0525Q, (8) 

en la cual Q se mide en miligramos y t en años. Si hoy se cuenta con 50 miligramos de 
plutonio 241, calcular cuánto quedará dentro de diez años. 

De acuerdo con la ecuación 4, la solución de la ecuación 8 es 

Q(t) = ce-00525t, (9) 

en la cual e es una constante que se deberá calcular. Si t = O representa el tiempo actual, 
entonces Q(t) también debe satisfacer la condición inicial 

Q(O) = 50; (10) 

por tanto, e = 50, Y 

Q(t) = 50e-00525t. (11) 

Por último, sustituyendo t = 10 en la ecuación 11, obtenemos 

Q(lO) = 50e- 0525 

:=: 29.6 miligramos. I (12) 

Es claro, según la ecuación 7, que la solución del problema con valor inicial (1), 
(5), depende de los dos parámetros Qo y r, que son, respectivamente, el valor inicial de 
Q(t) y la constante que determina la rapidez de crecimiento o de decaimiento. Esta 
última cantidad puede ser difícil de medir en forma directa y en los problemas de 
decaimiento, con frecuencia, es conveniente introducir un parámetro T, llamado la 
semivida del material, el cual es mucho más fácil de medir. La semi vida T se define 
como el intervalo de tiempo durante el cual se reduce a la mitad una cantidad dada del 
material. Es fácil determinar la relación entre T y k mediante la ecuación 7. Si Qo es la 
cantidad del material presente cuando t = O, Y si T es la semi vida, entonces Q(t) debe 
satisfacer 

Qo 
2' (13) 
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Así, de acuerdo con la ecuación 7, obtenemos 

Q o _ Q fT 

2 - oe, 

y en consecuencia 

rT = - In 2. (14 ) 

Si se conocen ro T, se puede calcular el faltante mediante la ecuación 14. Por ejemplo, 
para el plutonio-241 (ejemplo 1) r = -0.0525 por año, y por tanto , según la ecuación 
12, la semi vida es 

T = (In 2) /0.0525 == 13.2 años. 

Si no se da ni T ni r, entonces para determinarlos se debe observar el valor de Q(t) 
en alguna segunda ocasión, además de los datos que se tomaron en el inicio. El sigui ente 
ejemplo muestra este caso. 

EJEMPLO 2 

El isótopo radiactivo torio 234 se desintegra a una rapidez proporcional a la cantidad 
que hay presente. Si se reducen 100 miligramos de este elemento a 82.04 miligramos 
en una semana, calcular la constante r de decaimiento y la semi vida T. También, 
calcular una ecuación que da la cantidad de torio 234 que se encuentra en cualquier 
momento. 

Sea Q(t) la cantidad de torio 234 presente en cualquier instante t, donde Q se mide 
en miligramos y t en días. Entonces Q satisface la ecuación diferencial 

dQ 
dt = rQ , (15) 

en la cual r es una constante negativa que se debe calcular. Buscamos la soluci ón de 
la ecuación 15 que satisfaga también la condición inicial 

Q(O) = 100 (16) 

así como la condición 

Q(7) = 82.04. (17) 

Según la ecuación 7, la solución de las ecuaciones 15 y 16 es 

Q(t) = 100e". (18) 

Para satisfacer la ecuación 17 hacemos que t = 7 Y que Q = 82.04 en la ecuación 18; 
esto da 
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82.04 

y por consiguiente, 

r = 
In 0.8204 

7 - -0.02828 (días) - l. (19) 

Con ello, hemos calculado la constante de decaimiento r. La vida media T se calcula 
mediante la ecuación 14: 

In 2 
T = - - == 24.5 días . 

r 

Sustituyendo el valor de r dado por la ecuación 19, en la ecuación 18, obtenemos 

Q(t) == 100e- 002828r, 

que da el valor de Q(t) en cualquier momento . -

(20) 

(21) 

Mostraremos en una forma distinta que todas las soluciones de la ecuación 1 están 
comprendidas en la ecuación 4. Sea f cualquier función que satisface la ecuación 1, 
esto es, 

f'(t) = rj(t), (22) 

pero no estamos suponiendo que f(t) sea la de la ecuación 4, ni tampoco suponemos 
cosa alguna en cuanto al signo de f , como lo hicimos antes . Para determinar f es 
conveniente introducir la función g dada por 

g(t) = j(t)e - rr . (23) 

Determinaremos a g encontrando primero g' (t). Con la regla para el producto para las 
derivadas tenemos que 

g'(t) = [f'(t) - rf(t)]e - rr = O 

según la ecuación 22. Por tanto, de acuerdo con el teorema 4.1.4, g es una función 
constante. Representamos mediante c a esta constante y obtenemos g(t) = c, o sea 

jet) = cerr o (24) 

Así, si f satisface la ecuación 22, debe estar dada por la ecuación 24, que era lo que se 
tenía que demostrar. 

EJEMPLO 3 

La población Q(t) de determinada especie de insectos en una localidad crece con una 
rapidez proporcional a dicha población. A la población también la afecta una emigra-
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ción neta hacia el exterior con una rapidez k. Si la población es Qo en el tiempo t = O, 
determinar una expresión que dé la población en cualquier momento t posterior. 

La población Q(t) satisface la ecuación diferencial 

Q' = rQ - k (25) 

y la condición inicial 

Q(O) = Qo. (26) 

El primer término del lado derecho de la ecuación 25 expresa la rapidez de crecimiento 
de la población y el segundo término describe el efecto de la emigración. Suponemos 
que tanto r como k son constantes positivas dadas, que se determinaron por observa­
ciones anteriores de la especie. 

Podemos obtener la solución del problema (25) y (26) con valor inicial del mismo 
modo que resolvimos el problema (1) y (5). Sin embargo, usaremos otro método, el 
sugerido por el argumento que comienza con la ecuación 22. Primero multiplicamos la 
ecuación 25 por e- rt y a continuación reformulamos el resultado como sigue: 

El lado izquierdo de la ecuación 27 es la derivada de Qe-rt
, y entonces 

y por tanto 

De aquí que 

k 
Qe- rt = - e- rt + c. 

r 

k 
Q = - + cert 

r 

(27) 

(28) 

sea la solución general de la ecuación 25. Para determinar la constante e de integración 
empleamos la condición inicial (26). Entonces 

Así que 

k 
Qo = - + c. 

r 

Q = ~ + (Qo - ~) ert = ; [k + (Qor - k)ert
] 

es la solución del problema con valor inicial (25), (26). 

(29) 

(30) 
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El comportamiento de la poblaeión Q cuando t crece depende del signo de 
Qor - k. Si k < Qor, entonces la pérdida de población por emigración es menor que el 
crecimiento natural de la población, y entonces Q(t) crece con el tiempo. Por otro lado, 
si k > Qor, entonces domina la rapidez de emigración y la población disminuye. De 
hecho, de acuerdo con la ecuación 30, la población llega a cero en el tiempo 
(llr) In[kl(k - Qor)]. Sin embargo, se debe ver con escepticismo esta conclusión, ya 
que las condiciones del problema posiblemente no se apliquen cuando la población Q 
es pequeña. -

EJEMPLO 4 

Suponer que la población en los Estados Unidos crece con una rapidez proporcional a 
la población actual. 

(a) Según las cifras oficiales del censo de los Estados Unidos, en 1900 la pobla­
ción era de 75 .99 millones, y de 131.67 millones en 1940. Calcular la tasa de 
crecimiento anual durante este periodo. 

Sea P(t) la población en el tiempo t, donde P está en millones, t en años y t = O 
en 1900. Entonces P satisface el problema con valor inicial 

y por consiguiente 

dP 
- = rP 
dt ' 

P(O) = 75.99, 

P(t) = 75.9ge". 

(31) 

(32) 

La rapidez de crecimiento r se calcula empleando la población de 1940, esto es, cuando 
t = 40: 

131.67 75.9ge 40r • (33) 

Esto da 

= ...!.- l 131.67 == 0.01374. 
r 40 n 75 .99 

(34) 

Por consiguiente, la tasa de crecimiento promedio fue de aproximadamente 1.37 por 
ciento por año durante el periodo de 1900 a 1940. 

(b) Con la tasa de crecimiento que se calculó en la parte (a), predecir la población 
en 1980 y en 2000. 

Esto se lleva a cabo evaluando P(80) y P(lOO) con la ecuación 32, empleando la 
r que da la ecuación 34. Tenemos que 

P(80) = 75.9ge(o.O I374 )(80) == 228.10 millones (35) 
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y

P(lOO) = 75.9ge(OOI374)(80) ~ 300.25 millones (36)

Según el censo oficial, la población real en 1980 fue 226.50 millones, lo cual es distinto
del resultado de la ecuación 35 en un 0.71 por ciento.

La figura 8.4.1 muestra la relación entre la población y el tiempo de acuerdo con
la ecuación 32. Los círculos pequeños muestran la población real de acuerdo con el
censo estadounidense. Obsérvese que la rapidez de crecimiento, aparentemente baja,
de 1.37 por ciento, hace que la población se duplique en aproximadamente 50 años. Si
continúa esta rapidez de crecimiento todo el siglo veintiuno, para el año 2100 la
población de Estados Unidos será de unos 1,200 millones. Todos éstos son los efectos
del crecimiento exponencial. -

Figura 8.4.1
Dependencia de la po-
blación de los Estados
Unidos con respecto al
tiempo. Los círculos
corresponden a los da-
tos de un censo. La
curva es una aproxi-

. mación exponencial.

H

1

PROBLEMAS

En los problemas 1 a 10, resolver el problema con valor
inicial que se plantea.

1 dQ 2Q, Q(O) 4• dt

dQ Q
QCO) = 5,- =

3 '_. dt

du
3 - + 3u = O, l/(2) = - 1• dr

dx .r
4. -d -:; = O, x( - 1) = 3

r ~
'dQS'dI - 2Q 7, QCO) = 3

dQ
+ 3Q = Se"', QCO)6.-,at

du 1 ue«. l/(O) = -27. dI -1/
2

du l/(O) 48'1 + u = e:' sen 21,
at

9. (~7 rQ, QClo) = Qo

10. di
Q = rQ + k, QClo) = Qo

e r

11. Calcular la semi vida del einsteinio 253, si el elemento
pierde un tercio de su masa en 11.7 días.

12. El radio 226 tiene una semi vida de 1620 años. Calcu-
lar el lapso durante el cual una determinada cantidad
de este elemento se reduce a las tres cuartas partes.

13. Suponer que se tienen inicialmente 100 mg de torio
234 en un recipiente cerrado y que se agrega torio 234
a una razón constante de 1 mg/día, al recipiente.

(a) Determinar la cantidad Q(I) de torio 234 que hay
en el recipiente en cualquier momento. Recuérdese
que la rapidez de decaimiento de este elemento se
calculó en el ejemplo 2.

(b) Calcular la cantidad límite Q, de torio 234 que
habrá en el recipiente cuando I --700.

(e) ¿Cuánto tiempo debe pasar para que la cantidad de
torio 234 en el recipiente se reduzca hasta 0.5 mg
más que el valor límite Q,?

14. Suponer que al principio hay 100 mg de torio 234 en
un recipiente 'y que se agrega torio 234 a una tasa de
k mg/día. Calcular k para que se mantenga un nivel
constante de 100 mg de torio 234 en el recipiente.
Emplear la rapidez de decaimiento del torio 234 que
se calculó en el ejemplo 2.

15. Se observa que una población aislada de insectos
aumenta con una rapidez proporcional a la población
actual.

(a) Si al principio hay 104 insectos y dos semanas
después hay 2 X 104, determinar una ecuación para
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el número de insectos P(t) en cualquier momen­
to t . 

(b)¿Cuántos insectos habrá en seis meses (26 sema­
nas)? 

(c) ¿Cuál es el comportamiento de P(t) cuando t -7OO? 
¿Parece realista el resultado? 

(d) Sugerir algunos factores adicionales que puedan 
llegar a ser importantes en el estudio de la pobla­
ción de estos insectos para valores grandes de t. 

16. En la década de 1970 a 1980, la población de los Estados 
Unidos aumentó a una tasa anual promedio de 1.081 
por ciento; el censo oficial informó de una población de 
226.5 millones en 1980. Calcular la población en el 
año 2000 si la tasa anual de crecimiento de la década 
de 1970 se mantiene hasta el año 2000. 

17. Según la ley de enfriamiento de Newton, la tempera­
tura u de un cuerpo varía con una rapidez proporcional 
a la diferencia entre u y la temperatura ambiente T. 
Esto es 

du 
- = k(u - T) 
dt ' 

(i) 

en la cual k es la constante de proporcionalidad. 
Nótese que k siempre es negativa, ya que u tiende a 
disminuir si u > T. 

(a) Demostrar que la función 

u(t) = T + cé', (ii) 

en la cual e es una constante arbitraria, satisface a 
la ecuación (i). 

(b) Determinar e si u(to) = uo. 

(c) Determinar lím¡ ~ 00 u(t). ¿Coincide la respuesta 
con lo que se podría esperar en forma intuitiva? 

18. Suponer que una taza de café tiene una temperatura 
de 190°F cuando se acaba de llenar y que se enfría 
conforme a la ley de Newton del enfriamiento (véase 
problema 17) en una habitación cuya temperatura es 
de 70 °F. Después de 4 minutos se observa que la 
temperatura del café es de 160°F. ¿Cuánto tiempo se 
tardará el café en alcanzar una temperatura de 130 °F? 

Interés compuesto 

Supóngase que una suma S(t) de dinero se deposita en un 
banco que paga interés a una tasa r. Los bancos normal-

PROBLEMAS 467 

mente pagan los intereses en forma trimestral, mensual o 
quizá diaria. Sin embargo el resultado es casi el mismo en 
periodos hasta de varios años, si suponemos que el interés 
se paga y se compone en forma continua. Entonces 

dS / dt = rS. 

Si suponemos también que se depositan o se retiran los 
fondos a una tasa constante k, entonces 

dS / dt = rS + k , 

en la cual k > O corresponde a depósitos, y k < O a retiros. 

19. Suponiendo que se deposita una cantidad So a una tása 
de interés r compuesto en forma continua: 

(a) Determinar el tiempo Tcomo una función de r, que 
se necesita para que la suma original duplique su 
valor. 

(b) Determinar la tasa de interés que se debe negociar 
para que la inversión se duplique en ocho años. 

20. Un joven sin capital inicial invierte k dólares anuales 
a una tasa r de interés. Suponer que se hacen inver­
siones y que el interés se compone en forma continua. 

(a) Determinar la suma S(t) acumulada en el tiempo t. 

(b) Si r = 7 por ciento, calcular k de tal modo que se 
disponga de $100,000 dentro de diez años. 

21 (a) Cuando se retira, un profesor tiene $120,000 en un 
banco que le paga interés a una tasa r. El profesor 
desea retirar $1,000 por día para sus gastos de 
manutención. Suponer que los pagos de interés y 
los retiros se hacen en forma continua. Calcular el 
periodo T durante el cual el profesor puede efec­
tuar retiros en esa forma antes de terminar con su 
cuenta bancaria. 

(b)Con las condiciones de la parte (a), calcular T si 
r = 7 por ciento y cuando r = 9 por ciento. 

*22. Otro método para deducir la función exponencial. 
En lugar de definir la función exponencial como la in­
versa de la función logaritmo natural (que fue el méto­
do que se usó en la sección 8.3), es posible definirla 
como la solución de determinado problema con valor 
inicial. En particular, supóngase que la función E es 
derivable y que satisface el problema con valor inicial 

E'(x) = E(x), E(O) ~ l. (i) 

Es posible entonces demostrar que la función E tiene 
las propiedades que antes se asociaron con la función 
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exponencial e', En este problema indicaremos cómo
se principia la demostración.

(a) Empleando la regla de la cadena, demostrar que

(e) Demostrar que u(x) = E(c) para toda x; emplear
entonces la ecuación (iv) para demostrar que

E(c) = E( -x)E(x + e). (v)
d
dx E( -x) = -E( -x) (ii) (d) Hacer que e = O en la ecuación (v) y con ello

demostrar que

y que E(x)E( -x) = 1. (vi)

d
dx E(x + e) = E(x + e), (iii) Así, la función E tiene una de las propiedades

importantes de la función exponencial, que es
e'e"" = l.

(e) Empleando las ecuaciones (v) y (vi), demostrar
que

donde e es una constante.

(b) Sea

u(x) = E( -x)E(x + e). (iv) E(x + e) = E(x)E(c). (vii)

Demostrar que, para cada x,

u'(x) = O

Así vemos que E tiene otra propiedad fundamental de
la función exponencial, que es ¿+c = e'e". Una vez
habiendo establecido la ecuación (vii), se puede pro-
ceder a deducir otras propiedades de E(x) como en los
problemas 59 a 61 de la sección 8.3.

y

y por tanto u(x) es una constante.

8.5 LOGARITMOS y EXPONENCIALES DE OTRAS
BASES

El estudio que se hizo en las secciones 8.2 y 8.3 acerca de los logaritmos y las
exponenciales de base e se puede ampliar con facilidad a otras bases también. Veamos
primero la expresión a', siendo a y x números reales ya> O. En la sección 8.3
adoptamos la definición

(1)

que se reduce a la expresión algebraica normal en la que intervienen potencias y raíces
cuando x es racional. Como la función exponencial siempre es positiva, se infiere que
a" > O para todos los valores de x.

De acuerdo con la definición de la ecuación 1 y con las propiedades de la función
exponencial, todas las leyes usuales de los exponentes son válidas para aX

; en especial

aO 1, (2a)

aXaY aX+Y (2b),

1a=
aX' (2c)

(ax), arx. r - cualquier número real. (2d),
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Se puede determinar la derivada de aX mediante la ecuación 1: 

d d _ aX = - eX In a 

dx dx 

d 
eX In a - (x In a) 

dx 

eX In a In a 

= aX In a. (3) 

La segunda derivada es 

d 2 d 
- aX = - aX In a 
dX2 dx 

= aX (In a)2, (4) 

y así sucesivamente para las derivadas de orden superior. Se pueden generalizar las 
ecuaciones 3 mediante la regla de la cadena; esto es, para toda función u derivable, 

d d 
_ al/Ix) = _ eu(x)ln a 

dx dx 

d 
eu(x)ln a - [u(x) In al 

dx 
(5) 

= a U (,<) u'(x) In a. 

Obsérvese que en realidad no es necesario aprender de memoria las fórmulas (3) y (5) 
de derivación. Tan sólo basta recordar la ecuación 1, siempre que también se sepa 
derivar la función exponencial. 

EJEMPLO 1 

Determinar la derivada de 2x
• 

De acuerdo con la ecuación 1, 

En consecuencia 

eX In 2 In 2 2X In 2 .• (6) 

EJEMPLO 2 

Si Y = SX'I2, determinar dy/dx. 
; 
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Primero escribiremos a y en la forma 

Entonces 

EJEMPLO 3 

dy 

dx 
y ' I2 X In 5 .• 

Si f(x) = lOcosX, determinar f' (x). 
Expresando f(x) en términos de exp, tenemos que 

Por tanto 

f(x) = lOcos x = exp[(cos x) In 10]. 

f' (x) exp [(cos x) In 10]( -senx) In 10 

- In lO(sen x ) lOcos X •• 

(7) 

(8) 

Se puede obtener rápidamente un dibujo cualitativo de y = aX basándonos en las 
ecuaciones 1, 3 Y 4. Es útil hacer la distinción entre los tres casos a = 1, a > 1 Y a < 
1. Si a = 1, entonces aX = 1 para toda x y la gráfica simplemente es la recta y = 1. Si 
a> 1, entonces In a > O Y la gráfica de y = aX se asemeja a la de y = eX porque es 
positiva, creciente, cóncava hacia arriba, e interseca al eje yen el punto (O, 1); además 
y ----7 O cuando x ----7 - 00 Y Y ----700 cuando x ----7 oo . La figura 8.5.1a muestra la gráfica de 
y = aX para diversos valores de a ;::: 1. Por otro lado, si O < a < 1, entonces In a < O 
Y la gráfica de y = aX es semejante a la de y = e- X. En este caso la gráfica es positiva 
de nuevo, cóncava hacia arriba y pasa por el punto (O, 1). Sin embargo, ahora y = aX 

es una función decreciente; además, y ----7 00 cuando x ----7 - 00 Y Y ----7 O cuando x ----7 oo. 

En la figura 8.5.1b se muestra la gráfica de y = aX para varios valores de a en O < a ::; 1. 

a=l 

x x 

(a) (b) 

Figura 8.5.1 (a) Gráficas de y = a" para a ~ 1. (b) Gráficas de y = aX
, para O < a ::; 1. 
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Anteriormente demostramos cómo derivar la función aX escribiéndola primero 
como una exponencial de base e. A continuación mencionaremos un procedimiento 
lig"eramente distinto, al cual se le llama derivación logarítmica. Partiendo de la 
ecuación 

(9) 

tomamos el logaritmo natural de cada lado y obtenemos 

In y = In aX = x In a. (10) 

A continuación derivamos en forma implícita la ecuación 10 con respecto a x, teniendo 
en mente que y es una función de x y por tanto la derivada de In y debe determinarse 
mediante la regla de la cadena. Tenemos que 

o bien 

Por lo que 

d d dy 
- (In y) = - (In y) -
dx dy dx 

! dy 
Y dx 

~~ = y In a 

In a. 

d 
dx (x In a) 

Este resultado, naturalmente, concuerda con la ecuación 3. 

(11) 

(12) 

El procedimiento que se usó para definir a aX y calcular su derivada se puede 
ampliar a funciones más generales. Por ejemplo, tenemos la función f(x) = r. 
Podemos evaluar esta función expresándola en términos de las funciones logaritmo 
natural y exponencial, esto es 

(13) 

esta última ecuación se puede evaluar para toda ~ > O, que es el dominio de f. Para 
derivar f usamos también la ecuación 13: 

d _ eX In X 
dx 

d 
= eX In x ~ (x In x) 

dx (14) 

= XX (In x + 1). 

El mismo resultado se puede obtener también tomando primero el logaritmo de cada 
lado de y = r y derivando a continuación en forma implícita. 
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De modo semejante podemos definir la expresión u(x)v(x), siempre que u(x) > O. 
Tenemos entonces 

u(x)V(X) = eV(x) In u(x) . (15) 

Si U Y V son dos funciones derivables, entonces la derivada de u(x)v(x) se puede 
determinar a partir de la ecuación 15: 

d d _ u(x)v(x) = - eV(x) In u(x) 
dx dx 

d = eV(x) In u(x) - [v(x)ln u(x)] 
dx 

= u(x)V(X) [v'(X)ln u(x) + V(X)U'(X)] . 
u(x) 

(16) 

De nuevo, no se necesita memorizar la ecuación 16. Lo que es importante recordar' es 
que la derivada de cualquier función del tipo exponencial se puede determinar expre­
sando primero la función en términos de la función exponencial de base e, y a 
continuación derivándola. También se puede emplear la derivación logarítmica. 

EJEMPLO 4 

Determinar la derivada de 

Primero reformulamos f(x) como sigue: 

j(x) = exp[(cos 2x)ln(4 + X2)). 

Entonces 

d 
f'( x ) = exp[(cos 2x)ln(4 + X2)] dx [(cos 2x)ln(4 + X2)] 

= exp[(cos 2x)ln(4 + X2)][ -2(sen2x)ln(4 + X2) + ~ c:sx~x] 

. [ 2x cos 2X] 
= (4 + X2)COS 2x -2(sen 2x)ln(4 + X2) + .• 

. 4 + X2 

Con cada fórmula de derivación se tiene una fórmula asociada de integración. Así, 
en correspondencia a las ecuaciones 3 y 5 tenemos 

J 
aX 

aX dx = - + e 
In a ' 

a>Oya#l (17) 
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y 

f 
au~1 

aU(X1u'(x) dx = -- + e, 
In a 

a>Oya~l. (18) 

Sin embargo, estos resultados no son muy útiles, porque no nos permiten determinar 
antiderivadas que no hubiéramos determinado antes. Por ejemplo, la ecuación 17 se 
podría haber deducido empleando la fórmula de integración para eX como sigue: 

f aX dx = f eX In a dx = eX In a + e = ~ + e, 
In a In a 

e igualmente para la ecuación 18. 
Hemos visto que para toda a positiva, excepto a = 1, la función exponencial de 

base a es monótona, su dominio es (-00, 00), y su imagen es (O, 00). En consecuencia, 
tiene una función inversa cuyo dominio es (0, 00) y cuya imagen es (-00,00) . Es natural 
llamar a esta función inversa el logaritmo de base a, y la representaremos mediante 
logaX. Así, para x > 0, 

y = loga x si y sólo si x = aY. (19) 

Se puede dibujar la gráfica de y = logaX reflejando la gráfica de y = aX con respecto 
a la recta y = x . Véanse las figuras 8.S.2a y 8.S.2b para los casos a> 1 yO < a < 1, 
respectivamente. Nótese que si a> 1, entonces y -700 cuando x -7 00 , y que y -7-00 

cuando x -70+ . Sin embargo, estos límites se invierten si ° < a < 1. 
Los logaritmos de otras bases obedecen las mismas reglas básicas que las de los 

logaritmos naturales. Por ejemplo, 

y 

l <a<e 

y=IOg" x 
a=e 

a>e 

x x 

a <~ 

<al (b) 

Figura 8.5.2 (a) Gráficas de y = logax, para a> 1. (b) Gráficas dey = logax, para O < a < 1. 
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. log, 1 ° (20a)

laga(xy) log, x + lag a y (20b)

lagaG) -laga x (20c)

laga(x') r log, x; r = cualquier número real (20d)

Las demostraciones de esas reglas son una consecuencia inmediata de la definición
de 10gaXy de las reglas correspondientes a la función exponencial.

También existe una estrecha relación entre los logaritmos naturales y los lcgarit-
mos de otras bases. Para deducir esta relación tenemos que

y = log, x; (21)

entonces

x = aY. (22)

Tomando ellogaritmo natural de cada lado de la ecuación 22 se obtiene

In x = ln(aY) = y In a.

Finalmente, despejando a y y empleando la ecuación 21, vemos que

In xlog, x = --o

In a
(23)

Si hacemos que x = e en la ecuación 23 obtenemos el útil corolario

1
log, e = -1 -.na

(24)

A continuación veremos el cálculo de la derivada de la función logaritmo de ba-
se a. Una consecuencia inmediata de la ecuación 23 es que

d
dx log, x

1
x In a'

x> O. (25)

Como en el caso del logaritmo natural, podemos considerar también la derivada de
loga( - x) para x < O. En lugar de la ecuación 23 tenemos ahora

ln( - x)
laga( -x) = 1 'na

x < 0, (26)

así, empleando la regla de la cadena, encontramos que
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d 
dx loga( - x) 

1 d 
(- x) In a dx (- x) 

1 
x < O. (27) 

x In a' 

Si combinamos las ecuaciones 25 y 27 en un solo enunciado obtenemos 

d 1 
-d logal x l = --, 

x x In a 
x ~ O. (28) 

Como siempre, se puede recurrir a la regla de la cadena para generalizar la ecuación 
28: 

d 
dx log al u(x)1 

1 d 
- --- u(x) 
u(x) In a dx 

u/ex) 

u(x) In a ' 
u(x) ~ O 

para cualquier funció n u derivable y no cero. 

EJEMPLO 5 

Si Y = log¡ o(x 2 + 1), determinar dy/dx. 
Haremos uso de la ecuación 29 y de u(x) = X2 + 1. Entonces 

dy 2x 
.- = • 
dx (X 2 + 1)ln 10' 

EJEMPLO 6 

Si f(x ) = log¡olsen xl, determinar f'(x ). 
En este caso, u(x) = sen x . Por tanto , según la ecuación 29, 

cos x 
f' (x) = (sen x)ln 10; x ~ O, ±1T, ±21T, .. . . • 

(29) 

(30) 

(31) 

Correspondiendo a las ecuaciones 28 y 29 tenemos las fórmulas de integración 

J 
dx 
~ = (logal x l)(ln a) + e (32) 
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y 

f ~g; dx = (logalu(x)I)(ln a) + c. (33) 

Sin embargo, estos resultados no son de utilidad porque tan s610 nos dan antiderivadas 
más complicadas que las que obtuvimos para l/x y u'(x)/u(x), respectivamente. 

PROBLEMAS 

En los problemas a 20 determinar la derivada de la 
función dada. 

1. Y = 5x 

3. y = 10ln x, X > O 

S.y = x -2 +2-X, XoFO 

7. y = 41og, x, x> O 

2. Y = 2 x
' 

4. y = x)3 x 

6. y = TI,enx 

XoFO 

9. Y = loglO(x2 + X + 1) 

10. Y = 2X2 + X 10glO eX 

11. y = logs(2Y') 12. Y = IOg2 1 ~ 1 , XoFO 

13. Y = IOglO(X 2 + 1)2 14. Y = sen (loglO X2) 

15. y = xV;, x > O 

16. Y = (Vx) x, x > O 

17. Y = x'cn x , 

19. y = xl+x', 

20. y = logx 10, 

x>O 

x>O 

x>O 

18. Y = xx" x>O 

En los problemas 21 a 26 determinar la antiderivada que 
se pide. 

21. f 3x dx 

23 . f 42< dx 

25. f sen x cos x ~Ocos 2x dx 

22. f 2-x dx 

24. f XTI
x2 dx 

26. r 2x 22x dx 

En los problemas 27 a 32 evaluar la integral que se da. 

28. f 3 - x dx 

29. L 102x dx 

31. f y /s dx 32. -- dx J
) 21n x 

1 X In 2 

33. Si se escribe aX = ¿ In a y se usan las propiedades de 
la función exponencial de base e, demostrar que 

(a) axaY = aX +Y 

1 
(b) a- X = -

ax 

(e) (a x
), = a"'; r real 

34. Si x > O Y Y > O, demostrar que el logaritmo de base 
a tiene las propiedades siguientes; suponer que a > O 
Y que a =f. 1. 

(a) log.(xy) = log. x + log. Y 

(b) log. G) = - log. x 

(e) log.(x') = r log. x; r real 

Sugerencia: emplear las leyes de los exponentes de 
base a que se dieron en el problema 33 . 

35. Sean a y b números positivos y a =f. 1 Y b =f. 1. Suponer 
también que x =f. O. Demostrar que 

(In a)log.lxl = (In b)logblxl· 

36. Deducir la ecuación de (a) la recta tangente y (b) la recta 
normal a la gráfica y = 2x en el punto en el que x = 2. 

37. Calcular el área de la región acotada por los ejes 
coordenados, la recta x = 1 Y la gráfica de y = 5-x

• 

38. Calcular el volumen del sólido que se forma al girar 
la región del problema 37 alrededor del eje x. 
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33) 39. f(y) = 2y+3

40. f(y) = log2[1 - ~]; V3<y:S2
das

41. f(y) = IOga(Y ; 1); y>l

42. f(y) = i(aY + a-Y); a> 1, y~O

de

e
O
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En los problemas 39 a 42 determinar la inversa de la
función dada y determinar su dominio.

43. Demostrar que para a > 1 cada una de las ecuaciones
siguientes tiene una solución única.

(a) x + a" = O

(b) x + log, x = O

44. Determinar lírn, -7o+.r. Sugerencia: véase problema
51(c) de la sección 8.2.

8.6 LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS

En esta sección investigaremos la posibilidad de definir una inversa para cada una de
las seis funciones trigonométricas. Para hacerlo, se debe tener algo de cuidado e
imponer determinadas restricciones. Es de interés especial el hecho de que las deriva-
das de las funciones trigonométricas inversas son funciones algebraicas relativamente
sencillas. En consecuencia, las fórmulas de integración de esas funciones algebraicas
involucran necesariamente a las funciones trigonométricas inversas; es una de las
razones principales de presentar estas funciones en el cálculo elemental. La inversa del
seno y la inversa de la tangente son de la mayor importancia y se estudiarán con cierto
detalle. Las otras cuatro funciones trigonométricas inversas son de menor importancia
y se tramitarán con mayor rapidez. Como siempre, todos los ángulos se miden en
radianes.

Función Inversa de la función seno

En el dominio (-00, (0) la función seno es oscilatoria y hay muchos puntos en ese
dominio que se asocian con cada punto de su imagen. De hecho, para cada y en
[-1, 1], hay un número infinito de x en (-00, (0) para el cual y = sen x (véase figura
8.6.1). Por tanto, la función seno en el dominio (-00, (0) no tiene inversa.

x
1>

Figura 8.6.1 Gráfica de y = sen x en (-00,00).

Para obtener una función que sí tenga inversa, restringiremos al dominio de la
función seno a determinado intervalo en el que el seno sea monótono. Al mismo tiempo
deseamos seleccionar un intervalo que esté asociado con toda la imagen [-1, 1].
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Naturalmente, hay muchos intervalos posibles, como por ejemplo [-'ITI2, 'IT/2], 
['IT/2, 3'IT/2], [- 3 'IT/2 , -'IT/2], Y así sucesivamente. Se acostumbra seleccionar el inter­
valo [ - 'IT/2, 'IT/2]; por tanto consideremos la función f dada por 

f(x) = senx, (1) 

La gráfica de y = f(x) aparece como una línea llena en la figura 8.6.2a, mientras 
que la de y = sen x para x en (-00, 00) está representada por la línea de puntos. Es claro 

x x 

(a) (b) 

Figura 8.6.2 (a) Gráfica de y = sen x en [-1T/2, TI/2] . eb) Gráfica de y = arc sen x . 

que si f crece en forma monótona en su dominio, entonces tiene una inversa. A la 
función inversa f - 1 se le llama función inversa de la función seno, y se le representa 
por sen- lo por arc sen. En este libro emplearemos arc sen para representar a la función 
inversa de la función seno. El dominio de arc sen es [ - 1, 1] Y su imagen es -'IT/2, 'IT/2] . 
Por tanto 

y arc senx, xE[-l,l] (2) 

quiere decir que 

x = sen y , (3) 

Con frecuencia ayuda el identificar a y = arc sen x como el ángulo cuyo seno es 
x . En la figura 8.6.2b se muestra la gráfica de la función y = arc sen x. Se obtuvo refle­
jando la gráfica de y = f(x), dada por la ecuación 1, con respecto a la recta y = x. 

Se debe tener cuidado en observar que cuando se habla de la función seno y de su 
inversa, se sobreentiende que el dominio del seno es [-'IT/2, 'IT/2]. Sin embargo, cuando 
no interviene la inversa de la función seno, entonces el dominio del seno es común­
mente (- 00,00). 

EJEMPLO 1 

Calcular arc sen ~ y arc sen (-f3/2) . 
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Si Y = arc sen ~, entonces sen y = ~ y y E [- 'IT/2, 'IT12] . Por tanto, tenemos que 
y := 1'IT/6. Análogamente, si y = arc sen ( - ...[3/2), entonces sen y = -...[312 , Y Y 
E [-'ITI2, 'IT12]. Así llegamos a la conclusión de que y = -'IT/3. -

EJEMPLO 2 

Determinar sen(arc sen x). 
Para determinarlo debemos restringir a x a [-1, 1]. Entonces, para toda x en 

[-1, 1], arc sen x = y . Así, x = sen y, y y E [-'ITI2, 'IT12]. Por consiguiente 

sen(arc sen x) = sen y = x, x E[-I,I] . (4) 

En otras palabras, la ecuación 4 es válida para toda x en el dominio de arc sen x. _ 

EJEMPLO 3 

Determinar arc sen (sen 3'IT/2). 
Como sen 3'IT12 = - 1 Y arc sen ( - 1) = -'ITI2, tenemos que 

arc sen(sen 3;) = arc sen ( - 1) = 

Así, vemos que 

arc sen (sen x) '* x (5) 

a menos que x esté en el intervalo [-'IT/2, 'IT/2], esto es, en la imagen de arc sen. Para 
valores de x fuera de este intervalo se pueden calcular ambos lados de la ecuación 5, 
pero no son iguales. -

Abordaremos ahora el asunto de derivar a la inversa de la función seno. La función 
x = sen y es derivable, por lo que, de acuerdo con el teorema 8.11, la función inversa 
y = arc sen x también es derivable, excepto en los puntos en los que dx/dy = cos y es 
cero. Para determinar la derivada de y = arc sen x podemos derivar x = sen y en forma 
implícita. Esto da 

d d 
- (x) = - (seny). 
dx dx 

Empleando la regla de la cadena en el lado derecho, obtenemos 

dy 
1 = (cos y) dx' 

(6) 
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y de aquí 

dy __ 1_ 
dx cos y 

(7) 

Nótese que también se puede obtener la ecuación 7 mediante la regla para derivar 
funciones inversas (ecuación 18 de la sección 8.1): 

dy 1 
dx = dxldy' (8) 

en donde, en este caso, dx/dy = cos y. La ecuación 7 sólo es válida para yen (-'Tr/2, 
'Tr/2) , porque el coseno se anula en los extremos del intervalo. Para expresar el lado 
derecho de la ecuación 7 en términos de x, recuérdese que sen2y + cos2y = 1 Y por 
tanto cos y = ±(1 - sen2y)112. Se debe emplear la raíz cuadrada no negativa porque 
cos y 2: O cuando y está en [-'Tr/2, 'Tr/2]. Tenemos entonces, de la ecuación 7, que 

1 1 

En otras palabras, hemos obtenido la fórmula de derivación 

d 1 
- arc senx = , 
dx VI - X2 

x E (-1, 1) . (9) 

La derivada no existe en x = ± 1; esto corresponde al hecho de que la recta tangente a 
la gráfica de y = arc sen x en la figura 8.S.2b es paralela al eje y en esos puntos. 

Se puede generalizar la ecuación 9 combinándola con la regla de la cadena. Así, 
si u es una función derivable y lu(x)1 < 1, entonces 

d 1 d 
- arc sen u(x) = - u(x) 
dx VI - u2 (x) dx 

u/ex) 
lu(x)1 < 1. (10) 

EJEMPLO 4 

Si Y = arc sen (x2
), determinar dy/dx. 

Si hacemos que u(x) = .i2 , se sigue de la ecuación 10 que, 

dy d - = - are sen(x 2) 
dx dx 

2x 
-l<x<1. I (11) 

EJEMPLO 5 

Si Y = arc sen (x/a), donde a > 0, determinar dy/dx. 
En este caso, u(x) = xla y entonces según la ecuación 10, 
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derivar

(8)

-7r/2,
liado
y por
orque
e

(9)

nte a

Así,

10)

11)
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dy = ~ are sen (~a)
dx dx

l/a

VI (x/a)2

1 -a < x < a. ~ (12)

EJEMPLO 6

Si f(x) = are sen(1/x), determinar f'(x).
Tenemos que u(x) = l/x, y así

-lIx2

f'(x) = VI - (lIx)2 =

1 (13)Ixl> 1.
IxlVx2 - i'

Nótese que empleamos el hecho de que U = lxl. •

Las ecuaciones 9 y 10 dan lugar en forma inmediata a las fórmulas de integración
correspondientes, a saber

f dx Ixl < 1,~= are sen x + e, (14)

f u'(x) dx = are sen u(x) + e, lu(x)1 < l. (15)VI - u2(x)

Al emplear la ecuación 14 para evaluar integrales, debemos aseguramos de que el
intervalo de integración esté dentro del intervalo abierto (-1, 1); análogamente, al
emplear la ecuación 15 debemos aseguramos de que lu(x)1 < 1 en todo el intervalo de
integración.

Si se lee hacia atrás el resultado del ejemplo 5, da un caso especial importante de
la ecuación 15, que es

f dx - are sen (~a) + e;
Va2 - x2 -

Ixl < a ya> O. (16)

EJEMPLO 7

Determinar la antiderivada
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(17) 

Podemos poner esta integral en la forma (16) sacando al4 como factor común fuera 
del radical, esto es 

J dx J dx 
Y9 - 4X2 = 2Y(l) - X2 

(18) 

Entonces, haciendo que a = ~, podemos emplear la ecuación 16 para obtener 

f dx 1 (2X) = - arc sen - + c. 
Y9 4X2 2 3 

(19) 

La ecuación 19 es válida para 2x/3 E (-1 , 1) o para x E (- ~, ~) .• 

Función inversa de la función coseno 

De un modo muy semejante podemos definir una inversa de la función coseno, al menos 
en un sentido restringido. Para que exista una inversa del coseno, restringimos el 
dominio a un intervalo en el que la función coseno sea monótona y tome todos los 
valores de su imagen [ -1 , 1] . Es usual que este intervalo sea [0, 'IT]. Por tanto, veremos 
la función dada por 

y = cos x , x E [O, 'IT] (20) 

cuya imagen es, claramente, [-1, 1]. En la figura 8.6 .3a se muestra la gráfica de la 
ecuación 20 mediante la curva llena y la de y = cos x para x en ( - 00 , 00) mediante la 
curva punteada. La restricción de la función coseno de la ecuación 20 tiene una inversa 
que se llama función inversa de la función coseno, y que se representa mediante 
arc coso El dominio de arc cos es [ - 1, 1] y su imagen es [0, 'IT]. Por tanto 

y = arceos x, xE[ - l , l] (21) 

significa que 

x = eosy, y E [O, 'IT] . (22) 

En la figura 8.6.3b se muestra la gráfica de y = arc cos X . 

La derivada de la inversa de la función coseno se puede determinar de modo muy 
semejante a la de la inversa del seno inversa, ya sea derivando en forma implícita la 
ecuación 22, con respecto a x, o bien empleando la ecuación 8. Vemos que 

d 
- are cos x 
dx 

1 
x E (-1, 1). (23) 
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y 

1 y=cosx 

x x 

(a) (b) 

Figura 8.6.3 Ca) Gráfica de y = CO S x en [O, n]. (b) Gráfica de y = arc cos x. 

Por lo que la fórmula correspondiente de integración es 

f dx 
• ¡:;---:; = - are eos x + e, 
vI - X2 

Ixl < 1. (24) 

La ecuación 24 duplica esencialmente el resultado de la ecuación 14. En general 
emplearemos a la inversa de la función seno para fines de integración; por consiguiente 
no nos detendremos más en el estudio de la inversa de la función coseno. 

A continuación deduciremos una relación sencilla entre las funciones arc sen y 
arc coso De acuerdo con las ecuaciones 9 y 23 tenemos que 

d d 
- are senx + - are eos x 
dx dx 

Por tanto, según el teorema 4.1.4, 

d 
- (are sen x + are eos x) 
dx 

are senx + are eos x = e, 

o. 

(25) 

en la cual e es una constante. Para evaluar a e podemos sustituir cualquier valor 
adecuado de x en (-1, 1) en la ecuación 25. Empleando x = O, vemos que 

1T 
arc sen O + are eos O = O + "2 = c. 

Por tanto, e = 1T/2 Y la ecuación 25 se transforma en 

are sen x + are cos x (26) 

La deducción que acabamos de ver es válida para la ecuación 26 para cuando x está en 
el intervalo (-1 , 1), en donde arc sen y arc cos son derivables . Sin embargo, haciendo 
a su vez que x = 1 Y x = -1, vemos que la ecuación 26 también es válida en esos 
puntos. Por tanto la ecuación 26 es válida en el intervalo [-1, 1], en el cual están 
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definidas are sen y are coso En otras palabras, la ecuación 26 afirma sencillamente el
hecho familiar de que el ángulo cuyo seno es x es el complemento del ángulo cuyo
coseno es x.

]

detei
la ec

Función Inversa de la función tangente

En su dominio completo, la función tangente toma todos los valores en (-00, 00) una
infinidad de veces, como se puede ver en la figura 8.6.4a; en consecuencia, la función
tangente no tiene inversa, a menos que se restrinja su dominio de manera adecuada.
Para obtener una inversa conviene restringir el dominio de la función tangente a
(-'IT/2, 'IT12). En este intervalo la tangente es monótona y toma todos los valores en
(-00,00) exactamente una vez. En la figura 8.6.4a se muestra una gráfica de

Sin

yp

y = tan x, x E (-~ ~)2' 2 (27)

con la curva llena. El intervalo es abierto porque tan x no está definida en x = ±'ITI2.
La curva punteada de la figura 8.6.4b es la gráfica de y = tan x para x en (-00,00). La La

11
11
11
I 1
I 1 el'
I 1

I 1 x x

.- ~I/
2 1 •I E1 I 1

1 1 1
11 1
11 1 S
11 1

(a) \ (b)J Figura 8.6.4 (a) Gráfica de y = tan x en (-'IT/2, 'IT/2). (b) Gráfica de y = are tan x.

función dada por la ecuación 27 sí tiene una inversa que se llama función inversa de
la función tangente y se representa mediante are tan. El dominio de are tan es
(-00,00) y su imagen es (-'ITI2, 'IT12). Así,

y = are tan x, x E (-00,00) (28)

quiere decir que

x = tan y, Y E (-~ ~)2' 2 .
(29)

En la figura 8.6.4b se ve la gráfica de y = are tan x.
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La derivada de arc tan x exÍste para toda x, según el teorema 8.1.1. Se puede 
determinar al derivar implícitamente la ecuación 29 con respecto a x, o bien empleando 
la ecuación 8. Con ello se obtiene 

d dy 
1 = - (tan y)-

dy dx 

(sec2 y) ¿. (30) 

Sin embargo, 

sec2 y = 1 + tan2 y 

y por tanto, según la ecuación 30, tenemos que 

dy d 1 
dx = dx arc tan x = 1 + x2' x E (-00, (0). (31) 

La ecuación 31 se puede generali~ar combinándola con la regla de la cadena: 

d u'(x) 
dx arc tan u(x) = 1 + u2(x), (32) 

en la cual u es cualquier función derivable. 

EJEMPLO 8 

Si Y = arc tan (3x2), determinar dy/dx. 
Hacemos que u(x) = 3X2; entonces, según la ecuación 32, obtenemos 

. 
dy d (2) _ 6x 
dx = dx arc tan 3x - 1 + 9x4· • (33) 

EJEMPLO 9 

Para y = are tan(xla), determinar dy/dx. 
En este caso, u(x) = x/a. Entonces 

dy d (x) l/a a 
dx = dx arc tan ~ = 1 + (x/a)2 = a2 + x2' a ,¡, O .• (34) 

Tenemos las siguientes fórmulas de integración, que corresponden a las ecuaciones 
31 y 32: 
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J 
dx 

1 + X 2 
are tan x + e, (35) 

J 
u'(x) 

-1-+---->.u-=-'2 ('-x-) dx = are tan u ( x) + c. (36) 

Estos resultados, junto con las ecuaciones 14 y 15 en las que interviene arc sen, 
pertenecen a las fórmulas básicas de integración. A partir de la ecuación 34 obtenemos 
la importante variación de la ecuación 35 

f dx 1 (x) 2 2 = - are tan -
a + x a a 

+ e, a ,¡,. O. (37) 

Como en el caso de la fórmula de integración de la inversa del seno, se necesita a veces 
algunas manipulaciones antes de poder usar las ecuaciones 36 o 37. 

Función inversa de la función cotangente 

La función inversa de la función cotangente, representada mediante arc cot se define 
de tal manera que 

y are cot x, x E ( - 00 , (0) (38) 

quiere decir que 

x = cot y, y E (O, 1T). (39) 

Así, arc cot es la función inversa de la función cotangente en el dominio (O, 1T). En la 
figura 8.6.5a y 8.6.5b se muestran las gráficas de esas funciones. 

y 

I I 
11 !I 
'\ !\ 
1\ 1\ 
1 \ 1 \ 
I \ I \ 
I \ I \ 
I \ I , x x 

-" 1 \ ,2" 1 
I \ \ ! 

\ \ I 

\ \ 1 
\ 1 

\ \1 
I 1I 

(a) (b) 

Figura 8.6.5 (a) Gráfica de y = cot x en (O, TI). (b) Gráfica de y = arc cot x . 
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La derivada de la inversa de la función cotangente se puede determinar esencial­
mente del mismo modo que la derivada de arc tan. Al derivar implícitamente la 
ecuación 39 se obtiene 

d 
- arc cot x 
dx 

1 
1 + x 2

' 

la fórmula de integración correspondiente duplica la ecuación 35 y no se usará. 

Función inversa de la función secante 

Para definir a la inversa de la secante veamos primero la función 

y = sec x, 

(40) 

(41) 

cuya gráfica se indica con la parte llena de la curva de la figura 8.6.6a. Nótese que al 
restringir el dominio de esta función no se incluye el punto TI/2. Función inversa de 

1\ 
1\ 
1 \ 
1 , 
1 "-
1 1 
1 

I - ~ 
1 
1 -1 
1 

1 

1 
1 

1 

y 

(al 

y 

y = sec x ~ y= arcsec x 

- --------

x x 

I~ 1 
1 1 1( ...... 1 1 \ I 

1 \ 1 

1 \1 
1 \1 
1 1 

(bl 

Figura 8.6.6 (a) Gráfica de y = sec x en [O, TI/2) u (TI/2, TI] .(b) Gráfica de y = arc sec x. 

la función secante, representada por arc sec, es la inversa de la función dada por la 
ecuación 41 . Así 

y arc sec x, Ixl 2= 1 (42) 

quiere decir que 

x = sec y, y E [O, ~) U (~ , TI] (43) 

El dominio de arc sec consta de los dos intervalos (- 00, -1] Y [1, 00) y su imagen se 
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compone de los dos intervalos [0, 7r/2) Y (7r/2, 7r]. En la figura 8.6.6b se muestra la 
gráfica de y = arc sec x. 

Se puede determinar la derivada de arc sec derivando la ecuación 43 en la forma 
ya familiar y se obtiene 

d 1 
- arc sec x = ;-:-;.=;::== 
dx IxlVx 2 1 

La fórmula de integración correspondiente es 

f ~ = arc sec x + e, 
Ix l X2 - 1 

Ixl> 1. (44) 

Ixl> 1. (45) 

Estos resultados tienen menor importancia que los correspondientes para las funciones 
arc sen y arc tan. 

Función Inversa de la función cosecante 

La función inversa de la función cosecante, que se representa mediante arc csc se 
define de modo que 

y are ese x, Ix l 2: 1 (46) 

quiere decir que 

x = ese y , (47) 

Así, la función are csc es la inversa de la función cosecante en el dominio [ -7r/2, 7r/2] 
habiendo eliminado de él al origen (véase figura 8.6.7a y 8.6.7b). 

1 

1 --\ 
1 / 

1/ l' 1/ I 

Ca) 

11 
11 ,1 

/ 1 
/ 1 

;' 1 
1 

y=cscx 1 
I x 

y 

x 

Cb) 

Figura 8.6.7 (a) Gráfica de y = ese x en [-TII2, O) u (0, TI/2]. (b) Gráfica de y = are ese x . 
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Se puede determinar la derivada de are ese al derivar la ecuación 47; vemos que 

d 1 
- are ese x = - :--:----;=:::=== 
dx IxlYx2 l' 

Ixl> 1. (48) 

La fórmula correspondiente de integración repite la del are sec y tiene poco interés para 
nosotros. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 12, calcular el valor de la cantidad 
dada. 

1. are tan{ 1) 

3. are sen( ~) 
5. are sen( -1) 

7. are sen( eos ~) 
9. eos(are sen !) 

11. eos(are tan x) 

2. are ~'en( -!) 

4. are eos( - ';) 

6. are eot(V3) 

8. are tan(sen ~) 
10. sen (are tan V3) 

u. sen(are eos x) 

En los problemas 13 a 18 deducir la identidad que se 
presenta. 

13. are sen x + a!j sen y 
= are sen (x 1 - y2 + Y ~);Ixl, Iyl :5 1 

14. are eos x + Ve eos y = are eos(xy -
~ 1 - y2); IxI. Iyl :5 1 

15. are tan x + are tan y = are tan(; ~ :y) 
'TT 

16. are eot x + are tan x = '2 

1 
17. are sen - = are ese x, 

x 

x 

Ixl ~ 1 

18. are: sen. ¡:;-:---:; = are tan x 
vI + X2 

En los problemas 19 a 34 determinar la derivada de la 
funci6n dada. 

19. f(x) = are sin(~) 20. f(x) = are tan(2x) 

21. f(x) = [are tan(~) r 
22. f(x) = ex2 + x are sen(x2) 

23. f(x) = are eos(1 - X2) 

24. f(x) = are tanG : :) 

25. f(x) = are see(x2) 

26. f(x) = eX are tanG) 

27. f(x) = ~ are sen x 

28. f(x) = sen (are tan x) 

29. f(x) = are tan(2 tan x) 

30. f(x) = are sen(~) 
1 + X2 

31. f(x) = are tan(y 2x ) 
1 - 4X2 

32. f(x) = are sen~ + ~ 

33. f(x) = ln[are tan(2x)] 

34. f(x) = \IX are tan \IX 

En los problemas 35 a 46 determinar la antiderivada que 
se indica. 

f dx 
35 .• ~ v9 - X· 

f dx 
37. y 2 1 - 4x 

f dx 
39. 4 + 9X2 

f 
dx 

36. 16 + X2 

f dx 
38. 1 + 4X2 

40. f dx 
Y16 - 9X2 
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J
dx41.

Ixl Yx2="4

J
dx

43. V1 _ (x + 1)2

J
[arcsen(x)]2d

45. • ~ x,
v1 - x2

J
arc tan(2x) d

46. 1 + 4x2 X

J
dx

42. 1 + (x - 2)2

J
cos x d

44. 4 + sen 2 X X

Ixl < 1

En los problemas 47 a 50, deducir la fórmula de derivación
dada.

d 1
[x] < 147. dx are cos x v'!="X2'

d 1
48. dx are cot x ----

1 + x2

d 1
Ixl> 149. dx are sec x

Ixl Yx2'=1'
d 1

Ixl> 150. dx arc csc x
Ixl Yx2'=1'

51. Sea f(x) = are serucos x) para -00 < x < oo.

(a) Demostrar que

sen x
f'(x) = ---;

Isen x]

(b) Dibujar la gráfica de y = f' (x).

(e) Dibujar la gráfica de y = f(x). ¿Es f función
continua?

X#O,±1T,.

52. (a) Determinar el área comprendida entre el eje x y la
gráfica de y = (1 + X2)-1 desde x = O hasta x = R
(véase figura 8.6.8).

y

x

Figura 8.6.8

(b)Emplear el resultado de la parte (a) y determinar
el límite cuando R -700. Esto es un ejemplo de una
región que se extiende al infinito, pero cuya área
es finita.

53. (a) Calcular el área comprendida entre el eje x y la
gráfica de y = (1 - x2)-I12 desde x = O hasta x =
a, donde O < a < 1 (véase figura 8.6.9).

Figura 8.6.9

(b) Emplear el resultado de la parte (a) para encontrar
el límite cuando a -7 1 por la izquierda. Nótese
que aun cuando el integrando se hace no acotado
cuando x -7 1, el área bajo la gráfica permanece
finita cuando ex -7 l.

54. Calcular el volumen del sólido de revolución que se
forma al girar la parte de la gráfica de y = l/~
comprendida entre x = 2 Yx = 6 alrededor del eje x.

55. Se cuelga un óleo de tal modo que la parte superior
está a b ft sobre la visual mientras que la parte inferior
queda a a ft también sobre la visual. ¿A qué distancia
del cuadro se debe parar la persona para hacer máxi-
mo el ángulo subtendido por el cuadro en el ojo del
observador?

56. Considerar la función f dada por

(x dt
f(x) = Jo V1=t2' -l<x<1. (i)

Desde luego, reconocemos que esta función es la
inversa de la función seno. Sin embargo, no tomando
este hecho en cuenta, podemos comenzar simplemen-
te con la función dada por la ecuación (i) para final-
mente definir las funciones trigonométricas y deducir
todas sus propiedades. Este desarrollo evita el empleo
de definiciones y argumentos geométricos. El trata-
miento es paralelo a la descripción de los logaritmos
y de las exponenciales que se presentó antes en este
capítulo. No presentaremos esta deducción en detalle,
pero en este problema indicaremos algunos de los
pasos iniciales.

(a) Demostrar que

feO) = 0,
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fe -x) = -- f(x), 

1 
f'(x) =~' 

f es función creciente en ( - 1, 1) . 

(c) Definir la fu nción c(y) mediante la ecuación 

c(y) = s'(y) 

y llamarla función coseno. Demostrar que la fun­
ción c es derivable y que 

(b) Haciendo que y = f(x) , demostrar que f tiene una 
inversa. Indicaremos esta función inversa median­
te x = s(y) y la llamaremos función seno. Demos­
trar que s es derivable y que 

c'(y) = -s(y) . 

También, demostrar que 

o que 

dx=_l_=~ 
dy dy l dx ' 

ds 
dy - V'l - S2(y) . 

Se pueden deducir también más propiedades de las 
funciones s y c. Llamamos la atención hacia el hecho 
de que esas funciones son las mismas que las funcio­
nes seno y coseno definidas en forma geométrica. 

8.7 LAS FUNCIONES HIPERBÓLICAS Y LAS 
FUNCIONES HIPERBÓLICAS INVERSAS 

La experiencia ha demostrado que determinadas combinaciones de la función expo­
nencial se presentan con la suficiente frecuencia en las aplicaciones como para garan­
tizar una identificación y un estudio aparte de sus propiedades . Esas funciones se 
conocen como funciones hiperbólicas, porque se relacionan en forma geométrica con 
una hipérbola casi del mismo modo que las funciones trigonométricas se asocian con 
el CÍrculo. En el problema 39 se subraya la relación . Las funciones seno y coseno 
hiperbólicos, que se representan mediante senh y cosh, respectivamente, se definen 
para todos los valores de x mediante las fórmulas 

senh x = He ' e-x), 

cosh x = He ' + e-x ), 

- oo< x <oo 

-oo< x <oo. 

(1) 

(2) 

Si recordamos las propiedades de la función exponencial que se desarrollaron en la 
sección 8.3 y empleamos las ecuaciones 1 y 2, podemos deducir en forma inmediata 
las siguientes propiedades de senh y cosh: 

senh O = O 

cosh 0= 1 

senh( - x) = -senhx, 

cosh( - x) = cosh x, 

(senhes impar) 

(cosh es par) 

para x grande positiva 

(3) 

(4 ) 

(5) 

(6) 

(7) 
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)1 '1

cosh x ;;:;~ex

senh x ;;:;-~e-x

cosh x ;;:;~e-x

para x grande positiva

para x grande negativa

para x grande negativa

(8)

(9)

(10)

Además, el dominio de senh es (-00, 00)y el de cosh es [1,00). En las figuras 8.7.1 y
8.7.2 se muestran las gráficas de y = senh x y de y = coshx, respectivamente.

Pe

s

•
E

1

Fig u ra 8.7.1 Gráfica de y = senh x. Figura 8.7.2 Gráfica de y = cosh x.

Las otras cuatro funciones hiperbólicas se definen en términos de senh y cosh por
analogía con las funciones trigonométricas:

tanh x =
senhx--- , -oo<x<oo, (11)cosh x

sech x
1

cosh x
, -oo<x<oo, (12)

coth x
cosh x (13)--- , x 01= 0,

Figura 8.7.3 senh x

Gráfica de y = tanh x. 1 (14)csch x = x 01= O.
senh x

,

y

1 y=sechx
x

Figura 8.7.4
Gráfica de y = sech x.

En las figuras 8.7.3 a 8.7.6 se presentan las gráficas de esas funciones.
Se pueden calcular los valores de las funciones hiperbólicas a partir de la función

exponencial empleando las ecuaciones 1, 2, 11, 12, 13 Y 14. Así, las funciones
hiperbólicas se consideran como conocidas en el mismo sentido en el que se considera
que las funciones exponencial y trigonométricas son funciones conocidas.

Las funciones hiperbólicas se relacionan mediante muchas identidades que se
asemejan mucho a aquellas en las que intervienen las funciones trigonométricas. Por
ejemplo, empleando las definiciones de senh y cosh no es difícil demostrar que
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cosh2 X - senh2 x = 1 

senh(x ± y) = senh x cosh y ± cosh x senh y 

cosh(x ± y) = cosh x cosh y ± senh x senh y 

Por ejemplo, para comprobar la ecuación 15, tenemos 

cosh2 x - senh2 x = He x + e- x )2 - !(e x - e - x
)2 

= ![(e2X + 2 + e- 2x
) - (e2x 

- 2 + e- 2x
)] 

= 1. 

Se pueden comprobar las ecuaciones 16 y 17 de modo semejante. 

EJEMPLO 1 

Demostrar que 

(15) 

(16) 

(17) 

Figura 8.7.5 
Gráfica de y = coth x. 

Figura 8.7.6 
senh 2x = 2 senh x cosh x, (18) Gráfica de y = csch x. 

y que 

cosh 2x cosh2 X + senh2 x 

2 cosh2 X - 1 

2 senh2 x + 1. 

(19a) 

(19b) 

(19c) 

La ecuación 18 es consecuencia de la ecuación 16, haciendo que y = x y empleando 
el signo más en ambos lados de la ecuación. La ecuación 19a es consecuencia de la 
ecuación 17 del mismo modo. Las ecuaciones 19b y 19c se obtienen a partir de la 
ecuación 19a empleando la ecuación 15 . • 

Una buena regla empírica es que cada identidad trigonométrica tiene su contrapar­
tida en las funciones hiperbólicas, quizá con una combinación diferente de signos 
algebraicos. En libros de tablas matemáticas se encuentran listas de esas identidades. 
Sin embargo, las identidades más útiles son las que dan las ecuaciones 15 a 19c. 

Como las funciones hiperbólicas constan de sumas, de restas o de cocientes de las 
funciones exponenciales eX y e-X, entonces cada una de las funciones hiperbólicas es 
derivable, excepto coth x y csch x, que no son derivables en x = O. Según las ecuaciones 
1 y 2, . 

d 1 d 
- senh x = - - (eX - e- X) 
dx 2 dx 

= !(e x + e-x) 
(20) 

= cosh x . 
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Similarmente,

d 1 d
dx cosh x = 2 dx (eX + e-X)

(21)
= senh x.

Así, las derivadas de senh y de cosh siguen el mismo comportamiento que las de sen y
de cos, pero sin que aparezca un signo menos. Además, si u es cualquier función
derivable, entonces, con la regla de la cadena, se obtienen las siguientes generalizacio-
nes de las ecuaciones 20 y 21:

d
- senh u(x)
dx

u'(x)cosh u(x), (22)

d
dx cosh u(x) U' (x )senh u(x). (23)

EJEMPLO 2

Determinar

d
dx senh Vx2 + 1.

Empleando la regla de la cadena tenemos que

d d
- senh v?"+1 = (cosh Vx2 + 1) -d Vx2 + 1
dx x

x
= (cosh V x2 + 1) V 2 •

X + 1

Las fórmulas de integración que corresponden a las ecuaciones 20 a 23 son

J senh x dx = cosh x + c, J cosh x dx = senh x + c (24)

y

J u'(x)senh u(x) dx cosh u(x) + c,

J u'(x)cosh u(x) dx senh u(x) + c. (25)

cocie
son

ya f
más

La~

Cas
inv.
COI

fun
nes
alg

ant
ser
do]
COI

qu:

Er
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Se pueden derivar las demás funciones hiperbólicas aplicando la regla para el
cociente a las ecuaciones 11 a 14, y empleando las ecuaciones 20 y 21. Los resultados
son

d
sech? x, I sech? x dx tanh x + e,dx tanh x

d
+csch? x,dx coth x

I csch? X dx -coth x + e, x#- 0,

d
dx sech x -sech x tanh x,

I sech x tanh x dx -sech x + e,

d
dx csch x - csch x coth x,

I csch x coth x dx = -csch x + e, x #- O. (29)

(26)

(27)

(28)

Naturalmente, las ecuaciones 26 a 29 también se pueden generalizar en la forma
ya familiar mediante el empleo de la regla de la cadena. No anotaremos esas fórmulas
más generales de derivación e integración.

Las funciones hiperbólicas Inversas

Casi de la misma forma que para las funciones trigonométricas, podemos definir una
inversa para cada una de las seis funciones hiperbólicas que se describieron antes.
Como en el caso de las funciones trigonométricas, vale la pena tener en cuenta a las
funciones hiperbólicas inversas debido principalmente a que sus derivadas son funcio-
nes algebraicas relativamente sencillas. Por tanto, las antiderivadas de esas funciones
algebraicas se pueden expresar en términos de las funciones hiperbólicas inversas.

En algunos casos será necesario restringir el dominio de una función hiperbólica
antes de definir su inversa. Sin embargo, como se muestra en la figura 8.7.1, la función
seno hiperbólico es monótona en (-00, 00) y por tanto no se necesita restringir su
dominio para construir su inversa. La función inversa del seno hiperbólico se indica
con arc senh y

y = are senh x, x E (-00,00) (30)

quiere decir que

x = senh y, Y E (-00,00) (31)

En la figura 8.7.7 se muestra la gráfica de y = are senh x; se obtiene reflejando la gráfica
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y 

Figura 8.7.7 Gráfica de y = arc senh x. 

de y = senh x con respecto a la recta y = x. Tanto el dominio como la imagen de are senh 
son (-00,00). 

La función are senh es derivable en cualquier punto (según el teorema 8.1.1) 
porque senh es derivable en cualquier punto y su derivada nunca es cero. Para 
determinar la derivada de are senh x procederemos como sigue. De las ecuaciones 30 
y 31 Y con la regla para derivar funciones inversas tenemos que 

dy 1 1 1 
- -- (32) 

dx dx/dy (d/dy)(senh y) cosh y 

De acuerdo con la ecuación 15, 

cosh y VI + senh2 y 

\11+7. (33) 

Nótese que hemos empleado la raíz cuadrada positiva porque cosh y > O para toda y. 

Al combinar las ecuaciones 32 y 33, obtenemos la fórmula de derivación 

d 1 
-d arcsenhx = ~~, 

x vl+x-
x E (-00,00). 

Más generalmente, si u es cualquier función derivable, entonces 

d u'(x) 
dx are senh u(x) = VI + u2(x) 

Las fórqmlas correspondientes de integración son 

f ~ = are senh x + e, 
1 + X2 

(34) 

(35) 

(36) 
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y 

f u/ex) dx 
V = arc senh u(x) + c. 

1 + u2(x) 
(37) 

En especial, si u(x) = x/a, donde a es una constante distinta de cero, entonces las 
ecuaciones 35 y 37 dan las útiles fórmulas 

y 

l/a 

VI + (x/a)2 

1 

f V dx = arc senh(~) + c. 
a2 + X2 a 

(38) 

(39) 

Podemos proseguir casi del mismo modo para estudiar las inversas de las demás 
funciones hiperbólicas, pero nos restringiremos a mencionar sólo la inversa del coseno 
hiperbólico. Véase algo de información acerca de la tangente hiperbólica en el proble­
ma37. 

Si el dominio no se restringe, entonces y = cosh x no tiene inversa, porque para 
cada valor de y> 1 hay dos valores posibles de x (véase figura 8.7.2). Sin embargo, si 
se restringe el dominio al Intervalo [O, 00), entonces obtenemos la gráfica que se ve en 
la figura 8.7 .8a. Esta restricción de la función coseno hiperbólico tiene una inversa. La 
función inversa se representa con arc cosh y tiene el dominio [1, 00) Y la imagen [0,00). 

Así, 

y = arc cosh x, x E [1,00) (40) 

significa que 

x = cosh y, y E [0,00). (41) 

La gráfica de la ecuación 40 se ve en la figura 8.7.8b. Al derivar la ecuación 40 según 
la regla de la función inversa, se tiene que 

d 
dx arc cosh x 

dy 
=-

dx 

1 1 
dx!dy 

1 

(d!dy)(cosh y) 

senh y 

1 
::;: --;===:==:=== 

Vcosh2 y 1 

1 
x> 1. (42) 

y 

(a) 

y 

y = arccosh x 

(b) 

Figura 8.7.8 
(a)Gráfica de y = 
cosh x en [O, (0). 
(h) Gráfica de 
y = arc cosh x. 
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Nótese que se usa la raíz cuadrada positiva porque senh y > O para y > O. Más
generalmente, si u es cualquier función derivable y u(x) > 1, entonces tenemos que

de
aci

d u'(x)
u(x) > l.d are cosh u(x) = V

1'
(43)

X u2(x) ot

Las fórmulas correspondientes de integración son

J dx La
~ = are coshx + e, x> 1 (44)

x2 - 1

Y

J u'(x) u(x) > 1. S.V dx = are cosh u(x) + e, (45) úlu2(x) - 1

Un caso importante especial de la ecuación 45, semejante a la ecuación 39, es

J V dx = are COSh(~) + e,
x2 - a2 a

P,
x> a. (46)

EJEMPLO 3
II

f12 dx
6~·

•,
Evaluar la integral

El integrando tiene la forma que aparece en la ecuación 46 con a = 3. Así, tenemos
que

f12 dx

6~
are COSh(~) [

= are cosh 4 - are cosh 2 == 0.7465 .•

Terminaremos esta sección haciendo notar que la función inversa del seno hiper-
bólico se puede expresar en términos de la función logaritmo natural. Esto quizá no
sorprenda porque el seno hiperbólico fue definido en términos de la función exponen-
cial y la inversa de la función exponencial es el logaritmo. Para demostrar cómo se
relacionan are senh x y In x, partiremos de la ecuación

x = senhy = ----
2

(47)
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Más
e

de modo que y = are senh x. A continuación despejaremos a y en términos de x. De
acuerdo con la ecuación 47 tenemos que

0,
43)

o bien el multiplicar por e',

44)

o. (48)

(49)

La ecuación 48 es cuadrática en eY y por tanto

2x ± Y4x2 + 4 .
eY = = x ± y'x2 + 1.

2 _

5) Se debe seleccionar el signo más en la ecuación 49, porque eY siempre es positiva. Por
último, tomando ellogaritmo natural en ambos lados de la ecuación 49, obtenemos

15. f(x) = arc senh (~) 16. f(.>.:) = are cosh 3x

y = ln(x + Yx2 + 1). (50)

6)
Por lo que

are senh x = In(x + '¡X2 + 1). - 00 < x < oo.

De una manera semejante se pueden expresar también las demás funciones hiperbólicas
inversas en términos de logaritmos. .

PROBLEMAS

En los problemas 1 a 6 deducir la identidad dada. En los problemas 7 a 16 determinar la derivada de -la
función dada.

1. senh(x ± y)

2. cosh(x ± y)

3. senh(~) = ±

senh x cosh ± eosh x senh y

cosh x cosh ± senh x senh y

leosh x-l.
'/ 2 '

usar signo
signo

+ parax > O,
parax < O.

7. f(x) = senh 3x

8. f(.>.:) = coshZx 2 cos x

9. f(.>.:) = .r cosh x 10. f(x) = coshre")

11. f(x) = (senh x)eCl,shx 12. f(x) = senh/ 2x

13. f(x) cosh x
4 + senlr' x

14. f(x) = -1cosh x + senh x

5. are cosh x = In[x + ~], x ~ 1.
¿Por qué es In[x - 1.? - 1] incorrecto?

6. senh(arc cosh x) = ~, x ~ 1
En los problemas 17 a 26 determinar la antiderivada que
se indica.
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17. J senh 2xdx 

19. J senh2 x cosh x dx 

21. J coth 2x dx 

23. J dx 
Y4x2 - 1 

25. J dx 
Yx2 + 16 

18. J cosh ~ dx 

20. J tanh x dx 

22 J dx . vX2=4 

24 J dx 
. Y9x2 - 4 

26. J dx 
Y16x2 + 25 

En los problemas 27 a 32 evaluar la integral dada. 

f
in 3 

27. cosh X dx 
In 2 f

in 16 X 
28. senh -2 dx 

- In 4 

i ln 64 X 
29. coth 3" dx 30 fV! dx 

. Jo v'X2+1 In 8 

31 (2 dx 
• JI Y9x2 - 1 

32. f3 /4 :r:=;=d=::=x= =::: 
O V16x 2 + 9 

En los problemas 33 a 36, deducir la fórmula de derivación 
dada. 

d 
33. - tanh X = sech2 X 

dx 

d 
34. - coth x 

dx 
-eseh2 x, x>"O 

d 
35. - seeh x 

dx 
- seeh x tanh x 

d 
36. - eseh x = - eseh x eoth x, x>" O 

dx 
37. (a) Definir la función arc tan x. ¿Cuáles son su domi­

nio y su imagen? Demostrar que 

d 1 
-d are tanh x = -1--2 ' 

X -x 
Ixl < 1. 

Hacer un dibujo de la gráfica de y = arc tanh x. 

(b) Determinar 

~[!ln l~I J dx 2 1 - x 

(e) Demostrar que 

1 (1 + x) are tanh x = 2 In 1 _ x ' Ixl < 1. 

38. Evaluar 

f-
5 dx 

-IO~' 

Sugerencia: Hacer x = - u. 

*39. En este problema exploraremos la relación que existe 
entre las funciones hiperbólicas y las hipérbolas. Se 
tiene la ecuación :x?- - l = 1, cuya gráfica es la 
hipérbola que se ve en la figura 8.7.9a. 

(a) Demostrar que x = cosh t, y = senh t para - 00 < 
t < 00 es una representación paramétrica de la rama 
derecha de la hipérbola. Deseamos dar una repre­
sentación geométrica al parámetro t. 

(b) Para un valor fijo de t > O el punto P correspon­
diente cuyas coordenadas son (eosh t, senh t) per­
tenece a la parte de la hipérbola que está en el 
primer cuadrante (véase figura 8.7.9b). Demostrar 
que el área A(t) de la región sombreada OPQ de la 
figura 8.7.9b está dada por 

A(t) = I senh t eosh t 

_ f"'hl~dX. 

Sugerencia: obsérvese que I senh t cosh t es el área 
del triángulo OPR. 

(c) Consultar el problema 40(a) de la sección 6.4 y 
demostrar que, para cada t, 

A'(t) = I 

1tt
y 

% 

-1 1 

- 1 

%2 _ y2= 1 

(4) 

y 

(e) 

Figura 8.7.9 

y P(cosh l. senh t) 

% 

(b) 
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(d) Del resultado de la parte (c) se sigue que A(t) = 
(t/2) + e, donde e es una constante. Demostrar que, 
de hecho, A(t) = t/2. Así, el parámetro t es dos 
veces el área acotada por el eje x, la hipérbola y el 
segmento de recta O P. 

(e) A partir de la ecuación X2 + l = 1 del círculo 
unitario y de su representación paramétrica 
x = cos t, y = sen t (véase figura 8.7.ge), llevar a 
cabo un análisis semejante al que se hace en las 

PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 4 determinar (f-l)'(X), suponiendo 
que exista. También, determinar ¡(x) y r1(x). 

1. 2ff' = 1, f(O) = O 

2. f' = f, f(O) = 1 

3. f' - f2 = 1, f(O) = O 

4. U'y - f2 = -1 , }(O) = O 

En los problemas 5 a 8, localizar el mayor intervalo de la 
forma a ::; x < 00 para el cual la función dada tiene una 
inversa. También determinar ¡-I(X). 

5. Y = X2 

7. Y = ax2 + bx + e 

6. Y = 2X2 + X + 1 

8. Y = x 4 + 1 

En los problemas 9 a 12, determinar la inversa de la 
función dada, o si es el caso, demostrar que la función no 
tiene inversa. 

9. f(x) = víxl, - oo<x<oo 

10. f(x) = Y(x - 2)2 -oo <x<oo 

eX + e-X 
11. f(x) = _' x #- O eX - e :t 

U.f(x) = In~ 
-In~, -l <x<l 

En los problemas 13 a 22, determinar la derivada y' de la 
función dada. 

13. y = 2 ln(xX) 14. Y = In 2xx 

PROBLEMAS DE REPASO 501 

partes (b) a (d) y demostrar que t tiene una inter­
pretación análoga en este caso. Así, en este senti­
do, las funciones hiperbólicas se relacionan con 
una hipérbola del mismo modo que las funciones 
trigonométricas se relacionan con un círculo. 

(f) Demostrar que en el caso del círculo, t se puede 
interpretar también como la longitud del arco QP. 
¿Es válida esta interpretación también para el caso 
de la hipérbola? 

15. Y = arcsen(e - X
) 

(
ax + b) 16. Y = In ---
ex + d 

17. Y = lag. eX 

18. y = senh(loglO co.sh 2 X) 

19. Y = arc senh(ln senh x) 20. Y lag3 are tan x 

21. Y = arc tan(senh x) 

22. y = exp(laglosenh x) 

En los problemas 23 a 34 evaluar la integral dada. 

23. f (ax + b)e(·X+b)2 dx f 
eX 

24. 1 + e2x dx 

25. f (1 + tan2 x)2 tanx dx 

26. f (ex - e-X)2'X H -X dx 

27. f (cas x) TI,en, dx 

28. f (2 x In 2 + 3' In 3)e 2x
+

3X dx 

fin 4 
30')0 21og

, ,x dx 

3l. f dx 
Ix - 41 Y(x - 4)2 - 4 

32. f x dx 
v?"+1 

33. f dx 
\IX (1 + x) 
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502 FUNCIONES ELEMENTALES TRASCENDENTES 

En los problemas 35 a 40 evaluar el límite dado. 

sen (In x) 
35.lfm---

x-I In x 
36. lím x (a / ln x ) , 

x-o+ 

37.lím(l / t M)e - (II') , M > O 
/-Of) 

enx - 1 
38. lím --- , n > O 

x-o x 

0: > 0 

arc sen x 
39.lím --- 40 .. lím 2 arc tan x 

x_1I x x-o x 

41. (a) Empleando el teorema del valor medio para inte­
grales (teorema 6.3.5), demostrar que para x > O, 

X 
-1--

2 
< arc tan x < x. 

+ x 

(b)¿Cuál es el resultado correspondiente cuando 
x> O? 

42. Emplear el resultado del problema 41 para demostrar 
que 

~ ln(l + X 2) < I: arc tan t dt < ~. 

43. Determinar todos los valores de x tales que 

(In x)2 - ln(x 2) = O. 

44. Determinar todos los valores de x tales que 

1 
(In X) 2 + In - + 1 = O. 

X 2 

°45. Emplear el método de Newton para despejar la raíz 
x = rde 

senh2 x - 2 v'COSh 2 X - 1 + 1 = O, 

empleando Xo = 1 como tentativa inicial. ¿Converge 
el método de Newton al valor correcto de r si Xo = O 
se usa como valor tentativo inicial? Explicar los re­
sultados. 

°46. Emplear el método de Newton para resolver 

e (4/ 3)x - 2 e (213)x + 1 = tan x , 
1T 1T 

-- < X < -
2 2' 

47. Emplear el resultado del problema 35 de la sección 
8.5 para determinar la relación entre In 10 y 10gIOe. 

Para la fu nción dada en los problemas 48 a 53, determinar 
todos los puntos críticos, los intervalos en los que la 
función es creciente o decreciente, los intervalos donde la 
función es cóncava hacia arriba o cóncava hacia abajo, y 
todos los máximos y mínimos locales y globales. Hacer un 
dibujo de la gráfica de la función. 

48.f(x)=xlnx-x, x> O 

49. f(x) e (lnx )2, x> O 

50. f(x) ln(x + v'X'2'=1), x ~ 1 

51. f(x) 

52. f(x) 

53. f(x) 

e ",n x , O !S X !S 21T 

are tan(senh x) 

senh x + eosh x 
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Capítulo 9 

La formulación matemática de muchos problemas que 
aparecen en las ciencias físicas, naturales y sociales 
conduce finalmente al problema de evaluar ya sea una 
integral definida 

f f(x) dx 

o bien una integral indefinida (antiderivada) 

f f(x) dx. 

Según el teorema 6.4.3 (el teorema fundamental del 
cálculo), un modo de evaluar una integral definida es 
reconocer una antiderivada del integrando. A veces es 
posible hacerlo inmediatamente, pero con frecuencia 
se necesita un poco de manipulación preliminar. En 
este capítulo describiremos varios métodos que con 
frecuencia son de utilidad para determinar antideriva­
das, o al menos para convertir integrales a formas más 
sencillas. 

Una herramienta importante al manejar integrales 
definidas e indefinidas es una tabla razonablemente 
extensa de integrales. La tabla 9.1 contiene una lista de 
algunas fórmulas de integración que ya se han deduci­
do en este libro. Las primeras siete son indispensables 
y el empleo frecuente de ellas las debe hacer fáciles de 
recordar cuando sea necesario. Los otros elementos de 
la tabla 9.1 también son importantes, pero no se presen­
tan con tanta frecuencia. La tabla más detallada que 

,. 

CALCULO 

Métodos de 
integración 
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504 MÉTODOS DE INTEGRACiÓN 

Tabla 9.1 Algunas fórmulas elementales de integración 

I 
U,+l 

1. u' du = -- + e 
r + 1 ' 

r ~ -1 

I du 
2. -; = In lul + e 

3. I sen u du = - cos u + e 

4. I cos u du = sen u + c 

5. I e" du = e" + e 

6. I du ~ = are senu + e, 
1 - u2 

7. I du ---2 = are tan u + e 
1 + u 

8. I senh u du = cosh u + e 

9. I cosh u du = senh u + c 

10. I sec2 u du = tan u + e 

11. I sec u tan u du = sec u + e 

u I ~ ucsffihu+c . v'f+U2 = 

13 I du = arc cosh u + e . Vu2=1 

Nota: En cada fórmula u es función de x derivable. 

aparece en las cubiertas interiores del libro es más que adecuada para un curso de 
cálculo y constituye una referencia para posibles empleos posteriores . Se pueden 
conseguir también conjuntos mucho más extensos de fórmulas de integración en 
diversos manuales de matemáticas. 

En años recientes se han desarrollado varios paquetes de programas de cómputo 
para la computación simbólica que incluyen rutinas de integración. Los mejores 
determinan la integral indefinida de cualquier función cuya integra.! pueda expresarse 
en términos de las funciones elementales: algebraicas, trigonométricas, exponenciales 
y logarítmicas, o bien indican que no existe alguna de las funciones de esos tipos. Estos 
programas son capaces de dar las integrales indefinidas de las func iones elementales 
que aparecen en una tabla estándar de integrales y de evaluar muchas integrales que 
no están en sus tablas . Son una ayuda tremenda para las personas que deben trabajar 
con frecuencia con integraciones complicadas . 
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9.1 MÁS SOBRE EL TEMA DE SUSTITUCiÓN 505 

A pesar de la disponibilidad de tablas de integrales y de paquetes de cómputo de 
integración simbólica, de todos modos vale la pena tener cierta destreza en las técnicas 
de integración más importantes. Para integrales relativamente sencillas podrá convenir 
y ser más rápido evaluar a mano el integrando mediante uno de los métodos de este 
capítulo, que buscar en una extensa tabla, o ir a la computadora y pedir los programas 
necesarios. 

9.1 MÁS SOBRE EL TEMA DE SUSTITUCiÓN 

En la sección 6.5 hicimos notar que a veces se pueden facilitar mucho las tareas de 
determinar una antiderivada, o de evaluar una integral definida, mediante una sustitu­
ción adecuada o un cambio de variable de la integración. Por ejemplo, supóngase que 
deseamos determinar 

f g(x) dx. 

Según la descripción de la sección 6.5, podemos hacer u = u(x), determinar dú = 
u'(x) dx y tratar de escribir 

g(x) dx = f[u(x)]u'(x) dx = J(u) du, (1) 

en la cual J tiene una antiderivada identificable. Si F es una antiderivada de J, entonces 

f g(x) dx = f f(u) du = F(u) + k = F[u(x)] + k, (2) 

en la cual k es una constante arbitraria. Además, según el teorema 6.5.1, 

r g(x) dx = r J(u) du = F(d) - F(c), (3) 

siempre que e = u(a), d = u(b) y que la ecuación (1) sea válida. 
En la sección 6.5 estuvo algo restringido el empleo de las sustituciones, porque 

habíamos desarrollado, por entonces, relativamente pocas fórmulas de derivación y de 
integración. Ahora que tenemos mucho más fórmulas disponibles, es adecuado tratar 
algunos ejemplos más de sustituciones como medio de evaluar o de simplificar las 
integrales. Como hemos indicado antes, con frecuencia se sugiere una buena sustitu­
ción cuando el integrando tiene determinadas características. También ayuda el ser 
capaz de reconocer integrales que tengan soluciones elementales. Por esto, se aconseja 
mucho conocer al menos las fórmulas de integración de la tabla 9.1. 

EJEMPLO 1 

Determinar 

http://carlos2524.jimdo.com/



506 MÉTODOS DE INTEGRACiÓN 

I tan ax dx , (4) 

donde a es una constante positiva. 
Como esta integral no aparece en la tabla 9.1, primero debemos reformular el 

integrando para obtener una forma más cómoda. Como primer paso expresamos la 
tangente en términos de seno y coseno, esto es 

I I sen ax 
tan ax dx = -- dx . 

cos ax 
(5) 

A continuación vemos que en el lado derecho de la ecuación 5 el numerador está 
relacionado con la derivada del denominador. Esto nos sugiere tratar de hacer una 
sustitución que nos permita emplear la fórmula 2 de la tabla 9.1. De acuerdo con ello, 
hacemos que u=; cos ax, y entonces du = -a sen ax dx, y sen ax dx = -dula. Entonces 
el integrando se transforma en 

I sen ax I ~ (-:u) = 
_! I du --o dx 

cos ax a u 

1 
- -lnlu l + c. 

a 

Así 

I tan ax dx 
1 

-- lnlcos ax l + c. I (6) 
a 

EJEMPLO 2 

Determinar 

I 2X2 - ~ + 26 
(7) 

Al revisar la tabla 9.1 no encontramos ninguna integral que tenga esta forma; la 
más parecida es la fórmula 7, para la integral de (1 + U

2
) - I. Podemos reducir el 

integrando de la ecuación 7 a esa forma, completando el cuadrado y después empleando 
una sustitución . Observemos primero que 

Así, 

2X2 - 8x + 26 = 2[x 2 - 4x + 13] = 2[x2 - 4x + 4 + 9] 

= 2[(x - 2)2 + 9] = 18[1 + (x ~ 2Yl 
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9.1 MÁS SOBRE EL TEMA DE SUSTITUCiÓN 507 

J dx 1 J .,..---_dx-:-::--
2X 2 8x + 26 = 18 [(x 2)/3]2 + 

Ahora haremos que u = (x - 2)13, por lo que du = dx/3 , y dx = 3du. Entonces 

J 
dx 1 J du 1 

2X2 - 8x + 26 = 6 u2 + 1 = 6 are tan u + e 

1 x - 2 
= - are tan -- + e I 
63' (8) 

Siguiendo el procedimiento del ejemplo 2 y empleando las integrales 6, 7 , 12 Y 13 de 
la tabla 9.1 podemos evaluar todas las integrales de las formas 

J 
dx 

ax2 + f3x + o 
y (9) 

excepto las que se reducen a 

( 10) 

Las integrales que se pueden reducir a la forma (10) se pueden manejar mediante el 
método de fracciones parciales que describimos en la sección 9 .6. 

EJEMPLO 3 

Determinar 

J
I 5e2x 

-( ---2x-)-1-/ 3 dx. 
o 1 + e 

( 11 ) 

Este ejemplo muestra el caso en el que una expresión está elevada a una potenc ia, 
especialmente a una potencia fraccionari a. En tales casos a veces ay uda emplear esta 
expres ión como la base de una sustitución. Así, haremos que u = 1 + e2X, de modo que 
du = 2e2x

, y 5é'dx = 5 dul2. Además, u = 2 cuando x = O Y u = 1 + e2 cuando x = 

1. En consecuencia, según el teorema 6.5.\ , la integral (11 ) se transforma en 

------:----:~ dx - - - u - 113 du J
I 5e2x 5 JI +e' du 5 JI +e' 

o (1 + e2x ) 1/3 - 2 2 U 1/3 - 2 2 

= - u2l3 15 II +e
2 

4 2 
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En
ev

1
(13)

,-'
2

EJEMPLO 4

Determinar

Este ejemplo es algo semejante al ejemplo 2. El elemento de la tabla 9.1 que más
se asemeja a la integral (13) es la fórmula 6. Como en el ejemplo 2, se llevará a cabo
una manipulación preliminar seguida de una sustitución para reducir la integral de la
ecuación 13 a la forma que se desea. Primero obsérvese que

3 + 2x - x2 = 3 (X2 - 2x)

(X2 - 2x + 1 - 1)=.3

Así,

f Y3 +~x - x2 = ~ f -V¡::1=:::;:[::;::::~=-=1::7)=:::/2:;;F

. -
A continuación hacemos el cambio de variable u = (x - 1)12, por lo que du = dxl2 y
du = 2du. Además, si x = 1, entonces u = O y-si x = 2, entonces u = t. Por tanto

du(1/2

Jo -V-;:1=_=U:::;;2

are sen u I :/2

1T (14)

1 .
are sen 2 - are sen O

6' •

En cada uno de estos ejemplos hemos mostrado una sustitución adecuada. Sin
embargo, en la práctica, y en especial con los integrandos algo complicados, no es
raro que una sustitución no pueda simplificar mucho una integral. Sin embargo, si "
permanece uno alerta, hasta puede ayudar una sustitución aparentemente sin éxito,
ya sea sugiriendo una mejor sustitución, o quizá otro método distinto de proceder.
No hay que vacilar para probar una sustitución tan sólo porque no se pueda prever
si tendrá éxito.

Además, téngase en mente que siempre se puede comprobar la respuesta que se
obtuvo evaluando una integral indefinida. Tan s610 se deriva el resultado y se asegura
que la derivada concuerde con el integrando original.
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PROBLEMAS 

En 'los problemas 1 a 6, emplear la sustitución dada para 
evaluar la integral indefinida. 

J 3x 
1. 1 + 4X2 dx, u = 1 + 4X2 

u = v'X 

J 
eX 

3 .• ~dx, 
vI + eX 

4. J s ds, 
\13 - 4s2 

5. J (In
x
X)3 dx, 

6. J dx v'X' 
1 + x 

u = eX 

u = 3 - 4s2 

u = Inx 

u=l+v'X 

En los problemas 7 a 26 seleccionar una sustitución ade­
cuada para evaluar la integral indefinida o definida que se 
da. 

7. J cot x dx 

9 J 2 cos x dx 
. 1 + sen2 x 

13. P x dx 
JI 1 + x 

J 
el/x 

8. -2 dx 
x 

11 'Ir 
10. o cos ¡(x + 3) dx 

9.2 INTEGRACiÓN POR PARTES 

9.2 INTEGRACiÓN POR PARTES 509 

15. J cosh ~senh4 ~ dx 

17. J cos~n x) dx 

J a sen x 
IR. b k dx , + cos x 

19. J x2~7 + 2X3)1 13 dx 

21. (, ~ 
J2 x In x 

23. J tanh 2x dx 

25. fX3~dx 

16. (e In Xl dx, 
JI X 

a,b; k~O 

20. J arc tan x dx 
1 + X2 

J x dx 
22. (X2 + 1)312 

24. J eXe" dx 

26. P dx 
J4 X + v'X 

c>l 

En los problemas 27 a 34 determinar la integral dada. 

27. J dx 
\l4x - X2 

28J dx 
• 2X2 - 12x + 36 

29. J 4x + 18 dx 
X2 + 4x + 29 

30. J 3 dx 
\18 - 2x - X2 

31. J' dx 
, \l4x2 + 16x + 17 

32. J dx 
X2 - 8x + 21 

33. (4 3 dx 
JI 2X2 + 8x + 26 

34. (4 dx 
J2 \lx2 - 4x + 8 

*35. Si f es una función continua, demostrar que 

r <f>f(sen <f» d<f> = ~ r f(sen <f» d<f>. 

Sugerencia: intentar el cambio de variable <f> = 'Ir - a. 

Una de las técnicas más importantes y útiles es la integración por partes. Esta técnica 
se basa en la fórmula de la derivada de un producto: si u y v son funciones derivables, 
entonces 

d 
dx(uv) 

dv du 
u dx + v dx' (1) 
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510 MÉTODOS DE INTEGRACiÓN 

Integrando la ecuación 1, Y omitiendo la constante de integración , obtenemos 

J dv J du 
uv = u dx dx + v dx dx. (2) 

Se puede volver a escribir la ecuación 2 en la siguiente forma: 

u - dx = uv - v - dx J dv J du 
dx dx 

(3a) 

o bien 

J u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) - J v(x)u '(x) dx. (3b) 

Las fórm ulas para las integrales definidas que corresponden a las ecuac iones 3 son 

u - dx = uv - v - dx J
b dv lb Jb du 

a dx a a dx 
(4a) 

o bien 

f U(X)V ' (X) dx = u(b)v( b) - u(a)v(a) - f V(X)U ' (X) dx. (4b) 

En la f igura 9.2. 1 se muestra la interpretac ión geométrica de la ecuación 4(b). 

v 

t u(x)v'(x) d:c 

v(b)!----+----:::..r 

J: v(x )u'(x ) d:c 
v(a) f---7f 

u 

u(b) 

Figura 9.2.1 

Tambi én es pos ibl e expresar la relac ión de las ecuac iones 3 en términ os de u y v. 
Como du = u' (x) dx y dv = v' (x) dx , entonces de acuerdo con las ecuac iones 3(a) o 
3(b), 

J u dv = uv - J v duo (5) 

Ésta es la f órmula de la integración por partes que normalmente se recuerda . La 
importancia de las ecuac iones 3, 4 o 5 es que nos permiten expresar una integral en 
términos de otra . Es sorprendente la frecuencia con la que es posible arreglar que la 
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segunda integral sea más sencilla que la primera. En realidad, es parte del folklore de 
las matemáticas decir que si se tienen dudas, o que fallan otros métodos, se pruebe la 
integración por partes. A continuación mostraremos esta técnica mediante algunos 
ejemplos. 

EJEMPLO 1 

Determinar 

f x sen x dx. (6) 

Para emplear la integración por partes debemos descomponer el integrando para 
seleccionar u y dv. En este problema hay dos selecciones naturales que podríamos 
hacer, que son u = x, dv = sen x dx, o bien u = sen x, dv = x dx. Si hacemos que u = 
x y dv = sen x dx, entonces du = dx y v = - cos x . Por consiguiente, conforme a la 
ecuación 5 obtenemos 

f ::~enxdx. = :(~) - f (~)~ = - xcosx + f cosxdx, 
u dv u u v du 

de donde en forma inmediata se tiene que 

f x sen x dx = - x cos x + sen x + c. (7) 

Por otro lado, si seleccionamos inicialmente u = sen x y dv = x dx , entonces 
du = cos x dx y v = x212. En ese caso la ecuación 5" da 

,.. 2 1 f f x sen x dx = ~ sen x - 2 X2 cos x dx. 

El resultado es correcto, pero no ayuda porque expresa a la integral original en términos 
de otra que es más complicada, y no más sencilla, que es de lo que se trata. -

En el ejemplo 1 había dos posibilidades obvias para u y dv, una de las cuales es 
eficaz y la otra no. ¿Podemos ver antes cuál selección de u y dv es preferible? Obsérvese 
que el empleo de la integración por partes nos pide diferenciar el factor que hemos 
llamado u e integrar el factor que hemos llamado dv. En el ejemplo 1 no importa la 
diferencia que hay entre diferenciar o integrar a sen x; obtenemos ya sea cos x o - cos 
x en cualquier caso. Sin embargo, si se diferencia x se obtiene el resultado dx, que es 
más sencillo que el resúltado -x2f2 , obtenido al integrar a x. Es así que debiéramos 
seleccionar u = x y dv = sen'x-dx, de tal modo que diferenciemos a x e integremos a 
sen x más que proceder de la otra manera. Con frecuencia ayudan consideraciones 
<::o~ la anterior para seleccionar a u y dv . 
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Nótese también que al determinar a v a partir de dv omitimos normalmente la 
constante de integración. Esto se debe a que en general nos interesa obtener la forma 
más sencilla posible para v, y no la más general. Sin embargo, a veces se podrá desear 
asignar un valor no cero a la constante de integración (véanse problemas 41 a 43). 

EJEMPLO 2 

Determinar 

f x e
ax dx: (8) 

Como en el ejemplo 1, es mejor diférenciar ax, y no integrarlo. Así, para la integral 
(8) seleccionaremos a u = x ya dv = eax dx; entonces du = dx y v = (lIa) eax. Por lo 
que se obtiene 

o bien 

EJEMPLO 3 

Determinar 

f x eax dx = x (! e ax
) 

- '-,....-' - a 
u dv u ~ 

u 

1 
= - x eax 

a 

n entero positivo 

(9) 

(10) 

De acuerdo con nuestra experiencia en el ejemplo 2, probaremos con u = x" , 
dv. = eaxdx; así, du = nx"- ldx, V = (lIa)eax . Por tanto '. 

(11) 
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9.2 INTEGRACiÓN POR PARTES 513 

Se puede determinar la integral del lado derecho de la ecuación 11 remplazando a n 
por n - 1 en la fórmula que acabamos de deducir. La ecuación 11 es un ejemplo de 
una fórmula de reducción. La integral original se determina mediante el empleo 
repetido de la fórmula de reducción. Por ejemplo, para n = 3, tenemos que 

EJEMPLO 4 

Determinar 

(112 
Jo arc sen x dx. (13) 

Esta vez el integrando es una función para la que no reconocemos antiderivada alguna, 
pero para la cual sí conocemos la derivada. Por tanto, haremos que u = arc sen x, 
dv = dx. Entonces du = (1 - X2)-I/2dx, v = x. Por consiguiente 

(0
112 

arco sen x dx = (arc sen x) x I 0
1/2 

- (112 X dx J( Jo VI - X2 

1 1T (1 /2 X 

= 2· "6 - Jo VI _ X2 dx. 

La última integral se puede evaluar efectuando-el cambio de variable w = 1 - x2
, o 

por inspección. El resultado es 

f: arc senx dx = ~ + VI - x2 1:/2 = ~ + V; - 1 

== 0.1278 .• 

EJEMPLO 5 

Determinar 

(14) 
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f e - x sen 2x dx . (15) 

En este caso no hay diferencia entre escoger que u sea e-X o que sea sen 2x, porque 
en ambos casos la selección funciona bastante bien. Supongamos que hacemos que 
u = e-X y que dv = sen 2x dx. Entonces du = - e-X dx y v = -(cos 2x)/2. Por tanto 

f e - X sen 2x dx = -~ e -X cos 2x - ~ f e-X cos 2x dx. (16) 

Obsérvese que la integral que queda del lado derecho de la ecuación 16 es diferente de 
la de la ecuación 15, pero su dificultad es parecida y, por tanto, parece que la 
integración por partes no nos ayudó en este caso. Sin embargo, probaremos el proceso 
una vez más, haciendo que u = e- X y que dv = cos 2x dx; entonces du = - e-X dx y 
v = (sen 2x)l2 . Empleando la fórmula (5) de la integración por partes en la última 
integral de la ecuación 16, obtenemos 

f e-X sen 2x dx = - ~ e-X cos 2x 

1 
-- e-X cos 2x 

2 
1 1 J 4 e - X sen 2x - 4 e-X sen 2x dx. (17) 

La integral que queda del lado derecho de la ecuación 17 es la misma que la del lado 
izquierdo; por lo que podemos despejarla de la ecuación 17 para obtener el resultado 
que se desea: 

fe -x sen2xdx = 
2e - x cos 2x + e-X sen2x 

5 
+ e; (18) 

nótese que hemos agregado una constante arbitraria de integración en la ecuación 18 .• 

El procedimiento del ejemplo 5 se puede emplear para evaluar cualquier integral 
de la forma 

J eax cos bx dx o f eax sen bx dx, (19) 

donde a y b son constantes. Si bien se puede seleccionar en forma inicial que u sea la 
exponencial o el factor trigonométrico del integrando, es esencial, como en el ejemplo 
5, que se haga también la misma selección cuando se use la integración por partes la 
segunda vez; si no es así, no se obtendrá resultado útil. 

EJEMPLO 6 

Determinar 
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(20) 

Para este ejemplo no es obvia la selección de u y dv, al menos de inmediato. Una 
primera selección obvia es u = x 3 y dv = e -X dx, de modo que dv = e-x'dx y entonces 
u = 3x2dx, pero no podemos calcular v. Si recordamos que d(e -x')/dx = 2xe-x', esto 
sugiere la agrupación 

Podemos ahora hacer que u = x2
, dv = xe-x', de manera que du = 2x dx, v = - 1e-x'. 

Por tanto 

PROBLEMAS 

1 2 
- e-X + e 
2 

1 2 
-- e -X (X2 + 1) + c .• 

2 

En los problemas 1 a 24 determinar la integral definida o 
indefinida dada. 

1. J x cos x dx 2. J xe2x dx 

3. J X2 sen 'Ir x dx 4. J eh cos x dx 

f"2 6. L xe- X dx 5. x sen 'lrX dx 
() 

('2 . 8. in x 2cos X dx 7. eX sen 2x dx 
() 

15. J X 2 dx 
~ 

17. J x2x dx 

19. JJ In x dx 
IVx 

21. L x In(9 + X 2) dx 

23. J x 5(x J - 1)1/2 dx 

(21) 

PROBLEMAS 515 

16. J x(ln x)2 dx 

18. J X 2 In x dx 

20. J x(x + 10)50 dx 

22. J cos Vx dx 

24. J eVx dx 

9. f x 2e - x dx 
() 

11. J arc tan x dx 

10. J In x dx 

12. J x In x dx 

En los problemas 25 a 34 deducir la fórmula dada de 
integración. 

13. J sen(ln x) dx 14. J (ln x)2 dx 25. J eax sen bx dx 
eax(a sen bx - b cos bx) 

+ e 
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26. f eax cos bx dx 
eax(a cos bx + b sen bx) 

+ c 
a2 + b2 

'27. f x P In x dx 
xp+1 xp+1 

=--Inx- +C, 
p + 1 (p + 1)2 

f 
Xp+l 

28. xp(ln xy dx = -- (In X)2 
p + 1 

xp+1 x p+1 

2 (p + 1)2 In x + 2 (p + 1)3 + C, 

29. f xm sen ax dx 

P # - 1 

P # - 1 

xm cos ax m f 
a + -;; xm-l cos ax dx . 

JO. f xm cos ax dx 

= - - xm-l senax dx xm sen ax m f 
a a 

f xneOX nI 
31. x"eaxdx a - ~ x"-l eax dx 

32. f sen" ax dx 
-cos ax sen"-I ax n - 1 f + - n- sen"-2 ax dx 

na 

33. f (lnx)"dx = x (In x)" - n f (lnx)"-I dx 

34. f (a 2 
- x 2

)" dx 
= x(a2 - x2)" + 2n f x2(a2 - X2)"-1 dx 

35. Emplear los resultados de los problemas 29 y 30 para 
demostrar que 

f X2 sen 3x dx 
X2 cos 3x 

3 
+ 

2x sen 3x 

9 

2 cos 3x 
+ 27 

+ c 

36. Emplear el resultado del problema 31 para demostrar 
que 

37. Emplear los resultados de los problemas 29 y 30 para 
demostrar que 

L" x 3 senx dx = 11'3 - 611'. 

38. Evaluar I x3(l - ~)"dx, en la cual n es un entero 
positivo arbitrario. 

39. Emplear el resultado del problema 32 para demostrar 
que 

i" /2 

o sen2m x dx 

2m - 1 2m - 3 3 1 11' 
2m 2m - 2 ... 4 . 2 . '2' 

40. Si f" y g" son continuas, y si f(a) = f(b) = g(a) = 

g(b) = O, demostrar que 

f f(x)g"(x) dx = f f"(x)g(x) dx. 

Los problemas 41 a 43 muestran que a veces mediante una 
selección adecuada de la constante de integración para 
seleccionar a v se pueden simplificar los cálculos o se 
puede deducir alguna fórmula menos compleja. 

41. Considerar 

f In(x + 1) dx. 

(a) Evaluar esta integral seleccionando u = ln(x + 1), 
dv = dxy v = x. 

(b) Determinar esa integral seleccionando u = 

ln(x + 1), dv = dx siendo v = x + 1, que difiere 
de la v de la parte (a) por una constante. También, 
obsérvese que se puede simplificar el problema 
introduciendo primero el cambio de variable s = 

x + 1 ya continuación aplicando la integración por 
partes. 

42. Demostrar que 

f x arc tan x dx 
x 1 -- + _(X2 + 1)arc tan x + c. 
22 

Si dv = x dx, entonces v = x2/2 + C. Mediante una 
selección adecuada de e el cálculo se hace especial­
mente sencillo. Nótese que si se toma a e como cero, 
entonces el cálculo todavía se puede llevar a cabo 
observando que 

1 
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9.3 INTEGRALES DONDE INTERVIENEN SENOS Y COSENOS 517 

*43. Partiendo de la i4entidad 

f(b) - f(a) = f f'(t) dt, 

deducir las siguientes generalizaciones del teorema 
del valor medio: 

(a) f(b) - f(a) 

= f'(a)(b - a) - f f"(t)(t - b) dt, 

(b) f(b) - f(a) = f'(a)(b - a) 

+ f";a) (b - a)2 + f f"it) (t - b)2 dt. 

*44. Si Y = f(x) tiene la función inversa x = ¡-l(y), 
demostrar que 

lb ff(b) f(x) dx + f-l(y) dy = bf(b) - af(a). 
a f(a) 

Esta relación nos permite seleccionar cualquiera de 
las dos integrales que sea más fácil de evaluar. 

45. Supóngase que deseamos calcular la integral indefi­
nida de e2x(2 sen 3x + 6 cos 3x). Al reflexionar acerca 
de cuál tipo de funciones tienen derivadas e2x sen 3x 
y e2x cos 3x, es razonable suponer que 

f e2x (2 sen 3x + 6cos 3x) dx 
= Ae2x sen 3x + Be2x cos 3x + e, 

en la cual las constantes A y B se deben determinar y 
e es una constante arbitraria. Al derivar ambos lados 
de esta ecuación, demostrar que A = N y B = f.. 

9.3 INTEGRALES DONDE INTERVIENEN 
SENOS Y COSENOS 

En esta sección estudiaremos técnicas para evaluar las integrales de algunas combina­
ciones de senos y cosenos. 

f senmx cosn x dx, donde m o n es entero positivo Impar 

Supongamos que n es un entero positivo impar. Si n = 1, tenemos que 

f senm x cos x dx. (1) 

Se puede evaluar esta integral haciendo que u = sen x, por lo que du = cos x dx, y 

senm X cos x dx = um du = --- + e = + e f f 
um+l senm+l x . 

m+l m+l' 
m 'i' - 1. (2) 

Nótese que si m = -1 , entonces el integrando es cot x y la integral se debe determinar 
mediante otro método. 

Para n = 3, reformulamos primero el integrando de la siguiente manera: 

f senm X cos3 X dx = f senm 
X cos2 

X cos x dx 

f senm x(l - sen2 x)cos x dx. 

A continuación hacemos que u = sen x, de manera que du = cos x dx y 
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f serr" X COS3 X dx f um(1 U2) du

Um+1 um+3

m + 3
+ e

m + 1

senm+1 X senm+3 x
m + 1 m + 3

+ e,

Ac

m v- -1, -3. (3)

De nuevo, si m = -1 ó m = -3, la integral se debe manejar de modo distinto.
En general, cuando n es un entero positivo impar, podemos escribir cos" X

cosn-1x cos x, donde n - 1 es un entero par o cero. Podemos entonces hacer que n -
= 2k, donde k es un entero positivo o cero. Por tanto -E.

f serr" x cos" x dx = f serr" x cosn
-
1

X cos x dx

f serr" x COS2k x cos x dx

f serr" x( cos? X)k cos ~ dx

f sen'" x(1 - sen! x/ cos x dx.

A continuación, hacemos que u = sen x, por lo que du = cos x dx. Entonces

D¡

(4) A

La integral del lado derecho de la ecuación 4 se puede evaluar con facilidad para valores
específicos de m y k = (n - 1)/2 mediante el teorema del binomio, desarrollando
(1 - U2)k. Obsérvese que m no necesita ser un entero positivo.

Si m es un entero positivo y n no lo es, entonces el procedimiento es el mismo que
acabamos de describir y los papeles de sen y de cos se intercambian. Esto se muestra
en el ejemplo 1. Si tanto m como n son enteros impares positivos, podemos proceder
en cualquiera de las maneras descritas.

EJEMPLO 1

Determinar

f sen ' x dx.

Para esta integral, m = 3 Yn = O. Primero escribiremos

f sen'' x dx = f sen? x sen z dx
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f (1 - cos 2 x)sen X dx. 

A continuación hacemos que u = cos x y por tanto du = -sen x dx . Entonces 

EJEMPLO 2 

Determinar 

f sen3 x dx = f (1 - u2
)( _du) 

= -(u - ~3 ) + e 

1 
= - cos x + - cos3 X + c .• 

3 

f sen 1/2 x cos3 X dx. 

Para esta integral, m = 1 y n = 3. Tenemos que 

f sen l
/
2 x cos3 x dx = f sen l12 x cos2 x cos x dx . 

f sen l
/
2 x (1 - sen2 x) cos ~ dx. 

A continuación hacemos que u = sen x por lo que du = cos x dx. Entonces 

f sen l
/2 x cos3 x dx f U

I
/
2 (1 - u2 

) du 

f (u 1/2 - - U 5/2 ) du 

U3/2 U712 

3/2 7/2+ C 

~ sen312 x - ~ sen7/2 x + C .• 
3 7 

I senm X cosn x dx, donde m y n son 
enteros positivos o cero 

(5) 

(6) 

En este caso se puede simplificar el integrando si se emplean las identidades trigono­
métricas para la mitad del ángulo: 

cos2 
X = 

1 + cos 2x 
sen2 x 

- cos 2x 
2 2 

(7) 

Por ejemplo, 

f cos2 x dx f 1 + cos 2x 
dx =:!.. 

2 2 
+ 

4 
sen 2x + c, (8) 
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f f 
1 - cos 2x x 1 

sen2 x dx = 2 dx ="2 - ¡ sen 2x + c. (9) 

Se podría necesitar el empleo de las identidades 7 varias veces. El procedimiento 
se muestra en los dos ejemplos siguientes. 

EJEMPLO 3 

Determinar 

J cos4 
X dx. 

Tenemos que 

J cos4 
X dx = J (cos2 

X)2 dx 

J e + ~OS2Xr dx 

= ¡ J (1 + 2 cos 2x + cos2 2x) dx. 

Sabemos cómo integrar los dos primeros términos. Para el término cos2 2x empleamos 
de nuevo la fórmula para la mitad del ángulo para obtener 

J cos4 x dx = ¡ J (1 + 2 cos 2x + 1 + ~os 4X) dx 

= ¡ J G + 2 cos 2x + ~ cos 4X) dx 

1 [3 1] = 4 2x + sen2x + ssen4x + C 

311 
= S x + 4 sen2x + 32 sen4x + c. • (lO) 

EJEMPLO 4 

Determinar 

J sen4 x cos2 x dx. 

Tenemos 

J sen4 x cos2 x dx J (sen2 X)2 cos2 X dx 
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= J e -~os 2x r e + ~os 2X) dx 

= ~ J (1 - 2 cos 2x + cos2 2x)(1 + cos 2x) dx 

= ~ J (1 - cos 2x - cos2 2x + cos3 2x) dx . 

Para el término cos2 2x de nuevo usaremos la fórmula para la mitad del ángulo; para el 
término cos3 2x 'procederemos como en el ejemplo 2, porque tenemos una potencia 
impar del coseno. De este modo tenemos que 

J 
1 J [ 1 + cos 4X] sen4 x cos2 x dx = 8 1 - cos 2x - 2 dx 

+ ~ J (cos2 2x)cos 2x dx 

= ! J (! - cos 2x - ! cos 4X) dx 
8 2 2 · 

+ ~ J (1 - sen2 2x)cos 2x dx. 

En la última integral hacemos la sustitución u = sen 2x, du = 2 cos 2x dx. Así 
obtenemos 

J 
1 (x sen 2x sen4x) 1 J du 

sen 4 x cos2 x dx = 8 :2 - -2- - - 8- + 8 (1 - u2
) 2 

= 116 x - 116 sen 2x - ~ sen4x + 1~ (u _ ~3) 
1 1 1 

= - x - - sen 2x - - sen 4x 
16 16 94 

1 1 
+ 16 sen2x - 48 sen3 2x + e 

= 1~ (x - ¡ sen 4x - ~ sen3 2X) + c. • 

+ e 

(11) 

La tabla 9.2 resume los resultados que se han obtenido hasta ahora en esta sección. 

Integrales de productos de senos o cosenos de 
ángulos distintos 

Una integral que tenga una de las siguientes formas 
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Tabla 9.2 Evaluación de I senm x cosn :x dx 

Integrando 

m entero impar positivo; 
n arbitrario 
n entero impar positivo; 
m arbitrario 
m y n enteros pares no negativos 

Estrategia 

Hacer u = cos x 
du = -sen xdx 
Hacer u = sen x 
du = cosx dx 
Reducir exponentes 

Identidad adecuada 

sen2 x = 1 - cos2 X 

cos2 X = 1 - sen2 x 

2 1 - cos 2x 
sen x = 2 

1 + cos 2x 
cos2 x = ----

2 

J sen ax cos bx dx, J sen ax sen bx dx, J cos ax cos bx dx, 

se puede determinar con facilidad empleando una de las siguientes identidades trigo­
nométricas: 

sen ax cos bx = ~ [sen(a - b)x + sen (a + b)x] , 

sen ax sen bx 

cos ax cos bx 

~ [cosCa - b)x - cosCa + b)x], 

~ [cosCa - b)x + cosCa + b)x], 

(12a) 

(12b) 

(12c) 

Estas identidades se pueden deducir con facilidad mediante las combinaciones adecua­
das de las fórmulas para la suma y la diferencia del coseno y del seno: 

cosCa + b)x 

sen(a + b)x 

cos ax cos bx + sen ax sen bx, 

sen ax cos bx + cos ax sen bx. 

(13a) 

(13b) 

Por ejemplo, si sumamos las fórmulas de cos (a ± b)x se obtiene la fó~mula 12c. 

EJEMPLO 5 

Determinar 

J cos x cos 2x dx y J sen 3x cos 2x dx. 

Al emplear la fórmula (12c) con a = 1 Y b = 2 obtenemos 

f cos x cos 2x dx = f ~ [cos( - x) + cos 3x] dx 

~ f (cos x + cos 3x) dx 
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1 1 2 senx + 6 sen3x + c. (14) 

Igualmente, al emplear la fórmula (12a) con a = 3 Y b = 2, se obtiene 

J sen3x cos 2x dx = J ~ [sen x + sen5x] dx 

1 
-- cos x 

2 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 24 determinar la integral indefinida 
o definida que se indica. 

1. 1"/4 cos2 e de 

3. J sen' x cos2 x dx 

s. J cos l
/ ' x sen l x dx 

7. J cos4 x sen2 x dx 

9. L"/2 Vcos x sen' x dx 

11. --dx f" /2 COS x 

,, /6 v' sen x 

13. 1" sen4 x dx 

15. J sen- 2 x ~os; x dx 

16. L"/2 sen 4x cos 2x dx 

17. J sen 3x sen x dx 

(In TI 
18. Jo cos TIX COS '2 x dx 

2. J cos2 x sen x dx 

4. J sen2 e cos2 e de 

6. J cos5 X dx 

8. J sen 6 x dx 

10. 1" V sen x cos x dx 

12. J COS - 4 x sen' x dx 

14. J sen 2 3x cos5 3x dx 

19. J (cos 4x - cos 2x)2 dx J 

20. J sen !x sen 2x dx 

1 
10 cos 5x + c .• (15) 

21. J cos 3x sen 2x dx 22. J cos 3x cos 5x dx 

23. J sen 2x sen 4x sen 6x dx 

24. J sen x cos 3x sen 5x dx 

25. Evaluar J x\l - x2)"dx en la que n es un entero 
positivo arbitrario. Emplear la sustituci6n x = sen u. 
Comparar el resultado con el del problema 38 en la 
secci6n 9.2. 

26. Determinar el volumen del s6lido que se forma al 
girar el área entre la curva y = sen x y el eje x para 
O :s x :s TI, alrededor del eje x. 

27. Determinar el volumen del s6lido que se forma al 
girar el área comprendida entre las curvas y = cos x 
y y = sen x para O :s x :s TI/4 alrededor del eje x. 

Algunas propiedades de la cicloide 

Las ecuaciones paramétricas de la cicloide (véase ejemplo 
6 de la secci6n 5.5) son: 

x = a(e - sene) , y = a(l - cos e) . 

28. Determinar el área de la regi6n comprendida entre el 
eje x y un arco de la cicloide. 

29. Determinar el volumen del s6lido que se forma al 
hacer girar la regi6n del problema 28 alrededor del 
eje x. 

30. Determinar la longitud de un arco de la cicloide. 

31. Determinar el área de la superficie del s6lido que se 
describe en el problema 29. 

http://carlos2524.jimdo.com/



524 MÉTODOS DE INTEGRACiÓN

32. Deducir las siguientes fórmulas de integración: 33. Deducir las siguientes fórmulas de integración, donde Er
m y n son enteros cualesquiera, pero diferentes de ot
cero.

(a) f" cos nx cos mx dx = {O,
m ~n

_~ TI, m = n.

(b) f~"cos nx sen mx dx = O. o

(c) f" sen nx senmx dx = {O,
m ~n

-1'1" TI, m = n.

f cos(b - a)x
(a) . sen ax cos bx dx 2(b _ a)

cos(b + a)x
2(b + a) ,

f sen(a - b)x
sen ax sen bx dx = 2(a _ b)

sen(a + b)x
2(a + b) ,

f sen(a - b)x
(e) cos ax cos bx dx = 2(a _ b)

sen(a + b)x
+ 2(a + b) ,

(b)

Estas relaciones se conocen como las propiedades de
ortogonalidad de los senos y de los cosenos. Son impor-
tantes en el análisis de Fourier, en el que se estudia la
posibilidad de expresar a una función periódica arbitra-
ria como una suma de senos y de cosenos.

9.4 INTEGRALES DONDE INTERVIENEN OTRAS
FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS

Se pueden emplear técnicas semejantes a las que se usaron en la sección 9.3 para evaluar
las integrales de otras funciones trigonométricas. En particular, para integrando s donde
interviene tan x, cot x, sec x y ese x con frecuencia es conveniente emplear las
identidades

sec' x - tan? x = 1 Y ese? x - cot- x 1 (1)

Yrecordar las fórmulas de derivación

(tan x)' sec? x, (see x)' sec x tan x,

(cot x)' +csc? x, (ese x)' = -ese x cot x. (2)

f tann x dx y f cc;>tnx dx, donde n es un entero positivo

Sólo estudiaremos f tan" x dx; la determinación de f cot" x dx es semejante. Para n = 1
sabemos (ejemplo 1, sección 9.1) que f tan x dx = +lnlcos xl + c. Así suponemos que
n 2: 2. Entonces

f tan" x dx f tann-2 x tan? x dx

f tann-2 x (sec? x - 1) dx

f tan=? x sec? x dx - f tann-2 x dx.
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En la primera integral hacemos que u = tan x, por lo que du = sec2x dx y con ello 
obtenemos 

J tann x dx = J un
-

2 du - J tann- 2 x dx 

= - - - tann- 2 x dx u
n

-
1 J 

n - 1 
o sea 

J 
tann - l x J 

tann x dx = - tann- 2 x dx, 
n - 1 

n 2: 2. (3) 

Mediante la aplicación repetida de la fórmula de reducción (3) se obtiene al final la 
integral f tan x dx si n es impar, o bien la integral f tanOx dx = f dx si n es par. Así se 
puede evaluar la integral f tannx dx para cualquier entero positivo n. 

La fórmula de reducción correspondiente para cotn x, que se deja como ejercicio, 
es 

J 
cotn - l x J 

cotn x dx = - - cotn - 2 x dx, 
n - 1 

n 2: 2. (4) 

En lugar de memorizar las fórmulas de reducción (3) y (4), se aconseja al lector 
recordar el método para integrar potencias enteras de tan x y cot x. 

EJEMPLO 1 

Determinar 

J tan3 x dx. 

Tenemos que 

J tan3 x dx = J tan x(see2 x - 1) dx 

J tan x see2 x dx - J tan x dx. 

En la primera integral hacemos que u = tan x y por tanto du = sec2x dx. Conocemos 
la respuesta en el caso de la segunda integral. Así, obtenemos 

J tan3 x dx = J u du + lnleos x l 

1 
= 2 u2 .+ ln leos x l + c 

1 
= 2 tan2 x + In leos xl + c .• (5) 
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1 secn x dx y I cscnx dx, donde n es un entero positivo 

Sólo estudiaremos la determinación de J secnx dx; la de J cscnx dx es semejante. 
Primero, debemos cuidar el caso de n = 1, esto es, debemos determinar J sec x dx. 
Parece no haber un método obvio* para evaluar esta integral; los diversos modos de 
deducir el resultado dependen de determinado procedimiento matemático que al prin­
cipio podrá parecer oscuro. Una manera de proceder consiste en multiplicar y dividir 
el integrando por sec x + tan x. Con esto se obtiene 

J J 
sec x + tan x dx sec x dx = sec x --- ---
sec x + tan x 

= J sec x tan x + sec
2 x dx . 

sec x + tan x 

A continuación hacemos que u = sec x + tan x, por lo que du = (sec x tan x + sec2x)dx. 
Entonces 

J sec x dx = J d: = lnlul + e 

ln lsec x + tan xl + c. (6) 

Para n > 1 veremos los casos en que n es par e impar por separado. Si n es par, 
sea n = 2k Y se tiene que secnx dx = sec2k

-
2x sec2x dx; con esto se obtiene 

J secn x dx = J sec2k
-

2 x sec2 x dx 

= J (1 + tan2 X)<2k - 2)/2 sec2 X dx 

J (1 + tan2 X)k - I sec2 x dx. 

Nótese que como n es par y n > 1, se sigue que k - 1 es cero o un entero positivo. Si 
hacemos que u = tan x, entonces du = sec2x dx, y obtenemos 

J secn x dx = J (1 + U2)k-1 du, (7) 

que se puede integrar con facilidad para un valor dado de k mediante el teorema del 
binomio. 

Cuando n es número impar mayor que uno, empleamos la integración por partes 
para obtener una fórmula de reducción: 

* Una narración de la historia de f sec x dx y de su relación con la navegación y la cartografía la presentan 
V. Frederick Rickey y Philip Tuchinsky en "An Application of Geography to Mathematics: History of the 
Integral of the Secal'.t" (Aplicación de la geografía a las matemáticas; historia de la integral de la secante), 
Mathematics Magazine , 53,1980, Págs. 162-166. 
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J secn x dx J ,sec
n
.-

2 XJS~ 
u du 

secn- 2 x tan x - J (n - 2)secn- 3 x sec x t!'\J1 x tan x dx 

= secn- 2 x tan x - (n - 2) J secn- 2 x tan2 x dx . 

En la última integral escribimos tan2x en términos de sec2x y obtenemos 

J secn x dx = secn- 2 x tan x - (n 2) J secn- 2 x(sec2 x - 1) dx 

secn- 2 x tan x - (n 2) J secn x dx + (n - 2) J secn- 2 x dx. 

Al despejar f secnx dx de esta ecuación, obtenemos la fórmula 

J 
secn - 2 

X tan x n - 2 J 
secn x dx = + -- secn- 2 x dx, 

n - 1 n - 1 
n> 1. (8) 

La fórmula de reducción (8) es válida para cualquier entero n > 1; sin embargo, si n 
es par, probablemente sea más fácil emplear la fórmula (7) . 

Los resultados correspondientes para f csc"x dx son 

J csc x dx = lnlcsc x - cot xl + c, 

y 

cscn x dx = - + -- cscn- 2 X dx. J 
cscn-2 X cot x n - 2 J 

n - 1 n - 1 

Nuevamente, es mejor estudiar el método que memorizar las fórmulas (8) y (lO) . 

EJEMPLO 2 

Determinar 

J sec4 x dx. 

Mostraremos el empleo de la ecuación 7 para n = 4. El resultado es 

J sec4 x dx = J (1 + u2
) du, 

1 
u + - u3 + C 

3 

u = tan x 

1 
tan x + 3" tan3 x + c .• 

(9) 

(lO) 

(11) 

http://carlos2524.jimdo.com/



528 MÉTODOS DE INTEGRACiÓN 

f tanm X secn X dxy f cotm X cscn X dx 

De nuevo, sólo consideraremos la primera integral; el caso es semejante para la 
segunda. Debemos distinguir varios casos que dependen de los valores de m y n. 
Describiremos el procedimiento que se va a usar y lo ejemplificaremos, pero no 
deduciremos las fórmulas generales. 

n es un entero par, m es arbitraria y no necesariamente un entero . En este caso 
asociamos una sec2x con dx, expresamos el resto del integrando en términos de tan x y 
hacemos que u = tan x. Así 

J tanm x secn x dx J tanm x secn- 2 x sec2 x dx 

J tanm x(1 + tan2 x)(n-2)/2 sec2 x dx 

J um(1 + u2)(n-2)/2 du, u = tan x, (12) 

donde (n - 2)/2 es cero o un entero positivo. 

EJEMPLO 3 

Determinar f tan2x sec4x dx. 
Primeramente escribimos 

J tan2 x sec4 x dx = J tan2 x sec2 x sec2 x dx 

= J tan2 x(1 + tan2 x)sec2 x dx. 

A continuación hacemos que u = tan x, con lo cual du = sec2x dx, y obtenemos 

J tan2 x sec4 x dx = J u2(1 + u2) du 

I I 
- u3 + - U

S + c 
3 5 

I I 
- tan3 x + - tanS x + c .• 
3 5 

(13) 

m es un entero impar, n es arbitraria y no necesariamente es un entero. En este 
caso asociamos a tan x sec x con dx, expresamos el resto del integrando en términos de 
sec x y hacemos que u = sec x . Entonces 

J tanm x secn x dx = J tanm
-

1 x secn
-

1 x(tan x sec x) dx 
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f (sec2 x - 1)(m - l)/2 secn - 1 x(tan x sec x) dx 

f (u2 - 1)(m - l) /2Un - 1 du, u = sec x, (14) 

en la cual m - 1 Y n - 1 son enteros positivos o cero. 

EJEMPLO 4 

Determinar J tan5x sec3x dx. 
Primero reformulamos la integral: 

f tanS x sec3 x dx = f tan4 x sec2 x(tan x sec x) dx 

f (sec2 x - 1)2 sec2 x(tan x sec x) dx . 

A continuación hacemos que u = sec x y por tanto du = tan x sec x dx. Encontramos 

que f tan5 x sec3 x dx = 

1 2 1 
= - U 7 - - u5 + - u 3 + c 
753 

121 
= - sec7 x - - sec5 x + - sec3 x + c. • (15) 
753 

n es impar y m es par. Expresamos al integrando completamente en términos de 
sec x y empleamos la fórmula de reducción (8) . Tenemos que 

f tan m x secn x dx = f (sec2 x - 1)m/2 secn x dx. (16) 

Como ml2 es un entero, el integrando es un polinomio en sec x; se puede determinar 
mediante métodos que se describieron antes . 

EJEMPLO 5 

Determinar J tan2x sec3x dx. 
Primero escribimos 
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PROBLEMAS 

f tan2 
X sec3 

X dx f (sec2 
X 1)sec3 X dx 

f (sec5 X - sec3 X) dx. 

A continuación empleamos la fórmula de reducción (8) para obtener 

f sec3 X tan X 3 f f tan2 
X sec3 

X dx = ---4- - + 4 sec3 X dx - sec3 x dx 

sec3 x tan x 

4 

sec3 x tan x 
4 

- + - sec x dx 1 [sec x tan x 1 f ] 
4 2 2 

sec x tan x 

8 
1 8 lnlsec x + tan xl + c . • 

(17) 

En la tabla 9.3 se resumen algunos de los resultados que se han obtenido en esta 
sección. 

Tabla 9.3 Evaluación de f tanmx sec"x dx 

Integrando 

n entero par positivo; 
m arbitrario 

m entero impar positivo 
n arbitrario 

m entero par no negativo 
n entero impar positivo 

Estrategia 

Agrupar sec2 x con dx; 
Hacer u = tan x 
du = sec2x dx 
Agrupar sec x tan x con 
dx; hacer u = sec x 
du = sec x tan x dx 
Expresar el integrando 
por completo en términos 
de sec x; emplear la 
fórmula de reducción (8) 

Identidad adecuada 

En los problemas 1 a 18 determinar la integral dada. 
11. f eot5 x ese3 x dx 

13. f eot2 x ese x dx 

15. f tan l
/2 x see4 x dx 

17. f tan3 x seel/2 x dx 

12. f eot2 x ese4 x dx 

14. f eot4 x ese4 x dx 

16. f tan - 2 x see6 x dx 

18. f tan5 x see- 3 x dx 

1. f see ax dx 2. f tan2 (3x - 2) dx 

3. f tan2 x see2 x dx 4. f sec3 2x dx 

5. f tan4 x dx 6. f tan4 x seex dx 

7. f tan3 2x see3 2x dx 

9. f tan x see5 x dx 

8. f tan3 x see4 x dx 

10. f tan3 '7TX see2 
'7TX dx 

19. A partir de la relación 1 - sen2 x = cos2x, demostrar 
que 
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1 - ·senx 

cos x 
cos x 

1 + sen x' 
En los problemas 22 a 25 , emplear la fórmula de reducción 
del problema 21 para determinar la integral dada. 

y por tanto que 

secx + cos x 
tan x 1 + sen x 

Emplear el último resultado para evaluar J sec x dx. 

20. (a) Demostrar que 

22. f cot2 x dx 

24. f cot4 X dx 

26. Demostrar que 

23. f cot3 x dx 

25. I cotS x dx 

f csc x dx = ln lcsc x - cot xl + c 

f cscn x dx 

cscn
-

2 
X cot x n 2 f 

----- + --- cscn - 2 X dx + c. 
n - 1 n - 1 

de manera semejante a la deducción de la ecuación 
6 del texto. 

En los problemas 27 a 29, emplear las fórmulas de los 
problemas 20 a 26 para evaluar la integral dada. 

(b) Determinar J csc x dx de manera semejante a la del 
problema 19. 

21. Deducir la fórmula de reducción 

27. f csc3 x dx 28. f csc4 
X dx 

29. f cscs x dx 

f cot" x dx 
En los problemas 30 y 31 emplear la fórmula para la mitad 
del ángulo y evaluar la integral respectiva. 

--- - - cot n - 2 xdx, cot,, - l x f 
n - 1 

n 2: 2. 30. f d6 
1 + cos6 

9.5 SUSTITUCIONES TRIGONOMÉTRICAS 

Si el integrando contiene -fa2 - x2, -fa2 +X2, o -fx2 - a 2 , donde a > O, con frecuencia es 
útil llevar a cabo una sustitución trigonométrica. Describiremos estos tres casos. 

Integrales que contienen -Va2 -x2 

Como ejemplos de estas integrales tenemos las siguientes : 

y (1) 

Está implícito en el radical -Va2 -x2 que - a :::::; x :::::; a o en algunos casos que - a < x 

< a, como en la segunda integral de la ecuación l . Desde luego, se puede restringir a 
x a un intervalo más pequeño, pero en todo caso Ixl no puede ser mayor que a, porque 
entonces -Va2 - xl sería imaginaria .. 

El principal obstáculo para evaluar integrales como las de la ecuación 1 es la 
presencia del radical -Va2 -x2 en el integrando. De acuerdo con ello, buscaremos una 

f d6 
31. 1 - cos 6 
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Figura 9.5.1 
La sustitución 
x = a sen e. 

sustitución que simplifique al radical y que por tanto haga más fácil su evaluación. Una 
sustitución posible la sugiere la relación sen2e + cos2e = 1, de la cual se concluye que 
a2 cos2e = a2 

- a2 sen2e. Por lo que intentaremos la sustitución 

x = a sene, 
1T 1T - -:::; e:::; -
2 2 (2) 

(véase figura 9.5.1). Entonces 

dx a cos e de (3) 

y 

a lcos 61 = a cos 6, (4 ) 

en la cual podemos eliminar las barras de valor absoluto de cos e, porque cos e 2: o en 
(-1T/2, 1T12] . Los ejemplos que siguen muestran la eficacia de esta sustitución . 

EJEMPLO 1 

Determinar 

(5) 

Hacemos que x = 2 sen e, por lo que dx = 2 cos e de, y -J4 - x2 = 2 cos 6. Por 
tanto 

f (2 sen 6)22 eos 6 d6 

2 eos 6 

4 f sen2 6 d6 

4 f (~ - ~ cos 26) d6 

4 G 6 - ¡ sen 26) + e 

26 - 2 sen 6 eos e + c. 

A continuación observemos que sen e = xl2 y que cos e = (-J4 - x2 )12. Por consiguiente 

f 
X2 dx 

v'4'="7 = 
x ' xV4 - X2 

2 are sen - - ----
2 2 

+ c .• (6) 
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EJEMPLO 2 

Calcular 

(312 
Jo \I9=X'i dx . (7) 

En este caso, hagamos x = 3 sen e; entonces dx = ? cos e de y...}9 - x;2 = 3 cos e. 
Además, x = O corresponde a e = O Y x = ~ corresponde a e = 'IT/6. Por tanto 

(3 /2 {,, /6 
Jo V9 - X2 dx = Jo (3 cos 6)(3 cos 6 de) 

{,, /6 
= 9 Jo cos2 6 de 

9 J,, /6 
= - (1 + cos 2e) d6 

2 o 

= ~ (e + se~ 2e) 1:
/6 

3'IT 9\13 
= 4 + -8- == 4.3048. • 

Integrales que contienen ...}a2 + X2 

Como ejemplos de estas integrales mostramos las siguientes: 

y 

No hay restricción al valor de x. Para simplificar el radical en este caso, hacemos 

x = a tan e, 'IT 'IT 
-- < e < -

2 2 

(véase figura 9.5.2). Entonces 

y 

dx = a sec2 (-J de 

Va 2 + X2 = Va2 + a2 tan2 6 = Va2(1 + tan2 e) 

= Va2 sec2 e = alsec e l = a sec e. 

(8) 

(9) 

(lO) 

(11) 

(12) 

Nótese que a sec e > O para - 'IT/2 < e < 'IT/2. Esto es consistente con el hecho de que 
...}a2 + X2 > O. 

Figura 9.5.2 
La sustitución 
x = a tan e. 
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EJEMPLO 3 

Determinar 

J YX2 + 16 dx. (13) 

Hacemos que x = 4 tan e con lo que dx = 4 sec2 e de, y -YX2 + 16 = 4 sec e. Por tanto 

J Yx2 + 16 dx = J (4 sec e)4 sec2 e de = 16 J sec3 e de. 

Para determinar esta última integral emplearemos la fórmula de reducción de la 
ecuación 8 en la sección 9.4: 

J 
sec e tan e 1 J 

sec3 e de = 2 + 2 sec e de 

1 1 
= 2 sec e tan e + 2 lnlsec e + tan el + c. 

Por lo que 

J Yx2 + 16 dx = 8 sec e tan e + 8 lnlsec e + tan el + c. (1 4) 

Para expresar el resultado en términos de x, vemos que tan e. = x/4 y que sec e = 
(-YX2 +16)/4. Así 

J 
YX2 + 16 x IYX2 + 16 xl y X2 + 16 dx = 8 4 4: + 8 In 4 + 4: + c 

1 
= 2 xYx2 + 16 + 8 lnlYx2 + 16 + x l - 8 In 4 + c. 

Por úl timo, nótese que la constante - 81n 4 se puede incluir como parte de una constante 
arbitraria de integración. Así, 

J Yx2 + 16 dx = ~ xYx2 + 16 + 8 lnlx + Yx2 + 161 + c. I (1 5) 

Integrales que contienen -Yx2 -a2 

Como ejemplos de estas integrales tenemos 

y (16) 

Este caso es algo más complicado que los dos anteriores, porque debemos distin­
guir si x 2': a, o x:::; a. Sin embargo, si x:::; - a , podemos hacer la sustitución u = - x 
y obtener una integral en la que u 2': a. Con ello sólo necesitaremos examinar el caso 
de x 2': a . 
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EJEMPLO 4 

Transformar la integral 

j -6 X3 + 2 
-:¡::~===:= dx 

-8 Yx2 - 4 

en una para la cual los límites de integración sean positivos. 
Si hacemos que u = - x, entonces tendremos 

j -6 X3 + 2 {6 - u3 + 2 _ (8 - "u3 + 2 
-8 VX2=4 dx = J

8 
Yu2 _ 4 ( - du) - J

6 
Yu2 _ 4 du o • 

A continuación regresamos al caso general. Si x 2: a, entonces hacemos que 

x = a sec e, TI o$e< -
2 

(véase figura 9.5.3) . Entonces 

dx a sec e tan e de 

y 

a tan e. 

EJEMPLO 5 

Determinar 

(17) 

(1 8) 

(19) 

(20) 

Si x > a, entonces hacemos que x = a sec e, para O < e < TI/2. Por tanto dx = 
a sec e tan e de y >/X2 - a2 = a tan e. En consecuencia 

j a sec e tan e de j d 
= sec e e 

a tan e 

I 
Yx2 - a2 1 

In Isec e + tan e l + e = In ~ + --a-- + e 

lnlx + Y X2 - a2
1 - In a + C. 

Se puede incluir la constante - In a en la constante arbitraria de integración, y por tanto 

x> a . • (21) 

Figura 9.5.3 
La sustitución 
x = a sec e. 
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PROBLEMAS 

La tabla 9.4 resume los resultados de esta sección. 

Tabla 9.4 Evaluación de integrales que contienen "a2 -x2 , "a2 +X2 

y "X2 -a2 

El integrando contiene 

x~a>O 

Sustitución 

x = a sen S 
dx = a cos S dS 
x=atanS 
dx = a sec2 S dS 
x = asecS 
dx = a sec S tan S dS 
Six:S -a < O, 
primero hacer x = -u 
después u = a sec S 

Identidad adecuada 

~ = acosS 

~ = aseeS 

~ = atanS 

En los problemas 1 a 20 determinar la integral indefinida 
o definida que se da. 

16. dx f x 

Yx2 + 2x + 5 

l.f~dX 

f 
dx 

3. (2X2 + 5)3/2 

f dx 
s. (X2 _ 4)3/2 ' 

6·f~dX 
9 + X2 

8·f~dX, 

f 3x - 1 
9 •• ~dx, 

vx2 - 9 

f 
Y1 - 4X2 

10. X2 dx 

f dx 
11. .~ 

x v 3 + X2 

1
4 X2 

13 •• ~dx 
2 v X2 - 1 

x < -2 

f 
\I'4=X2 

7. dx 
x 

x < -2 

x>3 

f X2 + 2x + 5 d 
12 .• ~ x 

v4 - X2 

f x dx 
14. --;:::=~ 

Y2x - X2 

x> V3 

f 
dx 

18. (1 _ 4X2)3/2 

19. f2 dx 

-2Y4x2 + 9 

En los problemas 21 a 32, deducir la fórmula de integra­
ción dada. 

21. f Ya2 
- X2 dx 

a2 x 
---- + - are sen - + e 

2 2 a 
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I dx 1 x 
30. = - arc sec - + C, 

xVx2 - a2 a a 
x>a 25. I Va 2 + X2 dx 

xVa2 + X2 a2 
2 + "2 ln(x + Va 2 + X2) + C 

26. I dx = lnlx + Va2 + x 2
1 + e 

Va 2 + X2 + c, x> a 

I dx 1 x 
27. (a2 + x2)312 = ~ Va 2 + X2 + C 1 x 

I X2 dx 

28. Va2 + X2 

2 + e, 
a Vx 2 - a2 

x>a 

xVa2 + X2 a2 
2 - "2 ln (x + Va 2 + X2) + C 

I dx 1 I Va
2 + X2 - al W =- ~ +c 

• xVa2 + X2 a x 

9.6 FRACCIONES PARCIALES 

33. Determinar el área de la región encerrada por la elipse 
(x?-/a2) + (y2/b2) = l. 

34. Determinar el área de la región comprendida entre las 
dos ramas de la hipérbola (x?-/a2) - (y2/b2) = 1 y entre 
las dos rectas y = ±b. 

En esta sección describiremos un método para evaluar la integral de una función 
racional: el cociente de dos polinomios. El método emplea un procedimiento algebraico 
que se' llama desarrollo en fracciones parciales para reformular la función racional en 
una forma más adecuada para la integración. Por ejemplo, si se nos presenta la función 

3 1 
f(x) = - +-­

x x - 1 

es sencillo determinar su integral indefinida 

2 
x + 2' 

f f(x) dx = 3 lnlxl + lnlx - 11 - 2 lnlx + 21 + c. 

(1) 

Por otro lado, si escribimos las fracciones de la ecuación 1 con un denominador común, 
tendríamos 

f (x) = _3 (-,--x __ 1-,-,) (,--x_+_2<..-) _+_x....,.o(_x_+----'2)'-----_2_x-'-( x_-_1-"-) 
x(x - 1)(x + 2) 

2X2 + 7x - 6 
x 3 + X2 - 2x' 

(2) 

Cuando f(x) tiene la forma (2), su integral no es fácilmente evidente. Dado un cociente 
de dos polinomios como la ecuación 2, nos gustaría invertir el procedimiento anterior 
para reformular el cociente en una forma semejante a la de la ecuación 1. 

Supongamos que 

f(x) 

, 

P(x) 

Q(x) (3) 

http://carlos2524.jimdo.com/



538 MÉTODOS DE INTEGRACiÓN 

es una función racional, en la que P(x) y Q(x) son polinomios con coeficientes reales 
y sin factores comunes. Es suficiente tener en cuenta las llamadas funciones racionales 
propias, en las cuales el grado del denominador Q(x) es mayor que el del numerador 
P(x). Si éste no es el caso, llevamos a cabo la división de P(x) entre Q(x) para obtener 
un cociente (el cual es un polinomio, y por tanto fácil de integrar) más un residuo que 
es una función racional propia. Por ejemplo, 

6x4 + 3x3 
- 2x + 1 6 18x2 

- 5x - 5 = x + 3 + ------------
x 3 - 3x + 2 x 3 - 3x + 2 . 

A continuación le aplicamos el procedimiento al residuo . 
También, suponemos que el coeficiente de la mayor potencia en Q(x) es uno. Si 

no es así, simplemente se factoriza ese coeficiente de la expresión completa. Por 
ejemplo, 

P(x) 

Q(x) 

2x - 5 
3X2 + (9/2)x - 3 

1 2x - 5 
3 X2 + (3/2)x - l' 

El primer paso para determinar el desarrollo que se desea consiste en factorizar a 
Q(x). Se sabe del álgebra que todo polinomio con coeficientes reales se puede expresar 
de modo único como un producto de factores cuadráticos reales e irreducibles. Un 
factor lineal tiene la forma x - a, donde a es real, y corresponde al cero real x = a de 
Q. Este factor puede presentarse más de una vez; si se presenta r veces, entonces 
(x - aY es un factor de Q. Un factor cuadrático irreducible tiene la forma X2 + bx + 
c, donde b y c son reales y el discriminante b2 

- 4c es negativo. Esta última condición 
asegura que el factor cuadrático ya no se puede seguir descomponiendo en factores 
reales lineales; de aquí el nombre de irreducible. Los factores cuadráticos irreducibles 
se asocian con ceros complejos de Q. Si a ± i[3 son un par de ceros conjugados de Q, 
entonces 

[x - (a + i(3)][x - (a - i(3)] = X2 

= X2 + bx + e, 

siempre que b = -20. Y que c = 0.2 + [32. En este caso 

Los factores cuadráticos también pueden ser repetidos, correspondiendo a ceros 
complejos de Q repetidos. 

A continuación damos unos ejemplos de polinomios factorizados: 

x 3 + X2 - 2x = x(x - l)(x + 2) 

cuyos ceros son 0, 1, -2; 

x 3 + X2 + X + 1 = (x + 1)(x2 + 1) 

cuyos ceros son - 1, i, - i; 
.. 
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x 3 - 3x + 2 = (x - 1)2(x + 2) 

.~uyos ceros son 1, 1, - 2; 

x 5 - 6x 4 -1- 22x 3 - 48x2 + 65x ~ 50 = (x - 2)(x2 - 2x + 5)2 

cuyos ceros son 2, 1 ± 2i, 1 ± 2i. 

Una vez habiendo factorizado a Q(x), es posible demostrar que toda función 
racional P(x)/Q(x) se puede expresar como una suma de fracciones de la forma 

A Bx + e 
(x - aY 

y 
(X2 + bx + e)" 

(4) 

en la cual x - a y X2 + bx + e son factores reales lineales e irreducibles de Q. Esta 
suma de fracciones se llama descomposición en fracciones parciales de P(x) /Q(x). 
Mostraremos cómo integrar cualquier expresión de la forma (4). Por consiguiente, toda 
función racional puede integrarse mediante este procedimiento. 

La forma exacta de la representación de P/Q en fracciones parciales depende de 
la factorización de Q. Tenemos dos reglas al respecto: 

REGLA 1. Si aparece r veces un factor x - a en la factorización de Q(x), suponer 
entonces que la representación de P(x)/Q(x) contiene los términos 

A I A ? Ar ----'-- + - +. . . + --~-
(x - a) (x - a)2 (x - ay-

(5) 

Después explicaremos cómo calcular las constantes A. 

REGLA 2. Si aparece s veces un factor irreducible X2 + bx + e en la factorización de 
Q(x), suponer entonces que la representación de P(x) /Q(x) contiene los términos 

De nuevo, explicaremos más adelante cómo calcular las B y las C. 

Los ejemplos siguientes muestran cómo se deben aplicar esas reglas para formar 
la representación de una función racional en fracciones parciales. 

3 
(x - l)(x + 2) 

2x + 4 
~x l)~(x + 2) 
'---v----' 

A B 
+ x - 1 x + 2' 

Se debe calcular A y B 

A l A 2 Bl 
+ +--' 

.... x - 1 ,(,-x __ l.:.-); x + 2' 
r 

Se debe calcular Al, A 2, Y Bl 
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3 - 4X2 A Bl B 2 Cx + D 
x(x 1)2(x2 + 1) 

=- + -- + (x - 1)2 + X2 + 1 ' 
Se debe calcular A, B I , 

x X - 1 
-C A 1 I T " ~ \ 1 I B2, ey D. 

T 

2 - 3x + X2 - 6x 3 

x(x - 1)3(x2 + 1)2 

L~ 

_ A + ~ + _~B-=-2_ + B 3 + _C....:l_x_+_ D--Ol + C 2X + D2. 
x x - 1 (X - 1)2 (X - 1)3 x2+1 (x 2 +1)2' 

'-yo' " ,-------~ \. ~ 
~ T T 

Se debe calcular A, B¡, B2, B3, el, DI' e2 y D2• 

En los ejemplos siguientes se muestra el método para el cálculo de los coeficientes 
(que en las expresiones anteriores son las constantes A, B, e y D). 

EJEMPLO 1 

Determinar 

f_2_X_-_l_ 
2 

dx. 
x + x - 2 

Observaremos primero que X2 + x - 2 = (x + 2) (x - 1). A continuación, de 
acuerdo con la regla 1, tenemos que 

2x - 1 
X2 + X - 2 

2x - 1 A B =--+--. 
(x - 1)(x + 2) x - 1 x + 2 

(7) 

Para calcular las constantes A y B, multiplicamos ambos lados de esta ecuación por 
(x - 1)(x + 2) para obtener 

2x - 1 = A(x + 2) + B(x - 1). (8) 

Como toda x debe satisfacer la ecuación 8, se infiere que todos los coeficientes de las 
potencias iguales de x deben ser iguales en cada lado de la ecuación. Esto es , el 
coeficiente de x en el lado izquierdo debe ser igual al coeficiente de x del lado derecho, 
y el término constante de la izquierda debe ser igual que el término constante de la 
derecha. Así llegamos a la conclusión de que 

para Xl: 

para xo: 

2 = A + B, 

-1 = 2A - B. 

Resolviendo esas ecuaciones vemos que A = 1 y B = ~. Por tanto 
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2x - 1 1/3 5/3 -------- = ---- + ----
X2 + X - 2 x - 1 x + 2' 

y 

f 2x-1 dX=J(~+~)dX 
X2 + X - 2 . x - 1 x + 2 

1 5 
= 31nlx - 11 + 31nlx + 21 + c. (9) 

Un método alterno para calcular A y B de la ecuación 8 es seleccionar valores de 
x que hagan cero a los factores separados. Haciendo que x = -2 en la ecuación 8 da 
-5 = -3B Y haciendo que x = 1 da 1 = 3A. Esto siempre se puede hacer cuando los 
factores de Q(x) son lineales y no repetidos .• 

EJEMPLO 2 

Determinar 

J 
3X2 + 4x + 2 d 

x(x + 1)3 X. 

Según la regla l, es posible escribir 

3X2 + 4x + 2 A B C D 
x(x + 1)3 = -; + x + 1 + (x + 1)2 + (x + 1)3' (lO) 

Para calcular A, B, e y D, multiplicamos ambos lados de la ecuación 10 por (x + 1)3. 
Con esto se obtiene 

3X2 + 4x + 2 = A(x + 1)3 + Bx(x + 1)2 + Cx(x + 1) + Dx 

= A (x 3 + 3X2 + 3x + 1) + B (x 3 + 2X2 + x) 

+ C(X2 + x) + Dx 

= x 3 (A + B) + x2(3A + 2B + C) 

+ x(3A + B + C + D) + A . 

(1 la) 

(1 lb) 

(1lc) 

De nuevo, como toda x debe satisfacer la ecuación l1(c), se sigue que los coeficientes 
de las potencias iguales de x a cada lado de esta ecuación deben ser iguales. Por tanto, 

parax3
: A + B = 0, 

para X2: 

para Xl: 

para xo: 

3A + 2B + C = 3, 

3A + B + C + D = 4, 

A = 2. (12) 
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Así hemos llegado a cuatro ecuaciones algebraicas lineales para A, B, C y D. De la 
última ecuación, A = 2; por lo que, de la primera ecuación B = - 2 Y prosiguiendo con 
la segunda ecuación C = 1. Por último, de la tercera ecuación obtenemos que D = -l . 
Por consiguiente 

3X2 + 4x + 2 2 2 1 1 
----.,--:---= - - -- + - ---

x(x + 1p x x + 1 (x + 1y (x + 1P' 

y 

f 3X2 + 4x + 2 di = f [~ -_2_ + 1 - 1 ] dx 
x(x + 1)3 X X + 1 (x + 1)2 (x + 1)3 

= 2 In 1 xl - 2 In 1 x + 11 

1 1 - + + c. 
(x + 1) 2(x + 1y (13) 

En este caso fue bastante fácil despejar A, B, C y D de las ecuaciones 12; en otros 
problemas puede ser más difícil. Sin embargo, podemos evitar el problema de despejar 
en forma simultánea las cuatro constantes. Las constantes A y D se pueden obtener 
directamente de la ecuación ll(a) haciendo que x = 0, y a continuación x = - 1. Se 
pueden obtener dos ecuaciones en las que aparecen B y C seleccionando dos valores 
convenientes de x distintos de ° y -1 Y evaluando la ecuación ll(a) en esos puntos. 
Para este problema sabemos que A = 2 Y D = - 1. Si seleccionamos x = 1 Y x = - 2, 
obtendremos las dos ecuaciones siguientes en las que aparecen B y C: 

para x = 1: 

para x = - 2: 

que se reducen a 

9 = 2(2P + B(2)2 + C(2) - 1 

6 = 2( - lP + B( - 2)(-1)2 + C(-2)( - 1) - 1( - 2), 

4B + 2C = - 6, 

-2B + 2C = 6. 

Despejando a B y C de estas ecuaciones llegamos, como era de esperarse, a que B = 
- 2 Y C = 1.. 

EJEMPLO 3 

Determinar 

f X4 + 2X 3 + 9x + 6 dx. 
X(X2 - 2x + 3) 

Observemos primero que el factor cuadrático X2 - 2x + 3 en el denominador es 
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3) dxx= x+ +-+X(X2 - 2x + 3) X x2 - 2x +

1
+ 2lnlxl f 3x + 1

!
= - x2 + 4x + x2 - 2x 3 dx. (17)2 +

la
on
11.

s

s

9.6 FRACCIONES PARCIALES 543

irreducible, porque su discriminante es negativo; por tanto el denominador se encuentra
en su forma más simple. Como el grado del numerador es mayor que el del denomina-
dor, efectuamos la división para poner al integrando en la forma adecuada para emplear
la técnica de las fracciones parciales:

x + 4
x3 - 2X2 + 3x x4 + 2X3 + Ox2 + 9x + 6

x4 - 2X3 + 3x2

4x3 3x2 + 9x

4x3 8x2 + 12x

5x2 3x + 6
así que

x4 + 2X3 + 9x + 6
X(X2 - 2x + 3)

4
5X2 - 3x + 6

= x + + -------------X(X2 - 2x + 3)"
(14)

De acuerdo con las reglas 1 y 2, vemos que

5x2 - 3x + 6
X(X2 - 2x + 3)

A Bx + C+ -,--------
X x2 - 2x + 3·

(15)

Por tanto

5x2 - 3x + 6 = A(x2 - 2x + 3) + (Bx + C)x

= (A + B)x2 + (-2A + C)x + 3A,

así que

para X2: A + B 5,

para x': -2A + C -3,

para xo: 3A 6. (16)

Al resolver las ecuaciones 16 nos encontramos con que A = 2, B = 3 Y e = 1.
Como consecuencia, se sigue de las ecuaciones 14 y 15, que .

La última integral se evalúa completando el cuadrado en el denominador como
sigue:
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PROBLEMAS 

J 
3x + 1 dx = J 3x + 1 dx == J 3x + 1 dx 

X2 - 2x + 3 X2 - 2x + 1 + 2 (x - 1)2 + 2 . 

A continuación hacemos que u = x - 1 por lo que du = dx; por consiguiente 

J 3x +.1 dx = J 3(u + 1) + 1 du 
(x - 1)2 + 2 u2 + 2 

J u J du 
= 3 u2 + 2 du + 4 u2 + 2 

3 4 u 
= "21nlu2 + 21 + V2 are tan V2 + c 

3 4 x - 1 
= "2 1n[(x - 1)2 + 2] + V2 are tan V2 + c. (18) 

Hemos eliminado las barras de valor absoluto en el logaritmo, porque (x - 1)2 + 2 
siempre es positivo. 

De acuerdo con la ecuación 17, la ecuación final es 

J 
X4 + 2X 3 + 9x + 6 _! 2 

X(X2 _ 2x + 3) dx - 2 x + 4x + 2lnlxl 

3 4 x - 1 (19) 
+ - In(x2 - 2x + 3) + ~ ~ are tan ~ ~ + c .• 

2 v2 v2 

En los ejemplos 1,2 Y 3 llevamos a cabo la integración de las funciones racionales 
cuando sus representaciones en fracciones parciales constaban de términos en la forma 

A Bx + e 
(x - ay y 

(X2 + bx + c)" 

Para completar el análisis general debemos tener en cuenta el caso en el que la 
representación en fracciones parciales contiene un término de la forma 

Bx + e n> 1. 
(X2 + bx + c)n' 

Si se presenta esa fracción, debemos calcular su integral indefinida. Esta parte final del 
análisis la estudiaremos en la sección siguiente. 

En los problemas 1 a 16 determinar la integral indefinida 
dada. J dx 

1. x(x + 1) J 5x - 13 
2. (x _ 2)(x _ 3) dx 
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f - 4 dx 
3. (x2 - 4) f 5x + 1 

4. (x _ 1)i(x + 2) dx 

f X2 + 4x + 5 d 
S. (x + 1)(x + 2)(x + 3) x 

f X3 + 2X2 
6. 2 2 dx x - x- f x dx 

7. (x + 1)2(X - 1)2 

f 3x + 2 
S. (x + 2)(x2 + 4) dx 

f X3 + 3X2 - X + 3 
9. X(X2 + 1) dx 

f X2 + 5x + 6 
10. (X2 + 4)(X2 .+ 9) dx 

f 2X2+4 
11. x(x2 + 2x + 2) dx f 3 dx 

12 --. x3 - X 

f dx 
13. x4 - 1 f 3X3 + 2X2 + 2x + 6 d 

14. X2 + 4 x 

f 
dx 

15. (x - 1)2(x + 2)2 

f (3x - 4) dx 
16. (X2 + 2x + 5)(X2 + 2) 

En los problemas 17 a 32, deducir la fórmula de integra­
ción dada. 

f 
dx 

17. (x + b)(x + d) 

= d ~ b ln l: : :1 + e, d#b 

lsf dx = 1 
• (ax + b)(ex + d) (ad - be) 

x In 1:: : : I + e, . ad - be # O 

19. - -- = - In -- + e f dx 1 l
a

+
x

l 
a2 - X2 2a a - x 

+ -n--1 I la + xl 
4a3 a - x 

f xdx 
21. 2 2 = a - x 

1 
-- Inla2 

- x2
1 + e 

2 

f x dx 1 
22. = + e (a2 - x2)2 2(a2 - x2) 

23. f X2 dx = _ x + ~ In I a + xl + e 
a2 - X2 2 a - x 

+ e 

24 f X2 dx = x _ 1.- In I a + xl + e 
• (a2 -x2)2 2(a2 -x2) 4a a-x 

f dx 1 X2 
25 = - In - - - + e 

• x(x2 + al) 2a2 X2 + a2 

f dx 1 1 x 
26. 2( 2 2) = - - 2- - -; are tan - + e x x + a ax a a 

f dx 1 1 X2 
27. = --- - - In - - - + e 

X3(X 2 + a2) 2a2x2 2a4 X2 + a2 

f x dx 1 
28. - -- = -ln(x2 + a2 ) + e 

X2 + a2 2 

f X2 dx x 
29. -2-- 2 = x - a are tan - + e 

x + a a 

f X3 dx X2 a2 
30. --- = - - - In(x2 + a2 ) + e 

X2 + a2 2 2 

31. - -- = - - a2x + a3 are tan - + e f X4 dx x3 x 
X2 + a2 3 a 

f dx 1 X2 + xY2 + 1 
* 32. -- = -- In ---=-­

x4 + 1 4Y2 X2 - xY2 + 1 

1 xY2 
+ • ¡;; are tan -- + e. 

2v2 1 - X2 

Sugerencia : las raíces cuartas de - 1 son (± 1 ± i)/...f2. 

9.7 FRACCIONES PARCIALES: FACTORES 
CUADRÁTICOS REPETIDOS 

En esta sección estudiaremos primero el problema de determinar 
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1 = J Bx + e dx 
(x 2 +bx+c)n' 

n > 1 Y b2 
- 4c < O. (1) 

Una vez con este resultado, podremos completar la integración de las funciones 
racionales para las cuales la representación en fracciones parciales contenga polino­
mios cuadráticos elevados a potencias mayores que uno. 

Para determinar a 1, procederemos de un modo estándar completando el cuadrado 
en el denominador, para entonces llevar a cabo un sencillo cambio de variables 

I Bx + e 
1 ~ (x' + bx + ~ + 

2 n dx = 2 2 n dx. f 
Bx + e 

c -~) [(x + %) + (c - ~) ] 
Como b 2 - 4c < 0 , según nuestra hipótesis, sabemos que c - b 2/4 > O. Sea k 2 = 

c - b2/4 y llevamos a cabo los siguientes cambios de variables: 

Entonces 

b 
s = x + -

2' 
b 

de modo que x = s - "2 y ds 

1 = J B(s - bl2) + e ds 
(S2 + p)n 

dx. 

= B J (S2 : Pl ds + (e - ~b) J -(S-=-2 _~_s k-:-2-)n· (2) 

Se puede determinar la primera integral llevando a cabo el cambio de variables 
w = S2 + k2 haciendo que dw = 2s ds . Entonces . 

J 
s ds 1 J dw w- n

+
1 

(S2 + k 2)n ="2 wn = 2( - n + 1) + c 

- 1 
2(n - 1)(S2 + k2)n - l ' + c c,:' (3) 

La segunda integral en la ecuación 2 es más difícil. Deduci mos una fórmula de 
reducción mediante integración por partes. Sean 

1 
dv ds , u= (S2 + p)n' 

de modo que 

du 
-2ns ds 

(S2 + k2)n+l' V = s. 

Entonces 
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Por último, despejamos la última integral del lado derecho en la ecuación para obtener 
la fórmula de reducción siguiente: 

(4) 

Mediante el empleo repetido de la fórmula de reducción (4), podemos reducir a 

a f ds 1 S 
S2 + k2 = k arc tan k + e, 

Así, 1 se puede evaluar expresándolo en la forma que se da en la ecuación 2, para 
emplear a continuación la fórmula (3) de integración y la fórmula (4) de reducción, 

El empleo de la fórmula (4) de reducción se muestra en el ejemplo 1; en el ejemplo 
2 presentaremos la integral de una función racional bastante complicada, 

EJEMPLO 1 

Determinar 

1 = f dx 
(X2 + 2x + 7)3' (5) 

Primero completamos el cuadrado y obtenemos ~ 

I=f dx =f L 
[X2 + 2x + 1 + (7 - 1»)3 [(x + 1)2 + 6)3' 

A continuación hacemos que s = x + 1, por lo que ds = dx y entonces 

1 = f (S2 ~ 6)3' 

A continuación empleamos la fórmula de reducción (4) con k2 = 6 Y n = 2, de modo 
que n + 1 = 3; lo anterior da 
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1 = _1_ s + _3_ f ds 
4 . 6 (S2 + 6)2 4 . 6 (S2 + 6)2' 

Luego empleamos de nuevo la fórmula de reducción (4) con k2 = 6 Y n = 1, Y obtenemos 

s 1[ 1 s 1 f ds] 
1 = 24(S2 + 6)2 +"8 2· 6 S2 + 6 + 2 . 6 S2 + 6 

s s 1 s 
= 24(S2 + 6)2 + 96(S2 + 6) + 96V6 arc tan V6 + c. 

Al sustituir s por x + 1 obtenemos 

f dx x + 1 x + 1 
(X2 + 2't + 7)3 = 24(x2 + ix + 7)2 + 96(X2 + 2x + 7) 

1 x + 1 (6) 
+ ~ 17 arc tan ~ 17 + c .• 

96v6 v6 

EJEMPLO 2 

Determinar 

1 = f 5x4 + 6x3 + 25x2 + 22x + 17 dx 
(x - 1)2(X2 + 4)2 . 

Según las reglas 1 y 2 de la sección 9.6, tenemos 

5x4 + 6x3 + 25x2 + 22x + 17 
(x - 1)2(X2 + 4)2 

A B Cx + D Ex + F 

(7) 

= x - 1 + (x - 1)2 + X2 + 4 + (X2 + 4)2' (8) 

Para calcular las constantes A, B, e, D, E Y F multiplicamos la ecuación 8 por 
(x - 1 )2(X2 + 4)2. Esto nos da 

5x4 + 6x3 + 25x2 + 22x + 17 = A(x - 1)(x2 + 4)2 + B(x2 + 4)2 

+ (Cx + D)(x - 1)2(X2 + 4) 

+ (Ex + F)(x - 1)2 

= (A + C)x5 + (-A + B - 2C + D)x4 

+ (8A + 5C - 2D + E)x 3 

+ (- 8A + 8B - 8C + 5D - 2E + F)X2 
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+ (16A + 4C - 8D + E - 2F)x 

+ (-16A + 16B + 4D + F). 

Al igualar los coeficientes de potencias iguales de x se obtiene el siguiente sistema de 
ecuaciones: 

para X5: 

para x4: 

para X3: 

para X2: 

para Xl: 

para xo: 

A + C = O, 

- A + B - 2C + D = 5, 

8A + 5C - 2D + E = 6, 

-8A + 8B - 8C + 5D - 2E + F = 25, 

16A + 4C - 8D + E - 2F = 22, 

- 16A + 16B + 4D + F = 17. (9) 

La solución de estas ecuaciones es A = 2, B = 3, e = -2, D = O, E = o y F = 1. Así 

- -- ---+ dx J [ 
2 3 2x 1] 

1 - x - 1 + (x - 1)2 X2 + 4 (x2 + 4)2 . 
(lO) 

Las primeras tres integrales del lado derecho de la ecuación 10 se pueden evaluar 
con facilidad: 

J x : 1 dx = 2lnlx - 11 + e, 

J 
3 -3 

(x - 1)2 dx = x _ 1 + e, 

J 
-2x 

X2 + 4 dx = - In(x2 + 4) + c. 

Para evaluar la última integral de la ecuación 10, empleamos la fórmula de reducción 
(4) con k = 2 Y n = 1. Tenemos 

J 
dx 1 x 1 J dx 

(X2 + 4)2 = 2 . 4 (X2 + 4) + 2 . 4 X2 + 4 

1 x 1 x 
= "8 X2 + 4 + 16 are tan 2 + c. 

Combinando estos resultados individuales, encontramos que 

J 
5X4 + 6x

3 + 25x
2 + 22x + 17 dx = 21nlx _ 11 __ 3_ - ln(x2 + 4) 

(x - 1)2(X2 + 4)2 X - 1 

1 x 1 x 
+ "8 X2 + 4 + 16 are tan 2 + c.. (11) 
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Es claro del ejemplo 2 que si la representación en fracciones parciales de una 
función racional contiene factores cuadráticos con potencias mayores que uno, enton­
ces el problema de calcular la integral se vuelve algo tedioso. Sin embargo las reglas 
y los procedimientos son directos: no hay que adivinar una vez que se han determinado 
los factores del denominador. Las dificultades principales no son las de llevar a cabo 
la integración, sino más bien en factorizar el denominador de la función racional y 
determinar las constantes de la representación en fracciones parciales. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 14, determinar la integral indefinida 
dada. 

1 J dx 
(X2 + 9)2 

3 J dx 
(X2 + 4)3 

5 J dx 
(X2 - 4x + 8)2 

7 J dx 
• (X2 - 2x + 2)2 

9 J dx 
(2X2 + 6)3 

11. J dx 
X(X2 + 4)2 

13. J 2X2 + 5x + 5 dx 
(x - 1)(x3 - 1) 

14. J x
4 + 2X3 + 25 dx 

X(X2 + 2x + 5)2 

J 
3x - 2 

2. (X2 + 9)2 dx 

4 J 4 - x 
• (X2 + 4)3 dx 

6. J 2x dx 
(X2 - 4x + 8)2 

8. J 6x + 5 dx 
(X2 - 2x + 2)2 

10. J dx 
(X2 + 2x + 5)3 

12. J (3x3 + 1) dx 
X2(X2 + 1)2 

En los problemas 15 a 17 emplear la fórmula de reducción 
que se dedujo en esta sección, la ecuación 4, para obtener 
el resultado de la integración que se presenta. 

15. J dx = x 1 x + -2 3 arc tan - + c 
(X2 + a2)2 2a2(x2 + a2) a a 

17. f dx 
(x 2 + a2)4 

x 

5x 5x + + ---:-:--::----:-:-
24a4(x2 + a2)2 16a6(x2 + a2) 

5 x 
+ 16a7 arc tan; + c 

En los problemas 18 a 22, deducir el resultado de la 
integración que se presenta. Estas fórmulas extienden los 
resultados que se dieron en los problemas 25 a 27 de la 
sección 9.6. 

* 19. J dx _ 1 
X(X2 + a2)3 - 4a2(x2 + a2)2 

1 1 X2 
+ + - ln --- +c 

2a4(x2 + a2) 2a6 a2 + X2 

20. J dx = - J... 
X2(X2 + a2)2 a4x 

x 3 x 
- - arc tan - + c 

2a4 (x2 + a2) 2as a 

* 21. J dx = _ J... _ X 
X2(X2 + a2)3 a6x 4a4(x2 + a2)2 

7x 15 x 
----,.,. - - arc tan - + c 
8a6(x2 + a2) 8a 7 a 

En los problemas 23 a 26, deducir el resultado de la 
integración que se presenta. Estas fórmulas amplían los 
resultados que se dieron en los problemas 28 a 31 de la 
sección 9.6. 
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x 

1 x · 
+ - arctan - + e 

2a a 

3a x 
- -zarctan z + e 

PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 56 determinar la integral definida o 
indefinida que se presenta. 

1 f dx . 
• x(1 + ln2 x) 

3. f ln\ + 1 dx 

j" /4 
5. tan5 x dx 

-'1r/4 

7. f x4 Y1=X2 dx 

9. f 2x - 2x tan X2 dx 
l + tanx2 

10. f tan4 x sec4 x dx 

13. f x3 + X2 - 7x - 2 dx 
x(x + 3) 

f" /2 v'4"=X2 
14. 2 dx 

,,/6 X 

f x 'lTX 
15. sen Z cos 4" dx 

2. f (In x + 1) dx 
x lnx 

4. f arc: senhx dx 

6. f sec x dx 
tan x + 2 cat x 

8. f x arc senx dx 

12 f dx 
• 2X + X3 

16. f cos 2x sen 4x dx 
sen 2x 

PROBLEMAS DE REPASO 551 

27. Demostrar que la sustituci6n x = a tan u reduce 

I = f dx a 
n (X2 + a2)n 

In = 2 1 f COS2(n- l ) u dUo a -

Para n = 2, demostrar que esta nueva f6rmula de In da 

I _ x 1 x 
2 - 2a2(X2 + a2) + 2a3 arc tan ~ + C. 

Es el mismo resultado que se obtuvo en el problema 
15 empleando la f6rmula de reducci6n. Para valores 
de n > 2, es más conveniente emplear la f6rmula de 
reducci6n para calcular In en lugar de la f6rmula que 
se obtuvo para este problema. 

3 . 
17. f tan x sec x dx 

1 + sec6 x 

19. f cos 3x sen' 2x dx 

20. 1,,/2 senl/4 x cos3 x dx 

21. dx f 2X4 - 3x3 - 5X2 - 4 

X2(X2 - 4) 

22. f senh 2x + sen 2x dx 
senh2 x + sen 2 x 

24. f x(x - 2) dx 
x 4 + X2 - 2x + 1 

f 1 + eX 
26. 1 + X2 + 2xex + ¿x dx 

27. f dx 
2X2 + 2x + 1 

1,,/2 X2 dx 
23. 

o Y4+Xi 

25. f dx 
xY64 - x3 

28. f V(1 - 2x + x 2)(2 + 2x - x 2) dx 

29. r,,/4 1 + tan2 x dx 
Jo 1 + tan x 

(,,/2 
30. Jo sen3 x cos3 x dx 

31 f x + 1 + cos x d 
. x+l secx x 
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552 MÉTODOS DE INTEGRACiÓN 

32. L" tan- 3 x ese4 x dx 

33. f tan2 x sen x dx 

34. f tan ax + tan bx dx 
1 - tan ax tan bx 

35. P dx 
JI 2X2 - 6x + 5 

37. f x3 senh X2 dx 

39. f x see2 x dx 

36. f In(are tan x) dx 
1 + X2 

38. f cot1/2 
X ese4 x dx 

f
\l'l-""Xi-y¡-:¡:xi 

40. dx 
. ~ 

41. f X2 + 2x + 2 dx 
x 3 + 3x2 + 2x 

43. dx f 
X2 

Vx 2 - 4x + 1 

45. f tan(a are tan x) dx 
1 + X2 

42. P x dx 
Jo V3 + 2X2 - x· 

44. f cos( are senx) dx 
'\"l-7 

46. f 1 - tan X d" 
1 + tan x 

47. .dx f 2X. - x 3 + ' 17x2 - 2x + 2 
(x + 1)(x - 1)2(x2 + 2) 

f2X2_X+3 
48. • ¡.;---;;. dx 

vx2 - 9 

49. f (1 - é')3/2 dx 

51. f VI + X
2/3 dx 

53. f d9 
(1 - cos 9)312 

i1 X2 dx 
50. 

o vz-=xz 
52. f (1 + cos e )3/2 de 

54. f X2 + 3 dx 
(X2 - 1)(2x2 + 1) 

56. f x sen X2 ex'l dx 

En los problemas 57 a 60 emplear las sustituciones 

y 

x 
arctanu=-2' 

2u 
sen X = 1 + u2' 

dx = 2du 
1 + u2 

1 - u2 

cosx = ---
1 + u2 

para determinar las integrales dadas. 

57. f sen X dx 
(1 + senx) cos x 

59. f dx 
a+cosx 

58. f 1 + sen x dx 
l+cosx 

60 f dx 
senx + cos X 
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Capítulo 10 

Uno de los usos más importantes de la integración es 
la resolución de ecuaciones diferenciales. Ya hemos 
encontrado algunas de esas ecuaciones. Por ejemplo, 
en la sección 8.4, en relación con la función exponen­
cial como modelos de fenómenos de crecimiento o 
decaimiento. En las ciencias físicas con frecuencia 
surgen ecuaciones de la aplicación de una ley física que 
gobierna la razón de cambio de una o más cantidades 
de interés. Por ejemplo, la ley de Newton, F = ma es 
una ecuación diferencial, porque la aceleración a es la 
segunda derivada de la posición del objeto en movi­
miento con respecto al tiempo. 

Como las ecuaciones diferenciales se presentan en 
forma natural en la descripción de muchos problemas 
significativos, tienen su correspondiente importancia 
los métodos que se emplean para resolverlas. Aunque 
un tratamiento sistemático de las ecuaciones diferen­
ciales pertenece a un curso posterior, en este capítulo 
trataremos algunos tipos de ecuaciones que se pueden 
resolver mediante métodos elementales de integra­
ción.* 

* Esos métodos se deben a Leibniz más que a nadie. Por ejemplo, fue 
él quien descubrió cómo resolver las ecuaciones separables (Secc. 
10.2) en 1691 y las ecuaciones lineales (Secc. 10.1) en 1694. Las 
técnicas que se mencionan en el problema 27 de la sección 10.1 yen 
el problema 22 de la sección 10.2 también se deben a él. 

, 

CALCULO 

Ecuaciones 
diferenciales de 

primer orden 
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554 ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 

10.1 ECUACIONES LINEALES 

En la sección 8.4 estudiamos varios fenómenos de crecimiento y de desintegración que 
se pueden modelar mediante el problema con valor inicial 

Q'(t) 

Q(O) 

rQ(t) + k, (1) 

(2) 

en las cuales r, k y Qo son constantes dadas. En esta seCClOn y en la próxima 
estudiaremos algunos otros tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden. 

Sólo veremos ecuaciones de la forma 

dy 
dt = f(t, y), (3) 

donde f es una función dada de la variable independiente t y de la variable dependiente 
y. Desafortunadamente, no hay método universal para resolver la ecuación diferencial 
(3). En lugar de ello, existen varios métodos y se puede emplear cada uno de ellos para 
determinadas clases de ecuaciones. Una de ellas es la clase de las ecuaciones lineales. 
Se dice que una ecuación diferencial de primer orden es lineal si la función f(t, y) se 
puede escribir en la siguiente forma: 

f(t, y) = -p(t)y + g(t) , (4) 

en la cual p y g son funciones dadas sólo de la variable independiente t. Entonces la 
ecuación diferencial (3) se vuelve 

dr + p(t)y = g(t) , (5) 

que es la forma más general de una ecuación diferencial lineal de primer orden. Con 
frecuencia también se tiene una condición inicial prescrita 

y(to) = Yo· (6) 

Como se indicó en la sección 8.4, una ecuación diferencial como la ecuación 3 ó la 5, 
junto con una condición inicial forman un problema con valor inicial. 

Para resolver el problema con valor inicial (5), (6), buscamos una función y = <I>(t) 
que satisfaga la ecuación 5 en determinado intervalo que contenga al punto to Y también 
que tenga el valor Yo en too Suponemos que las funciones p y g son continuas en el 
intervalo en el que se busca la solución <1>. 

Obsérvese que la ecuación 1 es una ecuación lineal de un tipo especial, a saber uno 
en el cual los coeficientes p y g de la función son constantes. A continuación veremos 
el caso más general en el cual p y g pueden ser funciones continuas arbitrarias de t. 

En el ejemplo 3 de la sección 8.4 el primer paso para resolver la ecuación 
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10.1 ECUACIONES LINEALES 555 

Q' - rQ = - k (7) 

consistió en multiplicarla por la función e- rt, paso que transformó la ecuación en una 
forma fácilmente integrable. Tratemos de hacer algo semejante para resolver la ecua­
ción 5. El problema entonces consiste en determinar qué función emplear como 
multiplicador para simplificar la ecuación. Antes de presentar el argumento general 
veremos un ejemplo. 

EJEMPLO 1 

Resolver 

dy 2 - + - y = 3, 
dt t 

t < O O t> O. (8) 

Nótese que no podemos tratar de resolver la ecuación diferencial en cualquier intervalo 
que contenga al origen, porque el coeficiente p(t) = 2/t no está definido en t = O Y se 
hace no acotado cuando se aproxima a este punto. 

Para seguir el procedimiento que se acaba de indicar, multiplicaremos la ecuación 
por una función f.l. y a continuación trataremos de seleccionar a f.l.(t) de tal modo que 
el lado izquierdo de la ecuación sea fácil de integrar. Multiplicando la ecuación 8 por 
f.l.(t) obtenemos 

(9) 

Nuestro objeto es seleccionar a f.l. de tal manera que el lado izquierdo de la ecuación 9 
pueda identificarse como la derivada de cierta función. El término f.l.(t)y' nos sugiere 
que la función deseada podría ser el producto f.l.(t)y. Para obtener la combinación 
[f.l.(t)y'] = f.l.'(t)y + f.l.(t)y' debemos sumar y restar el término f.l.'(t)y del lado izquierdo 
de la ecuación 9. Al hacerlo y al agrupar los términos en forma adecuada, obtenemos 

(10) 

A continuación, si fuera cero el segundo término del lado izquierdo de la ecuación 10, 
entonces esa ecuación tendría la forma 

(11) 

y el lado izquierdo, cuando menos, sería fácilmente integrable. Para lograr esta 
situación debemos seleccionar a f.l. de tal modo que 

2 
f.l.'(t) - t f.l.(t) = O. (12) 
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556 ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

Si suponemos en forma provisional que ¡.L no es cero, entonces podemos escribir la
ecuación 12 de la siguiente manera

¡.L' (t) 2
¡.L(t) t '

o sea

d
dt [In ¡.L(t)]

2 (13)

Así,

~
j I
I !

I ~

In ¡.L( t) = 2 In t + e = In t2 + c.

Haciendo que e = O, obtenemos la función ¡.L más sencilla posible, que es

(14)

Obsérvese que ciertamente ¡.L(t) no es cero en ningún intervalo que no contenga al
origen, que es lo que se necesita.

Habiendo determinado la función ¡.L, regresamos a la ecuación 8 y la multiplicamos
por ¡.L(t) = t2, Y con ello obtenemos

(15) A
a,

El lado izquierdo de la ecuación 15 es ciertamente la derivada de t2y, y entonces

d = 3t2.- (t2y)
dt f

Por lo que

t2y t3 + e

y

e (16)y = t + 2't

Ésta es la solución más general de la ecuación 8, y es válida ya sea para t > O o para
t < O. La figura 10.1.1 muestra la gráfica de y contra t para varios valores de e .•

A continuación regresamos a la ecuación diferencial (5) y procedemos en la misma
forma que en el ejemplo 1. Primero la multiplicamos por una función ¡.L(t) y obtenemos

¡.L(t)y' + ¡.L(t)p(t)y = ¡.L(t)g(t). (17)
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10.1 ECUACIONES LINEALES 557 

Figura 10.1.1 Algunas curvas integrales de y' + (2/t)y = 3. 

A continuación, como en el ejemplo 1, sumamos y restamos la cantidad ¡.L'(t)y, y 
agrupamos los términos, de modo que 

[¡.L'(t)y + ¡.L(t)y'] - [¡.L'(t) - ¡.L(t)p(t)]y = ¡.L(t)g(t). (18) 

Hacemos entonces que 

¡.L'(t) - ¡.L(t)p(t) = O, (19) 

o sea que 

¡.L' (t) d 
- = - 10[¡.L(t)] = p(t). 
¡.L(t) dt 

Por tanto 

lo ¡.L(t) = J p(t) dt, 

y 

¡.L(t) = exp J p(t) dt; (20) 

nótese que, por comodidad, hemos eliminado la constante arbitraria de integración. La 
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558 ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 

función f.L dada por la ecuación 20 se llama factor de integración, ya que con esta 
selección de f.L(t) la ecuación 18 se reduce a 

De donde 

o sea 

d 
dt [f.L(t)y] = f.L(t)g(t) . 

y = 

J f.L(t)g(t) dt + e, 

J f.L(t)g( t ) dt + e 

f.L (t) 

(21) 

(22) 

La expresión de la ecuación 22 es la solución general de la ecuación 5, y 
corresponde a una familia de curvas en el plano ty, y se tiene una curva para cada valor 
posible de e, como en el ejemplo 1. A estas curvas a veces se les llama curvas 
integrales de la ecuación diferencial. Si se da una condición inicial como la ecuación 
6, entonces con ello se determina el valor de e y por tanto se selecciona de entre la 
familia a una curva integral determinada. 

De acuerdo con las ecuaciones 20 y 22 debe ser claro que la resolución de la 
ecuación diferencial lineal de primer orden (5) depende de la evaluación de dos 
integrales: la integral (20), que da el factor de integración f.L(t), y a continuación la de 
la ecuación 22, que da la solución y. Es natural que la dificultad de evaluar esas 
integrales depende por completo de la naturaleza de las funciones p y g de la ecuación 
5. 

Aunque la ecuación 22 da una fórmula para la solución de la ecuación 5, no 
recomendamos al lector que la memorice. En lugar de ello, debe aprender cómo 
determinar el factor de integración, para luego proseguir como en los ejemplos siguien­
tes. 

EJEMPLO 2 

Determinar la solución del problema con valor inicial 

y' - 2ty = t, y(o) = o. (23) 

Para esta ecuación, la función f.L es 

f.L(t) = exp [J - 2t dt] 

De donde tenemos que 
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10.1 ECUACIONES LINEALES 559 

o sea 

Así 

o bien 

y = 
1 -- + ce". 
2 

(24) 

Para satisfacer la condición inicial debemos seleccionar a e de tal modo que O = 
-~ + c. Por tanto e = ~ y la solución del problema con valor inicial es 

1 1, 
Y = -2 + 2 e'. (25) 

La figura 10.1.2 muestra la solución (25) junto con las curvas integrales que corres­
ponden a algunos otros valores de c .• 

EJEMPLO 3 

Determinar la solución general de 

Figura 10.1.2 Soluci6n del problema con valor inicial 
y' - 2ty = t, y(O) = O Y otras curvas 
integrales. 
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ty' - y (3 COS t (26) 

para t > o. 
En este caso debemos llevar primero a la ecuación a la forma (5) dividiéndola 

entre t. Así 

1 
y' - -y = t2 cost. 

t 

De acuerdo con la ecuación 20, tenemos entonces que, con p(t) = - lit, 

(27) 

¡..L(t) = exp f -~ = exp( -In t) = eXP[ln ~J = ~ . (28) 

Multiplicando la ecuación 27 por ¡..L(t), obtenemos 

1 I 1 t y - (i y = t ros t, 

o bien 

(¿:t) I t cos t , 

de modo que 

7 = f t cos t dt. 

Por último, al integrar por partes vemos que 

o sea 

y 

EJEMPLO 4 

¿: = t sen t + cos t + e, 
t 

t2 sen t + t cos t + et . • 

Determinar la solución del problema con valor inicial 

y' + (tan t)y = sec t , Y(1T) = - 2. 

Para esta ecuación p(t) = tan t; por tanto, por la ecuación 20, tenemos que 

(29) 

(30) 
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¡.L (t) = exp f tan t dt = exp[ ~ lnlcos t\J = exp[lnlsec ti] = Isec t i. (31) 

Obsérvese que sec t < O cerca del punto inicial t = 'lT. Así, Isec ti = - sec t es el factor 
de integración para este problema. Sin embargo, cuando multiplicamos la ecuación 
diferencial por -sec t, el signo menos se puede eliminar y entonces tenemos que 

(sec t)y' + (sec t tan t)y = sec2 t. 

Por tanto 

[(sec t)y], 

y 

(sec t)y = f sec 2 t dt = tan t + c. 

En consecuencia, la solución general de la ecuación diferencial es 

y = sen t + c cos t. 

Para satisfacer la condición inicial hacemos que t = 'lT, Y Y = -2. Por lo que e = 2, Y 

y = sen t + 2 cos t (32) 

es la solución de este problema. -

Algunas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden se 
describieron en la sección 8.4. En los problemas 21 a 26 se presentan más aplicaciones. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 12 determinar la solución general de 
la ecuación diferencial dada. 

2. y' - y = 2e' 

8. y' + (tan t)y = t sen 2t, 

sen t 
9. t 2y' + 3ty = - t - ' t> O 

PROBLEMAS 561 

11" 11" -- < t <-
2 2 

3. y' + 3y = t + e -' 4. y' + 2y = 3t 10. ty' + 2y = 2 cos(t2
), t > O 

1 
5. y' + - y = 3 cos 2t, t > O 

t 

2 e -' 
6. y' + t y = t ' t> O 

7. ty ' + 2y = e', t>O 

11. ty' + (t - l)y = te - l
, t> O 

2 cos 2t 12.. (sen t)y' + 2(cos t)y = ---, 
sen t 

O<t<11" 

En los problemas 13 a 18, determinar la solución del 
problema dado con valor inicial. 
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13. y' - y = 2te', y(O) = 1

14. y' 2y = t - 3, y(O) = -1

15. y' 2 cos t
y( TI) O+ --¡y t2 ,

16. ty ' + 2y t2 - t + 1, y(l) _ 1
- .2

17. (t + l)y' + 2y = t, y(O) = 3

18. y' + (cot t)y = t, Y (~) = 2

19. Demostrar que si a y X.son constantes positivas, y si
b es cualquier número real, entonces toda solución de
la ecuación

y' + ay = be-A'

20.

tiene la propiedad de que y ---7 O cuando t ---7 oo,

Sugerencia: tener en cuenta, por separado, los casos
en los que a = X.ya*, X..

Se tiene el siguiente problema con valor inicial:

y' - 2ty = 1, y(O) = 1.

(a) Demostrar que la solución general de la ecuación
diferencial es

y = e" f' e -,' ds + ce'; (ii)
'o

en la cual to es un número real arbitrario.

(b) Para determinar la constante c de manera que se
satisfaga la condici6n inicial, es conveniente se-
leccionar a to = O Y escribir

y = e" L e _,2 ds + ce", (Uí)

Demostrar que si se usa un límite inferior diferen-
te, entonces la f6rmula (iii) cambia por una cons-
tante X exp(r"), que se puede incluír en el término
c exp(r').

(e) Demostrar que la solución al problema con valor
inicial es

2 (" ,y = e' Jo e -, ds + e' .

(d) Nótese que no hemos desarrollado ningún método
para encontrar la integral indefinida en la ecuación

(iv). En realidad este integrando no tiene antideri-
vada elemental. Sin embargo, puede recurrir uno
a una integración numérica. Use la regla de Simp-
son (Secc. 6.6) para calcular aproximadamente el
valor de y para t = 0.2, OA, 0.6, 0.8 Y 1.0. Así, aun
cuando la solución (iv) contenga una integral, des-
de el punto de vista de cómputo sigue siendo una
forma perfectamente satisfactoria de la solución
del problema con valor inicial. De hecho, el valor
/ en la soluci6n (iv) también se calcula normal-
mente en forma numérica. La única diferencia es
que la mayor parte de las calculadoras tienen una
rutina interconstruida para calcular en forma auto-
mática la función exponencial.

Determinación de la hora de la muerte*

(i)

En la investigación de un homicidio o de una muerte
accidental, con frecuencia es más importante calcular o
estimar la hora de la muerte. A continuación describiremos
un modelo matemático sencillo para este problema.

La ley de enfriamiento de Newton afirma que la rapi-
dez del cambio de la temperatura de un objeto es propor-
cional a la diferencia de temperatura entre el objeto y el
medio que lo rodea, digamos, el aire. Si 9 es la temperatura
del objeto y T es la temperatura del aire, entonces 9
satisface la ecuaci6n diferencial

d9
- = -k(9 - T)
dt ' (i)

en la cual k > O es la constante de proporcionalidad. Es
necesario el signo menos en esta ecuación porque si el
objeto es más caliente que sus alrededores (9 > Ts, enton-
ces 9 tenderá a decrecer, y viceversa. Sea t el tiempo
medido a la hora en que el legista llega y mide la tempera-
tura del cuerpo, y supongamos que esa temperatura es 90,

Entonces, la condición inicial que corresponde a la ecua-
ción (i) es

9(0) = 90, (ii)

21. Un cadáver se encuentra a la orilla de una calle y su
temperatura corporal es de 28°C. Una hora después se
ha enfriado a 22°C. Suponiendo que T = 10°C y que
permanece constante, y que se aplica la ley de Newton

(iv)
* Véase J. F. Hurley, "An Application of Newton's Law of
Cooling," Mathematics Teacher, 67,1974, Págs. 141-142; y David
A. Smith, "The Homicide Problem Revisited," The Two Year
College Mathematics Joumal, 9, 1978, Págs. 141-145.
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a este caso calcular cuánto tiempo llevaba muerta la 
persona antes de que fuera encontrada. La temperatu­
ra cor_poral normal es de 37°C. 

22. Suponer que un cadáver tiene una temperatura 60 

cuando se le encuentra a la hora t = O Y que tiene una 
temperatura 6( determinado tiempo después tI. Supo­
niendo que se aplica la ley de enfriamiento de New­
ton, y que la temperatura ambiente T es constante, 
determinar lo siguiente: 

(a) Una expresión para la razón de enfriamiento k. 

(b)La hora td de la muerte, suponiendo que el indivi-
duo haya tenido una temperatura corporal normal 
de 37°C en el momento de su muerte. 

Mezclado 

Muchas aplicaciones importantes, incluyendo los procesos 
fisiológicos y ambientales, implican la determinación de 
la concentración de una solución de una determinada sus­
tancia. Como modelo para esta clase de problemas se tiene 
un tanque con agua salada (figura 10.1.3). Sea Vel volu-

Razón de flujo r 
concentración q 

Razón de flujo r 
concentración Q/ V 

Figura 10.1.3 

men del agua en el tanque, que supondremos constante, y 
sea Q(t) la cantidad de sal en el tanque cuando el tiempo 
es t. Entonces Q(t)/V es la concentración. Supondremos 
que el tanque se mantiene bien agitado y por tanto que esta 
concentración se mantiene uniforme en todo el tanque 
siempre. Supongamos que entra al tanque una solución 
salina cuya concentración es q, una razón de entrada al 
tanque de r, y que, para mantener constante el volumen, se 
drena solución de este tanque a esa misma razón. Entonces 
la rapidez de cambio de la cantidad de sal en el tanque está 
dada por 

PROBLEMAS 563 

~7 = razón de entrada del flujo - razón de salida del flujo 

o sea 

rQ(t) 
rq - V' 

r 
Q' + V Q = rq, 

que es una ecuación diferencial lineal de primer orden. La 
condición inicial es 

en la cual Qo es la cantidad de sal que había inicialmente 
en el tanque. 

23. Se tiene un tanque que contiene inicialmente (t = O) 
20 kg de sal disuelta en 300 litros de agua. Suponer 
que entra agua con 0.1 kg de sal por litro a razón de 
5 litros/min, y que la mezcla bien agitada sale del 
tanque a la misma razón. Calcular la cantidad de sal 
Q(t) que hay .en el tiempo t. 

24. Un tanque contiene al principio agua pura. Entra una 
mezcla de 'Y gramos de sal por litro a razón de 2 litros 
por minuto, y la mezcla bien agitada sale del tanque 
a la misma razón. 

(a) Determinar la cantidad Q(t) de sal en el tanque en 
cualquier tiempo t. 

(b)Determinar el valor límite de Q(t) cuando t ---too. 

25. Un tanque contiene inicialmente 50 galones de agua 
pura. Se le bombean 5 gal/min de salmuera con 'Y 
libras de sal por galón, y la mezcla bien agitada sale 
del tanque a la misma razón. 

(a) Determinar la cantidad Q(t) de sal en el tanque en 
cualquier tiempo t. 

(b) Calcular 'Y si después de una hora hay 5 lb de sal 
en el tanque. 

26. Un tanque de agua contiene inicialmente 40 lb de sal 
disueltas en 100 gal de agua. Al tanque entra agua con 
0.1 lb de sal por galón, a razón de 5 gal/min, y la 
mezcla, bien agitada, sale del tanque a la misma razón. 

(a) Determinar la cantidad de sal Q(t) en el tanque en 
cualquier tiempo t. 

(b)Calcular el tiempo que pasa para que haya 20 lb de 
sal en el tanque. 
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27. Ecuaciones de Bernoulli. Una ecuación de la forma 

y' + p(t)y = q(t)y" 

se llama ecuación de Bernoulli, en honor de Jakob 
Bernoulli. Es lineal si n = O ó n = 1. En cualquier 
otro caso es no lineal. Demostrar que si n *" 0, 1, 
entonces la sustitución v = yl-n reduce a la ecuación 
de Bernoulli a la ecuación lineal 

v' + (1 - n)p(t)v = (1 - n) q(t), 

que se puede resolver con los métodos de esta sección. 

28. Emplear el método del problema 27 para resolver el 
problema con valor inicial 

y' = (k - ay)y , y(O) = Yo > O, 

en la cual k > ° ya> O. 

Este problema se presenta en el estudio de la 
dinámica poblacional. 

29. Emplear el método del problema 27 para resolver 

E > O Y (J > O. 

Ecuaciones de este tipo se presentan en la mecánica 
de los fluidos, al estudiar la transición del flujo lami­
nar al flujo turbulento . 

10.2 ECUACIONES DE VARIABLES SEPARABLES 

En esta sección describiremos otra clase de ecuaciones diferenciales de primer orden 
para las cuales se cuenta con un procedimiento directo de resolución. La ecuación 
diferencial general de primer orden 

dr = f(t , y) (1) 

siempre se podrá escribir en la siguiente forma: 

dy 
M(t , y) + N(t , y) dt = O. (2) 

Un modo de hacerlo consiste en fijar a M(t, y) = - f(t, y), y a N(t, y) = 1, pero pudiera 
haber también otras maneras. Si M es sólo función de t, y N es función sólo de y, 
entonces la ecuación 2 se vuelve 

M(t) + N(y) dr = O. (3) 

En este caso, la solución de la ecuación diferencial se puede reducir de nuevo al caso 
de evaluar ciertas integrales. 

EJEMPLO 1 

Resolver la ecuación diferencial 

dy 

dt 1 + 3y 2· (4) 
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Es fácil ver que la ecuación 4 se puede reformular como 

(5) 

que es de la forma (3). Para resolver la ecuación 5, obsérvese que, de acuerdo con la 
regla de la cadena, 

dy d dy d 
(1 + 3y2) - = - (y + y3) _ = _ (y + y3). 

dt dy .dt dt 

Desde luego, también es cierto que 

-t2 
= :t ( -j). 

Por tanto, la ecuación 5 es lo mismo que 

o que 

Por lo que 

d (t 3
) d - - - + - (y + y3) = O 

dt 3 dt ' 

d ( ~ ) ___ + y + y3 
dt 3 

= O. 

t3 

-- + y + y3 = e, 
3 

en la cual e es una constante arbitraria. 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

El procedimiento que hemos empleado se puede expresar en forma más compacta 
si escribirnos la ecuación 5 en la forma diferencial 

- t2 dt + (1 + 3y2) dy = O. 

Entonces, al integrar cada término vernos que 

-J t2 dt + J (1 + 3y2) dy = e, 

o sea 

que es igual a la ecuación 9 .• 

t 3 

-- + y + y3 = e, 
3 

(lO) 
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A continuación veremos el caso general. Se dice que una ecuación diferencial que 
se puede llevar a la forma (3) es de variables separables. La razón de este nombre es 
que si la ecuación 3 se escribe en la forma diferencial 

M(t) dt + N(y) dy = 0, (11) 

entonces se separan las variables, esto es, cada variable aparece sólo en un término. 
Para resolver la ecuación 3 supongamos que podemos determinar funciones H¡ y H2 de 
tal manera que 

dH¡(t) = M(t) 
dt 

Entonces la ecuación 3 se transforma en 

y dH2(y) = N(y). 
dy 

dH¡ (t) + dH2 ( ) dy = O. 
dt dy Y . dt 

Como en el ejemplo 1, la regla de la cadena implica que 

Así, la ecuación 13 será 

dH¡ d 
di (t) + dt H 2(y) = 0, 

de donde se concluye que 

donde e, que es una constante arbitraria, es la solución de la ecuación 13. 
Obsérvese que podemos también escribir las ecuaciones 12 en la forma 

H¡(t) = J M(t) dt y H 2(y) = J N(y) dy; 

entonces la solución 16 se vuelve 

f M(t)dt + f N(y)dy = c. 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

Así, de hecho, se resuelve la ecuación 11 de variables separables sencillamente 
integrando cada término con respecto a la variable que aparece en él. La justificación 
de este procedimiento es el argumento que acabamos de presentar. 
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Obsérvese que las expresiones (16) y (18) dan la solución y de la ecuación 3, en 
forma implícita, como función de t. Para obtener la solución en su forma explícita 
debemos despejar a y de la ecuación 16 o 18. En muchos casos esto será difícil o 
imposible. Aun para una ecuación tan sencilla como la del ejemplo 1, la solución (9) 
es una ecuación cúbica de la cual no se puede despejar a y con facilidad. En contraste, 
la ecuación (22) de la sección 10.1, para la solución de una ecuación diferencial lineal 
de primer orden da la solución en forma explícita. 

A continuación veremos algunos ejemplos más de ecuaciones de variables separa­
bles. 

EJEMPLO 2 

Encontrar la solución de 

yy' = 2tyY2+4 (19) 

que pasa por el punto (2, - E). 
La ecuación 19 se puede escribir en la siguiente forma: 

y(y2 + 4)-1/2 dy = 2t dt, (20) 

y por tanto es una ecuación de variables separables. Al integrar ambos lados de ella 
obtenemos 

(y2 + 4)112 = ¡2 + e, (21) 

en la cual e es una constante arbitraria. Para calcular e, hacemos que t = 2 Y Y 
- E en esta última ecuación; entonces 3 = 4 + e y por tanto e = -1. Entonces 

(22) 

En este caso, también podemos obtener la solución en su forma explícita. Si 
elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuación 22 encontraremos que 

Por lo que 

y 

y = - v' t4 - 2t2 - 3. (23) 

Nótese que se debe escoger la raíz cuadrada negativa en esta ecuación, para que 
y = - E cuando t = 2, que son las condiciones iniciales. -
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EJEMPLO 3 

Encontrar la solución del problema con valor inicial 

ir = 2(1 + t)(1 + y2), y(O) = 1. (24) 

Primero reformularemos la ecuación diferencial para que sea de variables separa­
bles: 

~ = 2(1 + t) dt. 
1 + y2 

A continuación, integrando ambos lados, vemos que 

arc tan y = 2e + t2 + c. (25) 

Para calcular c, hacemos que t = O Y Y = 1 en esta última ecuación. Así, c = arc tan 1 
= 'TT/4, Y 

arc tan y t2 + 2t + 'TT/4 , 

o sea 

y = tan(t2 + 2t + 'TT/4). (26) 

De nuevo, en este caso fue posible determinar la solución en su forma explícita. -

La ecuación logística 

Una de las ecuaciones diferenciales de variables separables más importantes, aunque 
no es lineal, es 

dy = ry (1 _ 1.) 
dt K ' 

(27) 

en la cual r y K son constantes positivas. A veces a la ecuación 27 se le conoce como 
la ecuación logística, y surge en varias aplicaciones diferentes. 

Un campo en el que se presenta esta ecuación es en el estudio del crecimiento de 
una población aislada de algunas especies. En este caso y es el tamaño de la población, 
r es la rapidez de crecimiento y K es la población máxima sostenible. Si escribimos la 
ecuación 27 en la siguiente forma 

dy r 
dt = K y(K - y) , 

entonces queda expresada la hipótesis de· que la rapjdez de cambio de la población, 
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dy/dt , es proporcional al producto de la población actual , y , por la diferencia, K - y , 
entre la población actual y la población máxima K. 

Otra aplicación en la que aparece la ecuación 27 es en epidemiología, que es el 
estudio de la diseminación de enfermedades infecciosas. Supongamos que y es la 
proporción de una población dada que tiene determinada enfermedad, y que puede 
infectar a otras personas y que x es la población de personas no infectadas pero 
susceptibles de serlo. Suponiendo que toda persona cae en uno de esos dos grupos, se 
infiere que 

x+y=1. (28) 

El modelo más simple de la diseminación de la enfermedad es aquel en el cual la rapidez 
de cambio de la proporción de personas enfermas, dy/dt , es proporcional al número de 
encuentros entre individuos infectados y susceptibles. A su vez, si suponemos que las 
personas enfermas y las sanas se mueven libremente entre sí, entonces el número de 
encuentros debe ser proporcional al producto de x por y. En símbolos, 

dy 
dt = rxy = ry(l - y) , (29) 

en la cual hemos sustituido a x de acuerdo con la ecuación 28 . Obsérvese que la 
ecuación 29 es la misma que la ecuación 27 con K = 1. 

En esas aplicaciones, y en la mayor parte de otras en las que se presenta la ecuación 
27, nuestro interés general en la solución de la ecuación 27 es para valores de y en el 
intervalo O < y < K. Para resolver la ecuación 27, separamos primero las variables y 
así 

dy = r dt . 
y(l - y/K) 

(30) 

A continuación desarrollamos en fracciones parciales el lado izquierdo de la ecuación 
30, de modo que 

(
1 l/K) Y + 1 - y / K dy = r dt. (31 ) 

Entonces, integrando ambos lados de esta ecuación, obtenemos 

In y - In (1 - f) = rt + e, (32) 

en la cual e es una constante arbitraria de integración . Obsérvese que hemos eliminado 
los valores absolutos en los términos logarítmicos, ya que tanto y como 1 - y/K son 
positivos si O < y < K. 

Supongamos que también se da una condición inicial 

y(O) = yo. (33) 
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Entonces, sustituyendo t = O Y Y = Yo en la ecuación 32, vemos que 

o sea 

e = In Yo 
1 - Yo/K' (34) 

Entonces podemos escribir la ecuación 32 en la siguiente forma: 

y Yo 
In / = rt + In l/K 1 - Y K - Yo 

(35) 

Poniendo ambos lados de esta ecuación en forma exponencial, y agrupando los 
términos, obtenemos 

y 
1 - Yo/K 

(36) 
1 - y/K 

Por último, podemos despejar a y de esta ecuación y llegamos a 

y = Yo/ K + (1 - Yo/ K)e- rr ' 

Yo 
(37) 

Si el valor inicial Yo es igual a cero, entonces y es cero para toda t. Análogamente, 
si Yo = K, entonces y = K para toda t. Si O < Yo < K, entonces y crece cuando t crece, 
y y(t) ---7 K cuando t ---700. Independientemente de los valores de r y de K, las gráficas 
de las soluciones (37) son semejantes a las de la figura 10.2.1. 

Si Y < O o y > K, entonces se puede resolver la ecuación 27 de modo semejante. 
Todo lo que se necesita es la inserción y la interpretación adecuada de valores absolutos 
en los términos logarítmicos de la ecuación 32. Sucede que al final se vuelve a obtener 

y 

Figura 10.2.1 
Soluciones de y' = ry(l - y/K). 
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la ecuación 37 como solución del problema con valor inicial (27) y (33). En la figura 
10.2.1 se muestran también algunas soluciones para Yo > K. 

EJEMPLO 4 

Una población satisface la ecuación logística 

dy (y) 
dt = 0.5y 1 - K ' (38) 

en la cual t está dada en años. Al principio la población es de O.lK. Determinar cuánto 
tiempo tarda esa población en duplicar su tamaño. También, calcular la población al 
término de cinco años. 

La ecuación diferencial es un caso especial de la ecuación 27, Y por tanto se puede 
resolver del mismo modo. En lugar de repetir este cálculo, podemos emplear lasolución 
(37), sustituyendo a r por 0.5 yayo por O.lK. Obtenemos entonces 

O.lK 
y = 0.1 + 0.ge- t1z • 

(39) 

Para calcular el tiempo T en el cual se ha duplicado la población, hacemos que Y = 
0.2K Y t = T en la ecuación anterior y despejamos a T. Así se obtiene 

de modo que 

4 e- T12 = -
9' 

T = 2 In ¡ == 1.62 años. 

Para calcular la población después de cinco años, hacemos que t = 5 en la ecuación 
39. Esto da 

0.1 K 
Y = 0.1 + 0.ge- Z.5 == 0.575K. 

En la figura 10.2.2 se muestra la gráfica de la solución (39) .• 

y 

K -------------------

Figura 10.2.2 Solución del problema 
con valor inicial y' = O.5y (1 - y/K), 
y(O) = O.lK. 
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PROBLEMAS

En los problemas 1 a 8 resolver la ecuación diferencial
respectiva.

dy ,2

1. dt = y
dy 2y eos 21

3. dI = I + 2y2

dy t2
S. di = y(J + 1')

7.ly'=~

2 dy = 1
2

• dt 1 + y2

dy '" 24. dI = 1 + 1- + y- + r y

6. y' + (sen t)y2 O

dy t - e'(
8. dt = y + e'·

En los problemas 9 a 18, determinar la solución de y = <1>(1)
del problema respectivo con valor inicial, en forma explí-
cita.

9.y'
21

y(O) = 2--- ,
y + t2y

10. dr = 21
y(2) = 1---

1 + 2y

dy
11. dI

dy
U'dl

y(O)

- ty", y(O) = -2

dy 21 - 1
B'dl = 2y + 2' y(3) =-3

14.yy' = t(l + y2), y(O) = -1

IS.y' = 2t exp(31 + y), y(O) = O

16.2(2 + y)y' = 1, y(O) = -1
17. yy' = 3(2t + 1)2, y(O) = -1

t(t2 + 1) 1
18. y' = 4y' ' y(O) = - v2

19. Suponer que determinada población crece siguiendo
la ecuación logística

dy = ry (1 _ 1..)
dI K

(a) Si Yo = K/3, determinar el tiempo T en el cual se
ha duplicado la población inicial. Determinar tam-
bién el valor de T si r = 0.025 por año.

(b)Si Yo = aK, determinar el tiempo T en el cual
y(T) = ¡3K, donde O < a y ¡3 < 1. Determinar el
valor de T si r = 0.025 por año, a = 0.1 Y ¡3 =
0.9. Obsérvese que T-";oo cuando a -";0, o cuando
¡3-";1.

20. Otra ecuación que se ha empleado para modelar el
crecimiento de la población es la siguiente:

dy
dt

K
ry In-.

y

A esta ecuación se le llama ecuación de Gompertz.

(a) Resolver la ecuación de Gompertz sujeta a la con-
dición inicial y(O) = yo.

(b) Si Yo = K/3, determinar el tiempo T al cual se ha
duplicado la población. También, determinar el
valor de T cuando r = 0.025 al año. Comparar los
resultados con los del problema 19(a).

21. Resolver la ecuación

dy _ at + b
dt - et + d

en la cual a, b, e y d son constantes y e *' O. Suponer
también que et + d *' O.

*22. La ecuación

dy = y - 4t
dt t - Y

no es de variables separables. Demostrar que si se
sustituye la variable Y por una nueva variable v defi-
nida mediante v = y/t, entonces la ecuación en t y V

es de variables separables. Emplear esta técnica para
determinar la solución de la ecuación dada.

23. Algunas enfermedades, como la fiebre tifoidea, se
transmiten principalmente mediante portadores, que
son individuos que pueden transmitir la enfermedad,
pero que no muestran síntomas aparentes. Sean x y y,
respectivamente, la proporción de portadores y de
individuos sanos, pero susceptibles, en la población
en el tiempo t. Supongamos que se retira de la pobla-
ción a los portadores a una razón ¡3, de modo que

dx
dI = -¡3x. (i)
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Supóngase también que la enfermedad se disemina 
con una rapidez proporcional al producto de x y y. 
Entonces 

dy 
dt = - cuy. (ii) 

(a) Determinar ax para cualquier tiempo t resolviendo 
la ecuación (i) sujeta a la condición inicial x(O) = 

Xo· 

(b)Emplear el resultado de la parte (a) para determi­
nar a y en cualquier tiempo t resolviendo la ecua­
ción (ii) sujeta a la condición inicial y(O) = Yo. 

(c) Determinar la proporción de la población que es­
capa a la epidemia; esto es, determinar el valor 
límite de Y cuando t -7 oo. También determinar 
cómo varía esta cantidad con a y con 13. 

24. Suponer que, por evaporación, el volumen de una gota 
esférica de lluvia disminuye con una rapidez propor­
cional al área de su superficie. Al principio el radio 
de la gota es de 3 mm, y 20 min después se ha reducido 
a 2 mm. Deducir una ecuación para el radio de la gota 
de lluvia en función del tiempo t. 

Reacciones químicas 

Una reacción química de segundo orden implica la interac­
ción o choque de una molécula de una sustancia P con una 
molécula de otra sustancia Q para producir una molécula 
de una nueva sustancia, X. En la representación usual, P + 
Q -7 X. Supongamos que p y q son las concentraciones 
iniciales de las sustancias P y Q, respectivamente, y sea 
x(t) la concentración de X en el tiempo t. Entonces p - x(t) 
y q - x(t) son las concentraciones de P y Q en el tiempo 
t, y la rapidez con la que se lleva a cabo la reacción se 
describe mediante la ecuación 

dx 
- = a(p - x)(q - x), 
dt 

en la cual a es una constante positiva. 

25. Si se produce X mediante la reacción descrita, deter­
minar la concentración x(t) de X en cualquier tiempo 
t, suponiendo que x(O) =;o O. 

26. Si las sustancias P y Q son iguales, entonces la ecua­
ción de la reacción se transforma en la siguiente: 

dx 
dt = a(p - X)2 . 

PROBLEMAS 573 

Si x(O) = O, determinar a x(t) como una función del 
tiempo t. 

Movimiento de acuerdo con la segunda ley de 
Newton 

Una partícula de masa m se mueve a lo largo de una recta. 
Sean x, v = dx/dt y a = dv/dt la posición, la velocidad y 
la aceleración de la partícula. La segunda ley de Newton 
afirma que F = ma, siendo F la fuerza neta que obra sobre 
la partícula. La fuerza F puede depender del tiempo t, de 
la posición x o de la velocidad v. Supongamos que la 
partícula se mueve bajo la influencia de la gravedad en un 
medio que presenta una resistencia proporcional a la velo­
cidad de la partícula. Supongamos t;unbién que x es posi­
tiva en la dirección hacia arriba. Entonces las fuerzas que 
actúan sobre la partícula se muestran en la figura 10.2.3. 
Son las siguientes: 

Figura 10.2.3 Fuerzas sobre una partícula en movimiento. 

(a) La fuerza de la gravedad, que siempre obra hacia 
abajo y está dada por - mg, siendo g la aceleración 
de la gravedad. En la cercanía de la superficie 
terrestre, es suficiente tomar a g como una cons­
tante con valor 32 ftlseg2

, ó 9.8 m1seg2
. 

(b)La fuerza de la resistencia, que siempre actúa en 
dirección opuesta a la dirección del movimiento. 
Esta fuerza está representada por -kv, en la que k 
es una constante de proporcionalidad. Nótese que 
la resistencia está dirigida hacia abajo cuando v es 
positiva y por tanto la partícula se mueve hacia 
arriba; igualmente, la resistencia se dirige hacia 
arriba cuando v es negativa. 

De acuerdo con estas hipótesis, la ecuación del movimien­
to es 

dv 
m dt + kv - mg. 
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Si la partícula se pone en movimiento con una velo­
cidad inicial vo, entonces la condición inicial es 
v(O) = vo. 

27. Se arroja una pelota de 0.25 kg de masa hacia arriba 
con una velocidad inicial de 20 mlseg, desde el techo 
de un edificio de 30 m de altura. No tomar en cuenta 
la resistencia del aire. 

(a) Calcular la altura máxima que alcanza la pelota, 
sobre el nivel del suelo. 

(b) Suponiendo que la pelota no regresa al edificio en 
su descenso, calcular el tiempo que tarda en chocar 
con el suelo. 

28. Suponer que las condiciones son como las del proble­
ma 27, excepto que hay una fuerza debida a la resis­
tencia del aire, igual a Ivl/30, donde la velocidad v está 
en metros por segundo. 

29. 

(a) Calcular la altura máxima que alcanza la pelota 
sobre el suelo. 

(b) Calcular el tiempo que tarda la pelota en llegar al 
suelo. 

Sugerencia: emplear el método de Newton, o algún 
otro procedimiento numérico para la parte (b). 

Un cuerpo de masa constante m se arroja en dirección 
vertical y hacia arriba con una velocidad inicial vo. 
Suponiendo que la atracción gravitacional de la Tierra 
es constante, y no tomando en cuenta las demás fuer­
zas que actúan sobre dicho cuerpo, determinar lo 
siguiente: 

(a) La altura máxima que alcanza el cuerpo. 

(b) El tiempo que se tarda en alcanzar la altura má­
xima. 

(c) El tiempo que se tarda en regresar a su punto de 
partida. 

*30. Se arroja hacia arriba un cuerpo de masa constante m, 
desde la superficie terrestre, con una velocidad inicial 
vo. Suponiendo que no hay resistencia del aire, pero 
tomando en cuenta la variación del campo gravitacio­
nal terrestre conforme a la inversa del cuadrado de la 
distancia (véase figura 10.2.4), tenemos que 

dv 
m­

dt 

mgR2 

(x + R)2' 
v(O) 

en la cual R es el radio de la Tierra y x(t) es la altura 
medida desde la superficie terrestre. Como la fuerza 

Masa m t 
-~ 

(x+ R)2 

I 
I 
I 

Centro de 
la tierra 

Figura 10.2.4 

es una función dex, es conveniente pensar quex, y no 
1, es la variable independiente. Lo podemos hacer si 
notamos que 

Por lo que 

dv 
dt 

dv 
v­

dx 

dv dx 
dx dt 

y v = Vo cuando x = O. 

(a) Demostrar que 

2gR2 
v2 = v3 - 2gR + --R 

x+ 

(b)La velocidad de, escape, v .. se puede calcular 
haciendo que la velocidad v permanezca positiva 
para toda x positiva. Véase también el problema 
36 en la sección 11.3. Demostrar que Ve = (2gR)1/2, 

lo cual es aproximadamente 11.1 kmlseg (6.9 
mi/seg). Si se toma en cuenta la resistencia del aire, 
entonces la velocidad de escape será algo mayor. 
La velocidad efectiva de escape se puede reducir 
de manera apreciable si el cuerpo se lleva a una 
gran altura sobre el nivel del mar antes de lanzarlo, 
ya que la fuerza de gravedad y en especial la 
resistencia del aire disminuyen cuando la altura 
aumenta. 
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10.3 MÉTODOS NUMÉRICOS

Aunque se pueden resolver en forma analítica muchas ecuaciones diferenciales de
primer orden, empleando los métodos que se describieron en las dos secciones anterio-
res, hay muchas otras que ni son lineales ni son de variables separables, de modo que
esos métodos no se les pueden aplicar. Aun cuando una ecuación sea lineal o de
variables separables, podría suceder que las integraciones necesarias en la resolución
analítica fueran demasiado difíciles para llevarse a cabo mediante los métodos elemen-
tales. Por estas dos razones es deseable desarrollar métodos numéricos para resolver
las ecuaciones diferenciales.

Veamos el problema con valor inicial

y' = f(l, y), (1)

cuya solución es y = <I>(t). Por un método numérico para resolver este problema con
valor inicial se quiere decir un procedimiento para calcular los valores aproximados
Yo, Y¡, Y2' ... , Yn, ... de la solución <1>en los puntos to < ti < t2 < ...< tn ... (véase
figura 10.3.1). Los datos calculados se pueden representar en forma tabular o gráfica.

Figura 10.3.1 Aproximaci6n numérica
a la soluci6n de y' =
fl.t, y), y(to) = yo.

y Solución exacta y = cf, (

Y2 Yn+ 1
YI Y3 ./'

Y~
.

Yo

to ti 12 13 In ln+ 1

1)

I
-{>

La notación que usaremos es la siguiente: la solución del problema con valor inicial
(1) es <1>, o Y = <I>(t), y el valor de la solución en t; es <I>(tn)' Los símbolos Yn y
y' n = f(tn, Yn) representan valores aproximados de la solución y de su derivada en t;
Es claro que Yo= <I>(to) y que y' o = <1>'(to), pero en general, Yn "* <I>(tn) y y' n "* <1>'(tn),
para n 2: 1. Además, por comodidad, seleccionaremos un espaciamiento o un tamaño
de paso h uniforme en el eje t. Así, ti = fo +h, t2 = ti + h = to + 2h, Y en general
tn = to + nh.

Método de Euler o de la línea tangente

El método numérico más sencillo para resolver el problema (1) con valor inicial es el
de la recta tangente, que Euler* empleó por primera vez. Como se conocen to YYo, la

* Entre las muchas e importantes contribuciones de Euler a las matemáticas se tiene el primer empleo
sistemático de métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales. Comenzando aproximadamente en
1768, desarrolló y empleó el método de la recta tangente.
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y 

" YO .h 

I 
1 
1 

/ 

Y2 

Yl ....................... ' /;( __ --y = </>(1) 

Figura 10.3.2 Aproximación de Euler, 
o de la recta tangente. 

pendiente de la recta tangente a la solución en to, que es <1>' (to) = f(to , Yo), también se 
conoce. Por tanto podemos trazar la tangente a la solución en to Y con ello obtener el 
valor aproximado YI de <I>(t l ) moviéndonos a lo largo de la tangente hasta ti (véase 
figura 103.2). La ecuación de la tangente en (to, Yo) es 

Por lo tanto 

y - Yo = <I>'(to)(t - to). 

YI = Yo + <1>' (tO)(t l - to) 

= Yo + f(to, Yo)h. (2) 

Nótese que ésta es precisamente la aproximación lineal a la función <1> cerca de t = to 
que estudiamos en la sección 3A-

Una vez determinada YI> podemos calcular y'l = f(t l , YI), que es un valor 
aproximado de <1>' (tI)' Empleamos este valor aproximado de la pendiente y obtenemos 
una aproximación a <I>(t2), que es 

Y2 = YI + (t2 - tl)y; 

= YI + hy;. 

En el enésimo paso, se obtiene 

Yn +1 = Yn + hy~, siendo y~ = f(tn, Yn) , n = 0,1,2, . ... (3) 

A la ecuación 3 se le conoce como la fórmula de Euler, o de la recta tangente. 
El método de Euler sólo consiste en emplear la fórmula (3) una y otra vez. En cada 

paso el cálculo del siguiente valor aproximado Yn+l cuando t es tn+ 1 hace uso del 
resultado Yn del paso anterior. 

EJEMPLO 1 

Emplear la fórmula de Euler (3) con un tamaño de paso h = 0.1 para calcular un valor 
aproximado de la solución y = <I>(t) para t = 0.2, en el problema con valor inicial 
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y' = 1 - t + 4y, y(O) = 1. (4) 

Observemos primero que la ecuación diferencial y' = 1 - t + 4y es lineal y que 
por tanto se puede resolver mediante el método que se describió en la sección 10.1. 
Esta solución es 

1 3 19 
Y = <1>(t) = - t - - + - e4/ 

4 16 16 . (5) 

Hemos seleccionado, como ejemplo, un problema sencillo con valor inicial que poda­
mos resolver con facilidad y así poder comparar el valor de la solución numérica con 
el de la solución analítica. 

Para la solución numérica calculamos primero 

Yó = feO, 1) = 1 - O + 4(1) 5. 

Entonces 

YI = Yo + hyó 1 + (0.1)(5) 1.5. 

A continuación 

yí = f(t l , YI) f(O.l, 1.5) 

= 1 - 0.1 + 4(1.5) = 6.9, 

y 

Y2 = YI + hy ; = 1.5 + (0.1)(6.9) = 2.19. 

El valor de <1>(2) es 2.5053299 con una aproximación de ocho dígitos. Por tanto, el error 
cuando t = 0.2 es aproximadamente 12.19 - 2.51 1 = 0.32, lo cual es un porcentaje de 
error de 12.7. 

Normalmente no se acepta un error así de grande. Se pueden obtener mejores 
aproximaciones empleando un tamaño menor de paso. En la tabla 10.1 se presentan 
algunos resultados. Por ejemplo, para h = 0.01, con lo cual se necesitan 20 pasos para 
llegar a t = 0.2, obtenemos el valor aproximado 2.4645, cuyo porcentaje de erro!" es 
aproximadamente 1.6. Los datos de la tabla 10.1 muestran también que disminuye la 
exactitud a medida que aumenta t .• 

En la figura 10.3.3 se muestran las etapas esenciales para resolver el problema con 
valor inicial (1) para to ::S t ::S to + Nh mediante el método de Euler, en forma de 
diagrama de flujo. La primera caja indica los parámetros a los que se deben asignar 

~ Entrada : 
h, N. to.YO 

J Inicializa.ci6n t 

:tn - tO: Y~, - YO 

¡Computación I 
Y~ -¡(tn• Yn) 
tn - tn + h 
Yn -Yn+hy~ 

+ . 

+ Si 

r:1~ 
" 

valores para iniciar el cómputo. En la segunda caja se igualan las variables tn Y Yn a sus Figura 10.3.3 
valores iniciales to Y Yo, respectivamente. La tercera caja representa el cálculo de f(tn, Diagrama de flujo 
Yn) y la actualización de tn Y Yn mediante la fórmula de Euler. Los resultados puedeñ - para el método de 
imprimirse ya sea para cada valor de n o para determinado conjunto preseleccionado Euler. 
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Tabla 10.1 Comparación de los resultados de la solución numérica dey' = 1 - t + 4y,
y(O) = 1 empleando el método de Euler con distintos tamaños h de paso

t h = 0.1 h = 0.05 h = 0.025 h = 0.01 Exacto
f[ t,

O 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000
0.1 1.5000000 1.5475000 1.5761188 1.5952901 1.6090418
0.2 2.1900000 2.3249000 2.4080117 2.4644587 2.5053299
0.3 3.1460000 3.4333560 3.6143837 3.7390345 3.8301388
0.4 4.4744000 5.0185326 5.3690304 5.6137120 5.7942260
0.5 6.3241600 7.2901870 7.9264062 8.3766865 8.7120041
0.6 8.9038240 10.550369 11.659058 12.454558 13.052522
0.7 12.505354 15.234032 17.112430 18.478797 19.515518
0.8 17.537495 21.967506 25.085110 27.384136 29.144880
0.9 24.572493 31.652708 36.746308 40.554208 43.497903

01
1 34.411490 45.588400 53.807866 60.037126 64.897803

de valores. Siempre que t; < to + Nh, se repite el cómputo empleando valores nuevos
de t; Y de Yn' que se obtuvieron en el paso anterior. El proceso se detiene cuando 'n =
lo + Nh.

Aunque el método de Euler es sencillo y fácil de emplear, los datos de la tabla 10.1
nos dicen que aun para este problema tan sencillo el método de Euler no es muy exacto.
Se puede demostrar, empleando la teoría de los polinomios de Taylor que se estudiará
en el capítulo 13, que si es correcto el valor de Yn en In> entonces el error cometido al
calcular Yn+l en ln+l es proporcional a h2• Este error se llama error de discretización
local. Aunque en general no se puede obtener la constante de proporcionalidad a partir
de esta expresión para el error, de todos modos es útil que el error de discretización
local se comporte como una constante multiplicada por h2• Por ejemplo, podemos llegar
a la conclusión de que si se reduce a la mitad el tamaño del paso, entonces el error de
discretización local se reduce en un factor de 4, y así sucesivamente.

La falta de exactitud del método de Euler se debe principalmente al hecho de que
el error de discretización local es proporcional a h2• Por fortuna, hay otros métodos que
son mucho más exactos que el de Euler y cuyo empleo, a veces, es ligeramente más
difícil. Describiremos dos métodos de ellos, que tienen errores de discretización local
proporcionales a h3 y a h5, respectivamente. En cada caso, la descripción general del
cómputo la sigue dando el diagrama de flujo de la figura 10.3.3. La única diferencia es
que se calcula el nuevo valor de Yn mediante una fórmula diferente y más exacta.

MMododeEu~rm~o~do

Si Y = <1>(1) es la solución exacta del problema con valor inicial (1), y si integramos la
ecuación diferencial entre In Y ln+1> tendremos

CI'

ot
cc

L

q

d
f
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y ' y ' 

y' ;f[t, <I>(t)] 

f[tn + [, <I>(tn+ [)] 

f 
t (f[tn, <I>«n)] + 

f [ t n + [, <1> ( tn + [)]) 

I 

Figura 10.3.4 Deducción integral 
del método de Euler. 

Figura 10.3.5 Deducción del método de Euler mejorado. 

o sea 

<l>(tn +1) = <l>(tn) + f +' f[t, <l>(t)] dt. 
1, . 

(6) 

Podemos obtener distintas aproximaciones a <l>(tn+1) si hacemos diferentes aproxima­
ciones en el cálculo de la integral del lado derecho de la ecuación 6. Por ejemplo, para 
obtener la fórmula de Euler (3), aproximamos al integrando mediante su valor en tn' 
como se ve en la figura 10.3.4. Entonces 

<l>(tn + 1) == <l>(tn) + f +l f( tn, <l>(tn)] dt 
1, 

La aproximación adicional <l>(tn) =Yn da la fórmula de Euler 

Yn+1 = Yn + hf(tn, Yn) = Yn + hy~, 

que concuerda con la ecuación 3. 
A continuación volvemos a la ecuación 6 y aproximaremos a la integral de un modo 

diferente, empleando el promedio de los valores del integrando en tn Y en tn+ 1; véase la 
figura 10.3.5 . Así 

Si sustituimos de nuevo <l>(tn) y <l>(tn+1) por los valores aproximados Yn y Yn+h respec­
tivamente, obtendremos entonces 

(7) 

Dado que Yn+1 aparece como uno de los argumentos de f en el lado derecho de la 
ecuación 7, en general será bastante difícil despejar a Yn+ 1 de esta ecuación. Se puede 
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superar esta dificultad si se aproxima aYn+1 del lado derecho de la ecuación 7 mediante 
el valor obtenido empleando la fórmula de Euler (3). Así 

Y.+I = Yn + [f(tn, Yn) + f(t.+1> Y. + hy~)] ~ 

= Yn + lY~ + f(tn+" Yn+I)]~' siendo Yn+1 = Yn + hy~ (8) 

A esta fórmula se le llama fórmula mejorada de EuleI, o fórmula de Heur Jede 
demostrarse que el error de discretización local es proporcional a h3• 

EJEMPLO 2 

Emplear la fórmula mejorada de Euler (8) para calcular valores aproximados de la 
solución del problema (4) de valor inicial 

Y' = 1 - t + 4y, y(O) = 1. 

Sea f(t, y) = 1 - t + 4y Y supóngase que h = 0.1. Como to = O Y Yo = 1, tenemos, 
como en el ejemplo 1, y'o = 1 - O + 4 = 5. Entonces YI = Yo + hy'o = 1 + (0.1) 5 = 
1.5, Y 

1 - 0.1 + 4(1.5) 6.9. 

Finalmente 

YI = 1 + (0.5)(0.1)(5 + 6.9) = 1.595. 

En la tabla 10.2 se muestran más resultados. Los datos de esta tabla indican que 
los resultados obtenidos mediante el método de Euler mejorado para h = 0.1 son en 
realidad mejores que los que se. obtuvieron con el método de Euler para h = 0.1 Y que 
también son mejores que los obtenidos con el método de Euler para h = 0.05 . Hasta 
son mejores que los obtenidos con el método de Euler para h = 0.025, Y casi tan buenos 
como cuando h = 0.01 con el método de Euler, lo cual se puede ver comparando las 
tablas 10.1 y 10.2 .• 

Para las ecuaciones complicadas, la parte más tardada, y por tanto la más costosa, 
del cómputo es la evaluación repetida de r(t, y). En consecuencia, se puede hacer una 
comparación burda del tiempo necesario para emplear dos métodos diferentes contando 
el número de veces que se tiene que calcular f(t, y). El método de Euler mejorado 
necesita dos evaluaciones de la función en cada paso, mientras que el método de Euler 
sólo precisa una. Así, el método de Euler mejorado con un tamaño de paso h debería 
emplear aproximadamente el mismo tiempéi de cómputo que el método de Euler con 
un tamaño de paso hl2. Para el problema (4), y en la gran mayoría de los casos, el 
método de Euler mejorado da una exactitud bastante mayor bajo esas condiciones. 
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Tabla 10.2 Comparación de los resultados obtenidos empleando el método de Euler y el
método de Euler mejorado para h = 0.1 Yh = 0.05, para el problema con valor inicial
y' == 1 - t + 4y,y(0) = 1.

Euler Euler mejorado

t h = 0.1 h = 0.05 h = 0.1 h = 0.05 Exacto

O 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000
0.1 1.5000000 1.5475000 1.5950000 1.6049750 1.6090418
0.2 2.1900000 2.3249000 2.4636000 2.4932098 2.5053299
0.3 3.1460000 3.4333560 3.7371280 3.8030484 3.8301388
0.4 4.4744000 5.0185326 5.6099494 5.7404023 5.7942260
0.5 6.3241600 7.2901870 8.3697252 8.6117498 8.7120041
0.6 8.9038240 10.550369 12.442193 12.873253 13.052522
0.7 12.505354 15.234032 18.457446 19.203865 19.515518
0.8 17.537495 21.967506 27.348020 28.614138 29.144880
0.9 24.572493 31.652708 40.494070 42.608178 43.497903
1.0 34.411490 45.588400 59.938223 63.424698 64.897803

Método de Runge-Kutta

Uno de los métodos numéricos que se emplean con más frecuencia es el de Runge-Kut-
ta. * Se puede deducir de la ecuación 6 si se aproxima el integrando mediante un
promedio ponderado de los valores tomados en los puntos tm tn + hl2 Y tn+1 de modó
semejante a como se aproxima el valor de una integral mediante la regla de Simpson.
Esto da lugar a una fórmula en la que intervienen expresiones como f[tn + hl2,
<!>(tn + hl2)]. A continuación es necesario llevar a cabo más aproximaciones para
calcular <!>(tn + h/2). La fórmula que resulta es

h
Yn+1 = Yn + 6 o., + 2kn2 + 2kn3 + kn4) (9)

en la cual

kn1 f(tn, Yn),

kn2 f(tn + !h, Yn + !hkn1),
kn3 i«. + !h, y" + !hkn2), (10)

k.¿ = f(tn + h, Yn + hk"3)'

* Carl David Runge (1856-1927) se vio impulsado a abordar problemas de cálculo numérico debido a sus
trabajos de espectroscopía, yel método de Runge-Kutta se originó en su trabajo acerca de la solución numérica
de las ecuaciones diferenciales en 1895. El método fue ampliado en 1901 por M. Wilhelm Kutta (1867-1944),
matemático alemán y especialista en aerodinámica, quien hizo contribuciones importantes a la teoría de los
alerones.
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La suma (kn1 + 2kn2 + 2kn3 + kn4)/6, que multiplica a h en la ecuación 9, se puede 
interpretar como una pendiente promedio, esto es, como un valor promedio de f(t, y). 
Nótese que kn1 es la pendiente en el extremo izquierdo del intervalo; kn2 es la pendiente 
en el punto medio empleando la fórmula de Euler para pasar de tn a tn + hl2; kn3 es una 
segunda aproximación a la pendiente en tn + h/2 empleando la pendiente kn2 para pasar 
de tn a tn + hl2 y, finalmente kn4 es la pendiente en el extremo derecho del intervalo 
empleando la fórmula de Euler con la pendiente kn3 para pasar de tn a tn + h. Es posible 
demostrar que el error de discretización local es proporcional a h5 en el caso del método 
de Runge-Kutta; por lo que es un método muy exacto. Por ejemplo, si se reduce el 
tamaño del paso en un factor de 4, el error se reduce en un factor de 45, o sea 1024. 

EJEMPLO 3 

Emplear el método de Runge-Kutta con h = 0.2 para calcular un valor aproximado de 
la solución y = <l>(t) para t = 0.2 del problema con valor inicial (4). 

Así, 

y' = 1 - t + 4y, y(O) = 1. 

Como h = 0.2, tenemos que 

feo, 1) = 5, 

k 02 feO + 0.1, 1 + 0.5) = 6.9, 

k03 = feo + 0.1, 1 + 0.69) = 7.66, 

k04 = feO + 0.2, 1 + 1.532) = 10.928. 

hko1 

hko2 

1 

1.38 

hko3 = 1.532 

0.2 [ 1 + 6 5 + 2(6.9) + 2(7.66) + 10.928] 

1 + 1.5016 = 2.5016. 

En la tabla 10.3 se presentan algunos resultados adicionales. Éstos indican que la 
exactitud del método de Runge-Kutta es razonable, aun con un tamaño de paso mayor. 
Por ejemplo, para h = 0.2, la aproximación de Runge-Kutta para este ejemplo tiene un 
error menor que 1 por ciento para el intervalo O :::; t :::; 1. Se puede alcanzar una 
exactitud mucho mayor empleando un valor menor de h. Para este problema, con h = 
0.01, obtenemos resultados correctos hasta al menos cinco decimales en el intervalo 
O:::; t :::; 1. 

Obsérvese que el método de Runge-Kutta necesita cuatro evaluaciones de la 
función en cada paso. Así, para h = 0.1 necesitamos diez pasos y cuarenta evaluaciones 
de la función para pasar de t = O a t = 1. En comparación, el método de Euler mejorado 
para h = 0.05 también necesita cuarenta evaluaciones de la función para atravesar el 
mismo intervalo. En las tablas 10.2 y 10.3 es fácil ver que el método de Runge-Kutta 
es muy superior en términos de exactitud. -
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10.3 MÉTODOS NUMÉRICOS 583

Tabla 10.3 Comparación de resultados para la solución numérica del problema con
valor inicial y' = 1 - t + 4y,y(0) = 1.

Euler Runge-Kutta
a Euler mejorado

t h = 0.1 h = 0.1 h = 0.2 h = 0.1 Exacto

O 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000
0.1 1.5000000 1.5950000 1.6089333 1.6090418
0.2 2.1900000 2.4636000 2.5016000 2.5050062 2.5053299
0.3 3.1460000 3.7371280 3.8294145 3.8301388
0.4 4.4774000 5.6099494 5.7776358 5.7927853 5.7942260
0.5 6.3241600 8.3697252 8.7093175 8.7120041
0.6 8.9038240 12.442193 12.997178 13.047713 13.052522
0.7 12.505354 18.457446 19.507148 19.515518

e 0.8 17.537495 27.348020 28.980768 29.130609 29.144880
0.9 24.572493 40.494070 43.473954 43.497903
1.0 34.411490 59.938223 64.441579 64.858107 64.897803

0.2, 0.3 Y0.4 empleando el método de Euler para
h = 0.1.

Como se ve en este ejemplo, el método de Runge- Kutta es un procedimiento
práctico para la solución numérica de ecuaciones diferenciales de primer orden. Es
directo en cuanto a su programación y da una buena combinación de simplicidad y
exactitud. Hasta el momento en que el lector haya progresado lo suficiente en su
comprensión de las sutilezas de las ecuaciones diferenciales y del cómputo numérico,
el método de Runge-Kutta resulta adecuado para comenzar cuando se necesite la
solución numérica de una ecuación diferencial.

ti

(b)Repetir la parte (a) con h = 0.05. Comparar los
resultados con los de la parte (a).

(e) Repetir la parte (a) empleando el método de Euler
mejorado para h = 0.1.

(d)Calcular valores aproximados de la solución del
problema dado con valor inicial cuando t = 0.2 Y
0.4 mediante el método de Runge-Kutta para
h = 0.2.

(e) Calcular la solución exacta y = <I>(t) del problema
dado con valor inicial y calcular su valor cuando

PROBLEMAS

a En los primeros 16 problemas siguientes se pide el cálculo
de valores aproximados de la solución de una ecuación
diferencial dada. Los problemas 1 a 8 se pueden resolver.
con una calculadora de bolsillo, si es necesario, aunque es
deseable una calculadora programable. Para los problemas
9 a 16 se debe tener cuando menos una calculadora progra-
mable o una microcomputadora. En todos estos problemas
se redondean las respuestas a seis dígitos. Al trabajar en
ellos se debe poner atención a los efectos del empleo de
diferentes métodos y distintos tamaños de paso.

En los problemas 1 y 2:
(a) Calcular los valores aproximados de la solución

del problema dado con valor inicial para t = 0.1,

n
a

o

a
s
o
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t = 0.1,0.2,0.3 Y 0.4. Comparar estos valores con 
los de las partes (a) a (d). 

© 1. y' =: 2y - 1, y(O) = 1 

© 2. y' = 0.5 - t + 2y, y(O) 1 

En los problemas 3 a 8: 

(a) Calcular valores aproximados de la solución al 
problema dado con valor inicial para I = to + 0.1, 
to + 0.2, lo + 0.3 y/o + 0.4 mediante el método 
de Euler para h = 0.1. 

(b)Repetir la parte (a) empleando el método de Euler 
mejorado para h = 0.1. 

(c) Calcular valores aproximados de la solución del 
problema dado con valor inicial para t = to + 0.2 
Y lo + 0.4 empleando el método de Runge-Kutta 
para h = 0.2. 

© 3. y' = t2 + y2, y(O) = 1 

© 4. y' = 5t - 3Vy, y(O) = 2 

© 5. y' = v't+Y, y(l) = 3 

© 6. y' = 2t + e- ry , 

© 7. y' 

y(O) = 1 

y(l) = 2 

© 8. y' = (t2 - y2)seny , y(O) = -1 

En los problemas 9 a 12 calcular un valor aproximado de 
la solución al problema dado con valor inicial cuando 1 = 

to + 1. 

(a) Empleando el método de Euler para h = 0.025. 

(b)Empleando el método de Euler para h = 0.0125. 

(c) Empleando el método de Euler mejorado para 
h = 0.05. 

(d)Empleando el método de Euler mejorado para 
h = 0.025. 

(e) Empleando el método de Runge- Kutta con 
h = 0.1. 

PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 10 resolver el problema dado con 
valor inicial. 

(f) Empleando el método de Runge- Kutta con 
h = 0.05. 

Nótese que se necesitan 40 evaluaciones de la función en 
las partes (a), (c) y (e), mientras que en las partes (b), (d) 
Y (f) se necesitan 80. Comparar los resultados obtenidos 
con los diversos métodos. 

© 9. y' = 0.5 - t + 2y, y (O) = 1 

© 10. y' = 5t - 3Vy, y(O) = 2 

© 11. y' = v'f+Y, y(l) = 3 

D 12. y' = 2t + e-ry, y(O) = 1 

En los problemas 13 a 16, calcular un valor aproximado de 
la solución del problema dado con valor inicial cuando 
t=to+l. 

(a)Empleando el método de Runge-Kutta para 
h = 0.025. 

(b)Empleando el método de Runge-Kutta para 
h = 0.01. 

Comparar estos resultados con los de las partes (e) y.(f) de 
los problemas 9 a 12. 

© 13. y' = 0.5 - t + 2y, y(O) = 1 

© 14. y' = 5t - 3Vy, y(O) = 2 

© 15. y' = v't+Y, y(l) = 3 

© 16. y' = 2t + e-ry, y(O) = 1 

·17. Considere la ecuación diferencial y' = f(t); esto es, 
f no depende de y. Demostrar que en este caso la 
fórmula del método de Euler mejorado se reduce a 

h 
Yn + l = Yn + 2 [f(tn ) + f(tn + 1)]· 

Demostrar que esto es equivalente a la regla del tra­
pezoide para evaluar una integral definida. 

·18. Con las mismas condiciones que las del problema 17, 
demostrar que el método de Runge-Kutta se reduce a 
la regla de Simpson para evaluar una integral defini­
da. 

y(O) = 1 

2. xy' + Y = In x, y(l) = 1 
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1

3. cos X y' + sen x y = sec x, y(O) = !
4. y' - 2ty = e'" y(O) = O
5. y' - e'y = e= y2, y(O) = 1

6. y' Y yO) = 1v'l"=X2'

7. y' Y y(O) = Ov'l"=X2'
8. yy' + x = 1, y(l) = 1

9. dy = 4 + y2
dx y'

10. dy = eX(2ex
- 7)

dx 2y - 4 '

y(O) = -1

y(O) = 4

En los problemas 11 a 14 calcular un valor aproximado de
la solución del problema dado con valor inicial cuando
t = to Y empleando

(a) el método de Euler para h = 0.01;

(b)el método mejorado de Euler para h = 0.025 Y
h = 0.01;

(e) el método de Runge-Kutta para h = 0.05 Y
h = 0.025.

e 11. ty' = y + ter", y(l) = O

e 12. 2y + 1 + (t
2

~ y) y' = O, y(O) 1

© 13. ty' - y = (ty)1I2, y(l) = 2

3t2y + y2
3t3 + 3yt'

e 14. y' = y(l) = -2

©15. Empleando el método de Runge- Kutta para h = 0.05,
calcular valores aproximados de la solución al proble-
ma con valor inicial para la ecuación logística

dy (y)dt = 0.5 y 1 - 10 ' y(O) = 1

PROBLEMAS DE REPASO 585

cuando t = 1, 2, 3, 4, 5 Y 6. El valor exacto de y(6) es
6.905679, con seis cifras decimales.

©16. Empleando el método de Runge-Kutta para h = 0.05,
calcular valores aproximados de la solución del pro-
blema con valor inicial para la ecuación de Gompertz

d: = 0.5 y In (~O), y(O) = 1
cuando t = 1, 2, 3,4, 5 Y 6. El valor exacto de y(6) es
8.816880, con seis cifras decimales. Comparar las
respuestas que se obtengan con las del problema 15.

17. El isótopo radiactivo plutonio 241 se desintegra con
una rapidez proporcional a la cantidad presente. Si la
semi vida, que es el período durante el cual la masa se
reduce a la mitad de su valor original, de plutonio 241
es de 13.20 años, deducir una ecuación para el decai-
miento o desintegración del isótopo, suponiendo que
al principio hay Po mg presentes. Si hoy se tiene 50
mg de plutonio, ¿cuánto quedará dentro de 10 años?

18. Un determinado material radiactivo tiene una semivi-
da de 10 días.¿Qué tiempo debe pasar para que una
masa dada de este material se reduzca al uno por
ciento de su cantidad original?

Una ecuación diferencial de segundo orden es aquella en
la cual la segunda derivada de la función indeterminada es
el orden mayor de la derivada que aparece. En los proble-
mas 19 a 22 emplear el cambio de variable y' = u para
reducir la ecuación dada de segundo orden a una de primer
orden. A continuación, resolver el problema con valor
inicial.

19. y" + y' = O, y(O) = O, y'(O) = 1

20. y'y" + x = O,

21. y'y" = 2,

y(O) = O,

y(O) = 1,

y'(O) = 1

y'(O) = 2

22. xy" + y' = 1,
y'(l) = O

y(l) 1,x > O,
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Capítulo 11 

En este capítulo ampliaremos el cálculo del límite de 
una función y la evaluación de una integral para abarcar 
algunos casos importantes que todavía no hemos des­
crito. El teorema 2.3.1 trata del álgebra de los límites 
y, como hemos visto en forma repetida, es de importan­
cia fundamental tanto para la teoría como para el cálcu­
lo de límites de funciones específicas. Sin embargo, 
hay muchos casos importantes que no cubre este teore­
ma. Entre ellos están los límites de lo que llamamos 
formas indeterminadas. Un caso típico se presenta en 
el cociente f(x)/g(x) si f(x) y g(x) tienden a cero 
cuando x -7 a . Entonces se dice que f(x)/g(x) es una 
forma indeterminada del tipo O/O cuando x -7 a. Por 
ejemplo, 

sen x 

x 

1 - cosx 
X2 

y 
10(1 + x) 

X2 

son expresiones sencillas de la forma O/O cuando x -70. 
Existe un teorema notable , debido a Johann Bernoulli, 
pero al que se le conoce en todos lados como la regla 
de L 'Hospital , que nos permite determinar el límite de 
estas formas indeterminadas y muchas otras más, en 
forma rápida y elegante . Veremos algunos usos de la 
regla de L'Hospital en las dos secciones siguientes. 

Hasta ahora, también hemos restringido la opera­
ción de integración a integrandos que están acotados y 
a intervalos cuya longitud es finita. A veces, pero no 
siempre, es posible generalizar el concepto de integra­
ción para que se aplique a integrandos o a intervalos de 

, 

CALCULO 

Formas 
indeterminadas, 

regla de 
L'Hospital e 
integrales 
impropias 
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integración no acotados. A estas integrales se les llama integrales impropias y se 
estudian en las dos últimas secciones de este capítulo. 

11.1 FORMAS INDETERMINADAS Y LA REGLA DE L'HOSPITAL 

El teorema 2.3.1(d) afirma que si existe ellímx~a f(x) y límx~a g(x), entonces 

f() 
lím f(x) 

1 ' x .::..x--+c..:a,--.,.....,.. lm -- = 
x--+a g(x) lím g(x) , 

(1) 

x--+a 

siempre que límx ~ a g(x) =f. O. Si límx ~ a g(x) = O Y límx ~ a f(x) = 1 =f. O, entonces 
f(x) /g(x) se hace no acotado y, en consecuencia, no tiene límite cuando x -7a. En la 
terminología de la sección 2.4 puede ser cierto en este caso que f(x)/g(x) -7 00 , o que 
f(x)/g(x) -7 -00 cuando x -7 a, o cuando x -7 a por un sólo lado. A continuación, 
veremos el caso en que límx~a f(x) = O y límx~a g(x) = O. En este caso el lado derecho 
de la ecuación 1 es la expresión O/O sin significado y decimos que f(x)/g(x) es una 
forma indeterminada del tipo O/O cuando x -7 a. 

Hasta ahora hemos evitado estos casos o, cuando era inevitable, hemos tratado con 
cada caso por separado, empleando cualquier medio que parecía adecuado. En el 
ejemplo 9 de la sección 2.3 empleamos una construcción geométrica como ayuda para 
demostrar que (sen x)/x -71 cuando x -70. Ahora deseamos desarrollar métodos más 
formales y generales para la determinación del límite de una forma indeterminada del 
tipo O/O, al igual que de otros tipos que se presentarán después. Necesitaremos hacer 
uso de una generalización del teorema del valor medio para derivadas y por tanto 
dirigiremos primero nuestra atención a ese resultado. 

Teorema del valor medio generalizado (de Cauchy) 

El teorema del valor medio (teorema 4.1.3) relaciona los valores de una función en los 
extremos de un intervalo con el valor de su derivada en algún punto interior del 
intervalo. El teorema que sigue es semejante, excepto que involucra a dos funciones . 

Teorema 11.1.1 

Supongamos que f y g son funciones que satisfacen las siguientes hipótesis: 

(a) f y g son continuas en [a, b]. 
(b) f y g son derivables en (a, b). 
(c) g' nunca es cero en (a, b). 

Entonces, existe al menos un punto e en (a, b) tal que 
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11.1 FORMAS INDETERMINADAS Y LA REGLA DE L'HOSPITAL 589 

f'(c) f(b)o. - f(a) 
g'(c) == g(b) - g(a)' (2) 

y 

f(b) 
Q[g(b).{(b») 

R¡ e I I(b) _ {(a) __ I 

{(a) ~--=-..:-..:---=-________ ~ _____ J 
P[g(a), ((a)) 

g(b)-g(a) 
Figura 11.1.1 

x 

g(a) g(b) 

Está claro que el teorema 11.1.1 se reduce al teorema 4.1.3, si g(x) = x. Antes de 
demostrar el teorema 11.1.1, presentaremos un argumento geométrico que hace plau­
sible el resultado. Sean x = g(t) y y = f(t) para a ::; t ::; b ecuaciones paramétricas de 
un arco e como el de la figura 11.1.1. Entonces 

f(b) - f(a) 
g(b) - g(a) 

(3) 

es la pendiente del segmento de recta PQ que une a los puntos extremos del arco C. 
Además, de acuerdo con la sección 5.5 sabemos que f'(t)/g'(t) es la pendiente de la 
recta tangente a e en el punto [g(t), f(t)]. El teorema dice que existe al menos un punto 
en el arco en el que la recta tangente es paralela al segmento de recta PQ entre los 
puntos extremos. En el caso que se muestra en la figura 11.1.1, hay dos valores posibles 
de e, que corresponden a los dos puntos R¡ y R2• La condición de que g'(x) no sea cero 
quiere decir que no hay ningún punto en el arco e en el que la recta tangente sea vertical. 
El resultado (2) en realidad es válido en condiciones algo más generales. Estas 
condiciones se indican en el problema 44. 

Demostración del teorema 11.1.1. Este teorema se puede demostrar construyendo 
una función auxiliar a la cual se le pueda aplicar el teorema de Rolle (teorema 4.1.2). 
Sea 

F(t) = f(t)[g(b) - g(a)] - g(t)[f(b) - f(a)]. (4) 

Como f y g son continuas en [a, b] y derivables en (a, b) y como F es una combinación 
lineal de f y g, se infiere que F tiene también estas propiedades. Haciendo que t = a 
y t = b, respectivamente, vemos que 
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F(a) = F(b) = f(a)g(b) - f(b)g(a). (5) 

En este caso F satisface las condiciones del teorema de Rolle, y por tanto hayal menos 
un punto e en (a, b) en el cual F' (e) = O. Derivando la ecuación 5 y haciendo que t = e, 
obtenemos 

F'(c) = f'(c)[g(b) - g(a)] - g'(c)[f(b) - f(a)] = O. (6) 

Para obtener la ecuación 2 a partir de la ecuación 6 debemos dividir entre g'(c) y 
entre [g(b) - g(a»); por tanto, nos debemos asegurar de que ninguna de esas cantidades 
puedan ser cero. La hipótesis (c) afirma que g' (x) nunca es cero; por consiguiente 
g'(c) *' O independientemente de la ubicación del punto c. Además, si g(b) = g(a), 

entonces el teorema de Rolle aplicado a g requiere que haya al menos un punto c en 
(a, b) tal que g'(c) = O. Como debido a la hipótesis (c) no puede existir un punto c de 
esos, sabemos que g(b) *' g(a). Por lo que podemos dividir a la ecuación 6 entre 
g'(c)[g(b) - g(a») con el siguiente resultado: 

f'(c) 
g'(c) 

f(b) f(a) 
g(b) - g(a)' 

lo que completa la demostración del teorema 11.1 .1. o 

La regla de L'Hospital 

(7) 

Estamos en posibilidad de describir el resultado principal de esta sección, que se llama 
la regla de L'Hospital.* Es un medio para evaluar los límites de muchas formas 
indeterminadas. 

Teorema 11.1.2 

(Regla de L'Hospital) 

Supongamos que f y g son funciones derivables en un intervalo abierto a < x < 
b, Y que 

lím f(x) O y lím g(x) = O, (8) 
x-4a+ X-70 a+ 

o bien 

* Guillaume F. A. de L'Hospital (1661-1704), fue un noble francés, alumno y protector a la vez de Johann 
Bemoulli. En 1696 publicó el primer texto de cálculo, L 'Analyse des Infiniment Petits pour I'Intelligence 
des Lignes Courbes, influyente libro que permaneció como referencia de rigor hasta muy entrado el siglo 
XVIII. Entre otras cosas, presentaba un enunciado de lo que se conoce ahora como la regla de L'Hospital, 
resultado que en realidad había sido descubierto por Johann Bemoulli en 1694. 
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lím f(x) = ::!:oo y lím g(x) = ::!:oo (9) 
x ~ a+ X-7 a + 

donde se permite todas las combinaciones de los signos más y menos en la 
ecuación 9. Supongamos además que g'(x) nunca es Cero en, (a, b) y que 

lím f'(x) = L, 
.< -7 a+ g/ex) 

donde L es un número finito, 00, o - oo. Entonces 

lím f(x) 

X-7a + g(x) 
L. 

(l O) 

(11) 

Hemos enunciado el teorema 11.1 .2 con límites cuando x tiende a a por la derecha, 
pero si se satisfacen las hipótesis en un intervalo b < x < a, entonces el enunciado del 
teorema también es válido para los límites por la izquierda (x --7 a- ). Si se satisfacen 
las hipótesis por ambos lados de x = a, entonces el teorema es válido para los límites 
cuando x --7a de modo irrestricto. Por el momento supondremos que a es finito, aunque 
en la siguiente sección tendremos en cuenta casos para los cuales x --7 ::!: oo. Al final de 
esta sección se da la demostración del teorema 11.1.2. Mientras tanto, presentaremos 
algunos ejemplos representativos de su utilidad. 

EJEMPLO 1 (0/0) 

Calcular el valor de 

sen x 
lím --o 
x-o x 

(12) 

Si hacemos que f(x) = sen x, y que g(x) = x , se satisfacen las condiciones del 
teorema 11.1.2, en un intervalo abierto, a cada lado de x = O. Como f' (x) = cos x y 
g/ex) = 1, el teorema 11.1.2 nos dice que 

lím sen x 
X-7 0 x 

cos x 
lím 

X -7 o 1 
(13) 

siempre que el límite del lado derecho de la ecuación 13 sea un número finito o bien 
::!: oo. Sin embargo, la expresión (cos x)/l no está indeterminada, y su límite es 1 cuando 
x --70. Así, 

lím sen x 1. • (14) 
X-70 x 
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Recuérdese que en la sección 3.6 necesitamos el valor límite de (sen x)/x para 
determinar la derivada de sen x . Podrá ser tentador pensar que podríamos haber 
empleado la regla de L'Hospital para evitar la deducción más complicada de este 
límite que presentamos en el ejemplo 9 de la sección 2.3. Sin embargo, esto sería 
pensar de manera falaz. No podemos emplear la regla de L'Hospital para determinar 
ellímx ---7 o(sen x)/x sino hasta haber deducido la fórmula de derivación de sen x en forma 
independiente. 

EJEMPLO 2 (0/0) 

Evaluar 

1 - cos x 
lím ---::--­

X2 
(15) 

Anteriormente en esta sección hicimos notar que se trata de una forma indetermi­
nada. Empleando la regla de L' Hospital obtenemos 

, 1 - cos x _ l' sen x 
hm 2 - 1m 2 ' 
x--+o x x--+o X 

(16) 

siempre y cuando exista el límite del lado derecho de esta ecuación, o que sea ± oo. La 
expresión (sen x)/2x está indeterminada cuando x --7 O, pero si aplicamos otra vez la 
regla de L'Hospital, obtenemos 

sen x cos x 
lím -- = lím --
x--+o 2 x x--+o 2 

Así, combinando las ecuaciones 16 y 17 tenemos que 

1 - cos x 
lím ---­

X2 x--+o 

(17) 

(18) 

Este ejemplo muestra que podría necesitarse aplicar la regla de L'Hospital más de una 
vez para evaluar el límite de una forma indeterminada. -

EJEMPLO 3 (0/0) 

Evaluar 

tan 2x 
lím 
x--+o+ X2 

(19) 

Se trata de nuevo de una forma indeterminada del tipo O/O cuando x --7 0+. 
Empleamos la regla de L'Hospital y obtenemos 
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tan 2x 
lím 
x---+o + 

2 sec2 2x 
lím ----
x-o + 2x 

00, (20) 

ya que sec 2x ----71 cuando x ----70. Éste es un ejemplo del caso en el que L es infinito. 
Existe un peligro potencial al emplear la regla de L'Hospital, que es la posibilidad 

de emplearlo de manera repetida sin comprobar en cada etapa que la expresión que se 
maneja sea realmente indeterminada. En este ejemplo, la expresión (2 sec2 2x)/2x no 
es indeterminada. Sin embargo, si no 10 hubiéramos notado, pudiéramos haber tratado 
de emplear por segunda vez la regla de L 'Hospital; con ello hubieramos llegado a la 
conclusión errónea de que el límite requerido es igual a 

lím 
8 sec2 2x tan 2x 

2 

que es cero. Así, antes de emplear la regla de L'Hospital, se debe comprobar y estar 
seguro de que en realidad la expresión sea indeterminada. -

EJEMPLO 4 (00/00) 

Calcular el valor de 

In x 
lím 
x-o + cot x 

(21 ) 

Empleamos la regla de L'Hospital y tenemos que 

In x l/x 
lím -- = lím 2' 
x-o+ cot x x-o+ - ese x 

siempre que podamos evaluar este límite. Sin embargo, para x * O, 

l/x sen
2 x (sen x) 

-csc2 x = --x- = -(senx) - x- ~ -(0)(1) = O 

cuando x ----70+. También, podemos emplear la regla de L'Hospital por segunda vez 
para evaluar ellímx -7 o (sen x)/x. De cualquier modo, se concluye que 

In x 
lím -- = O .• 
x-O+ cot x 

(22) 

EJEMPLO 5 (0/0) 

Evaluar 
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tan x 
lím ( )2' 
X-+1T 1T - X 

(23) 

Este ejemplo muestra el empleo de la regla de L'Hospital en un punto a distinto 
de cero. De acuerdo con esta regla obtenemos 

tan x sec2 x 
lím ( )2 = lím _ 2("'" - x)' 
x-+'lT .". - X X---+'TT l. 

(24) 

La expresión del lado derecho de esta ecuación no tiene límite, ya que cuando 
x ~'TT su numerador tiende a uno, mientras que su denominador tiende a cero. Así, (tan 
x) /( 'TT - X)2 no tiene cota cuando x ~'TT. Para examinar la naturaleza del no acotamiento 
consideramos los límites laterales correspondientes y encontramos que 

tan x 
lím = 

.<--+",- ('TT - x)2 
-00 , 

tan x 
lím 2 = +00. ¡¡; 

X---+'Tf+ (1T - x) . (25) 

A veces encontramos formas indeterminadas que no son del tipo O/O ni 00/00. Por 
ejemplo otras dos indeterminaciones que se presentan con frecuencia tienen la forma 
00 - 00, ó O . oo. Una manera de manejar esas expresiones es reformularlas como O/O o 
00/ 00, para entonces aplicar la regla de L'Hospital. Los dos ejemplos siguientes muestran 
este procedimiento. 

EJEMPLO 6 (00 - (0) 

Evaluar 

lím(~ - csc x). 
.<--+0 X 

(26) 

Esta expresión es un ejemplo de una forma indeterminada del tipo 00 - 00 cuando 
x ~O. Para emplear la regla de L'Hospital, reformulamos la expresión de modo que 
tenga la forma O/O cuando x ~ O. Si x * O Y Ixl < 'TT, tenemos que 

1 1 1 sen x - x 
-- cscx =----= 
x x sen x x sen x 

y esta última expresión tiene la forma O/O cuando x ~ O. Al emplear la regla de 
L'Hospital obtenemos 

lím (~ - csc x) 
.<--+0 X 

(
sen x - x) 

= lím 
.<--+0 X sen x 

( 
COSX - l) 

lím , 
.<--+0 sen x + x cos x 
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siempre que exista el último límite, o que sea ±oo. Observamos que cos x - 1 ---7 O Y 
que sen x + x cos x ---70 cuando x ---70. Por consiguiente, seguimos teniendo una forma 
indeterminada del tipo O/O cuando x ---7 oo. Empleamos una vez más la regla de 
L'Hospital y obtenemos 

( 
cos x - 1 ) 

lím 
" .... 0 sen x + x cos x 

1, ( - sen x ) = 1m . 
"' .... 0 2 cos x - ,x sen x 

Este último límite es cero, porque el numerador tiende a cero y el denominador tiende 
a dos. Por tanto, 

lím(! - esc x) = O. 
" .... 0 x 

(27) 

Vemos de nuevo que podemos necesitar el empleo de la regla de L'Hospital más de 
una vez para calcular el límite de una forma indeterminada .• 

EJEMPLO 7 (O . (0) . 

Evaluar 

lím x In x. 
x--+o+ (28) 

Para emplear la regla de L'Hospital, debemos escribir primero x In x de tal modo 
que tenga la forma O/O 6 00/ 00 cuando x ---70+. Escogemos la última, 

x In x 
In x 
l/x' 

en la cual el numerador y el denominador del lado derecho se hacen infinitos cuando 
x ---70+. Al emplear la regla de L'Hospital obtenemos 

lím x In x 
x--+o + 

In x ( l/x ) lím - - = lím ---
' .... 0 + l/x , .... 0 + -1/x2 

= lím( -x) = O. 
x--+o+ 

(29) 

Por último, veamos qué sucede si escribimos x In x en la forma O/O. Tenemos 
entonces 

x In x 
x 

l/In x' 
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y al tratar de emplear la regla de L'Hospital obtenemos 

, x 
lím x In x = hm -­
x--+o + x--+o + l/1n x 

1 
= lím ------

.<--+0 ' - (l/1n x)2(I /x) 
, x 

- hm . 
x--+o + (l/1n X) 2 

Así, hemos obtenido otra forma indeterminada, que es más complicada que la del 
problema original. Si se prosiguen los intentos de emplear la regla de L ' Hospital se 
llega a más complicaciones, pero no obtenemos el resultado. Este ejemplo muestra que 
puede haber distintos modos de contemplar el mismo problema y que un método puede 
ser mejor que otro. Al tratar con formas indeterminadas en las que intervienen logarit­
mos y polinomios, con frecuencia se aconseja amoldar el problema de tal manera que 
la derivación elimine al logaritmo. Esto fue lo que se hizo en el primer planteamiento 
de este ejemplo, pero no en el segundo. -

Demostración del teorema 11.1.2. Damos una demostración para el caso en que sea 
válida la ecuación 8. Aunque f y g tienen límites cero cuando x ~a+ , estas funciones 
pueden no ser continuas en a por la derecha, ya sea porque f(a) y g(a) no están 
definidas, o porque no son iguales al valor límite. Sin embargo, si definimos (o, si es 
necesario, redefinimos) a f(a) = O Y g(a) = O, y seleccionamos a x en el intervalo 
(a, b), entonces f y g son continuas en el intervalo cerrado [a, x). También son deriva­
bles en el intervalo abierto (a, x) y g/ (x) nunca es cero en ese intervalo. ASÍ, el teorema 
11.1.1 se puede aplicar a f y g en el intervalo [a, x) y el resultado es 

f(x) - fea) _ f'(e) 
g(x) - g(a) - g/(e)' 

para algún c entre a y x. Como f(a) = g(a) = O, la ecuación 30 se transforma en 

f(x) f'(e) 
g(x) g/(e) ' 

(30) 

Por último, si dejamos que x ~ a +, notando que para ello se necesita que e ~ a + 

también, tenemos que 

IÍm f(x) = lím f'(e) 
x--+a + g(x) .<--+a + g/ (e) 

, f'(e) 
hm-­
c--+a + g' ( e) 

L, 

con lo cual se completa la demostración para el caso en el que f y g tienen límite cero 
cuando x ~ a +. En los casos en que f y g tienden a ± 00 , la demostración es algo más 
difícil y por tanto se omite; sin embargo, véase el problema 43. o 
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PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 35, evaluar el límite dado. En algunos 
de esos problemas la regla de L'Hospital no es la herra­
mienta adecuada y si se usa ésta en forma descuidada 
puede conducir a un resultado incorrecto. 

1 1
, sen 2x 

.Im--
'x-o X 

1 - eos2 x 
3. lím 2 

x-o X 

sen2 x 
5. lím 1 

x~o + eos x 

7. lím (x - ~2)tan x 
x-(TI' /2) + 

8. lím ( 2 - tan x) 
x~(."I2)- 7T - 2x 

e-X + 1 
9. lím ---

x~o- eX - 1 

11 
' ln(1 + (l/x)) 

. hm • r 
x~o+ l/vx 

13 1
, ln(1 + X2) 

• 1m 3 
x-o+ X 

In x 
15. lím --, 

x-o+ x-q 
q>O 

el/x 

17. lím -
x~o+ l/x 

19. lím (-11 
+ 1 ) 

x~ l- n x ~ 

1 - eos(x2) 
4. lím 4 

x-o X 

6. lím arc tan x 
x~o x 

10. lím (! + In x) 
x-o+ x 

eh - 1 
12. lím-

3
--

x- "' O x 

1 - e-x2 

14. lím 2X2 
x~o 

16. lím x - sen x 
x~" 1 - cosx 

el /x 

18. lím -/-
x~o - 1 x 

' a x 
- b x 

20. lím , a>b>O 
x-o x 

21. lím (see x - tan x) 
x_'lt/2 

-vl+Xi ~ 
23. lím --------

x-o x 

22. lím x In x 

24. lím sen x - x 
x~o tan x - x 

eot ax 
25. lím--

b
-, 

x~o eot x 
a> O, b > O 

Vx""=3 - 1 
26. lím -----

~4 X2 - 16 

x - 2 
27. lím ( 6)1/3 _ 2 

x~2 X + 

PROBLEMAS 597 

xl/3 - a l /3 

28. lím , a'¡'O 
x - a 

29 
' are tan 2x 

• hm---­
x~o aresenx 

31. Iím sen2 x - sen(x2
) 

x-o x 4 

30 
' Inlln xl 

• hm --­
x~o+ In x 

32. lím are tan x - x 
x~o are senx - x 

33 
' are sen2x - 2 are senx 

. hm 2 
x~o X sen x 

34. lím (sen 2x)(sen 3x) 
x~.,,12 X sen 4x 

35. lím x(ln X)2 
x_o+ 

36. (a) Sea f continua en alguna vecindad del origen. 
Evaluar 

I: f(t) dt 

lím----
x-o x 

(b)Si f también es derivable en alguna vecindad del 
origen y si feO) = O, evaluar 

37. Evaluar 

I: f(t) dt 

lím ----,:--­
X2 

(I: sen t dtr 

lím rx . 
~o Jo sen t2 dt ' 

38. Calcular el valor de a para el cual 

sen ax - sen x - x 
lím ----::----­

x 3 

es finito y evaluar el límite en este caso. 

39. Determinar los valores de a y b para los cuales 

l' eosax-b 
!! 2X2 

-1. 
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40. Sea P un punto del círculo unitario en el primer 
cuadrante (véase figura 11.1 .2). El segmento de recta 
AQ es tangente al círculo y su longitud es la misma 
que la longitud del arco AP. La recta que pasa por P 
y Q interseca al eje x en B. Determinar la posición 
límite de B cuando P -7A . 

B x 

Figura 11.1.2 

41. Se tiene el caso que se muestra en la figura 11.1.3. 

42. 

Sean 

Figura 11.1.3 

a(e) = área del triángulo PQR 

b(e) = área del sector OQR menos el área del 
triángulo OPR 

c(e) = área del sector OQR menos el área del 
triángulo OQR 

, a(e) 
(a) Determinar hm - ( ) . 

&-0 C e 

, a(8) 
(b) Determinar I~ b(8) . 

Se deja caer una partícula de masa m partiendo del 
reposo bajo la influencia de la gravedad, en un medio 
que ofrece una resistencia proporcional a la velocidad 
de la partícula. 

(a) Demostrar que la velocidad en el tiempo t es la 
solución del problema con valor inicial 

dv 
m dt + kv = mg, v(O) = O. (i) 

Véase la explicación que precede al problema 27 
de la sección 10.2. 

(b) Hallar v en cualquier tiempo t y determinar el valor 
límite de v cuando k -7 O. Esto es , cuando la 
resistencia del aire tiende a cero. 

(c)El resultado que se encontró en (b), ¿es el mismo 
que el que se determinó en la ecuación (i) al hacer 
k = O Y resolviendo entonces el problema con 
valor inicial? 

• 43. Suponer que f y g satisfacen las condiciones de la 
regla de L'Hospital (teorema 11.1.2) con 

lím f(x) = 00, lím g(x) = oo. 
X-Q+ x-o+ 

Suponer también que existe límx --) a+ f' (x)/g(x). De­
mostrar que 

lím f(x) L. 
x-a + g(x) 

Sugerencia: nótese que 

f(x) 1/g(x) 
g(x) = 1/ f(x)' 

y que la última expresión es una forma indeterminada 
del tipo . OLO. Nótese también que en este problema 
suponemos la existencia de límx--) a+ f(x) /g(x). ¿Dón­
de se usó esta hipótesis en el argumento? No se hizo 
la hipótesis en el caso O/O que se vio en el texto. No 
se requiere tampoco en esta parte para el caso 00/00, 

pero la demostración es mucho más difícil sin este 
requisito. 

*44. La conclusión del teorema del valor medio generali­
zado sigue siendo válida con hipótesis algo más ge­
nerales que las que se dieron en el teorema 11.1.1 en el 
texto. Supongamos que f y g satisfacen las hipótesis 

(a) y (b) del texto, y que también cumplen con: 

(c) g(b) "* g(a); 

(d)No hay punto en (a, b) en el que f' y g' sean cero. 

Demostrar que es válida la ecuación 2 del texto bajo 
estas condiciones. 

Sugerencia: se necesita demostrar que g' (c) "* O. 
Emplear la ecuación 6 del texto y la condición (c) 
de arriba para demostrar que si g' (c) = O, entonces 
f' (c) = O también, lo cual viola la condición (d). 
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Nota. El significado de este resu ltado es que genera­
liza el teorema para abarcar arcos que puedan tener 
tangentes verticales. Un caso típico se muestra en la 

figura J l.1.4, en la cual R¡ , R2 Y RJ indican puntos que 
corresponden a valores posibles de c. 

y e 

((b) Q[g(b) , {(b)] 

// I //11 // I 
// i {(b) - ((a) 

Rl I 
/ . I 

// R2 I 
((a) P[g(a), ((a)] ~ ______ _______ _ J ---L 

l· g(b) - g(a) ·1 

g(a) 
Figura 11.1.4 

11.2 OTRAS FORMAS INDETERMINADAS; 
EXTENSIONES DE LA REGLA DE L'HOSPITAL 

En la sección anterior describimos un procedimiento que se conoce como la regla de 
L'Hospital , para calcular el límite de una forma indeterminada del tipo O/O ó 00/ 00 en 
un punto finito x = a . En los ejemplos 6 y 7 de la sección 11.1, indicamos cómo se 
podía aplicar también la regla de L'Hospital a algunas formas indeterminadas del tipo 
00 - 00 y O . oo . En todos estos casos el problema consiste, en realidad, en descubrir si 
una de las dos influencias que intervienen es dominante, o bien si las dos influencias 
se equilibran . Por ejemplo, para una forma del tipo O/O ¿tiende el numerador a cero 
apreciablemente más rápido que el denominador, o el caso es al revés, o tienden a cero 
en forma parecida el numerador y el denominador? Como hemos visto, la regla de 
L'Hospital nos proporciona un medio para resolver esas preguntas, y con frecuencia 
con bastante facilidad. 

Comenzaremos esta sección presentando una extensión de la regla de L ' Hospital 
para casos en los cuales se toma el límite al infinito, en lugar de hacerlo en un punto 
fi nito. 

Teorema 11.2.1 

(Regla de L'Hospital) 

Supongamos que 

lím f(x) O y lím g(x) 
x ~ ~ 

O, 
(1) 

g(b) 

x 
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y "Hm g(x) ' = 
x-+'OO 

lím f(x) = ::too 
x~'~ , 

+00 · - , (Z) 

,.en"IllB cllaIes se permiten todas las combinaciones de los signos' más y menos en 
la ecuaci6n 2. También, supongamos que f y g son derivables cuando x > M, . 

. sie:rtdo·jl·un número positivo y que g'(x) nunca es cero cuando x"> M. Si . 

lÍin 't'(x) = 4 
X~od g'(x) 

lím f(x) = L. 
x~ ... g(x) 

El teorema se puede modificar obviamente si x -7 - oo. 

Demostración del teorema 11.2.1. Para el caso de la hipótesis (1), se puede llevar a 
cabo la demostración transformando el problema en uno para el que se puede emplear 
el teorema 11.1.2. Sea x = l/t; entonces x -700 quiere decir que t -70+. En consecuencia 

lím f(x) = lím f(lIt). 
x-~ g(x) 1-+0+ g(lIt) 

(3) 

El lado derecho de la ecuación 3 involucra al límite de una forma indeterminada del 
tipo O/O en el origen. Así, la versión de la regla de L'Hospital que se dio en el teorema 
11 .1.2 sí se puede aplicar. Empleando la regla de la cadena para calcular las derivadas 
que sea necesario, obtenemos 

lím f(lIt) = lím (-lIt2)f ' (lIt) 
1-+0 + g(l/t) 1-+0+ (-lIt2)g' (lit) 

= lím f' (lit) . 
1-+0 + g'(lIt) 

Por último, cambiando la variable de t a x, tenemos que 

,f'(lIt) ,f'(x) 
hm - ,-- = hm-,- = L. 
1-+0 + g (lit) x_oc g (x) 

La prueba se completa combinando las ecuaciones 3, 4 Y 5. 

(4) 

(5) 

La prueba para el caso de la hipótesis (2) es considerablemente más difícil, y se 
omite. o 

A continuación veremos algunos ejemplos del teorema 11.2.1. Los primeros dos 
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ejemplos dan resultados cualitativos importantes en algunas de las funciones elemen­
tales. 

EJEMPLO 1 (oo/oo) 

Determinar el valor de 

In x 
lím--p , 
x ___ x X 

p > O. 

Haciendo uso del teorema 11.2.1, tenemos 

In x l/x 1 
lím -- = lím -- = lím - = O, 
X~:r:J x P X~OO px p -

1 X~Xl px P 

.-. 

(6) 

p > O. (7) 

Nótese que el valor límite de cero es independiente de p . Así, In x crece con mucho 
más lentitud que cualquier potencia positiva de x cuando x -7 00 , sin importar lo 
pequeño que sea el exponente. En otras palabras, el crecimiento algebraico, por lento 
que sea, domina al crecimiento logarítmico. -

EJEMPLO 2 (oo/oo) 

Determinar el valor de 

x" 
lím ~ , 
X - J':X e 

n es un entero positivo. 

Empleando el teorema 11.2.1 en forma repetida tenemos 

x" 
lím -
x_x eX 

nx,, - l ,n(n - 1)x" - 2 
lím -- = hm --'----'---
x_ x. eX x_x eX 

1
, n(n 1) . .. (2)x 
1m --'-----'-----'----'--

ni 
lím ~ = o. 
x _ x eX 

(8) 

El resultado sigue siendo válido si n se sustituye por cualquier número positivo v , esto 
es, 

XV 
lím -
x_ x eX 

o, v > O. (lO) 

Para comprobarlo podemos observar que si n es un entero tal que n 2: v, y si x 2: 1, 
entonces 
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Como x'Ie' --70 cuando x --700, la ecuación 10 se obtiene de acuerdo con el principio
del emparedado para los límites (teorema 2.3.4). Como en el ejemplo 1, el resultado
(10) es independiente del exponente v. Así, cuando x --700, la función exponencial e'
crece con mucha mayor rapidez que cualquier potencia de x, no importa cuán grande sea.
En otras palabras, el crecimiento exponencial domina al crecimiento algebraico. _

Un ejemplo dramático del significado. de los crecimientos logarítmico, algebraico
y exponencial se tiene en relación con los algoritmos numéricos para la solución de
problemas como la determinación del flujo. máximo en una red de comunicaciones o.
de transportes. La complejidad de un algoritmo se expresa en términos del número. de
operaciones necesarias para ejecutarlo en un problema general. Por ejemplo, para un
problema de una red que tiene n eslabones que conectan a un conjunto de puntos, un
determinado. algoritmo. podría necesitar de un número de paso.s proporcional a n3 o. a
2n, o. a alguna otra función de n, Los algoritmos que requieren un número. exponencial
de pasos se hacen demasiado. tardados 'cuando. los problemas son de tamaño relativa-
mente modesto.

Sil

al

Tabla 11.1 Tiempo necesario para implementar algoritmos numéricos de diversa
complejidad en problemas de diferentes tamaños el

y
n 10 20 50 100 500 1000 P

d
n In n 0.00002 seg 0.00006 seg 0.0002 seg 0.0005 seg 0.003 seg 0.007 seg y

n2 0.0001 seg 0.0004 seg 0.0025 seg 0.01 seg 0.25 seg 1 seg
n3 0.001 seg 0.008 seg 0.125 seg 1 seg 2.1 min 17 min d
2n 0.001 seg 1 seg 36 años 4 x 1014 d

siglo.S

•
E

E

Suponiendo que se ejecuta un paso. cada microsegundo, la tabla 11.1 muestra los
tiempos necesarios para resolver problemas de varios tamaños, mediante algoritmos
cuyo. número de operaciones es n In n, n2, n3 y Z", respectivamente. Una comparación
de los elementos para n = 100da una impactante confirmación de las diferencias entre
el crecimiento. logarítmico, el algebraico y el exponencial.

1

EJEMPLO 3 (0/0)

Evaluar

, __ln...>..[l_+--,(,--l/_x )'-"-]_
hm
x->oo (11'/2) - arc tan x (11)
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De acuerdo con el teorema 11.2.1, tenemos que 

lím In[1 + (l/x)] = lím (-I/x 2
) ( -1) 

x .... ., Crr/2) - arc tan x x .... ., [1 + (l/x)] [l/(1 + X2)] 

1 + X2 
= lím ( 1) = 1. I 

x .... ., X X + 
(12) 

Veamos ahora otros tipos de formas indeterminadas. En especial, buscamos expre­
siones del tipo 0°, 00° o 1" cuando la variable independiente tiende a un punto finito , o 
al infinito. Veremos primero un ejemplo . 

EJEMPLO 4 (0°) 

Evaluar 

(13) 

La expresión r para x pequeño y positivo nuevamente involucra a dos efectos en 
competencia. Si domina la x del exponente, entonces se espera que el límite sea uno, 
ya que aO = 1 para cualquier a positi va. Por otro lado, si domina la x de la base, entonces 
posiblemente el límite sea cero, ya que Ob = O para cualquier b positiva. O bien, si hay 
determinado tipo de equilibrio, entonces el límite podría ser algún número entre cero 
y uno. 

Como r no es una razón, no se puede aplicar la regla de L'Hospital en forma 
directa para determinar el límite que se necesita. Sin embargo, si tomamos el logaritmo 
de r obtendremos 

In XX = x In x. (14) 

La expresión x In x es indeterminada del tipo O' oo. Se describió en el ejemplo 7 de la 
sección 11.1, en donde se demostró que 

lím x In x = O. 
x-+o + 

(15) 

Para relacionar a este resultado con límx -7 0+ r , ponemos la ecuación 14 en forma 
exponencial y así 

XX exp(x In x), 

y 

lím XX = lím exp(x In x). 
x-+o + x-+o+ 

(16) 
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Además, la función exponencial es continua, y por tanto, el límite se puede tomar dentro 
de la exponencial. En consecuencia 

lím XX = exp [ lím (x In X)] 
x--+o + x-+o+ . 

exp(O) 1. (17) 

Por lo que, en este caso domina la influencia del exponente cuando la expresión tiende 

a cero. -

Se pueden manejar problemas más generales de este tipo en la misma forma. 
Supongamos que 

f(x) = u(x)u(xl, 

en la cual u(x) > O para x =1= a, y u(x) -7 O Y v(x) -7 O cuando x -7 a. Tomando el 
logaritmo natural de f(x), obtenemos 

In f(x) = v(x) In u(x), 

que es una indeterminación del tipo O . oo. Supongamos que, empleando la regla de 
L'Hospital, o de alguna otra manera, podemos demostrar que 

lím In f(x) lím v(x) In u(x) = L. 
x .... a x .... a (18) 

Entonces, como en el ejemplo 4, 

:~ u(x)u(x) = :~ exp[v(x) In u(x)] = exp[~~ v(x) In U(X)] = exp(L) . (19) 

De nuevo, el hecho de que la función exponencial es continua nos permite tomar 
el límite dentro de la exponencial. 

Los ejemplos siguientes muestran otros tipos de indeterminaciones que pueden 
investigarse si primero se toman logaritmos. 

EJEMPLO 5 (1"') 

Evaluar 

lím(l + !)X 
x-+oo x 

(20) 

Al tomar el logaritmo tenemos que 

http://carlos2524.jimdo.com/



11.2 OTRAS FORMAS INDETERMINADAS; EXTENSIONES DE LA REGLA DE L'HOSPITAL 605 

10(1 + 2)X = x 10(1 + 2) = 10[1 + (l/x)]. 
x x 1~ 

(21) 

Aplicamos la regla de L'Hospital a la última expresiónde la ecuación anterior y vemos 
que 

, 10[1 + (l/x)] -l/x2 1 
hm = lím = líui ----
x .... '" l/x x .... '" [1 + (l/x)]( -l/x 2

) x .... '" 1 + (l/x) 
1. (22) 

Por último, aplicamos la exponencial en la ecuación 21 para recuperar la expresión 
original y el resultado es 

' (1 1)X l ' 10[1 + (l/x)] hm + - = 1m exp / 
x .... '" x x .... '" 1 x 

(1
' 10[1 + (l/X)]) = exp 1m 

x .... oc l/x 

= exp(1) = e .• (23) 

EJEMPLO 6 (1 ") 

Determinar el valor de 

lím(1 + ~)X2 
x-+ oo X 

(24) 

Tomando el logaritmo tenemos que 

que es del tipo O . 00 cuando x ----7 00 . Entonces, escribimos primero 

X 2 10(1 + ~) = 10[1 + _ (2/x)] 
x x 2 

para aplicar a continuación la regla de L'Hospital (teorema 11.2.1). El resultado es 

lím X2 ln(1 + ~) 
x-+CXl X 

= lím _10-"-[1_+-:(,--2/_x",,,,)] 
x-+oo x - 2 

1
, -2/X2 

= 1m ::---~--:-~---:-
x .... ., [1 + (2/x)] ( -2x- 3) 

x 
= lím = 00 

x .... ., 1 + (2/x) 
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Por tanto, también es cierto que 

lím(l + ~)X2 
x~oo X 

00 • (25) 

EJEMPLO 7 (000) 

Evaluar 

lím(l + e X2
)l/x

Q 

x_o> 
(26) 

para todo valor positivo de q. 
Al tomar el logaritmo nos vemos llevados a considerar 

que es una forma indeterminada del tipo 00/ 00. Empleando el teorema 11 .2.1, obtenemos 

El primer límite del lado derecho de esta ecuación es 

De manera que el resultado depende del segundo límite, que tiene un valor distinto, 
dependiendo de si q < 2, q = 2 ó q > 2. Tenemos 

lím x 2 - q 
= {7: 

O, 

y por tanto 

, 10(1 + eX') 
hm ---''------'-
X~OO xq {7: 

O, 

Por consiguiente, 

0< q < 2; 
q = 2; 
q > 2, 

0< q < 2; 
q = 2; 
q > 2. 
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{;: 1, 

0< q < 2; 
q = 2; • 
q > 2. 

(27) 
x-+oo 

Resumen 

A continuación hacemos una lista de los diversos tipos de formas indeterminadas que 
hemos descrito en estas dos secciones, junto con una referencia que indica en dónde se 
puede localizar un ejemplo del tipo respectivo . 

O/O: 

00/00: 

00 - 00: 
O . 00 : 

0°: 
1 "' : 
00°: 

Ejemplos 1, 2,3 Y 5, de la sección 11.1; 
Ejemplo 3 de la sección 11.2. 
Ejemplo 4 de la sección 11.1; 
Ejemplos 1 y 2 de la sección 11.2. 
Ejemplo 6 de la sección 11.1. 
Ejemplo 7 de la sección 11.1 . 
Ejemplo 4 de la sección 11.2. 
Ejemplos 5 y 6 de la sección 11.2. 
Ejemplo 7 de la sección 11.2. 

PROBLEMAS 

PROBLEMAS 607 

En los problemas 1 a 36 evaluar el límite que se pide 13. lím x(ln x)", n un entero positivo 

1. lím (In x)", 
x_oo X 

n un entero positivo 

x" 
2. lím-, 

x_oo 2 x 
n un entero positivo 

x" 
3. :~~ (1.01)" n un entero positivo 

x" 
4. lím - -, n un entero positivo 

,_~ e,/ IOO 

5 1
, In(l + e') 

.Im 
x 

7 1
, sen(e -') 

• lID 
,_.sem(l/x) 

9.lím ---(
3' + 5')11' 

,_~ 2 

v'f+X2 
ll.lím ---

x 

6 1
, In (In x) 

• 1m 
,_~ In(ln x 3 ) 

8 1
, In(x2 + 1) 

.Im 
,_~ In(x2 + 9) 

10. lím x sen! 
x_oo x 

v'f+X2 
12. lím - --

x 

x-+o + 

14. lím x"e - ax
, n un entero positivo, a > O 

a> O, b> 1 

16. lím (1 + cos x)"" , 
X-'Tr/ 2 

17. lím (1 + ~)' 
x_:JCl x 

18. lím(l _ !)X 
x_:JCl X 

19. lím (1 _ !),2 
x_ x> X ( 

1 \ x 
20. lím 1 - "2) 

x_oc> x 

22. lím xscnx 

x_o+ 

23. lím(cos X)I/,2 24. lím XX In x 
,-o x-o + 

25. lím{l + e' )' -', q > O 

p>O y q>O 
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r dx
o 1 + X4'

(1)

f dx (2)
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o~'
S(

y
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27. lím(1 + x-p)z., p>O y q>O 31. lím XIl(I-z) 32.lím(1 + X2)l/z
z~~ z~1 z~O

28. lím (xp)z., p>O y q>O 33. lírn (1 + x )IIZ2 34. lím(l + X)l/z2.%"-0+ .e-sü+ ~-

( 1r
Z

30.lím Xl/z29.lím sen- 35. lím(l - X)l/z 36. lím (tan x)",c 2z
x_oo X z~~ x-o + x_{1I'/4)-

11.3 INTEGRALES ,IMPROPIAS

En el capítulo 6 describimos integrales de la forma

f f(x) dx,

en donde el intervalo de integración es finito y el integrando f está acotado en [a, b].
A estas integrales a veces se les llama integrales propias. A continuación deseamos
ampliar el concepto de integración para que abarque algunos casos en los cuales el
intervalo de integración es infinito, o que el integrando no está acotado en la vecindad
de algún punto finito, o quizá en ambos casos. A esas integrales se les llama integrales
impropias. Por ejemplo,

(3)

son integrales impropias. La primera integral es impropia porque el intervalo de
integración es infinito, la segunda porque el integrando es no acotado cerca de x = 1,
Y la tercera por ambas razones.

Cuando una integral es impropia debido a más de una razón, es conveniente
descomponerla en partes tales que cada una de ellas sea impropia por un solo motivo.
También es conveniente arreglar el integrando de tal manera que se haga no acotado
sólo en la vecindad de un punto extremo. Por ejemplo, podemos reformular la integral
(3) del siguiente modo:

(00 ~ = (1 ~ + (2 ~ + (~ 4dx .
Jo x4 - 1 Jo x4 - 1 JI x4 - 1 J2 X - 1

(4)

Las primeras dos integrales del lado derecho de la ecuación 4 son impropias sólo porque

el
im
pOI

de

int
a e

DI

sil

lIT

el

e
dI

t e

•
E

I
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11.3 INTEGRALES IMPROPIAS 609 

el integrando es no acotado cerca de uno de los extremos, mientras que la tercera es 
impropia sólo porque el intervalo de integración es infinito. Cualquier punto e > 1 se 
podría emplear en lugar del 2 como punto de división entre las últimas dos integrales 
de la ecuación 4. 

Primero veremos integrales que sólo sean impropias debido a que el intervalo de 
integración es infinito. En algunos casos, aunque no en todos, se puede asignar un valor 
a esas integrales de acuerdo con la definición siguiente: 

DEFINICIÓN 11.3.1 Sea f definida para x 2: a y supongamos que I(b) = J~ f(x) dx 
existe _para toda b > a. Entonces el valor de la integral impropia J: f(x) dx se 
define mediante 

foo f(~) dx = lím I(b) = lím fb f(x) dx, 
a b-+oo h 'XI a (5) 

siempre que este límite exista, o sea, que tenga un valor finito. 
Si existe el límite del lado derecho de la ecuación 5, se dice entonces que la integral 

impropia converge; si no es así, diverge. 
Tenemos una definición semejante para integrales cuyo límite inferior de integra­

ción es infinito: 

f" f(x) dx = 2!~" r f(x) dx, (6) 

siempre que exista este límite. Si ambos límites de integración son infinitos, entonces 
se puede escribir 

f" f(x) dx = f:" f(x) dx + r f(x) dx (7) 

en la cual e es cualquier número finito que nos convenga. La integral del lado izquierdo 
de la ecuación 7 converge si y sólo si convergen las dos integrales del lado derecho de 
esa ecuación. 

EJEMPLO 1 

Determinar si converge la integral impropia 

(8) 

y, si es así, establecer su valor. 
Para toda b > 0, tenemos que 
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610 FORMAS INDETERMINADAS, REGLA DE L'HOSPITAL E INTEGRALES IMPROPIAS 

(b e-2x dx = _! e_2x \b = ! (1 _ e-2b ). 
Jo 2 o 2 

Así, empleando la definición (5), encontramos que 

f
'" e-2x dx = lím f b e-2x dx 
o b~~ o 

Por tanto, la integral impropia (8) converge y tiene el valor ~. 
En forma más general, para toda e > 0, 

, 1 = hm - (1 - e- cb ) 
b .... oo e 

1 • e 

EJEMPLO 2 

Determinar si converge la integral impropia 

(oo 2x 
Jo (X2 + 1)3/4 dx 

y, si es así, hallar su valor. 
Para toda b > ° tenemos que 

(b __ 2_x__ _ 2 )1/4\ b 
Jo (X2 + 1)3/4 dx - 4(x + 1 o 4[(b2 + 1)1/4 - 1]. 

Así, empleando la definición (5), 

(00 2x dx = lím 4[(b2 + 1)1/4 - 1] = 00 Jo (X2 + 1)3/4 ~oo ' 

y por tanto diverge la integral dada. -

EJEMPLO 3 

Determinar si converge la integral impropia 

(9) 

(lO) 

(11) 
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Cuando f(x) 2:: 0, se puede interpretar en forma geométrica la argumentación
anterior en términos del área bajo una curva. En la figura 11.3.la, l(b) = J~f(x) dx es
el área de la región R sombreada. Cuando b ---700, la frontera derecha de R se desplaza
al infinito y se origina la región k de la figura 11.3.lb. Si converge la integral impropia
J: f(x) dx, entonces se define su valor como el área de k Si J: f(x) dx diverge, se dice
entonces que k tiene un área infinita. Los dos casos se muestran en los ejemplos 1 y 2,
respectivamente.

Parecerá sorprendente al principio que una región no acotada pueda tener un área
finita, pero con frecuencia se presenta este caso. Además, supongamos que la región

11.3 INTEGRALES IMPROPIAS 611

f' cos 2x dx (12)

y si es así, hallar su valor.
Para toda b > ° tenemos que

1 lb 1(Ob cos 2x dx = - sen 2x = - sen 2b.Je 2 o 2

Sin embargo, sen 2b oscila entre -1 y 1 cuando b ---700, Y en consecuencia no tiene
límite. Por consiguiente, la integral (12) diverge. -

x
a b r- 00

(a)

r ,~f(.)

~J x
[>

(b)

Figura 11.3.1

y
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~ se hace girar alrededor de uno de los ejes coordenados de tal manera que se genere 
un sólido de revolución. Entonces, aun cuando ~ tenga área finita, el volumen de ese 
sólido de revolución puede ser infinito. O bien, si ~ tiene un área infinita, el sólido de 
revolución puede tener un volumen finito. De este modo, se aconseja tener cuidado al 
aplicar la intuición geométrica a las integrales impropias. Véase una argumentación 
adicional en los problemas 33 y 34. 

Hasta ahora hemos tenido cuidado de emplear el término "integral impropia" 
siempre que la integral específica sea, efectivamente, impropia. De aquí en adelante, 
siguiendo la práctica normal, con frecuencia emplearemos la palabra "integral" sólo 
para representar a una integral que puede ser tanto propia como impropia; normalmen­
te, no es difícil decir si una integral dada es impropia o no. 

EJEMPLO 4 

Si p es un número real dado, determinar si converge la integral 

(13) 

y si es así, calcular su valor. 
Si p =F 1, entonces, para toda b > 1 tenemos que 

- = -- = -- (b 1- p - 1). J,
b dx x 1

-
p lb 1 

1 x P 1 - P 1 1 - P 

El comportamiento de esta expresión al tomar el límite cuando b ~ 00 depende del 
signo de 1 - p . Si 1 - p > O, esto es, sip < 1, entonces b 1

-
p ~oo cuando b ~oo. Por 

lo tanto, límb ~ "" ft dX/;r!' no existe y diverge la integral (13). Por otra parte, si 1 - p < 
O, esto es, si p > 1, entonces b1

- p ~O cuando b ~oo. Por ello, en este caso, 

(", dx = lím (b dx = _ 1_ 
JI x P 1>->'" JI x P P - l' 

p>1. 

Si P = 1, tenemos entonces 

= lím In b = 00, 

1>->'" 

y por tanto en este caso la integral (13) diverge. 
Resumiendo: 

{ 

1 

f
"dX -

- - 1 x P - p -
1 diverge 

si P > 1; • 

si P ::5 1. 
(14) 
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A continuación pasaremos a ver integrales que sólo son impropias debido a que el 
integrando se hace no acotado cerca de un punto finito. Si descomponemos la integral 
original en subintervalos, si es necesario, siempre se puede llevar a este punto a uno 
de los extremos del intervalo de integración. El estudio sigue los mismos lineamientos 
que en el caso del intervalo no acotado . 

DEFINICIÓN 11.3.2 Sea ¡ definida en (a, b], Y supóngase que ¡(x) se hace no 

acotada cuando x ---7a por la derecha. Supóngase además que f~ ¡(~) dx existe para 
toda e en (a, b). Entonces se define a la integral impropia f: ¡(x) dx mediante 

r f(x) dx = ~~ f f(x) dx, (15) 

siempre que exista este límite. 

Nuevamente, si existe el límite del lado derecho de la ecuación 15, entonces se 
dice que la integral impropia f: ¡(x) dx converge. Si no es así, diverge. Se aplica una 
definición semejante si la integral es impropia debido a que el integrando se hace no 
acotado en la vecindad del límite superior de integración: 

fb f(x) dx = lí~ fe f(x) dx, 
a c-+b a 

(16) 

siempre que exista este límite. 
Este tipo de integral impropia también se puede representar en forma geométrica 

en términos de un área cuando ¡(x) 2: O (véasecfigura 11.3.2). El área de la región R 
sombreada está dada por f~ ¡(x) dx. Si existe el límite en la ecuación 15, entonces el 
valor de la integral impropia convergente f~ ¡(x) dx se define como el área de la región 
no acotada R que se obtiene cuando e ---7a+. Se puede dar una interpretación geométrica 

y 

x 

a -c b 

Figura 11.3.2 
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semejante para el caso de una integral cuyo integrando se hace no acotado cuando x se 
acerca al límite superior de integración. 

EJEMPLO 5 

Determinar si converge la integral 

(2 dx 
JI (x - 1)1 /3 (17) 

y si es así, calcular su valor. 
Esta integral es impropia, porque el integrando se hace no acotado cuando x -H +. 

Para toda e tal que 1 < e < 2, tenemos que 

f2 dx - f2 ( - ) -1/3 d 
e (X - 1)113 - e X 1 X 

= - (X - 1)2/3 = - [1 - (e - 1)2/3]. 3 1
2 

3 
2 e 2 

Cuando e ---71 por arriba, Ce - 1)2/3 ---70, Y en consecuencia 

(2 dx 
JI (x - 1)1/3 f2 dx 3 

lím (_ 1)1/3 = -2' • 
c-jo1 + e X 

EJEMPLO 6 

Si p es un número real dado, determinar si converge la integral 

y si es así, hallar su valor. 

(1 dx 

Jo x P 
(18) 

Si p ::; 0, la integral no es impropia, por lo que sólo veremos el caso en que p > 0, 
para el cual el integrando se hace no acotado cuando x ---70+. Si p *' 1, entonces, para 
toda e en 0< e < 1, tenemos que 

= -- (1 - e1- p ). J
I dx = _ Xl-P 1

1 
1 

e x p 1 - p e 1 - p 

El comportamiento de esta expresión cuando se toma límite conforme e ---70+ depende 
de que 1 - p sea positivo o negativo. Si 1 - p > 0, entonces e 1

-
p ---70 cuando e ---70+. 
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En este caso 

(I dx = lím JI dx = 1 
Jo x P e-O ' e x P 1 - p ' 

p < 1. 

Sin embargo, si 1 - p < O, entonces c l - p -,} oo cuando e -,}O+ y así el integrando (18) 
diverge en este caso. 

Si p = 1, entonces 

J
I dx , JI dx 

- = hm -
o x ,......0 · e X 

=lím(-lnc) :c , 
c---'"'o + 

y también en este caso la integral diverge. 
Resumiendo: 

J
I dx = {_l. 

fI 1 - P () x . 
dlVerge 

si p < 1; 

si p ::::: l. 

Con el mismo método es posible demostrar que las integrales 

J
b dx 

a (x - a)P 
y J

b dx 

a (b - x)P 

convergen para p < 1 Y di vergen cuando p ;::: 1 .• 

EJEMPLO 7 

Determinar si converge la integral 

'JI d~ 
-1 X 

y si es así, calcular su valor. 

(19) 

(20) 

(21) 

Como esta integral es impropia en el origen, primero la dividiremos en dos partes: 

J
I dx = JO dx JI dx 

2 2 + 2' 
-1 X - 1 X O X 

(22) 

De acuerdo con el resultado del ejemplo 6, cada una de las integrales del lado derecho 
de la ecuación anterior diverge; y por lo tanto la integral (21) diverge también. 

Lo importante en este ejemplo es subrayar que 

Jld~#-!II =-1-1=-2. 
_1 x x -1 

http://carlos2524.jimdo.com/



616 FORMAS INDETERMINADAS, REGLA DE L'HOSPITAL E INTEGRALES IMPROPIAS 

PRO B LEMAS 

Si bien este procedimiento pudiera parecer plausible a primera vista, es incorrecto, 
porque el integrando 1/x2 no satisface los requisitos del teorema fundamental del 
cálculo (teorema 6.4.3). El resultado también es claramente erróneo, según el teorema 
6.3.4; la integral de una función positiva no puede ser negativa. -

Concluiremos esta sección con un ejemplo de una integral que es impropia debido 
a las dos razones que se han descrito antes. 

EJEMPLO 8 

Si TJ es un número real dado, determinar si converge la integral 

(23) 

y si es así, hallar su valor. 
Supongamos que p > O. Entonces la integral es impropia en el origen porque el 

integrando se hace no acotado, y también es impropia debido a que el intervalo de 
integración es infinito. Por estos motivos dividiremos la integral en dos partes 

(24) 

La primera integral del lado derecho de la ecuación 24 sólo converge si p < 1 (de 
acuerdo con el ejemplo 6) y la segunda integral sólo converge si p > 1 (de acuerdo con 
el ejemplo 4) . Por tanto no hay p positiva para la cual converjan las dos integrales del 
lado derecho de la ecuación 24, por lo que no hay p positiva para la cual converja la 
ecuación 23. 

El resultado es el mismo si p :::; O. En este caso, la primera integral del lado derecho 
de la ecuación 24 ya no es impropia, pero la segunda integral diverge siempre. 

El resultado final es que no hay valor de p para el cual converja la integral 23. -

En los problemas 1 a 24 determinar si la integral que 
aparece converge o diverge. Si converge, determinar su 
valor. (9 dx 

L
x arctan x

d 4. 1 ,x 
o + X 

6. r (1 

L
x x 

1. -1--' dx 
o + x 

5·Jo~ 

J
o 2 

7. -x xe -X dx L
x 2 2 

8. xe-x 'adx, 
o . 

a",O 
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0,

el
a

°

e

e
n

a

°

f dx 10. fx cos' X dx9·o~

r dx f dx11 -- 12. o (9 - x)2• 2 X In xr dx r x
3

13. o (x - 2)3 14. ~dx
o 1 - x

15. f (X2
x f dx+ 1)3/2 dx 16. 1+"2-x xr eX r x17. -1--dx 18. -x (x2., + 1)5/2 dxo - eXr dx 20. fx e" dx19 --. -x 1 + Ixlr Inx f x21. - dx 22.sen- dx

o x -x 2r dx f 223. 2-=1 24. -x xe= dx
-1 x

25. Integración por partes. Demostrar que si u y v
tienen derivadas continuas para x 2: a, entonces

f u(x)u'(x) dx = :~ u(b)u(b)

- u(a)u(a) - f u(x)u'(x) dx,

siempre que exista ellímlr~ cc u(b )v(b) y que converja
cualquiera de las dos integrales de la ecuación (i), ya
que en ese caso, la otra integral debe converger tam-
bién.

En los problemas 26 a 30 emplear la integración por partes
(problema 25) para evaluar la integral impropia dada.

26. f xe= dx •., .'

27. f x=e= dx , n un entero positivo

29. r e= sen bx dx,

30. r e= cos bx dx ;

a> O, b > O

a> O, b > O

11.3 INTEGRALES IMPROPIAS 617

31. Determinar un valor de a para el cual la integral

fx( x a)------ dx
1 x2 + 1 2x + 3

converge, y si existe ese caso, evaluar la integral.

32. Determinar el valor de a para el cual converge la
integral

Jx (ax 3x2
)--- dx

o 4x2 + 1 . x3 + 1

(i)

y si existe ese caso, evaluar la integral.

33. Sea k la región comprendida entre el eje x y la gráfica
de y = x-P para x 2: 1, donde p es un número real.

(a) Determinar los valores de p para los cuales el área
de k es finita.

(b) Si se hace girar a k alrededor del eje x, determinar
los valores de p para los cuales el volumen que
resulta es finito.

(e) Se hace girar a k alrededor del eje y. Determinar
los valores de p para los cuales el volumen que
resulta es finito.

(d) ¿Para qué valores de p puede hacerse girar una
región con área finita alrededor de uno de los ejes
coordenados para que se forme un sólido de volu-
men infinito?

(e) ¿Para qué valores de p puede hacerse girar una
región con área infinita alrededor de uno de los
ejes coordenados para que se forme un sólido de
volumen finito?

: ,1
:

34. Sea R la región comprendida entre el eje x y la gráfica
de y = x ", en la cual p es un número real y O < x :s
l.

(a) Determinar los valores de p para los cuales es finita
el área de R.

(b)Se hace girar a R alrededor del eje x. Determinar
los valores de p para los cuales el volumen que
resulta es finito.

(c) Se hace girar R alrededor del eje y. Determinar los
valores de p para los cuales el volumen que resulta
es finito.

(d)¿Para qué valores de p se puede hacer girar una
región de área finita alrededor de uno de los ejes
coordenados de modo que se forme un sólido de
volumen infinito?

http://carlos2524.jimdo.com/



618 FORMAS INDETERMINADAS, REGLA DE L'HOSPITAL E INTEGRALES IMPROPIAS 

(e) ¿Para qué valores de p se puede hacer girar una 
región de área infinita alrededor de uno de los ejes 
coordenados para que se forme un sólido de volu­
men finito? 

35. (a) Hallar el valor de límR ---7 00 f~ x dx. 

(b) Determinar si la integral r:, x dx converge o di­
verge. 

(c) Explicar por qué son consistentes las respuestas de 
las partes (a) y (b) de este problema. 

(d)Contestar las partes (a), (b) y (c) si el integrando 
se sustituye con X2 . 

(e) Contestar las partes (a), (b) y (c) si el integrando 
se sustituye con (1 + X2) - 1 

*36. Conforme a la ley de atracción gravitacional, según 
la cual la fuerza varía de acuerdo con el inverso del 
cuadrado de la distancia, la fuerza que ejerce el campo 
gravitatorio terrestre sobre un objeto de masa m es 

F(r) = -mg (~r 
en la cual g es la aceleración al nivel del mar, debida 
a la gravedad, R es el radio de la tierra y r es la 
distancia del objeto medida desde el centro de la 
tierra. 

(a) Determinar el trabajo que se debe efectuar contra 
la fuerza F para elevar la masa m desde el nivel del 
mar hasta una altitud h sobre dicho nivel. 

(b) Determinar el trabajo que se debe efectuar contra 
la fuerza F para llevar a la masa m fuera del campo 
gravitacional terrestre; esto es, elevar a m a una 
distancia infinita. 

(c) Suponer que se va a levantar la masa m desde el 
nivel del mar, impartiéndole una energía cinética 
inicial al objeto. Calcular la velocidad inicial ne­
cesaria para elevar a la masa a una altura infinita. 
A esta velocidad se le llama velocidad de escape 
al nivel del mar. Véase también el problema 30 de 
la sección 10.2. 

11.4 CRITERIO DE COMPARACiÓN PARA LAS 
INTEGRALES IMPROPIAS 

Considere de nuevo la integral 

r f(x) dx (1) 

que es impropia porque el intervalo de integración es infinito. En la sección 11.3 
afirmamos que 

fx f(x) dx = lím fb f(x) dx, 
a b--+:o a 

(2) 

siempre que exista este límite. En los ejemplos 1 al 4 de esa sección se presentó el 
empleo de la definición (2) para determinar si converge una integral de la forma (1) y 
si es así, a qué valor. 

Desafortunadamente, este procedimiento no tiene una aplicación todo lo amplia 
que quisiéramos, porque se necesita evaluar f~ f(x)dx y examinarla como una función 
de b. Con frecuencia ello no es posible, y en esos casos no se puede emplear en forma 
directa la definición, como se hizo en los ejemplos de la sección anterior. 
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La dificultad inherente al empleo de la definición (2) se puede superar en gran 
medida una vez entendido claramente que hay implícitas dos preguntas independientes. 
La primera es ¿converge o diverge la integral impropia (l)? La segunda es que si 
converge, ¿cuál es su valor? Estas dos preguntas están interrelacionadas en la defini­
ción (2), pero en general se prestan más al análisis si se tratan por separado. Si se 
dispone de una antiderivada del integrando, entonces se pueden contestar ambas 
preguntas al mismo tiempo empleando las definiciones de la sección 11.3. Si no 
podemos reconocer una antiderivada, entonces será necesario tratar las dos preguntas 
por separado. 

En breve presentaremos un resultado que nos permitirá contestar la primera 
pregunta, el de la convergencia o divergencia de muchas integrales impropias. Si 
llegamos a la conclusión de que una integral impropia dada sí converge, entonces la 
segunda pregunta, la de la evaluación, se puede contestar echando mano de herramien­
tas como la integración numérica, o quizá las series infinitas, * para obtener un valor 
aproximado adecuado de la integral. Esto último constituye con frecuencia un problema 
bastante difícil, y no lo presentaremos aquí, excepto para decir que estos métodos 
aproximados en general son inadecuados para contestar la primera pregunta, que es la 
básica, la cuestión de convergencia o divergencia. 

A continuación pasaremos a la pregunta de decidir si una integral impropia dada 
converge, independientemente de encontrar su valor. Con frecuencia es posible con­
testarla comparando una integral dada con otra para la cual se haya establecido su 
convergencia o su divergencia. 

Teorema 11.4.1 

(Criterio de comparación) 

Suponiendo que f y g son integrables en todo intervalo [a, b J, donde b > a, y a 
es fijo, 

(a) Si O ::::; f(x) ::::; g(x) para toda x 2: a, y si f: g(x) dx converge, entonces 
f: f(x) dx converge también. 

(b )Si O::::; g(x) ::::; f(x) para toda x 2: a, y si f: g(x) dx diverge, entonces f: f(x) dx 
también diverge. 

Este teorema tiene una interpretación geométrica sencilla, porque las integrales se 
pueden interpretar como áreas. El caso de la parte (a) del teorema se muestra en la 
figura 11.4.la. La gráfica de y = g(x) siempre queda arriba de la gráfica de y = f(x), 
y por tanto el área Ag bajo la curva de g entre a y b es al menos tan grande como el área 
A ¡ bajo la curva de f en el mismo intervalo. Como tanto f como g son no negativas, 
las áreas A¡ y Ag tienden a crecer (o al menos, a no decrecer) cuando h crece. Si Ab 

* Las series infinitas se estudian en los capítulos 12 y 13. 
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y=g(x

Ag permanece finita

x

x-'
Por lo que Al también permanece finita

(a)

x

y= ((x)

Por tanto también AJ ~oo.

y=g(x)

tiende a un límite finito cuando b -700, entonces el teorema afirma que lo mismo sucede
con Af.

De modo semejante, la figura 11.4.1b muestra el caso de la parte (b) del teorema.
En este caso A f 2:Ag. Como Ag se vuelve no acotada cuando b -700, eso mismo debe
suceder con A t:

Una formulación más precisa de estos conceptos geométricos conduce a la demos-
tración del teorema 11.4.1; véase el problema 39. Sin embargo, por el momento
omitiremos la argumentación de esto, ya que en el teorema 12.3.1 del capítulo siguiente
se presenta un resultado muy semejante.

Si bien el teorema 11.4.1 puede ser extremadamente útil, a veces es molesto tener
que manejar las desigualdades de sus hipótesis. Con frecuencia es más fácil de emplear
la siguiente variación de la prueba de comparación, y por tanto, en general es preferible.

y es
f pre

este
obu

con
ace
con
rec

-EJ

De

Figura 11.4.1 Interpretación geométrica del
criterio de comparación para integrales impropias.

Ag-OO

(b)

del
1 (
COl

y (
de

Teorema 11.4.2

(Criterio de comparación límite)

Supongamos que f(x) 2: O Yque g(x) > Opara x 2: a, y que f y g son integrables
en todo intervalo [a, b], donde b > a. Supóngase además que -
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lím f(x) 

x""""'~ g(x) 
L, o < L < oo. 

Entonces las integrales impropias f: f(x) dx y f; g(x) dx convergen ambas o 
divergen ambas. 

(3) 

La demostración de este teorema se basa en la idea de que si f(x)/g(x) -7L cuando 
x -7 00 , entonces, cuando x es grande, se debe cumplir 

f(x) == L g(x) . (4) 

En consecuencia, para R grande, 

1: f(x) dx == L J: g(x) dx, (5) 

y esto hace plausible la conclusión del teorema. El problema 40 indica cómo hacer más 
preciso este argumento. Nótese que es importante que L quede en el intervalo (O, 00), 
esto es que L 1= O Y L 1= oo . En el problema 41 se indican las conclusiones que se pueden 
obtener de estos últimos casos . 

Cuando empleamos ya sea el teorema 11.4.1, o el teorema 11.4.2, llegamos a una 
conclusión acerca de f; f(x) dx de acuerdo con nuestros conocimientos anteriores 
acerca del comportamiento de una integral f; g(x) dx de comparación. La integral de 
comparación más útil es f,;" [P dx, que se describió en el ejemplo 4 de la sección 11.3; 
recuérdese que esta integral converge cuando p > 1 Y diverge si no es asÍ. 

EJEMPLO 1 

Determinar si converge o diverge la integral 

(X dx 

JI 1 + x 4 (6) 

La convergencia o divergencia de esta integral está determinada por la naturaleza 
del integrando para valores grandes de x. En este caso parece razonable despreciar al 
1 en el denominador, en comparación con x4 y usar g(x) = lIx4 como función de 
comparación. Como 

1 1 
--- < -
1 + x 4 - x 4 

para x 2= 1, 

y como f,;" x - 4 dx converge, llegamos a la conclusión, de acuerdo con el teorema 11.4.1 
de que la integral (6) converge también . 

También, observamos que si g(x) = x - \ entonces 
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_ ---,> 1 cuando x ---,> oo ,
g(x) 1/x4 1 + x4
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x - 2 x 1

yac
inte
raci
tene
ecu
l/(l

(7) dx i

inte
fini
se 1
en I

cio

convAsí, se aplica el teorema 11.4.2, y, junto con la convergencia conocida de J7' x-4dx,
muestra que la integral (6) converge.

En este ejemplo es bastante obvia una comparación satisfactoria, y tanto con el
teorema 11.4.1 como con el 11.4.2 se llega a la conclusión acerca de J7' dx/(l + x4) sin
dificultad. -

EJEMPLO 2

f" x - 2
J2 X3/2 + 1 dx

Determinar si la integral

converge o diverge.
Para x grande es razonable suponer que

=-

De hecho, empleando la función de comparación g(x) = l/xl/2, tenemos

x - 2 x 1
---<-=-
X3/2 + 1 - X3/2 XI/2'

f(x) = (x - 2)/(X3/2 + 1) __XI/2(X - 2) ~ 1~ cuando x ---,> oo ,
g(x) lIxll2 X3/2 + 1

Como J;" dx/x diverge, llegamos a la conclusión de que, de acuerdo con el teorema
11.4.2, la integral (7) diverge también.

En este ejemplo es un poco más difícil demostrar que la integral (7) diverge
empleando el teorema 11.4.1, ya que la función obvia de comparación g(x) no satisface
el tipo adecuado de desigualdad. En realidad tenemos que

mientras que para establecer la divergencia de la integral (7) necesitamos una función
de comparación que sea más pequeña que el integrando en (7). En el problema 36
indicaremos un modo de proceder para hacer uso del teorema 11.4.1, en este caso, en
lugar del 11.4.2. Sin embargo, lo principal a recordar es que este ejemplo muestra que
el teorema 11.4.2 con frecuencia es más cómodo que el 11.4.1. -

EJEMPLO 3

Determinar si la integral
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J
x dx 

- x 1 + ex 
(8) 

converge o diverge. 
Primero separamos la integral dada en dos partes 

J
x dx JO dx (x dx 

_ x 1 + eX = - x 1 + eX + Jo 1 + ex' (9) 

ya continuación revisamos cada parte por separado. Se puede demostrar que la segunda 
integral del lado derecho de la ecuación 9 converge, empleando la función de compa­
ración g(x) = e-X ya que J;;' e-xdx converge. Sin embargo, para x grande y negativa 
tenemos que (1 + ex)-l == 1, y por tanto para la primera Í!úegral del lado derecho de la 
ecuación 9 escogemos la función de comparación g(x) = 1. Entonces f(x) /g(x) = 

1/(1 + eX) -¿t cuando x --7 - 00, y J~g(x) dx = J~dx diverge. Por lo que J~ (1 + eX) - 1 

dx diverge también. Por todo lo anterior, también diverge la integral (8) . • 

También hay criterios de comparación análogos a los teoremas 11.4.1 y 11.4.2 para 
integrales que son impropias porque el integrando se hace no acotado cerca de un punto 
finito. Enunciaremos estos teoremas para las integrales impropias cuyos integrandos 
se hacen no acotados en el extremo inferior, pero es fácil adaptar los teoremas al caso 
en el que los integrandos se hacen no acotados en el extremo superior. Las demostra­
ciones son análogas a las de los teoremas 11.4.1 y 11.4 .2, y por tanto se omiten . 

Teorema 11.4.3 

(Criterio de comparación) 

Supongamos que f y g son integrables en todo intervalo [e, b] en el cual a < e < b. 

(a) Si O :::: f(x) :::: g(x) para a < x:::: b, y si J~ g(x) dx converge, entonces también 
converge J~ f(x)dx. 

(b) Si O:::: g(x) :::: f(x) para a < x:::: b, y si diverge J~ g(x) dx, entonces también 
diverge J~ f(x) dx. 

Teorema 11.4.4 

(Criterio de comparación límite) 
• 

Supongamos que f(x) 2': O y.g(x) > O para a < x:::: b, y que tanto f como g son 
integrables en todo intervalo [e, b], siendo a < e < b . Supongamos ·además que 

lím f(x) = L, 
x .... a + g(x) 

0< L < oo. (10) 

Entonces las integrales J~ f(x) dx ye g(x) dx convergen ambas o divetgen ambas. 
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Los ejemplos siguientes muestran el empleo de los teoremas 11.4.3 y 11.4.4. Las 
integrales de comparación más útiles son J: (x - a)-Pdx y J: (h - x) - Pdx. De acuerdo 
con el ejemplo 6 de la sección 11.3 sabemos que esas integrales convergen para p < 1 
Y divergen si no es así. 

EJEMPLO 4 

Determinar si la integral 

f2 dx 

Jl~ 
(11) 

converge o diverge. 
La integral es impropia porque el integrando se hace no acotado cuando x ---7 1 +. 

Para examinar las consecuencias de ello ayuda el factorizar al integrando 

1 1 
(12) 

a modo de aislar más claramente la parte que crece sin cota. Para x > 1 observaremos 
que 

1 1 
----::== < ----::== 
v'X+l vT+l 

1 
v'2 < 1; 

por tanto, de acuerdo con la ecuación 12, 

1 1 
x>l. ---:===<----::== 

~-Vx-=-l' 

Como sabemos que Ji dx/~ converge, llegamos a la conclusión, de acuerdo con el 
teorema 11.4.3, de que la integral (11) dada también converge. -

EJEMPLO 5 

Determinar si el integrando 

- cos x d 
7/2 X 

X 
(13) 

converge o diverge. 
Para poder llegar a alguna conclusión acerca de esta integral, debemos examinar 

el comportamiento del integrando cerca de x = O. Según el ejemplo de la sección 11.1, 
sabemos que para Ixl muy pequeño, 1 - cos x casi es proporcional a X2. Por lo que es 
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razonable llegar a la conclusión de que g(x) = X - 312 es una posible función de 
comparación para el integrando de la integral (13). Entonces tenemos que 

f(x) 
g(x) 

(1 - cos X)/X 7/2 

X- 3/2 

1 - cos X 

X2 (14) 

Por tanto, empleando el resultado del ejemplo 2 de la sección 11.1, o aplicando la regla 
de L'Hospital alIado derecho de la ecuación 14, obtenemos 

Como sabemos que 

lím f(x) 2
1

• 
x~o + g(x) 

f g(x) dx = f X -
3

/
2 dx 

diverge, el teorema 11.4.4 lleva a la misma conclusión acerca de la integral (13) .• 

EJEMPLO 6 

Determinar los valores de p para los cuales la integral 

p>ü (15) 

converge. 
Esta integral es impropia por dos razones: el intervalo de integración es infinito y 

el integrando se hace no acotado cuando x --70+. Para separar estos efectos escribire­
mos primero 

(16) 

Entonces la integral (1) converge si y sólo si convergen las dos integrales del lado 
derecho de la ecuación (16). Examinaremos cada una de ellas por turno. 

Cerca de x = O tenemos que " 1 + x P ~ 1. Por consiguiente 

de manera que parece razonable emplear g(x) = x- P como una función de comparación. 
Entonces 

f(x) 
g(x) 

l/(x P'\1I + x P) 

l/x P 

1 
~:====~1 
VI + x P 

(17) 
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cuando x ----70+. Como 56 x:" dx converge si p < 1, Y diverge en los demás casos, el
teorema 11.4.4 lleva a la misma conclusión acerca de la primera integral del lado
derecho de la ecuación 16.

Ahora veamos la segunda integral, en la cual es crucial el comportamiento del
integrando para x grande. Tenemos que ~ ~ xP/2 cuando x es muy grande, de
modo que en este caso

ASÍ, seleccionamos a g(x) = X-3p/3 como una función de comparación. Entonces

f(x)
g(x)

(18)

cuando x ----700. Además, f~x-3p12dx converge cuando 3p/2 > 1, esto es, cuando p > z Y,
diverge si no es así. De acuerdo con el teorema 11.4.4, llegamos a la misma conclusión
acerca de la segunda integral del lado derecho de la ecuación 16.

Combinando nuestros resultados observamos que las dos integrales del lado
derecho de la ecuación 16 convergen sólo para aquellos valores de p en el intervalo
~< P < 1. Así estos son los únicos valores positivos de p para los cuales converge la
integral (15). Dejamos al lector la tarea (problema 37) de demostrar que la integral (15)
diverge para toda p :::; O.•

Los resultados de esta sección sólo se aplican a integrales impropias con integran-
dos no negativos, o bien, si multiplicamos por -1, con integrandos no positivos. Es
natural que haya más integrales impropias cuyos integrandos fluctúen en el signo. Estas
integrales se pueden analizar a veces extendiendo los métodos que se presentan aquí,
pero dejamos este tema para los textos más avanzados. El procedimiento se asemeja
mucho a la descripción de las series infinitas de la sección 12.7.

PROBLEMAS

En los problemas 1 a 34, determinar si la integral dada
converge o diverge. r x r x7. --dx 8. dx~ x - 2 ~~

IX sen ' x r~d9. dx 10.
l~ ~ x' - 1 xr eX ( )'''11. , ,dx 12. L" ~ ~ - x - tan x dx
-::<; e-'\ + e--'\r dx r x'

13. 1 (x~ - 1y' l~. --; dx
-x e

r x f (9
dx

1. ---,dx 2. _ x~)'~1 4 + .rr 4 x"~ , dx r x3. 4. dx
¡ + x- l~r sen x IX sen ' x5. -,,-o dx 6. -4--,dx
u X"- 1 + x'

1~

r

1!

2

2

2
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15. (l~dX 
Jo 1 - x 

16.(OC~ 
Jo X2 - 1 

17. - dx, l
oo xn 

o eX 
n un entéro positivo 

(,,/2 
18. Jo sec2 x dx 

20 (oc dx 
. J2 vX In x 

22. (~lsen(x 2)1 dx 
Jo X

3
/
2 

23. dx , I
x 1 - e -X 

o x P 

Ixsen2 x 
24. -mdx 

o x 

26. fX ~ dx 
1 Xl + p , 

28·Lx P lnxdx, 

29 JX ~ • 2 
- x 1 + x 

J
x e-X 

31. --2dx 
- x 1 + x 

19. f~ In 2X dx 
1 X 

J
I eX - 1 

21. --dx 
u x 

p un número real 

i
x (X2 - 9)p 

25. 4 dx 
3 1 + x 

p>O 27. L x In x dx 

p un número real 

30. ( 2 ~===d=x====~ 
Jo V lx 2 

- 3x + 21 

Jx senx 
32. - x Ix 13/2 dx 

p, q, cualesquiera 
números reales 

p, q , cualesquiera 
números reales 

35. Se tiene la región R comprendida entre el eje x y la 
gráfica de f(x) = x-P para x 2: 1, donde p es un 
número real positivo. Hacemos girar a R alrededor del 
eje x para formar un sólido D de revolución, y S es la 
superficie de D. Determinar los valores de p para los 
cuales es finita el área de S. 

Nota: En el problema 33(b) de la sección 11.3 se 
demostró que el volumen de D es finito cuando p > ~. 

Así, para ~ < p S 1, un volumen finito tiene un área 
de superficie infinita. Si se tratara de pintar a S, se 
necesitaría una cantidad infinita de pintura para cubrir 
a S por completo. Sin embargo , se puede llenar a D 

36. 

PROBLEMAS 627 

por completo con una cantidad finita de pintura. ¿Po­
dría explicar el lector esta contradicción aparente? 

Considerar de nuevo la integral 

(00 _x_-_2_ dx 
J2 X 3

/
2 + 1 

(i) 

del ejemplo 2. Para demostrar que esta integral diver­
ge empleando el teorema 11 .4.1, debemos encontrar 

una función de comparación g(x) tal que g(x) s f(x) 
y que f;;" g(x) diverja. 

(a) Demostrar que x - 2 2: x/2 para x 2: 4 Y que 
x312 + I S 2x3l2 para x 2: l. Por tanto, 

x - 2 x / 2 
--->--
X 3 /2 + 1 - 2X 3 /2 

para x 2: 4. 

(b) Usar el resultado de la parte (a) para llegar a la 
conclusión de que la integral (i) diverge. 

37. Demostrar que la integral del ejemplo 6, 

rxp~ 
diverge siempre que p s O. 

*38. Una función de gran importancia, tanto en matemáti­
cas como en sus aplicaciones, es la función gamma, 
que se define mediante la integral 

r(p) = r· x P l e " dx. 
J" 

(i) 

A esta función la estudió Euler por primera vez en 
1729. Mucho tiempo después la bautizó Legendre con 
el nombre como la conocemos. 

(a) ¿Para cuáles valores reales de p converge la inte­
gral (i)? Estos valores de p comprenden el dominio 
de r. 

(b) Demostrar que 

I'(p + 1) = pJ'(p) , p > O. (ii) 

(c) Si P = n es un entero positivo, demostrar que 

1'(n + 1) = ni. ( iii) 

Así, la función gamma es un a extensión de la función 
factorial para valores no enteros de la vari able inde­
pendiente . 

*39. Demostración del teorema 11.4.1 (a). Definir e l con­
junto S de tal manera que 
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s = {sls = f f(x) dx para alguna b > a}. 

(a) Demostrar que S no es vacío y que está acotado por 
arriba. Por tanto, S tiene una mínima cota superior, 
que denotaremos con I (véase la argumentación 
dada antes del problema 29 de la sección 1.1). 

(b) Demostrar que J! f(x) dx ::s I para toda b > a. 

(c) Demostrar que para toda E > O hay una B > a tal 
que 

r f(x) dx ~ I - E. 

(d) Demostrar que límb -7 '" J~ f(x) dx = 1; en otras 
palabras, J: f(x)dx converge y tiene el valor l. 

*40. Demostración del teorema 11.4.2. 

(a) Supongamos que f(x)/g(x) -7 L > O cuando x -7 

oo . Entonces se puede demostrar que hay una R tal 
que 

!Lg(x) ::s f(x) :s ng(x) (i) 

para x ~R. 

(b)Demostrar que J: f(x) dxconverge o diverge se­
gún si J; f(x)dx converge o diverge. 

PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 29, evaluar el límite pedido, o, en su 
caso, demostrar que no existe. 

1 1
, COS2(X - TI /2) 

.Im 
x- o X 

3 1
, sen2x 

.lm---
,-" Ix - TII 

5. lím In
2
(x + 1) 

, .,..0 X 2 + 2x 

X 2 - 4 
7. lím ---=-=----~ 

,-2 In (2x - 3) 

9. lím X 2 In (x- 2 + 1) 
1'- 0 

2. lím sen TIX 
,_1- Ix - 11 

tan~ x 
4. lím ----­

,_" I ~ sec( x - TI) 

sen 2x 
6. lím --,--­

,- o cos- x - 1 

8 1
, e' - 1 

.lm--­
,-o senx 

10. lím e - I /, In x 
.\'- 0 + 

(c) Emplear la desigualdad del lado derecho de la 
ecuación (i) y el teorema 11.4.1 para demostrar 
que si converge J: g(x) dx, entonces también lo 
hace J: f(x) dx. 

(d) Emplear la desigualdad del lado izquierdo de la 
ecuación (i) y el teorema 11.4.1 para demostrar 
que si J: g(x) dx diverge, también lo hace J: f(x) 
dx. 

*41. Este problema examina el caso cuando L = O ó L = 
00 en el teorema 11.4.2. 

(a) Demostrar que si L = O y si J~ g(x) dx converge, 
entonces también converge J: f(x) dx. 

(b)Sean g(x) = x- I /2, f(x) = x- I ya> O. Demostrar 
que L = O y que divergen tanto J: f(x) dx como 
J: g(x) dx. 

(c) Sean g(x) = x- I /2, f(x) = x-2 ya:> O. Demostrar 
que L = O, que J: g(x) dx diverge, pero que J: f(x) 
dx converge. Obsérvese que los resultados de (b) 
y (c) demuestran que no se puede llegar a conclu­
sión alguna acerca de la convergencia de J: f(x) 
dx cuando L = O y J: g(x) dx diverge. 

(d) Demostrar que si L = 00 y J: g(x) dx diverge, 
entonces también diverge J: f(x) dx. 

(e) Mediante ejemplos, demostrar que si L = 00 y 
J: g(x) dx converge, entonces no se puede llegar a 
ninguna conclusión acerca de J: f(x) dx. 

e x - I I.< - 1 
12. lím - ---= 

x-I In x 

13. lím exp(! - e l
/') 

x-o X 

2 

esenx - 1 
14. l,~ sen2 x cos x 

15. lím x arc senx 
x- o (TI/2 - arc eos x)2 

16. lím (1 - x)J el /(x-I) 

x- l + 

17. lím (! - cot x) 
x- o x (

1 ),enx 
18. lím --;; 

,-o x 
e 1/ 'v-X 

19. lím ._--
x-o + el/are sen x 

20. lím (are senx)' 
x- o+ 

22. lím [In (X2)]x-1 
x-+ I + 
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23. lím [ 1 l)]sen 1tX 

x- I + (x :! 

25. lím (X ' IC)I I(I - X'l 
x- l 

X " 
27. lím --,---,­

X~X In (x· + 1) 

29. lím (cos X)I I.' 
x-o 

24 1
, In (x + lnx) 

• 1m 
x_x x P 

26. lím (e - I IX)l lx 

x_x 

En los problemas 30 a 38 determinar si la integral converge 
o diverge. Si converge, calcular su valor. 

30. dx f 
X 2 

I (x ' + 1)2IJ 

L
2 X3 

32. o (x4 _ 16)113 dx 

31. f (X2 ~ 4)1 13 dx 

35. p" sen 2x dx 
Jo sen312 x 

37. dx 1
~ X-312 

1 (x- 1I2 + 1)2 

PROBLEMAS DE REPASO 629 

38. dx 13 X - 2 
1 (X2 - 4x + 3)2 

En los problemas 39 y 40, d.eterminar los valores de p para 
los cuales converge la integral respectiva. 

39. L4 x - 2 dx 
o (X2 - 4x)p 

En los problemas 41 a 49 determinar si la integral dada 
converge o diverge. 

41 LO. x - sen x dx 
• 312 

o X 14 4 - x 
42. o x1l21 x 312 _ 81 dx 

43. dx l
~ X312 

2 (XSI2 - 1)2 
44. dx l

3 e1l(2-x) 

2 X2 + X - 6 

(2 X
3
/
2 46 (4 1 dx 

45. JI (x + COS 'lrX)2 dx • J2 V'X2=4 

49. (~ senx + x dx 
JI (x 3 - 1)112 

48 (~ x dx 
• JI (X2 + X - 2)2/3 
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Capítulo 12 

En este capítulo y en el siguiente estudiaremos algunas 
de las propiedades de las sucesiones y de las series 
infinitas. En la conversación diaria las palabras "suce­
sión" y "serie" se emplean casi indistintamente, pero 
en matemáticas tienen diferentes significados. Las su­
cesiones y las series con frecuencia son útiles para 
construir aproximaciones a números o a funciones cuyo 
cálculo exacto es difícil o imposible. En general se 
desea obtener una aproximación que se pueda mejorar 
o refinar en forma sistemática, de ser necesario. Esto, 
a menudo nos conduce al estudio de una sucesión de 
aproximaciones sucesivas. También , el estudio de las 
sucesiones y de las series nos da una oportunidad de 
volver a examinar algunas de las ideas asociadas con 
los límites en un nuevo contexto. 

12.1 SUCESIONES 

Una sucesión de números reales es un conjunto orde­
nado o lista, de números 

Los números individuales, como al o a2, se llaman 
términos de la sucesión. La característica que distin­
gue a una sucesión de otros conjuntos de números 
reales es que los términos de una sucesión aparecen en 
un orden definido. Para la sucesión (1), al es el primer 

, 

CALCULO 

Series infinitas 
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632 SERIES INFINITAS 

an 
3 _ _ • - . - . ____ e 

~ • an =(1 + *f 
. n 

Figura 12.1.1 

an=2- ~ 

n 

Figura 12.1.2 

término, a2 el segundo, y así sucesivamente; a an se le llama el término general o 
término enésimo. Como se indica en la expresión (1), se usa la notación {an } para 
denotar a la sucesión como un todo. A veces es conveniente indicar los términos de tal 
modo que el primero corresponda a un valor de n que no sea uno. Por ejemplo, es muy 
común comenzar con n = O, Y se podría también comenzar con n = 2, o con algún otro 
valor. 

Ya nos hemos encontrado con sucesiones en diversas ocasiones sin mencionarlo 
en forma explícita. Por ejemplo, en la sección 4.5 describimos el método de Newton 
para calcular la raíz de una ecuación f(x) = O. Comenzando con una aproximación 
inicial Xo de la raíz, el método de Newton da mayores aproximaciones x" X2, .. . Las 
aproximaciones sucesivas forman una sucesión 

(2) 

De nuevo, en la sección 6.2, durante la definición de la integral, formamos varias 
sumas de Riemann. Por ejemplo, sea f una función continua definida en [a, b], y sea 
á partición uniforme, de este intervalo en n subintervalos de modo que áx¡ = 

(b - a)/n. Si seleccionamos al punto estrella en cada subintervalo de modo que sea el 
extremo izquierdo, entonces x7 = Xi-l' La suma de Riemann-correspondiente es 

(3) 

Cuando n toma los valores 1,2, 3, . . . , la ecuación 3 genera una sucesión de sumas 
que se aproxima a J! f(x) dx. 

En la sección 8.3 se nos presentó un tercer ejemplo de una sucesión, ya que nos 
encontramos 

(4) 

Los primeros términos de esta sucesión están marcados en la figura 12.1.1. Hicimos 
notar en la sección 8.3 que a medida que avanzamos más y más en la sucesión (4), 
obtendremos aproximaciones a e cada vez más exactas. 

EJEMPLO 1 

A continuación presentaremos algunos ejemplos adicionales de sucesiones. Las figuras 
12.1.2 a 12.1.7 muestran los primeros términos de cada sucesión, respectivamente. En 

n cada caso hemos supuesto que el valor inicial de n es uno. 
-++-;!;---+-!--;~l> 

Figura 12.1.3 
{2 (~2)} 7 17 31 49 

1, 4' 9' 16' 25' . (5) 
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{(-l)n} = -1,1, -1,1, -1, . . . (6) 

{(~n} 1 -1 1 -1 
-1, \1'2' \13' 2' v'S' ... (7) 

1, O, - \13, O, v'S, ... (8) 

{
n

2 + 1} = 2 ~ 10 17 26 
n '2' 3 ' 4 ' 5 ' . 

(9) 

{
4n

} 32 32 128 
n! = 4,8, 3' 3' 15' ... • (10) 

Para cada una de las sucesiones (4) a (10) hay una fórmula para el término general 
a". Sin embargo, no necesariamente es el caso. Por ejemplo, para la sucesión (2) 
obtenida con el método de Newton se tiene en su lugar una fórmula de iteración 

(11) 

que define a cada miembro de la sucesión {xn} en términos del precedente. 

Sucesiones convergentes y divergentes 

En general, la pregunta más importante que se debe hacer acerca de una sucesión {a,,} 
es si tiene un límite o no, o si converge cuando n -700. En forma intuitiva, una sucesión 
{a/l} converge al límite L si sus términos se acercan más y más al número L cuando n 
crece sin cota. La definición formal del límite de una sucesión es completamente 
análoga a la de la sección 2.4 para el límite de una función f(x) cuando x -7 oo. En 
realidad, podemos considerar a una sucesión como una especie de función, a saber, una 
cuyo dominio es un conjunto de enteros. En este caso podríamos escribir a n = f(n) y 
el límite de una sucesión es tan sólo un caso especial del límite de una función. 

DEFINICIÓN 12.1.1 La sucesión {a/l} tiene el límite L, esto es, 

lím an = L, 
n-+oo 

(12) 

si para toda E > O existe un entero N, que depende de E, que tiene la propiedad 

lan - LI < E para toda n > N. (13) 

an an=~ 
1 • v n 

n 

-1 • 

Figura 12.1.4 

3 
2 
1 • UL I L I n 

1234567[> -1 
-2 

-3 a. = ,¡; sen ("f) 

Figura 12.1.5 

7 . 
6 
5 
4 
3 
2 

n2 +1 
4 n = -n-

n 

Figura 12.1.6 

n 

Figura 12.1.7 
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En este caso, se dice que {a n } converge a L. Por otro lado, si no existe ningún 
número L para el que sea válida la relación (13), entonces la sucesión {a n } no tiene 
límite y se dice que diverge. 

El número E que aparece en la definición mide la cercanía entre an y L, mientras 
que N indica cuánto debe uno avanzar en la sucesión para alcanzar el grado especificado 
de cercanía (véase figura 12.1 .8). Como la ecuación 13 sólo involucra a los términos 
de la sucesión para los cuales n > N, se infiere que la posible existencia de límn -)00 a'l> 
o su valor, no depende de al'. ' .. , aNo Dicho de otra manera, la convergencia de la 
sucesión {an } no queda afectada por ningún conjunto finito de términos del inicio de 
la sucesión; más bien, la convergencia se determina por completo por los términos 
restantes , los que quedan en la "cola" de la sucesión. 

L+, 
L~------------~·~~--­

L- , --- ----.-------

I a" - L I < E para 11 > N 

__ -+~~L_L_,~JI--IL-LI~I--~~ 
NN+l I N+3 

N+? 

Figura 12.1.8 Convergencia de la sucesión {Qn} . 

Las sucesiones (5) y (7) tienen como límites dos y cero, respectivamente. Los 
ejemplos 2 y 3, que aparecen más adelante, muestran cómo se puede emplear la 
definición 12.1.1 para formalizar estos resultados. La sucesión (10) también converge, 
pero en este caso puede ser menos obvio; esta sucesión se describe en el ejemplo 5. 

Hay varias maneras por las cuales una sucesión puede ser divergente. Una posibi­
lidad es que sus términos se hagan y permanezcan mayores que cualquier número 
positivo a medida que n aumenta sin cota. Por ejemplo, éste es el caso de la sucesión 
(9). Enunciado de un modo más formal, para cada M > O existe un entero N, que 
depende de M, que tiene la propiedad de que a n > M para toda n > N. En este caso 
escribimos 

(14) 

Si la sucesión se comporta en forma análoga, pero tiene términos negativos, entonces 

(15) 
n->'" 

La sucesión (6) no converge porque sus términos saltan de aquÍ para allá entre los 
dos números -1 y 1. Por último, la sucesión (8) también tiene cambios repetidos de 
signo y el valor absoluto de sus términos aumenta sin cota. Por tanto, la sucesión (8) 
diverge, pero ni la ecuación 14 ni la 15 se pueden emplear para describir su comporta­
miento. 

Los ejemplos que siguen muestran el empleo de la definición 12.1.1. 
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EJEMPLO 2 

Emplear la definición 12.1 .1 para demostrar que 

(16) 

Supongamos que se da una E > O. Entonces debemos considerar la" - LI. Tenemos 

Si suponemos que n > N, para algún número N, entonces l/n < l1N, Y 

Ahora, para hacer que la" - LI < E, sólo necesitamos pedir que l/JV2 :s E, o que JV2 ~ 
l/E , o bien que 

(17) 

Así se cumplen los requisitos de la definición 12.1.1 siempre que escojamos a N como 
un entero igualo mayor que 11"'¡;. Por ejemplo, si E = 0.002, entonces 1 lE ;;;22.36 y 
de esa manera podemos seleccionar N = 23 o a cualquier entero mayor. • 

EJEMPLO 3 

Emplear la definición 12.1.1 para demostrar que 

1
, (-l)n - O 
1m ., - . 

n-+.:o vn 

Demos una E y supongamos que n > N. Entonces 

Por tanto, para hacer que la" - LI < E, es suficiente pedir que l/{N :s E, o sea 

-1 
N~2' 

E 

( 18) 

(19) 

Por ejemplo, si E = 0.002, entonces l/E2 = 250,000, por lo que podremos seleccionar 
a N como este número, o cualquier entero mayor que él. • 

http://carlos2524.jimdo.com/



636 SERIES INFINITAS 

Tómese nota de la diferencia en los valores necesarios de N en los ejemplos 2 y 3 
para la misma E. Esto refleja el hecho .de que la sucesión del ejemplo 2 converge con 
mucho mayor rapidez que la del ejemplo 3. La rapidez de convergencia es un punto 
importante si se quiere emplear una sucesión con fines de cómnuto. 

Algunas propiedades de las sucesiones 

A continuación pasaremos a unos teoremas que nos permiten determinar los límites de 
muchas sucesiones. Los tres primeros teoremas corresponden a teoremas semejantes 
para las funciones, de manera que sólo los enunciaremos sin demostrarlos. 

Teorema 12.1.1 

Si converge {an }, entonces el límite L es único. 

Teorema '12.1.2 

Supongamos que límn -t ",an = A y líml! -t ""bn = B. Entonces 

(a) límn -t ",,(uan + ~bn) = uA + ~B, para cualesquiera números u y ~. 
(b) límn -t ",(anbn) = AB. 
(c)lím,,-too(anlbn) = AlB, siempre que B =fo O. 

Teorema 12.1.3 

(Principio del emparedado) 

Si an :s bn :s Cn para toda n (o para toda n > N, para algún entero positivo N), y 
si límn -t ",an = límn -t "'Cn = L, entonces límn -t ",bn = L. 

El teorema siguiente expresa la relación que existe entre el límite de una función 
y el límite de una sucesión. 

Teorema 12.1.4 

Si 

lím ¡(x) = L (o 00, o - 00) (20) 
x-t'" 

y si al! = f(n) para n = 1,2,3, ... ,entonces 

lím a" = L (o 00, 0 - 00). (21) 
n~oo 

--,~-
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Demostración. Esta demostración es consecuencia directa de las definiciones de los
límites que intervienen. De la ecuación 20 para un límite L finito, sabemos que para
cada E > Oexiste un entero N tal que si x > N entonces

If(x) - LI < E. (22)

Si restringimos a x a los valores enteros n, la ecuación se transforma en

(23)

siempre y cuando n > N Y esto demuestra la ecuación 21. Se deja al lector la
modificación que se necesita en esta demostración si L se remplaza ya sea por 00 o por
-oo. o

La importancia del teorema 12.1.4 se debe al hecho de que podemos determinar
lím, ~ ""f(x) y, por tanto lím, ~ ""a- n, mediante métodos como la regla de L'Hospital,
que no se pueden aplicar en forma directa a las sucesiones.

EJEMPLO 4

Determinar

2n2 - n + 3
lím 2 4 + t:,.....00 n + n (24)

o, si es el caso, demostrar que no existe este límite.
No podemos emplear el teorema 12.1.2 para evaluar el límite (24) tal como está

presentado, porque ni el numerador ni el denominador tienen un límite. Para volver a
plantear el problema en una forma más adecuada, dividiremos el numerador y el
denominador entre n2• Así

2n2 - n + 3 2 - (lIn) + (3In2)

n2 + 4n + 1 1 + (4In) + (lIn2) ,

de modo que

2n2 - n + 3
lím[2 (lIn) + (3In2)]

lím 2
,.....00

,.....00 n + 4n + 1 lím[l + (4In) + (1/n2)],.....00

2 - lím(lIn) + 3[lím(lInW,.....00 ,.....00
1 + 4lím(lIn) + [lím(lInW·

Como cada uno de los límites de la última expresión es cero, entonces, de acuerdo con
el teorema 12.1.2,
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lím 2n
2 

- n + 3 = 2 - O + O = 2. 
11-'''' n2 + 4n + 1 1 + O + O 

(25) 

También podemos evaluar el límite (24) recurriendo al teorema 12.l.4 yemplean­
do a continuación la regla de L'Hospital. De este modo obtenemos 

EJEMPLO 5 

Determinar 

2n2 - n + 3 l' 2X2 - X + 3 
lím -

2
---- = 1m 

11-''' n + 4n + 1 x .... '" X2 + 4x + 1 

4x - 1 
lím---
x .... '" 2x + 4 

lím ~ = 2. I 
x_o::. 2 

o, si es el caso, demostrar que este límite no existe. 
Es conveniente escribir, para n 2: 6, 

(26) 

o < b = 4
n = (4 . 4 . 4 . 4) (~ . ~ ... _4 _) ~ < 4c 

n n! 1 . 2 . 3 . 4 5 6 n - 1 n n ' (27) 
~' ... 'J 

= e <1 

donde C es constante; en realidad, c = ~, pero en este caso no tiene importancia. Sea 
a ll = O Y CIl = 4c/n para cada n y observe que límll-,> ",cll = O. Entonces el teorema 12.1.3 
implica que 

4n 

lím bn = lím - = O. • 
n-t>OO n-+O) n! 

(28) 

EJEMPLO 6 

Si -1 < r < 1, demostrar que 

lím ,n = O. (29) 
n .... '" 
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Si r = O, el resultado es obvio; aSÍ, supongamos que r =1= O. En este caso observemos 
que 

- Irl ::s: r::S: Irl , 

y por tanto que 

donde O < Irl < 1. En este caso la ecuación 29 se infiere del principio del emparedado, 
teorema 12.1.3, siempre que 

Para demostrarlo, nótese que 

In Irl n = n In Irl. (30) 

Como O < Irl < 1, sabemos que lnlrl < O; por consiguiente lnlrln -7 - 00 cuando n -7 
oo. Se demuestra la ecuación 29 al aplicar la exponencial en ambos lados de la ecuación 
30 .• 

Sucesiones monótonas acotadas 

Exactamente como en el caso de las funciones, las sucesiones también pueden tener 
las propiedades de acotamiento y monotonía. Se dice que una sucesión {a n } es acotada 
si existe un número K tal que lanl :s K para toda n, o, en forma equivalente, si existen 
dos números A y B tales que A ::s: an ::s: B para toda n. Si {an } no es acotada, se le llama 
no acotada. Por ejemplo, las sucesiones (5), (6), (7) Y (lO) son acotadas, mientras que 
las sucesiones (8) y (9) son no acotadas. Para las sucesiones acotadas con frecuencia 
es fácil determinar una cota K para lanl tan sólo con revisar algunos términos de la 
sucesión. Por ello debe quedar claro que podemos seleccionar K = 2 para la sucesión 
(5) y K = 1 para las sucesiones (6) y (7). . 

Se dice que una sucesión es monótona creciente, si an+l 2: an para toda n. Análo­
gamente, {an } es monótona decreciente, o monótona no creciente si an+ 1 < an , o si 
an +l :s ano respectivamente, para toda n. Una sucesión que satisface cualquiera de esos 
requisitos se puede llamar sencillamente monótona. Es fácil demostrar que las suce­
siones (5) y (9) son monótonas crecientes; la sucesión (5) se estudia en el ejemplo 7. 
Las sucesiones (6), (7) Y (8) obviamente no son monótonas, porque oscilan entre 
valores positivos y negativos. La sucesión (10) se estudia en el ejemplo 8. 

EJEMPLO 7 

Demostrar que la sucesión (5) es monótona creciente. 
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En este caso, an = 2 - (l/n2
). Para demostrar que esta sucesión es monótona 

revisaremos la diferencia an+l - an para un entero positivo arbitrario n. Tenemos que 

1 
(n + 1)2 

(n + 1)2 n2 

n2(n + 1)2 
2n + 1 O 

n2(n + 1)2> . 

(31) 

Por tanto, an+l > an para toda n y la sucesión es monótona creciente. -

Para una sucesión con términos positivos podemos investigar también la monoto­
nía revisando la relación an+¡lan: si esta razón es < 1 para toda n, entonces tan} es 
monótona decreciente y si an+¡lan > 1 para toda n, entonces tan} es monótona creciente. 

EJEMPLO 8 

Determinar si la sucesión (10), tan} = {4n/n!} es monótona. 
Se puede ver de los primeros términos que aparecen en la ecuación (lO) que la 

sucesión no es monótona; es claro que a2 > al' pero as < a4. Sin embargo, podemos 
investigar más a fondo el asunto formando la razón an+¡lan. Nos encontramos con que 

4 

n + 1 
(32) 

(n + 1)! 4n 

Por tanto an+¡lan < 1 para n 2: 4. En consecuencia, la sucesión {4n/n!} es monótona 
decreciente desde el cuarto término en adelante. -

Los dos teoremas siguientes establecen las relaciones básicas entre las sucesiones 
acotadas, las monótonas y las convergentes. Estas relaciones también se muestran en 
la figura 12.1.9. 

Sucesiones 
acotadas 

Sucesiones 
convergentes 

Sucesiones 
monótonas 

Figura 12.1.9 Relación entre las 
sucesiones acotadas, las monótonas 
y las convergentes. 
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Teorema 12.1.5 

Si {anl converge, entonces es acotada. 

No es difícil la demostración de este resultado, y se bosqueja en el problema 47 . 
Se infiere de inmediato que si {anl es no acotada, entonces debe ser divergente. Las 
sucesiones (8) y (9) muestran este hecho. 

Teorema 12.1.6 

Si {anl es .acotada y monótona, entonces converge. 

Como la convergencia de una sucesión es independiente del comportamie~o de 
cualquier bloque de términos iniciales, la conclusión del teorema 12.1.6 tiene validez 
si la sucesión es monótona sólo para n > N para alguna N. El teorema 12.1.6 es uno de 
los teoremas fundamentales del análisis matemático. Es uno de los diversos enunciados 
equivalentes de lo que se conoce como la propiedad de compleción del sistema de los 
números reales. Otro enunciado de esta propiedad se presenta en el conjunto de 
problemas que sigue a la sección 1.1. Una demostración del teorema 12.1.6 necesita 
ya sea un argumento largo y complicado, o bien la hipótesis de que uno de los demás 
enunciados de la propiedad de compleción es válido. En consecuencia, simplemente 
aceptaremos este teorema como cierto, y dejaremos el análisis de su demostración para 
un curso más avanzado; sin embargo, véase el problema 51. 

Aunque es una afirmación profunda, el teorema 12.1.6 parece plausible aparente­
mente. Por ejemplo, supongamos que {an } es monótona creciente. En ese caso parece 
razonable llegar a la conclusión de que {an } debe crecer sin cota y divergir a 00, o bien 
que permanece acotada y converge por abajo a algún límite finito. Si {an } es acotada, 
entonces se excluye la primera posibilidad y por tanto la sucesión debe ser convergente. 

La sucesión (5) es una ilustración del teorema 12.1.6, porque es acotada y monó­
tona creciente, y también ilustra al teorema la sucesión (10), que es acotada y, desde 
el cuarto término en adelante, es monótona decreciente como demostramos en el 
ejemplo 8. Obsérvese que las sucesiones (7) y (8) no son monótonas; una converge, 
pero la otra no. También, las sucesiones (8) y (9) divergen, porque no son acotadas, 
aunque la sucesión (9) es monótona. Los problemas 45 y 46 son ejemplos adicionales 
del empleo de este teorema para sucesiones particulares. 

En lo siguiente emplearemos el teorema 12.1.6 principalmente con fines teóricos, 
esto es, para ayudar a demostrar otros resultados que tienen una utilidad más inmediata. 
Sin embargo, tiene también el siguiente significado práctico: una dificultad potencial 
del empleo de la definición 12.1.1 para demostrar que una sucesión {an } converge, es 
que debe uno discernir, o adivinar, el valor dd límite L por adelantado. Con frecuencia 
es fácil, pero a veces no. En cualquier caso, el teorema 12.1.6 nos proporciona una 
alternativa; si podemos demostrar que {an } es acotada y monótona, entonces sabemos 
que converge, aunque quizá no tengamos idea de cuál es ellímÍte. 
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PROBLEMAS

En los problemas 1 a 10, llevar a cabo lo siguiente:

(a) Escribir los primeros cinco términos de la sucesión
dada, comenzando con n = l.

(b) Determinar si la sucesión es acotada.

(e) Determinar si la sucesión es monótona.

(d) Determinar si la sucesión converge o diverge; si
converge, determinar su límite L.

1. a"
1

2. a"
( -1)"

2 + -
n n2

3. a"
n - 1

4. a"
n + 1---
Vnn + 1

5. a~ = (-1)"+lnl/3 6. a"
n1T

cos3"

7. a"
n - 4

8. a" ~-Vn----
n2 + 1

9. a"
2" 1 1

10. a = - ---
4n2 " n n + 1

En los problemas 11 a 32, determinar el límite de la
sucesión dada, o, si es el caso, demostrar que la sucesión
diverge.

n2 + 2n - 3
11. a" = 2n2 _ 3n + 1 U. a"

2n2 + (-1)"Vn
n2 + Vn

13. a"
n' + 1

n3/2 + n

15. a"
In n

n

17. a" = (n)I/P,

IR. a" = fP3n

20. a" (1.01)Vn

14. a" (10)11"

16. a" = (n)I/"

siendo p un entero positivo

19. a" = (1.01)"

22. a"

M. a"
2"

(-1)" -2"---1 -+-123. a"

25. a" = Vn(~ - Vn)

1
26. a" = n sen-

n
27. a" = In(n + 1) - In n
28. a" = n[ln(n + 1) - In n]

In bn
29. a" siendo b > O c>O

In en'

n!
30. a"

n"

31. a" = (2n)!
n"

(n)2n
32. a" = (2n )"

En los problemas 33 a 38 hallar una sucesión (que no sea
de las que aparecen en el texto) que tenga las propiedades
solicitadas.

33. Que sea convergente pero no monótona

34. Que sea acotada pero no convergente

35. Que sea monótona pero no acotada

36. Que sea monótona decreciente y no acotada

37. Que sea monótona decreciente y convergente

38. Que sea no acotada, pero no monótona

En los problemas 39 a 44, emplear la definición 12.1.1 para
demostrar que converge la sucesión dada; esto es, para una
E arbitraria, determinar L y N tales que lan - LI < E para
toda n > N.

39. a"
1

2 +-
n

= (-1)"
40. a"

n - 1
41.a =--

" n + 1
2

4' a --_. "- Vn

44. a" = (-1)"n-I/343. a" = 2-"

*45. Se tiene la sucesión tan} para la cual al = 1, Y

a; = 1 + va:;::-; , n = 2,3,4, .... (i)

Esta sucesión es un ejemplo de una sucesión definida en
forma recursiva, para la cual no hay una definición sencilla
para a; como una función de n.

(a) Demostrar que tan} es monótona creciente.

Sugerencia: usar el principio de inducción para de-
mostrar que an+ l > a; para todo entero positivo n.
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(b)Demostrar que {an } está acotada por arriba. 

Sugerencia: de nuevo, se puede emplear el princi ­
pio de inducci6n. Una cota superior conveniente 
es M = 4. 

(c) La sucesi6n {a,,) converge debido a (a) y a (b); sea 
L = lím" -7 ",ano Emplear la ecuaci6n (i) para 
demostrar que 

L = 1 + Vi, (ii) 

y determinar L a continuaci6n. 

*46. Considere la sucesión {an } para la cual a¡ = 1 Y 

an = Y3a n - h n = 2,3,4, . .. . 

(a) Demostrar que {an } es monótona creciente demos­
trando a su vez que an+ ¡/an > 1 para todo entero 
positivo n. 

(b)Demostrar que {an } está acotada por arriba. 

(c) Determinar ellímn -7 ",an' 

*47. Demostración del teorema 12.1.5. Supongamos que 
an -7L cuando n -7 00• 

(a) Dada E > O, seleccionar a N de tal manera que 
la" - LI < E para n > N. A continuaci6n demostrar 
que lan l < ILI + E para n > N. 

(b)Sea M¡ el máximo del conjunto de números lad, 
la2 1, ... , laN!. ¿C6mo se puede asegurar que existe 
este máximo? 

(c) Emplear los resultados de (a) y (b) rara demostrar 
que {a,,) es acotada. 

48. Demostrar que si converge {a,,} y si a" :S M, entonces 
lím" -7 ",a" :S M. 

49. Demostrar que si lím" -7 00a" = O Y {b n } es acotada, 
entonces {anbn} tiene a cero como límite. 

50. (a) Demostrar que si {a,, } converge a L, entonces 
{Ianl} converge aL. 

(b) Mediante ejemplos, demostrar que si converge 
{ lan I}, entonces {an} puede converger o no. 

*51. El teorema 12.1.6 se demuestra con facilidad si supo­
nemos la propiedad de compleci6n en la forma que 
precede al problema 29 de la secci6n 1.1, es decir, que 
todo conjunto acotado S no vacío de números reales 
tiene una mínima cota superior y una máxima cota 
inferior. Definamos a S de tal manera que 

S = {s I s = an para alguna n}. 

Entonces S es no vacío, y si {a n } es acotada, entonces 
S también es acotada. En consecuencia, S tiene una 
mínima cota superior L y una máxima cota inferior M. 
Supongamos que {a,,} es mon6tona no decreciente. 
Entonces se sigue que lím" -700a" = L. 

(a) Demostrar que para una E > O existe una N tal que 
aN > L - E . 

(b) Demostrar que lan - LI < E para n 2: N. En otras 
palabras, que Iím" -7 ooan = L. 

Nota: si {an } es monótona no creciente, y acotada, 
entonces un argumento semejante demuestra que 
{an } converge a su máxima cota inferior M. 

12.2 CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA DE LAS 
SERIES 

Una serie infinita es una expresión que tiene la forma 

al + a2 + ... + ak + ... , (1) 

en la cual los tres puntos después de ak indican que la suma nunca termina. A las 
cantidades al' a2 ... se les llama términos de la serie; a ak se le llama término general. 
En este capítulo limitaremos nuestro estudio a las series cuyos términos son números 
reales. Por brevedad con frecuencia emplearemos el símbolo de suma siguiente 
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(2) 

para representar a la suma (1). 
Las series infinitas se presentan con frecuencia en matemáticas y también en sus 

aplicaciones. Con frecuencia el primer término representa una aproximación inicial a 
determinada cantidad de interés, y los términos siguientes son correcciones sucesivas 
de esa aproximación. Los algoritmos de cómputo que se implementan en las computa­
doras con frecuencia son de este tipo; la suma se termina cuando se ha alcanzado una 
exactitud suficiente. 

Es importante comprender la diferencia que hay entre una sucesión y una serie. 
Como se explicó en la sección 12.1, una sucesión es sencillamente un conjunto de 
números dispuestos en un orden determinado. Por otro lado, u!1a serie es una suma. Se 
puede hablar de la sucesión 

\ 

Y también de la serie 

¿ ak = a ¡ + a2 + ... + ak + ... 
k ~¡ 

(3) 

(4) 

cuyos términos son los mismos que los de la sucesión {ak}. Sin embargo, la sucesión 
(3) y la serie (4) son dos cosas muy dÍstintas. 

Antes de proseguir, hacemos notar que no es necesario indicar a los términos en 
una serie de modo que el primer término corresponda a k = 1, el segundo a k = 2, y 
así sucesivamente. Con frecuencia es cómodo escribir la serie de tal modo que el primer 
término corresponda a k = 0, o quizá a algún otro valor de k. Por ejemplo, la serie 
infinita 

'" 1 1 1 1 1 t:
O

k 2 + 4 =: ¡ + '5 + 8 + 13 + 

'" k + 1 ¿ -
k~4 P 

y 

'" 1 ¿ -
k~2 k In k 

1 1 1 ---- + ---- + ---- + 
2 In 2 3 In 3 4 In 4 

están dentro del propósito de este capítulo. 
No podemos asignar una suma a la serie (4) tan sólo sumando todos los términos, 

porque es imposible hacerlo en un tiempo finito. Recuérdese que nos encontramos en 
un caso semejante en la sección 11.3 en relación con la integral impropia J; f(x) dx. 
En ese caso integramos desde a hasta un límite superior b arbitrario y a continuación 
vimos el comportamiento del límite cuando b ~oo. Esta vez haremos algo análogo. Si 
hacemos que Sn sea la suma de los primeros n términos de la serie (4), entonces 
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SI = a¡, 

y así sucesivamente. En general, 

(5) 

Los números SI' S2, ... ,Sm ... forman una sucesión {sn} que se llama sucesión de las 
sumas parciales de la serie (4). Cuando n crece, hay más y más términos de la serie 
comprendidos en las sumas parciales. Si la sucesión {sn} de las sumas parciales tiene 
un límite cuando n -7 00 , entonces definimos a este valor límite como la suma de la 
serie (4). 

DEFINICIÓN 12.2.1 Para la serie 

2: ak = al + a2 + a3 + ... 
k=1 

se define la sucesión {sn} de sumas parciales de tal modo que 

n 

S =" a=a +"'+ a' n L.J k 1 n, 
k=1 

n = 1,2, ... 

(6) 

(7) 

Se dice que la serie (6) converge y que tiene la suma s si y sólo si converge la sucesión 
{s n} al límite s. En este caso se escribe 

2: ak = s. 
k=1 

Por otro lado, se dice que la serie (6) diverge siempre que la sucesión (7) diverge. 

Los ejemplos siguientes muestran el empleo de la definición 12.2.1. 

EJEMPLO 1 

Determinar si la serie 

1 + ~ + i + 2\ + ... + Gr + ... 

converge, y si es aSÍ, calcular su suma. 

(8) 

(9) 

La suma (9) es un ejemplo de una serie geométrica; cada término es un múltiplo 
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constante (en este caso t) del término anterior. Es conveniente formar la sucesión de 
las sumas parciales como sigue: 

yen general 

So = 1 

SI = 
1 

1 + -
3 

1 1 
S2 = 1 + "3 + 9 

S =1+-+-+···+-1 1 (l)n 
n 3 9 3 ' 

(lO) 

donde n es un entero arbitrario no negativo. Deseamos investigar el posible comporta­
miento en el límite de {sn} cuando n ----700. Desafortunadamente esto no queda claro de 
inmediato según la ecuación (lO), que expresa a Sn como la suma de muchos términos. 
Sin embargo, podemos reformular a Sn para que quede en una forma más útil. Primero 
multiplicamos a Sn por t en la ecuación 10; con esto obtenemos 

A continuación restamos esta ecuación de la ecuación 10 Y obtenemos 

o sea 

1 (_31)n+l, 
Sn - "3Sn = 1 -

1 - mn+1 

Sn = 1 - m ; n = 0,1,2, .. .. (11) 

De acuerdo con el ejemplo 6 de la sección 12.1, sabemos que (ty+1 ----70 cuando n ----7 00 ; 

por tanto, conforme a la ecuación 11 , 

1 - mn+1 
lím S n = lím --"'-'-­

n-+OO 1-1 
1 

2/3 

3 
2· (12) 

Y, por consiguiente, de acuerdo con la definición 12.2.1, la serie (9) converge y su 
suma es~ .• 

Series geométricas en general 

La serie 

1 +r+r2+r3+ .. . +rk+ ... 
(l3) 
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se llama serie geométrica con la razón común r. Se puede manejar del mismo modo 
. que la serie (9) del ejemplo 1, para la cual r = k. Procediendo como en la deducción de 
la ecuación 11 , podemos demostrar que, para cualquier entero positivo n, la suma 
parcial Sil de la serie (3) está dada por 

11 1 _ rn+1 

Sn = 2: r k = ----
k=O 1 - r ' 

r =¡6 1. (14) 

Se deben considerar ahora varios casos distintos. Si Irl < 1, entonces r" + I -7 O cuando 
n -7 00 , según el ejemplo 6 de la sección 12.1. En consecuencia 

1 
lím Sil = -1--' 
~(D - r Irl < 1. (15) 

Si Irl > 1, entonces r" + I se hace no acotado cuando n -700 y como resultado {Sil) diverge. 
Si r = -1 , entonces 

_ 1 - (_1)"+1 _ {O, 
Sil - 2 - 1, 

n impar; 
n par. 

(16) 

Como Sil oscila entre los dos valores O y 1, la sucesión {Sil} diverge también en este 
caso. Por último, si r = 1, no se aplica la fórmula (14). Sin embargo, en este caso cada 
término de la serie (13) tiene el valor 1, Y por tanto Sil = n + 1. Nuevamente {Sil} diverge 
cuando n -7 00 . 

Resumiendo nuestros resultados, llegamos a la conclusión de que 

i rk {c?nverge a 1/(1 - r) para -1 < r < 1; 
k=O dlverge para Irl ~ 1. 

(17) 

A continuación presentamos otro ejemplo del empleo de la definición 12.2.1. 

EJEMPLO 2 

Determinar si converge la serie 

'" 1 1 1 1 1 1 
~1 k(k + 1) = 2 + 6 + 12 + 20 + ... + k(k + 1) + ... (18) 

y si es así, evaluar su suma. 
Comencemos calculando algunas sumas parciales. Tenemos que 

SI 
1 
2' 
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Esto sugiere que 

112 
s =-+-=-

2 2 6 3' 

1 1 1 3 
S3 = 2 + "6 + 12 = 4' 

1 1 1 1 4 
S4 = 2 + "6 + 12 + 20 = S' 

1 1 1 n 
Sn = 2 + "6 + ... + n(n + 1) n + l ' 

(19) 

Si es válida la ecuación 19, entonces Sn ---71 cuando n ---7 00 , Y por tanto la serie (18) 
converge también y su suma es 1. 

Para demostrar la ecuación 19, podemos desarrollar el término general de la serie 
(18) en fracciones parciales. El resultado es 

1 1 1 
=----

k k + l' (20) 
k(k + 1) 

Así podemos entonces reformular la serie como sigue: 

'" 1 2:---
k=! k(k + 1) ( 1 - ~) + G - ~) + G - ~) 

+ ... +(! __ 1 )+ 
k k + 1 

En esta forma es fácil ver que Sn está dada por 

Sn = (1 -n + G - ~) + G -¡) + ... + (~ - n ~ 1) 
= 1 

1 n 
=--, 

n + 1 n + 1 

lo cual comprueba la ecuación 19. 
A una serie cuyos términos se anulan de esta forma se le llama con frecuencia serie 

telescópica. A menudo, es fácil calcular las sumas parciales de tales series por medio 
de fracciones parciales. -

Desafortunadamente, los ejemplos anteriore& no son típicos, ya que la definición 
12.2.1 por lo general no suele ser de utilidad directa para descubrir si una serie dada 
converge o diverge, porque en general no es posible obtener una fórmula útil para la 
enésima suma parcial Sn' En realidad, la serie geométrica y la serie telescópica son los 
casos principales en los cuales se puede calcular Sn de un modo elemental. Como en el 
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caso de las integrales impropias, con frecuencia es conveniente separar la cuestión de 
la convergencia o divergencia de una serie infinita, de la del cálculo de su suma, en el 
caso de que converja. Si podemos determinar que una serie converge, podemos 
entonces, en general, calcular una aproximación adecuada a su suma si empleamos una 
computadora para sumar un número suficiente de términos. Lo que deseamos evitar es 
tratar de calcular la suma de una serie divergente. El concepto de convergencia también 
se puede extender a series más generales que las que tienen términos constantes, como 
veremos en el capítulo 13. 

En lo que resta de esta sección estudiaremos unas cuantas propiedades generales 
de las series. En las cinco secciones siguientes veremos algunos criterios que con 
frecuencia son de utilidad para determinar si una serie dada converge o no. 

Un hecho muy importante es que la convergencia o divergencia de una serie 
infinita está determinada por los términos que aparecen en forma arbitraria cuando se 
avanza mucho, y no por algún bloque finito de términos al principio de la serie. La 
definición 12.2.1 dice que la convergencia dé una serie infinita equivale a la conver­
gencia de su sucesión de sumas parciales, esto es, 

lím Sn = s. 
"...."" 

(21) 

Por ejemplo, supongamos que modificamos en cierta forma cada uno de los primeros 
1 000 términos de la serie. Entonces cambia cada suma parcial Sn' pero para n 2: 1000 
cada Sn cambia exactamente la misma cantidad. Así, la existencia o no existencia de 
límn~""sn no se afecta por la alteración de los primeros 1000 términos de la serie, aunque 
en general cambia el valor del límite. Como consecuencia de este hecho, la convergen-

. cia o divergencia de una serie no se afecta si introducimos, eliminamos o alteramos 
cualquier número finito de términos de la serie. Sin embargo, si una serie converge, 
entonces su suma depende del valor de cada término de la serie y en general la suma 
cambiará si se cambia aunque sea uno de los términos. 

Para hacer más riguroso este argumento, recordemos que la ecuación 21 quiere 
decir que, para una E > O dada, existe un entero positivo N, que depende de E, tal que 

(22) 

siempre que n > N. Sustituyendo a Sn y a s de las ecuaciones 7 y 8, respectivamente, 
se llega a la conclusión de que la ecuación 22 se puede reformular del siguiente modo: 

(23) 

siempre que n > N. Así, la convergencia de la serie Lk~l ak ocurre si y sólo si es válida 
la desigualdad (23). En palabras, la ecuación 23 dice que el residuo después de los 
primeros n términos de la serie debe ser arbitrariamente pequeño para que converja la 
serie. Obsérvese que no aparecen los primeros n términos de la serie en la ecuación 23, 
y por tanto no tienen que ver con la convergencia de dicha serie. 
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Teorema 12.2.1 

(Criterio del késimo término) 

Si converge la serie !:;;'=l ak entonces ak -70 cuando k -700. 

Demostración . Para demostrar este teorema observamos que, para k 2:: 2, 

Entonces 

lím ak = lím (Sk - Sk-¡)· 
k--,.oo k--+oo 

Si s es la suma de la serie !:;;'=l ab entonces límk ~ ooSk = s. Además, límk ~ ooSk- l = s 
también, ya que {sk - d es la misma sucesión que {sd; tan sólo se ha desplazado el 
índice. Por tanto, 

= s s = 0, 

que es lo que se tenía que demostrar. o 

Se debe comprender con claridad que el teorema 12.2.1 dice que si la serie 
converge, entonces ak -70 cuando k -700. No dice que si ak -70 cuando k -700, entonces 
la serie converge. En realidad, si ak -70 cuando k -7 00, entonces no se puede llegar a 
conclusión alguna, empleando el teorema 12.2.1, acerca de la convergencia de !:;;'= l ak. 

Sin embargo, si conforme k -700 la sucesión {ad converge o diverge a un límite distinto 
de cero, entonces la serie !:;;'= l ak debe ser divergente. El empleo principal del teorema 
consiste en establecer de este modo la divergencia. 

EJEMPLO 3 

Determinar si la serie 

:¿ (-l)k 1-1+1-1+··· (24) 
k=O 

converge o diverge. 
En este caso ak = ( - I)k Y la sucesión {ad no tiene límite cuando k -700 porque 

sus términos son + 1 Y - 1, alternativamente. Por lo que la serie (24) diverge. 
A esta conclusión se puede llegar también partiendo de la definición 12.2.1, 

notando que la sucesión de las sumas parciales de la serie (24) es 

{sn} = {1, 0, 1,0, 1,0, ... }, 
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la que diverge por ser oscilante. -

EJEMPLO 4

Determinar si la serie

00 12:-
k=1 k

1 1 1 1
1+2+3+4+"'+k+'" (25)

converge o diverge.
La serie (25) se conoce como serie armónica. No nos es útil el teorema 12.2.1 en

este caso, porque ak = l/k ~O cuando k ---700. Sin embargo, es posible demostrar que
la serie diverge al infinito, no obstante el hecho de que sus términos sucesivos tienden
a cero en forma monótona. Nótese que todos los términos son positivos; en consecuen-
cia, la sucesión de las sumas parciales es monótona creciente. Si la sucesión de las
sumas parciales también es acotada, entonces esta sucesión debe ser convergente de
acuerdo con el teorema 12.1.6.Así, para demostrar que la serie diverge, sólo necesita-
mos demostrar que las sumas parciales se hacen no acotadas. Lo demostraremos
construyendo cotas inferiores para ciertas sumas parciales. Primero, obsérvese que

SI 1,

1
1 + -

2
3
2'

l. .,

y que l"
I

1 1 1 1 1 1
S =1+-+-+->1+-+-+-=2.

4 234 244

Nótese que al estimar S4 hemos remplazado a a3( = t) por un número menor ¡,y con ello
hemos obtenido una cota inferior para S4' A continuación veamos Ss. Si remplazamos
a a3 por ¡y a as, a¿ Y a¡ por i, obtendremos

1 1 1 1 1 1 1
s =1+-+-+-+-+-+-+-

s 2 3 4 5 678

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 5
>1+-+-+-+-+- + - + - 1 + - + - + - -

2 4 488 8 8 2 2 2 2

Del mismo modo, encontramos que

1 1 1 1 1 1 1 1 1
S16>1 + - + - + - + - + - + - + - + + ... + -

2 4 4 8 8 8 8 16 16
~

1 1 1 1
3. ocho términos1 + - + - + - + -

2 2 2 2
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Al proceder de igual modo para la suma parcial S2m, donde m es un entero positivo
arbitrario, tenemos que

1 1 1 1 1 m
S2m> 1 + - + - + - + ... + + ... + 1 +- (26)

2 4 4 2m 2m 2
'-----v--'

2m
-
'

términos

Así, las sumas parciales S2m se pueden hacer arbitrariamente grandes si se selecciona
m lo suficientemente grande, y por tanto la sucesión {sn} también crece sin cota cuando
n ~oo. En consecuencia, la serie armónica diverge. -

Las series de los ejemplos 2 y 4 confirman que no se puede llegar a conclusión
alguna acerca de la convergencia de L;'=l ak tan sólo porque ak ~ ° cuando k ~ oo,

Para las dos series es verdad que el lím, ~<X> a, = 0, pero una de ellas converge y la otra
diverge.

Teorema 12.2.2

Si L;'=l ai, Y L;'=l bk> convergen a las sumas s y S, respectivamente, y si a y f3
son números reales, entonces L;'=l (aa¡ + f3bk) también converge y su suma es
as + f3S, esto es,

a ¿ a, + f3 ¿ b,
k=l k=l

as + f3S. (27)

Demostración. Para demostrar este teorema sean s., S; y Un las enésimas sumas
parciales de L;'=l ak , L;'=l bb y L;'=l (aak + f3bk) respectivamente. Entonces

n
Un ¿ (aak + f3bk)

k=l
n n

a ¿ a, + f3¿ bk
k=l k=l

aSn + ss,
~ as + f3S, cuando n ~ 00,

de acuerdo con el teorema 12.1.2(a), con lo cual se completa la demostración. o

Un caso especialmente importante del teorema 12.2.2 se tiene si f3 = 0, en el que
la ecuación 27 se reduce a

as.
(28)

E
e
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En otras palabras, si se multiplica cada término de una serie convergente por una 
constante, entonces la suma de la serie queda multiplicada por esa constante. 

Por último, llamamos la atención hacia el hecho de que no es cierto el inverso del 
teorema 12.2.2: la convergencia de L;;'=l (CWk + ¡3bk) no garantiza la convergencia de 
L;;'= l ak o de L;;'=l bk . Por ejemplo, en el ejemplo 2 se demostró que la serie 

'" (1 1) L ---
k=l k k + 1 

converge. Sin embargo, de acuerdo con el ejemplo 4, sabemos que las series L;;'=l l/k 
Y L;;'=l l/(k + 1) divergen. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 6 escribir algunos términos de cada 
lado de la igualdad, comprobando con ello que es válida la 
ecuación. 

1. L ak = ¿ a¡ 

1:=1 ;-1 

3. ¿ ak = ¿ aH 
k~1 k - 2 

~ 1 ~ 1 
4. ¿ ( 4)2 = ¿ --; 

n=O n + m~4 m 

~ (l)k+1 ~ (l)k-I 
5. ¿ - ¿-

k-O 2 k=2 2 
6. ¿ ak+, = ¿ ak 

k=n k=n+r 

En los problemas 7 a 20, determinar si converge o diverge 
la serie dada. Si converge, calcular su suma s. 

~ 1 

13. t:o (k + 1)(k + 2) 

~ 1 

15. t; k(k + 1)(k + 2) 

~ (-1)k 
8. t:o 2k 

~ (-1)k 
10.~3k 

~ 1 
14. ¿ k2 3k k=1 + 

~ k + 1 
16. ¿ ln-

k
-

k-I 

17. ¿ ah donde ak = e-k k par 
k=O 1, k impar 

{ k-S 
k impar 

18. ¿ ah dondeak = k 
k~1 lO-k, k par 

~ (3 1 ) 
19. t; k(k + 1) - 2k 00 ( k r 20. t; k + 1 

En los problemas 21 a 24 determinar todos los valores de 
a para los cuales converge la serie dada. Si converge, 
calcular su suma s. 

21. ¿ (ao. - 2)k 
k-O 

~ 1 
22. ¿ ( _ 2)k' 

k-O a 
a#2 

23. ¿ (2a - 3)k 
k~O 

24. ± 3 
k-O (3a - 1)k' 

Rapidez de la convergencia. En los problemas 25 a 27 
determinar el número de términos que se deben considerar 
si se ha de calcular la suma s de.la serie dada con un error 
que no sea mayor que 0.0001. Esto es, determinar la N 
mínima tal que Is - snl < 0.0001 para toda n ~ N. 

~ 1 
© 25. ¿ k 

k~O 3 

~ 1 

© 27. t:1 k(k + 1) 

© 26. ¿ (O.9)k 
k-O 
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"28. Determinar, para)a serie geométrica I;;"~o ,*, donde 
Irl < 1, el número de términos que se deben considerar 
si se debe aproximar la suma s con un error que no sea 
mayor que E, siendo E un número positivo dado. Esto 
es, determinar la N mínima tal que Is - snl < E para 
toda n ~ N. 

29. Suponer que cuando se deja caer una pelota desde una 
altura h sobre una superficie dura y horizontal, siem­
pre rebota hasta una altura ah, donde O < o. < l. 
Determinar la distancia total recorrida por esta pelota. 

30. Se sabe bien que las fracciones decimales periódicas 
representan números racionales, las razones de dos 
enteros. En este caso indicaremos cómo determinar el 
número racional que corresponde a una fracción de­
cimal periódica. 

(a) Sea s = 0.27272727 ... . Demostrar que se puede 
escribir s en la siguiente forma: 

(b)Obsérvese que la serie que se obtuvo en la parte 

(a) es una serie geométrica en la cual la razón es 
10- 2

. Sumar esta serie y demostrar que s = ~. 
11 

En los problemas 31 a 36 emplear el método descrito en el 
problema 30 para expresar al decimal dado como un nú­
mero racional. 

31. 0.555555 . . 32. 0.321321321 .. . 

33. 0.39999999 .. . 34. 0.285714285714 .. . 

35. 0.8181818181 . . . 36. 0.477477477 . . . 

En los problemas 37 y 38, determinar el término general 
de la serie que corresponde a la sucesión de las sumas 
parciales dada. Nótese que al = SI. a2 = S2 - SI, Y así 
sucesivamente. 

1 
37. s" = 1 - (n + 1)2 38. s" = 1 - G)" 
39. Deducir la ecuación 

1 - ,"+1 
1 + , + ,2 + ... + ," = ---1 _ ., , , '# 1 

para la suma de un número finito de términos de una 
serie geométrica con el método que se empleó para 
deducir la ecuación 11. 

12.3 EL CRITERIO DE COMPARACiÓN 

El obstáculo principal para emplear la definición 2.2.1 y determinar si una serie dada 
Lk~ 1 a k converge o diverge es que , en general, es imposible hallar una fórmula útil para 
la suma parcial Sn = Lk~1 ak' Por este motivo, se han desarrollado criterios de conver­
gencia que no requieren conocer a Sn ' En el resto de este capítulo estudiaremos el 
empleo de algunos de estos criterios. 

Hasta que lo hagamos notar, sólo tomaremos en cuenta series que tengan términos 
positivos, esto es, ak > O para toda k . Como la convergencia no se afecta si se elimina 
cualquier bloque finito de términos, los resultados se aplican también a las series que 
tienen un número finito de términos negativos. El primer criterio es análogo a los 
criterios de comparación para las integrales impropias, que se estudiaron en la sección 
11.4. 

Teorema 12.3.1 

(Criterio de comparación) 

Si O < a k ~ bk para toda k, y si L;;o~1 bk converge, entonces L;;o~ 1 ak también 
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converge. Por otro lado, si 0< bk ::; ak para toda k, y si L;'=1 bk diverge, entonces 
también diverge L;'=l ak . 

Demostración. Para demostrar la primera parte de este teorema, sean Sn y Un las 
enésimas sumas parciales de las dos series: 

n 

Se nos dice que Un tiende a un límite, digamos B, cuando n -700. Necesitamos demostrar 
que también converge la sucesión {sn}' Como ak > O, entonces {sn} es monótona 
creciente. Además, tenemos que 

de manera que {sn} es acotada. Sabemos (teorema 12.1.6) que una sucesión acotada y 
monótona converge. Por tanto, {sn} converge y en consecuencia también converge la 
serie 4=1 ak' 

La segunda parte del teorema se demuestra al observar que en este caso 

y que U n -7 00 cuando n -700. En consecuencia, Sn -7 00 cuando también n -7 00, y por 
consiguiente 4 =1 ak diverge. o 

El teorema 12.3.1 se puede generalizar si de nuevo se nota que la convergencia o 
divergencia de 4=1 ak no se afecta si se omite un número finito de términos de la serie. 
En consecuencia, el teorema 12.3.1 sigue siendo válido si se satisfacen las hipótesis 
para una k suficientemente grande, pero quizá no para toda k. Este resultado se enuncia 
en el corolario siguiente: 

Corolario 

Si O < ak ::; bk para k mayor o igual que algún entero K, y si L;'=1 bk converge, 
entonces L;'=1 ak también converge. Por otro lado, si O < bk ::; ak para k :::: K, y 
si diverge L;'=1 bk , entonces también diverge L;'=1 ak' 

Como en el caso de las integrales impropias, a veces resulta incómodo tener que 
manejar las desigualdades del teorema 12.3.1 o de su corolario. Esto en general se 
puede evitar si se emplea la siguiente forma límite del criterio de comparación. Es 
semejante a las pruebas correspondientes para las integrales impropias. 
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Teorema 12.3.2 

(Criterio de comparación límite) 

Supongamos que ak > O Y bk > O para k 2:: K Y que 

lím ak =L. 
k -) '" bk 

(1) 

Si O < L < 00 entonces las series L;'=l ak Y L;'=l bk convergen las dos, o divergen 
las dos. Además, si L = O, Y si converge L;'=l bk entonces L;'=l ak también 
converge. Por último, si L = 00 y si diverge L;'=l bk , entonces también diverge 
L;'=l ak . No se puede llegar a conclusiones en los demás casos. 

Demostración. Sólo demostraremos la primera parte de este teorema. Supongamos 
que 0< L < 00 y que Lk=l bk converge. Como a/bk ----7 L cuando k ----7 00 , podemos estar 
seguros, para valores de k lo suficientemente grandes, digamos para k 2:: K2 , que 

o bien 

(2) 

De acuerdo con el teorema 12.2.2, la serie Lk=l 2Lbk = 2L L;'=l bk converge siempre 
que lo haga L;'=l bk • Por tanto, para k 2:: máx(K1, K 2) se satisfacen las condiciones del 
corolario al teorema 12.3.1 por lo que converge L;'=l ak' 

Supongamos ahora que 0< L < 00 y que L;'=l bk diverge. Como a/bk ----7L cuando 
k ----7 00 , podemos afirmar ahora que 

(3) 

para una k suficientemente grande, digamos para k 2:: K3' Como la serie Lk=l (1/2) bk 

diverge, se concluye del corolario que también diverge L;'=l ak . Las demostraciones 
de las partes restantes del teorema 12.3.2 son semejantes y se dejan como ejercicio 
(problema 26). o 

EJEMPLO 1 

Determinar si la serie 

'" 1 ¿-
k=! k! 

111 
1+-+-+-+ 

2! 3! 4! (4) 
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converge o diverge. 
Como k! crece extremadamente rápido, es razonable sospechar que la serie (4) 

converge. Para determinar con más precisión su comportamiento, observemos que los 
términos sucesivos están acotados como sigue: 

1 ::; 1, 

1 
2! 

1 
3! 

1 
4! 

1 1 
-- <: -
1 ·2 - 2 ' 

1 1 
--- ::; ---
1·2·3 1 · 2·2 

1 1 
----- ::; --- ---
1·2·3 · 4 1 · 2·2 · 2 

En general tenemos que 

1 
k! 1·2 · 3···k 1 · 2·2 ··· 2 

(5) 

k?1. (6) 

Así, cada término de la serie (4) no es mayor que el término correspondiente de la serie 
geométrica 

. 1 (1)2 (1)3 (l)k-t 1 + 2 + 2 + 2 + ... + 2 + .. , , (7) 

que se sabe que converge (ecuación 17 de la sección 12.2). Por tanto, la serie (4) 
también converge, de acuerdo con el teorema 12.3.1. 

En este caso sabemos también que la suma de la serie geométrica (7) es 2. Así, 
entonces, de acuerdo con las desigualdades (5) y (6) la suma s de Lk =1 (1/ k !) no es 
mayor que 2 . Además, como todos los términos de la serie (4) son positivos, las sumas 
parciales de esta serie son monótonas crecientes . Así, Sn ::; s ::; 2 para toda n. Una vez 
sabido que la serie (4) converge, podemos aproximar su suma al sumar términos de la 
serie. Como Sn crece en forma monótona con n, mientras más términos usemos, mejor 
será la aproximación. Sin embargo, aun pocos términos dan una aproximación razona­
blemente buena a la suma. Por ejemplo, con sólo cuatro términos obtenemos 

1 1 1 
S4 = 1 + 2 + 6 + 24 == 1.708. 

En el ejemplo 3 de la sección 13.2 demostraremos que en realidad la suma de la serie 
(4) es s = e - 1 ~ 1.7 18 .• 

EJEMPLO 2 

Determinar si la serie 
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(8) 

converge o diverge. 
Recuérdese que en el ejemplo 2 de la sección 12.2 demostramos que la serie, 

bastante parecida, Lk=l 1/ k(k + 1) converge. Por tanto, sospechamos que la serie (8) 
también converge. Sin embargo, 

1 1 
-:>----
k2 - k(k + 1) 

(9) 

de modo que la desigualdad va en sentido erróneo como para poder usar el teorema 
12.3.1 sin modificarlo. Por otro lado, 

lím 11 k
2 

= lím k + 1 
k-->'" 1/ k(k + 1) k-->'" k 

1 , (10) 

y entonces se aplica el teorema 12.3.2 y se llega a la conclusión de que Lk=l (l/k2) 
converge. 

También podemos emplear el teorema 12.3.1 siempre que se modifique la desi­
gualdad (9) en forma adecuada. Por ejemplo, podemos partir del hecho de que k2 2: k 
para k = 1, 2, ... Entonces 2k2 2: k2

, esto es, e 2: k(k + 1)12, Y por último 

1 2 
-<:----
k2 - k(k + 1)' 

k = 1,2, .... (11) 

Como 

., 2 ., 1 
¿ =2¿--
k=! k(k + 1) k=! k(k + 1) 

(12) 

y esta última serie converge, se infiere del teorema 12.3 .1 que Lk=1 (1 /k2 ) converge 
también. Además, la serie de la ecuación 12 tiene a 2 como suma, por lo que 

Como en el ejemplo 1, las sumas parciales Sn tienden a la suma s en forma monótona 
por abajo. 

Si calculamos un valor aproximado de s empleando sólo los primeros cuatro 
términos, obtenemos 

1 1 1 
s = 1 + - + - + - == 1 401 

4 4 9 16 . . 

Es posible demostrar, mediante métodos más avanzados, que para esta serie 
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00 1 -rr2 
¿ k2 = 6 == 1.645, 
k~l 

que es un resultado descubierto por Euler aproximadamente en 1736. Así, la aproxi­
mación de cuatro términos no es tan buena en este caso como en la del ejemplo 1. Lo 
anterior refleja el hecho de que la serie (8) converge mucho más lentamente que la serie 
(4) .• 

Para un uso eficaz de los teoremas 12.3.1 y 12.3.2, es necesario tener un conjunto 
de series potenciales de comparación cuya convergencia o divergencia esté ya de­
terminada. Las series geométricas a veces son útiles para fines de comparación, como 
en el ejemplo 1. Quizá las más útiles de todas estas series son aquéllas de la forma 
Lk~l k-P, donde p es una constante. El teorema siguiente especifica los valores de p 
para los cuales converge esta serie. 

Teorema 12.3.3 

que se llama "seiié p", converge para p> 1 ydiverge para p ::s 1. 

Demostración. La demostración de este resultado se obtiene con mayor facilidad a 
partir del criterio de la integral, que estudiaremos en la sección 12.5. Mientras tanto, 
podremos demostrar una parte del teorema 12.3.3 mediante un criterio de comparación. 

En el ejemplo 2 demostramos que la serie (13) converge para p = 2. Además, si 
p > 2, tenemos que 

1 1 
-<-
kP k2' 

k 1,2, ... y p > 2. 

Por tanto, según el teorema 12.3.1, la serie 4:"~ 1 k-P converge para toda p 2: 2. 

(14) 

Igualmente, en el ejemplo 4 de la sección 12.2, se encontró que la serie armónica 
(p = 1) diverge. Para p < 1 tenemos que 

1 1 
->-
k p k' 

k = 1,2, . y p < 1. (15) 

Por lo que, de acuerdo con el teorema 12.3.1, la serie (13) diverge para todap::S l. o 
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Los casos restantes, 1 < P < 2, se tratan en la seCClOn 12.5. Sin embargo, 
aceptaremos la validez del teorema 12.3.3 y lo usaremos a continuación. 

Una consecuencia de ese teorema es que la serie armónica Lk=l (l/k) apenas 
diverge. La serie armónica se obtiene haciendo que p = 1 en la ecuación 13 y si se 
emplea un valor algo mayor de p se produce una serie convergente. En otras palabras, 
la serie Lk= l l/kl + E converge para toda E positiva, no importa cuán pequeña sea. 

Terminaremos esta sección con algunos ejemplos más del criterio de comparación. 

EJEMPLO 3 

Determinar si la serie 

(16) 

converge o diverge. 
Para k grande tenemos que 

k - 3/2 , 

lo cual sugiere que la serie converge. Para confirmarlo hacemos que 

y notamos que Lk=l bk converge, según el teorema 12.3.3. Entonces 

~ v:x:t2 X 3/2 

lím ak = lím . k3/2 = lím - --- -
k-.oo b k k-.oo k2 + 1 x-+<» x2 + 1 

de acuerdo con el teorema 12.1.4. Dividiendo numerador y denominador entre x2 

encontramos que 

v:x:t2 X 3/2 VI + (2 /x) 
----- = ~1 

x2 + 1 1 + (l/x2
) 

cuando x -700. En consecuencia, 

y de acuerdo con el teorema 12.3.2, la serie (16) converge también. -

EJEMPLO 4 

Determinar si la serie 
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1 1 . 3 1 . 3 . 5 1 . 3 . 5 ... (2k - 1) - + -- + + ... + + ... (17) 
2 2 . 4 2 . 4 . 6 2 . 4 . 6 ... (2k) 

converge o diverge. 
La idea básica en este caso consiste en observar que el término general ak se puede 

escribir en la siguiente forma: 

a = ' (~ . ~ . ~ .•. 2k - 1) (.!.). 
k 246 2k - 2 2k 

(18) 

En consecuencia 

y por tanto la serie dada diverge por comparación con la serie armónica. _ 

EJEMPLO 5 

Determinar si la serie 

1 1 
sen 1 + sen ¡ + sen 9 + (19) 

converge o diverge. 
Para k grande, l/k2 es pequeña y sen(1 /k2

) se aproxima a l/F. En realidad, si 
hacemos que a. = l/e, entonces 

1, sen(1I k
2

) = lím sen o: = 1. 
k~ 11 k2 

a-+O o: 

Como 4=1 (11k2
) converge, se sigue del criterio de comparación límite que también 

converge la serie (19). -

Nótese que en todos estos ejemplos nuestro método consistió en estimar ak para k 
grande en términos de k - p. Entonces el criterio de comparación nos dice que I,k'=1 ak 

converge si p > 1 Y diverge si p ::; 1. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 20 determinar si la serie dada con­
verge o diverge. 

1 ~ _1 _ 
. t:, k2 + 4 
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~ (2k - 1)2 
5. ~o (k2 + 4)3/2 

~ (k + 1)4/3 
7. ~ (2k4 _ 1)112 

9. ~ sen(i) 

~ é 
11. '" --­t'o (4 + é)2 

13. ! + 1 . 2 + 1 . 2 . 3 + 
3 3·5 3·5·7 

k! 

~ (k2 + 1)1/2k 
4. L -'---'----

'=1 k4 + 4 

6. ± Vk + (lIVk) 
k=1 (Vk + 1)7/2 

8. ±_1 
k=2 In k 

10. L sech k 
k=1 

~ k! 
12. L kk 

k=1 

+ + 3 . 5 . 7 . .. (2k + 1) 

14. ± [Vk + (lIk)]p 
k=1 k2 + 1 
~ (k2 + 1)p 

15. L k q + 4 ' p, q > O 
k=1 

16 ± (In k)2 
• k=2 (In 2)k 

17. ± Ise~kl 
k=1 k 

18. ± v'k+l - Vk 
k=1 k 

19 ± k In k 20. ± 1 
• k = 24 + k2 In k k=1 Vk + '\/'iC+l 

21. Demostrar que si límk ---7 ookak = A =1= O, entonces 
Lk=1 ak diverge. 

22. (a) Si ak > O Y Lk=1 ak converge, demostrar que 
Lk=1 l/ak diverge. 

(b)Si ak > O Y Lk=1 ak diverge, demostrar, mediante 
ejemplos, que Lk=1 l/ak puede ser convergente o 
divergente. 

23. (a) Si ak > O Y Lk =1 ak converge, demostrar que tam­
bién converge Lk=1 ak 2 

(b) Si ak > O Y Lk=1 ak2 converge, demostrar mediante 
ejemplos que Lk=1 ak puede ser convergente o 
divergente. 

24. (a) Demostrar que Lk=1 e-ak converge para toda ex 
> O. 

(b)Demostrar 'que Lk=1 ke-ak converge para cual-
quier ex> O. 

Sugerencia: Ver el ejemplo 2 de la sección 11.2 y 
demostrar que ke - ak/2 ---70 cuando k ---700. Así, para k 
grande, ke - ak :S e-akl2 . 

(c) Ampliar el argumento de la parte (b) para demos­
trar que Lk=1 ¡¿'e - ak converge para toda ex > O Y 
para toda n > O. 

*25. Demostrar que Lk =2(1n k)/kP converge para p > 1 Y 
diverge para p :S l. 

Sugerencia: si p > 1, hacer que p = 1 + 2r, r > O. 
Entonces 

*26. Extender el argumento que se presentó en el texto para 
demostrar las siguientes partes del teorema 12.3.2 . 

(a) Si L = O en el teorema 12.3.2, y si Lk =1 bk conver­
ge, demostrar que también converge Lk=1 ak. Si 
Lk =1 bk diverge, demostrar que no se puede llegar 
a alguna conclusión acerca de Lk=1 ak. 

(b) Si L = 00 en el teorema 12.3.2, y si Lk=1 bkdiverge, 
demostrar que también diverge Lk=1 ak.Si 
Lk=1 bk converge, demostrar que no se puede lle­
gar a alguna conclusión acerca de Lk=1 ak' 

*27. Suponer que Ck :S ak :S bk para k = 1,2,3, . . . y que 
convergen tanto Lk=1 Ck como Lk=l bk· Demostrar 
que también converge Lk=1 ak. Nótese que no hay 
hipótesIs acerca de los signos de ab bk y Ck. 

Sugerencia: considerar las series L;:"=1 (bk - Ck) Y 
Lk=1 (ak - Ck)· 

12.4 EL CRITERIO DE LA RAZÓN 

En esta sección estudiaremos otro criterio para la convergencia o divergencia de una 
serie infinita Lk =1 ak de términos positivos, que se aplica mucho. La idea básica 
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consiste en que si la razón ak+¡lak tiende a mi. límite L cuando k --7 00 , entonces, para k 

grande la serie dada es casi la serie geométrica con una razón común L y podemos 
esperar que converja o diverja de manera semejante. A este criterio se le conoce como 
el criterio de la razón . 

Teorema 12.4.1 

(Criterio de la razón) 

Considere la serie infinita }2k=l ah donde ak > O, Y suponga que 

1
, ak +l L 1m -- = . 

k ~ 00 ak 
(1) 

Entonces 

(a) Si L < 1, la serie }2k=l ak converge. 
(b) Si L > 1, la serie }2k=l ak diverge. 
(c) Si L = 1, la serie }2k=l ak puede ser convergente o divergente, y por tanto no 

se puede llegar a una conclusión con este criterio. 

Demostraremos este teorema más adelante en esta sección. Primero veremos 
algunos ejemplos. 

EJEMPLO 1 

Determinar si la serie 

00 5k 

22-
k=l k! 

converge o diverge. 
En este caso ak = SkJk!, y entonces ak+ l = Sk+ lJ(k + 1)!. Por lo que tenemos 

y en consecuencia 

5k + 1 k! 

(k + 1)! 5k 

1, ak+l O 1m-- = . 
k-+oo ak 

5 

k + l' 

(2) 

Así, de acuerdo con el criterio de la razón (con L = O), llegamos a la conclusión de que 
la serie (2) converge. -
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EJEMPLO 2 

Determinar si la serie 

(3) 

converge o diverge. 
Para esta serie tenemos 

Así, se sigue que 

( )

3 
, ak+l , k 

hm - - = 3 hm -- = 3 
k-+«> ak k-+«> k + 1 ' 

por lo que L = 3 en este ejemplo. Por tanto, según el criterio de la razón, la serie (3) 
diverge. -

EJEMPLO 3 

Determinar si la serie armónica 

'" 1 ¿ -
k = l k 

(4) 

converge o diverge. 
En este caso tenemos que 

ak+l = _ k _ _ 1 cuando k _ 00, 

ak k + 1 

de modo que el criterio de la razón no nos ayuda. Sin embargo, de acuerdo al ejemplo 4 
de la sección 12.2, o al teorema 12.3.3, sabemos que la serie armónica (4) diverge. -

EJEMPLO 4 

Determinar si la serie 

'" 1 ¿ -
k = l P 

(5) 
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converge o diverge. 
De nuevo, el criterio de la razón no nos ayuda, ya que 

ak+l = (_k_)2 ~ 1 cuando k ~ oo. 
ak k + 1 

Sin embargo, en este caso ya sabemos que la serie converge, según el teorema 12.3.3 
o el ejemplo 2 de la sección 12.3 .• 

Nótese que la serie del ejemplo 3 diverge y la del ejemplo 4 converge, aunque en 
ambos casos L = 1. Estos ejemplos confirman que no se puede llegar a conclusión 
alguna acerca de la convergencia a partir del criterio de la razón cuando L = 1. 

EJEMPLO 5 

Determinar si la serie 

(6) 

converge o diverge. 
Aplicando a esta serie el criterio de la razón obtenemos 

ak+l (k + 1)! kk (k)k 
--;;; = (k + 1)k+l k! = k + 1 

Para determinar el límite de esta expresión, obsérvese que 

(
k + 1)k (1)k lím - - = lím 1 + - = e. 

k ..... "" k k ..... "" k 

En consecuencia, 

( )

k 
, ak+l , k 1 11m - - = 11m -- =-. 

k ..... "" ak k....... k + 1 e 

Como l/e < 1, se concluye que la serie (6) converge. 
También obsérvese que la convergencia de la serie (6) implica, de acuerdo con el 

teorema 12.2.1, que 

, l' k! O hm ak = 1m kk = . 
k--+= k--+::» 

Así, kk crece mucho más rápidamente que k! cuando k ~oo . • 
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EJEMPLO 6 

Determinar si la serie 

1 1 . 3 1 . 3 . 5 1 . 3 . 5 ... (2k - 1) + ... 
3 + 3 . 6 + 3 . 6 . 9 + . . . + 3 . 6 . 9 ... 3k (7) 

converge o diverge. 
Tenemos que 

a k+ ! 1 . 3 . 5 . .. (2k - 1)(2k + 1) 3 . 6 . 9 ... 3k 

ak 3 . 6 . 9 . . . 3k(3k + 3) 1 . 3 . 5 ... (2k - 1) 

2k + 1 2 
---~ - cuando k ~ oo. 
3k + 3 3 

Así, de acuerdo con el criterio de la razón, la serie (7) converge. - . 

Demostración del teorema 12.4.1. Recuérdese que estamos suponiendo que 

lím ak+! = L; 
k_a> ak 

(8) 

Como ak > O para toda k, entonces L 2: O. Se demuestra la parte de la convergencia del 
criterio de la razón al comparar la serie dada con una serie geométrica adecuada. 
Supongamos entonces que L < 1 en la ecuación 8 y seleccionemos un número r entre 
L y 1. Esto es, 

L<r<l. (9) 

Como a k+ /ak -7L cuando k -700, sabemos que al final esta relación debe tomar valores 
arbitrariamente cercanos a L. En particular, la razón, también al final, no debe ser 
mayor que r. Así, para k suficientemente grande, digamos para k 2: M, donde M depende 
de la selección de r, tenemos que 

k = M, M + 1, ... (lO) 

Para k = M, la ecuación lOse transforma en 

Análogamente, para k = M + 1, 

y para k = M + 2, 
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En general, tenemos que 

m 0,1,2, .... (11) 

La serie 

~ aMrm = aM ~ rm 

m=O m=O 

converge ya que es una serie geométrica con Irl < 1. Así, se satisface la hipótesis del 
corolario del teorema 12.3.1 y la serie 4=1 ak converge. 

La parte del teorema 12.4.1 acerca de la divergencia es más fácil de demostrar. Si 

lím ak+l = L > 1, 
k_ro ak 

entonces, para k suficientemente grande, tenemos que 

Así, más allá de cierto punto los términos de la serie son crecientes monótonos y además 
positivos. Por tanto, ak no puede tender a cero cuando k -7 00 • Por lo anterior, la serie 
4=1 ak diverge, de acuerdo al teorema 12.2.1, el criterio del késimo término. 

Por último, como hicimos notar anteriormente en los ejemplos 3 y 4, si L = 1, 
entonces la serie puede ser tanto convergente como divergente. Con ello se completa 
la demostración del teorema. D 

En contraste con el criterio de comparación, el criterio de la razón tiene la ventaja 
de que no necesita del empleo de una serie auxiliar de comparación. Por otro lado, en 
algunos casos resulta que el límite L de la ecuación 1 es igual a uno y en tales casos no 
se puede usar el criterio de la razón. En realidad, el criterio de la razón y el de 
comparación se complementan muy bien entre sí. El criterio de la razón es adecuado 
para series en las que ak involucre cantidades tales como k! o 2k, porque entonces se 
simplificará la razón ak+ ¡lak debido a la simplificación de factores iguales en el 
numerador y en el denominador, como en los ejemplos 1 y 2. Por otro lado, si en ak 

intervienen polinomios u otras expresiones algebraicas en k, entonces es probable que 
falle el criterio de la razón, porque L = 1. Sin embargo, estas series se pueden manejar 
normalmente mediante el criterio de comparación límite junto con el conocimiento de 
la serie Lk=1 k-P , como en el ejemplo 3 de la sección 12.3. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 22, determinar si la serie dada 
converge o diverge. 

00 k! 
3. :¿ 22k 

k:=l 

00 k! 
4. {;¡ 2k2 

00 k! 
6. {;¡ 10k k 3 

00 k' 
5. :¿ . 

k~¡ 1 . 3 . 5 ... (2k - 1) 

00 (k!)2 
7. {;¡ (2k)! 
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00 k' k 

.10. ~1 (2:)!' a > O 

00 (In k)3 

11. ~2 (In 3)k 
12. ± k2(~)k 

k=1 3 

2 . 4 . 6 .. . (2k) 
13. ~1 1 . 4 . 7 ... (3k - 2) 

00 (2k)! 
00 Y 00 k23k 

14. ~1 (k!)22k ;15. ~1 k222k 16. ¿ 22k 
k=1 

00 (In k)10 00 (2k)! 
17. ¿ (l)k' a> 1 18.¿p 

k=2 na k=1 

00 (2k)! 00 2k(2k)! 00 (2k)! 
19. ~1 (2k)k 20'~1~ 21. ¿ 2k! 

k=1 

00 1. 3 . 5 ... (2k - 1) 
22. ¿ kk 

k=1 

23. Considere la serie 

en la cual O < a < b < l. Demostrar que en esta serie 
falla el criterio de la razón. A continuación determinar 
si la serie converge o diverge. 

En los problemas 24 a 27 evaluar el límite que se pide 
teniendo en cuenta una serie infinita adecuada. 

1Qk 
24. lím -k' 

k_:;Q • 

3kk! 
26.lím -kk 

k~oo 

, (2k)! 
27. l~~ (k!)22k 

*28. (a)Demostrar la siguiente versión del criterio de la 
razón: si ak > O, Y si ak+ [/ak :S r < 1, para toda k 
suficientemente grande, entonces :Ek =1 ak conver­
ge. 

(b) Demostrar, mediante un ejemplo, que puede ser 
errónea la conclusión de la parte (a) si sólo se 
supone que ak > O Y que ak+l /ak para toda k 
suficientemente grande. 

29. Considere la serie 

1+!+1+n + -k + '\+ 

para la cual 

k impar; 
k par. 

(a) Demostrar que no se aplica el teorema 12.4.1. 

(b) Determinar si la serie converge o diverge. 

Sugerencia: ver el problema 28. 

12.5 EL CRITERIO DE LA INTEGRAL 

Hay muchas semejanzas entre las series infinitas y las integrales impropias. La relación 
más importante entre ellas se presenta en el teorema siguiente, que con mayor frecuen­
cia se emplea para deducir la convergencia o divergencia de una serie a partir del 
comportamiento conocido de determinada integral correspondiente. 

Teorema 12.5.1 

(Criterio de la integral) 

Sea f una función continua, positiva, monótona no creciente, en el intervalo 
[1,00). Supóngase también que 

f(k) (1) 
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para todo entero positivo k = 1, 2, . . . Entonces la serie 

y la integral 

! ak = al +a2 + ... +ak + ... 
k=l 

t f(x) dx 

convergen ambas o divergen ambas. 

y y 

x 
--4---~--~~~k------~~ 

(al 

1-1-1 
(bl 

12.5 EL CRITERIO DE LA INTEGRAL 669 

(2) 

(3) 

x 

Figura 12.5.1 

Demostración. Para ver la relación que hay entre la serie (2) y la integral (3) nos 
ayudaremos con la figura 12.5.1. El área comprendida entre la gráfica de y = f(x) y el 
eje x, y entre las rectas x = k - 1 Y x = k está dada por 

f-t f(x) dx. 

El área del rectángulo inscrito es ak Y la del rectángulo circunscrito es ak-l' De acuerdo 
con la figura 12.5.1 es claro que estas tres áreas se relacionan mediante las desigual­
dades 

(4) 

y esto es válido para k = 2, 3, . ... Si escribimos la ecuación 4 para k = 2, 3, ... , n, 
tenemos que 

a2::5 f f(x) dx ::5 al> 
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(5) 

an :5 In f(x) dx :5 an- l' 
n-l 

Sumando estas desigualdades obtenemos 

a2 + a3 + ... + an :5f f(x) dx + J: f(x) dx + 

+ In f(x) dx :5 al + a2 + ... + an-l; (6) 
n-l 

esta desigualdad se muestra en la figura 12.5.2 para el caso en que n = 6. El término 
de en medio de la ecuación 6 es justamente f~ f(x) dx. Como Sn = al + a2 + . .. a,,, 
podemos reformular la ecuación 6 como sigue: 

(7) 

Obsérvese que tanto Sn como f'; f(x) dx crecen en forma monótona con n porque 
f(x) > O para toda x ~ 1. 

Supongamos ahora que la integral (3) converge y que tiene el valor l . Entonces, 
de acuerdo con la desigualdad de la ecuación 7, tenemos 

Sn :5 al + f f(x) dx :5 al + l. (8) 

Así, {sn} es una sucesión monótona creciente acotada por arriba; por tanto, de acuerdo 
con el teorema 12.1.6 debe converger. Por lo que también converge Lk'=l ak' 

y 

Figura 12.5.2 

y=f(x) 

6 f6 
~ ak $ 1 f(x)dJ 

k=2 

234 

(a) 

5 6 
~. ak ~ 1

1 
f(x)dJ 

k=l 

x x 

3 4 

(b) 
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Por otro lado, si diverge la integral (3), entonces emplearemos la desigualdad de 
la derecha de la ecuación 7 para obtener 

(9) 

En este caso el lado derecho de la desigualdad se hace no acotado cuando n ~oo. Por 
tanto Sn ~oo cuando n ~oo, por lo que también diverge la serie (2). Con ello se completa 
la demostración del teorema 12.5.1. o 

Como en otros criterios de convergencia, sólo es necesario que se satisfagan las 
hipótesis del teorema 12.5.1 por todos los términos de la serie lo suficientemente 
alejados. Con ello el teorema sigue siendo válido si se satisfacen las condiciones para 
x 2: M, donde M es algún número positivo. 

EJEMPLO 1 

Determinar los valores de p para los cuales la serie 

., 1 
2:-
k=l k P 

(10) 

converge o diverge. 
Para p ~ O la serie diverge porque ak = k-P no tiende a cero cuando k ~oo (teorema 

12.2.1). Por tanto es suficiente tener en cuenta sólo valores positivos de p. Para p > O, 
la función 

1 
f(x) = xP' x2:1 (11) 

tiene todas las propiedades que se especifican en el teorema 12.5.1. Entonces la serie 
(10) converge si y sólo si la integral 

(12) 

converge. En el ejemplo 4 de la sección 11.3 demostramos que la integral (12) converge 
si p > 1 Y diverge en los demás casos. Por tanto, de acuerdo con el teorema 12.5.1, lo 
mismo vale para la serie Lk=l k": converge para p > 1 Y diverge para p ~ 1. Nótese 
que este ejemplo suministra una demostración completa del teorema 12.3.3 .• 

EJEMPLO 2 

. Determinar si la serie 
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'" 1 ¿-
k=2 k In k 

(13) 

converge o diverge. 
En este caso falla el criterio de la razón y no es obvia alguna serie de comparación 

conveniente. Sin embargo, si hacemos que 

1 
f(x) = --, 

x In x 
(14) 

entonces se satisfacen las condiciones del criterio de la integral para x 2: 2. Por tanto, 
la serie (14) converge o diverge de acuerdo con el comportamiento de la integral 

f'" dx 
J2 xlnx· 

Para evaluar esta integral escribimos 

f'" ~ = lím fb ~ 
J2 x In x 1>-+'" J2 x In x' 

y a continuación empleamos la sustitución u = In x para obtener 

r x: x = ~ f: 2b d; = ~ (In u 1:: :) 
lím [In(ln b) - In(ln 2)] = oo. 
1>-+'" 

Así, la integral (15) diverge yen consecuencia también la serie (13). 

(15) 

En el ejemplo 1 encontramos que I,;;"=1 1lkP converge siempre que p > 1, sin 
importar cuán pequeña sea la diferencia p - 1. Dicho de otro modo, debemos tener 
kP > k para que haya convergencia. En este ejemplo tenemos que k In k > k cuando 
menos para k 2: 3, pero la serie I,;;"=2 lIklnk diverge de todos modos. Esto muestra una 
vez más la diferencia entre los crecimientos logarítmico y algebraico: In k crece más 
lentamente que cualquier potencia positiva de k y su crecimiento no es lo suficiente­
mente rápido como para hacer que converja la serie I,;;"=2 1/k In k. Por otro lado, la se­
rie I,;;"=211k(ln k)a sí converge cuando u es cualquier número mayor que uno (proble­
ma 10) .• 

Estimación del residuo 

Al emplear en la práctica una serie infinita con frecuencia es importante conocer algo 
acerca de la rapidez de convergencia de la serie. Esto es lo mismo que preguntar qué 
tan grande debemos escoger a n para que la suma parcial 

(16) 
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sea una aproximación adecuada de la suma s de la serie completa. Considerándolo 
desde otro punto de vista, deseamos estimar el residuo Rn dado por 

n 

Rn = s - Sn = ¿ ak - ¿ ak = ¿ ak (17) 
k=l k=l k=n+l 

y seleccionar a n de tal modo que Rn se pueda despreciar para la aplicación de que se 
trate. El argumento que se usa para demostrar el criterio de la integral también se puede 
ampliar para dar, en algunos casos, respuestas a estas cuestiones. 

Bajo las condiciones del teorema 12.5.1, consideremos de nuevo a la ecuación 4, 

Si sumamos con respecto a k en la ecuación 4 desde n + 1 hasta infinito obtendremos 

00 00 k 00 

¿ ak:5 ¿ r f(x) dx:5 ¿ ak-¡' 
k=n+l k-n+l Jk-l k=n+l 

(18) 

que es equivalente a 

(19) 

Podemos escribir de nuevo la ecuación 19 en la forma 

L" f(x) dx - an :5 Rn:5 f' f(x) dx. (20) 

Nótese que la desigualdad de la izquierda de la ecuación 20 se obtiene a partir de la 
desigualdad de la derecha de la ecuación 19 y viceversa. La ecuación 20 da cotas 
superior e inferior del residuo Rn' La utilidad de esas cotas depende de si la integral 
que aparece en la ecuación 20 se puede evaluar o estimar en una forma conveniente. 
Sin embargo, hemos demostrado el siguiente teorema: 

Teorema 12.5.2 

Sea f una función continua, pOSItIva y monótona no creciente en [1, 00), Y 
f(k) = ak para k = 1,2, 3, ... Entonces el residuo 

satisface la desigualdad (20) 

r f(x) dx - an :5Rn :5 r f(x) dx. 
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Tomando la media de las cotas super;or e inferior de Rm que aparecen en la 
ecuación 20, obtenemos una estimación 

2 (21) 

cuyo error máximo es anl2. Como s = Sn + Rn, entonces 

Ja> a 
s "= Sn + n f(x) dx - 2"' (22) 

también con un error máximo de aJ2. Estos resultados se ilustran en el siguiente 
ejemplo. 

EJEMPLO 3 

Estimar el residuo al tomar 10 términos de la serie Lk= lk- 2
. Estimar también la suma s 

de la serie. 
En este caso, 

1 
f(x) = 2' 

x 

1 
ak = f(k) = k2 ' (23) 

y se satisfacen todas las condiciones del teorema 12.5.2. Así, la ecuación 20 es válida 
para todo entero positivo n. Tenemos 

Ja> dx Jb dx 
2 = lím 2 

nX ¡"""a>n X 

= lím (_!) lb 
¡"""a> X n 

1 (24) 
n 

Además, a ll = n- 2• Por lo tanto, para un valor arbitrario de n, la ecuación 20 se 
transforma en 

1 1 1 
- - - < R <-, 
n n2 n n 

(25) 

y en especial para n = 10, 

0.09 < RlO < 0.10, (26) 

que es la estimación que se deseaba del residuo. 
Sumando los primeros diez términos de la serie obtenemos, con una precisión de 

cinco decimales, 
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SlO = 1.54977. 

Para estimar s observamos que 

s = SlO + R lO , 

y, de esta manera, empleando los valores máximo y mínimo posibles de RIQ de la 
ecuación 26 tenemos 

1.54977 + 0.09 < s < 1.54977 + 0.10 

o sea 

1.63977 < s < 1.64977. (27) 

Empleando la media de las cotas superior e inferior para s obtenemos la estimación 

s == 1.64477. (28) 

Como la diferencia entre las cotas superior e inferior de s dada por la ecuación 27 es 
de 0.01, se infiere que el error máximo al emplear el valor promedio es de 0.005. 

De hecho, el valor real es 

1T
2 

S = (5 == 1.64493, (29) 

por lo que la estimación (28) tiene un error real de sólo 0.00016, 10 cual es aproxima­
damente un centésimo del 1 por ciento. 

Obsérvese que, al emplear la estimación del residuo como lo hemos hecho aquí, 
obtenemos un valor mucho más exacto de s que si hubiéramos empleado tan sólo la 
suma parcial S IQ . Para garantizar una exactitud semejante empleando tan sólo una suma 
parcial adecuada Sn necesitaríamos usar la estimación (25), esto es, escoger a n de tal 
modo que 

1 
Rn < - < 0.00016. 

n 

Esto significa emplear más de 6250 términos en la serie, en lugar de 10 .• 

La función zeta 

Se demostró, en el ejemplo 1, que la serie LJ;" = 1 k-P converge para toda p > 1. Por tanto 
podemos emplear la serie para definir una función de p cuyo dominio sea p > 1. Esta 
función se conoce como la función zeta y se representa mediante ~(P), esto es, 

'" 1 
~(p) = t-l kP ' 

p>1. 
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PROBLEMAS 

Euler, Gauss y otros descubrieron algunas propiedades de ~(P), pero en general la 
función zeta se asocia con el nombre de Riemann, quien la estudió extensamente, en 
especial para valores complejos de p. El dominio de ~(P) se extiende al plano complejo 
mediante un proceso llamado continuación analítica. Sucede que la función zeta es 
importante en matemáticas, y entre otras cosas, los ceros de ~(P) se relacionan estre­
chamente con la distribución de los números primos. Una conjetura famosa que hizo 
Riemann es que todos los ceros no reales de ~(P) tienen una parte real igual a~. Aunque 
han pasado más de 120 años desde la muerte de Riemann, hasta ahora los intensos 
esfuerzos de muchos matemáticos notables no han podido cristalizar en una demostra­
ción de esta conjetura. También han fallado cálculos numéricos muy extensos, porque 
no han encontrado un cero que viole la conjetura, y por tanto ésta permanece como 
conjetura, lo que posiblemente constituye el problema más célebre sin resolver en 
matemáticas. 

En los problemas 1 a 10 emplear el criterio de la integral 
para determinar si la serie dada converge o diverge. Nótese 
que muchas de estas series también se pueden manejar 
mediante el criterio de comparación o el de la razón. 

rar que la estimación dada por la ecuación 22 tenga 
un error cuya magnitud sea menor que 1O-6? 

"12. Considerar la serie 

~ 1 
1. 2:-k 2 

k_l 1 + 
~ k 

3·2:-k 2 
k_l 1 + 

7 2: 1 
• k- 4 k In k ln(ln k) 

9. ± are tan
2
k 

k - l 1 + k 

2. ± 1 
k-l (k + 1)2 

4 ± k 
• k-l (k2 + 1y 

~ 2k3 

6. t:l (k4 + 1)2 

~ k 
8·2:k 

k-l e 
~ 1 

10.2: ' k-2 k(ln k)a 

©U.Considerar la serie Lk=l ClIk4
). 

a>O 

Ca) Determinar unas cotas superior e inferior para el 
residuo R6 después de seis términos. 

Cb) Determinar s 6. 

Ce) Determinar una mejor estimación de s empleando 
los resultados de Ca) y Cb). El valor real de s es 
1T

4/90 ~1.0823232. 

Cd) ¿Qué tan grande se debe seleccionar n para asegu-

~ 1 

~ k(ln k)2' 

Ca) Emplear el criterio de la integral para demostrar 
que esta serie converge . 

Cb) Determinar 

lO 1 
s lO = 2: -.,.---,-.,. 

k-2 k(ln kY 

Ce) Determinar las cotas superior e inferior del residuo 

RlO' 

Cd)Emplear los resultados de Cb) y Ce) para estimar la 
suma s de la serie dada. ¿Cuál es el error máximo 
e de esta estimación? 

Ce) Suponer que se desea determinar una suma parcial 
Sn que se aproxime a s así como a la estimación que 
se obtuvo en Cd). ¿Qué tan grande debe ser n para 
lograrlo? 

Cf) Suponer que la computadora lleva a cabo IOl2 

sumas por segundo. ¿Cuánto tardará en sumar el 
número de términos que se determinó en Ce)? Ob­
sérvese que esto significa que es imposible obtener 
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más de una cifra decimal de s tan sólo sumando 
términos en la serie. Sencillamente converge muy 
lentamente para este objeto. Para determinar a s 
con más exactitud se debe hacer algo diferente, 
como por ejemplo estimar el residuo. 

En los problemas 13 y 14 investigaremos el crecimiento 
de las sumas parciales de algunas series divergentes. En 
algunos casos las sumas parciales tienden al infinito muy 

lentainente. 

g13. (a) Sea Sn = 1:;;"=1 (l/k) la enésima suma parcial de 
la serie armónica. Demostrar que 

1 - + In n < Sn < 1 + In n. 
n 

(b)Calcular cotas superiores para las sumas parciales 
después de 104

, 108 y 1012 términos, respectiva­
mente. Obsérvese que si las sumas parciales se 
calculan sumando términos sucesivos en una com­
putadora capaz de alcanzar una exactitud de ocho 
decimales, entonces todos los términos después de 
k = 108 serán demasiado pequeños para la compu­
tadora; esto es, según ella serán cero. 

©14. (a) Considerar la serie 

~ 1 
2: -
k=2 k In k 

y sea 

Sn 

n 1 
2:-. 
k=2 k In k 

Demostrar que 

1 
In In n-In In 2 + -- < s 

n In n n 

1 
< In In n - In In 2 + 2 In 2 

(b)Calcular cotas superiores para las sumas parciales 
para n = 104

, 108, Y 1012
, respectivamente. 

(c) Calcular en forma aproximada cuántos términos se 
necesitan para obtener una suma parcial tan grande 
como diez. 

C 15• Se demostró en el problema 13(a) que la enésima 
suma parcial de la serie armónica se relaciona con In 

PROBLEMAS 677 

n. A continuación investigaremos con más cuidado 
esta relación. Sea 

1 1 
a =1+-+-+ • 2 3 

1 + - - In n. 
n 

Demostrar que la sucesión {a n} es monótona decre­
ciente y que O < a n :5 1 para todo valor entero 
positivo de n. Por tanto, existe límn -7 00 ano Calcular 
al, as Y 0'10· El límite de la sucesión {an } se llama 
constante de Euler-Mascheroni y por tradición se 
representa mediante -y; su valor aproximado es 

'Y = 0.577215665. 

Un viejo problema sin resolver es determinar si -y es 
un número racional o irracional. 

*16. Una curva continua, acotada y no rectificable. 

(a) Considerar la función 

f(x) = {x sen~, 
O, 

x> O; 

x = O. 

Demostrar que f es continua parax 2: O y derivable 
para x > O. Obsérvese que la gráfica de f es 
oscilatoria y que la frecuencia es creciente y que 
la amplitud es decreciente cuando x --70 y que f(x) 
= O para x = 1111', l/2'TT, . .. , l/m1', . .. 

(b) Sea Sn la longitud de arco de la porción de la curva 
correspondiente al intervalo l/(n + 1)'TT :5 x :5 

l/mI". Entonces s = ~ =2 Sn es la longitud de arco 
de la curva dada en el intervalo O > x :5 1111'. 
Haciendo un dibujo de la gráfica de f, o de cual­
quier otra manera, demostrar que S2 2: 4/3'TT. De­
mostrar también que S3 2: 4/5'TT Y que en general 

(c) Demostrar que 

para llegar a la conclusión de que la curva dada no 
es rectificable. 
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12.6 SERIES ALTERNANTES 

En esta sección yen la siguiente estudiaremos series con términos tanto positivos como 
negativos. Primero veremos una clase de series que se conocen como series alternan­
tes, en las cuales se alternan los términos con signos positivo y negativo. Por ejemplo, 
la serie 

1 1 
1 - - + -

2 3 
(1) 

es una serie alternante. Se conoce como la serie armónica alternante. Por otro lado, la 
serie 

1 
1 + -

2 
(2) 

no es una serie alternante, porque se tienen dos términos positivos entre cada par 
sucesivo de términos negativos. 

Podemos emplear la serie (1) para mostrar las propiedades principales de las series 
alternantes y por tanto comenzaremos estudiando con algún detalle esta serie. Obser­
vemos primero que, debido a que los signos se alternan y los términos pares siempre 
son negativos, se infiere que toda suma parcial de un número impar de términos es 
mayor que la suma siguiente, que corresponde a un número par de términos. Así, 
tenemos las desigualdades 

(3) 

donde k es cualquier entero positivo. 
Además, agrupando los términos por pares, obtenemos la serie 

( 1 _ !) + (! _ !) + (! _ !) + . . . + ( 1 _ 1-) + 
2 34 56 2k-12k 

1 1 1 
2 + 12 + 30 + . . . + (2k 

1 + ... 
- 1)(2k) 

(4) 

cuyas sumas parciales son las sumas parciales de un número par de términos de la serie 
(1) . Como cada término de la serie (4) es positivo, se sigue que las sumas parciales con 
un número par de términos de la serie (1) forman una sucesión creciente 

(5) 

A continuación agrupamos los términos de otro modo y obtenemos la serie 

1 - G - ~) - (¡ - ~) - ... - Ck ~ 2 - 2k ~ 1) - ... 
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12.6 SERIES ALTERNANTES 679 

= 1 
1 1 
6 20 

1 
- ... - - -------

(2k - 2)(2k - 1) 
(6) 

cuyas sumas parciales son las sumas parciales de un número impar de términos de la 
serie (1) . De acuerdo con la ecuación 6 las sumas parciales de un número impar de 
términos de la serie (1) forman una sucesión decreciente 

SI > S3 > Ss > ... > SZk-1 > .. (7) 

Combinando las desigualdades (5) y (7) y empleando la relación S2k- 1 > SZk de la 
ecuación 3, obtenemos, para todo entero k positivo, 

SI > S3 > ... > S2k-3 > SZk-1 > SZk > SZk-Z > ... > S4 > Sz. (8) 

Todo esto se muestra en la figura 12.6.1. Así, las sumas parciales con un número impar 
de términos forman una sucesión monótona decreciente que está acotada por abajo (por 
ejemplo, por sz), y por tanto converge por arriba a un límite que llamaremos A, donde 
A 2: S2 = ~ . Análogamente, las sumas parciales de un número par de términos forman 
una sucesión monótona creciente que está acotada por arriba (por ejemplo, por SI) y 
por tanto converge por abajo a un límite B, donde B ::5 SI = l. 

Para determinar la relación que existe entre A y B, observamos que cuando k -7 00 , 

el límite del lado izquierdo de la ecuación 9 es 

lím(S2k_l - 2
1
k) = lím SZk-l - lím 2

1
k = A - O = A, 

k-+co k-+oo k--,.oo 

(10) 

mientras que el límite del lado derecho de la ecuación 9 es B. Por lo que debemos tener 
que 

A = B. (11) 

Como tanto las sumas parciales de un número impar de términos como las de un número 
par de términos tienden hacia el mismo límite, se sigue que toda la sucesión de las 
sumas parciales también debe tender a este límite, al cual de aquí en adelante lo 
representaremos mediante s, como de costumbre. En otras palabras, la serie (1) 

Sumas de 
términos pares 

I I I I I 
S2 = ~ S4 S6 ... I S2k 

S2k-2 

Figura 12.6.1 

BA 
Sumas de 

términos impares 

I I 1 1 1 S 

SI = 1 
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converge al valor común s, al cual las sumas parciales de un número impar de términos
y las de un número par de términos convergen por arriba y por abajo, respectivamente.

Para una estimación de s se puede recurrir al cálculo de las sumas parciales,
recordando que toda suma de un número impar de términos es una cota superior, y que
toda suma de un número par de términos es una cota inferior. Por ejemplo, tenemos
que

S1 1.0, S2 = 0.5,

S3 0.8333, S4 = 0.5833,

Ss 0.7833, S6 = 0.6167,

S7 = 0.7595, Ss = 0.6345. (12)

Este cálculo coloca a la suma s en el intervalo (0.6345, 0.7595). Se puede lograr más
exactitud empleando más términos de la serie.

También es fácil estimar el error en que se incurre al truncar la suma después de
cualquier número finito de términos. Supongamos que el truncamiento se tiene después
de un número par de términos, y que por tanto la suma obtenida es menor que s. La
suma de un término más resultaría en un valor mayor que s; por lo que, al parar después
de un número par de términos nuestro error es menor que el primer término que se
desecha. El caso es semejante si nos detenemos después de un número impar de
términos; de nuevo el error es menor, en valor absoluto, que la magnitud del primer
término que se desecha.

En el caso de la serie (1) esta estimación del error indica que la serie converge con
bastante lentitud. Por ejemplo, después de ocho términos tenemos que S8 = 0.6345 Y
sólo sabemos que el error es menor que a9 = i ;::;0.111.Además, aun cuando sumemos
los primeros mil términos, sólo podremos llegar a la conclusión de que el error es menor
que 1I:'1I ;::;0.001,lo cual sugiere que puede seguir habiendo un error de uno en el tercer
lugar decimal. Igualmente, si se emplea un millón de términos, el error entonces es
menor que 10-6 y por tanto puede seguir habiendo un error de uno en la sexta cifra
decimal. Estas estimaciones son conservadoras, porque se basan en una cota superior
del error. Sin embargo, indican, correctamente, que la serie (1) en realidad converge
muy lentamente.

En la práctica se puede obtener una estimación más exacta de s si se emplea el
promedio aritmético de dos sumas parciales sucesivas, ya que una de esas sumas
parciales, la impar, es demasiado alta y la otra, la par, es demasiado pequeña. Por
ejemplo, empleando las sumas parciales S7 Y S8 de la ecuación 12, tenemos que

1
s;::; 2 (S7 + ss) = 0.697.

El error en esta estimación es menor que

1 12 (S7 - Ss) = 2 as = 0.0625,

o sea un poco más que la mitad de la cota anterior para el error que está asociada sólo

e(
UJ

e:

f

d
e
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con la suma parcial S8' De hecho, al considerar el promedio de S7 Y S8 hemos obtenido 
un resultado mucho mejor que lo que sugiere la afirmación. En el ejemplo 2 de la 

sección 13.5 demostraremos que en realidad s = In 2 =0.693147. Así, la estimación 
s =0.697 en realidad sólo tiene un error de 0.003853, mientras que S8 tiene un error 

de 0.058647, o sea más de quince veces el. anterior. Sin embargo, la serie armónica 
alternante converge con lentitud y hay otras series mucho mejores para calcular In 2 
(véase problema 17). 

A no ser por el cálculo numérico de las sumas parciales, los argumentos que hemos 
expuesto se aplican por igual a cualquier serie alternante cuyos términos tienden a 
cero monótonamente en magnitud. En general escribiremos estas series en la siguiente 
forma: 

al - a2 + a3 - a4 + ... + (-l)k+1ak + ... = ¿ (-1)k+1ak> (13) 
k=l 

donde ak > O para cada k, y por tanto se indica el signo en forma explícita. Llegamos 
entonces al siguiente teorema. 

Teorema 12.6.1 

(Criterio de la serie alternante) 

Supongamos que los términos de la serie alternante Lk'=1 (-I)k+l ak satisfacen las 
condiciones siguientes: 

(a) ak> O para toda k. 
(b) aHI < ak para toda k. 
(e) lím k-,>",ak = O. 

Entonces la serie converge a una suma s, y 

Is - s"l, <an +1' (14) 

Además, si 

- sn +s" +1 
s 

2 

entonces tenemos la cota mejorada para el error 

- an+1 
Is-sl <-2-' 

Como de costumbre, la convergencia de una serie no se modifica por ningún bloque 
finito de términos al principio de la serie y por tanto siguen siendo válidas las 
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conclusiones del teorema 12.6.1 si se satisfacen las hipótesis sólo cuando k > K, donde 
K es un número positivo fijo. La demostración de este teorema es completamente 
semejante a la correspondiente para la serie armónica alternante. Nótese que el teorema 
da condiciones suficientes para la convergencia; si esas condiciones no se satisfacen, 
no se puede llegar a conclusión alguna respecto a la convergencia o divergencia de la 
serie que no las satisfaga. 

EJEMPLO 1 

Determinar si converge la serie 

., ( - l)k+1 L . 
k=1 k3 (17) 

Si converge, hacer una estimación del error en el que se incurre al truncar la suma 
después de cien términos. 

La serie (17) es una serie alternante cuyos términos decrecen en magnitud monó­
tonamente hasta cero. Así, se aplica el teorema 12.6.1 y la serie converge. Empleando 
la estimación (14), tenemos que 

1 1 
\s - SIOO\ < (101)3 < 106 = 0.000001. (18) 

También, si hacemos que s = (SIOO + SIOI)/2, Y usamos la ecuación 16, obtendremos 

1 1 
\s - s\ < 2: (101)3 < 0.0000005. (19) 

Así, si se emplea la estimación s se obtiene una suma exacta al menos hasta la sexta 
cifra decimal. -

EJEMPLO 2 

Determinar si la serie 

i ( - l)k+1 k + 1 
k=1 2k 

(20) 

converge o diverge. 
Ésta es una serie alternante y ya que 

a = k + 1 = ! (1 + !) 
k 2k 2 k 
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la magnitud de sus términos decrece en forma monótona. Sin embargo, 

k + 1 1 
lím ak = lím - - = - # O 
k->oo k->oo 2k 2 

(21) 

y por tanto no se satisface la última de las hipótesis del teorema 12.6.1. Así, no se puede 
llegar a conclusión alguna a partir de ese teorema acerca de si la serie (20) converge o 
diverge . Sin embargo, como ak no tiende a cero cuando k --7 00 , según el teorema 12.2.1 
la serie debe ser divergente. -

EJEMPLO 3 

Determinar si la serie 

( _ l)k+l 
2: -?:======:===; 
k=l Vlk - 3'IT1 

(22) 

converge o diverge . Nótese que se necesitan las barras de valor absoluto para asegurar 
que la cantidad dentro del radical tenga signo positivo. 

Ésta es una serie alternal :e cuyos términos tienden a cero cuando k --7 oo. Sin 
embargo, los valores absolutos de los términos no son monótonos decrecientes . En 
efecto, para k = 1, ... , 9, los términos crecen y sólo para k ;::: 9 decrecen en forma 
monótona. Sin embargo, como hicimos notar en la observación que sigue al teorema 
12.6.1, la convergencia o divergencia no se ve influida por ningún bloque finito de 
términos. Como se satisfacen las hipótesis del teorema 12.6.1 para k ;::: 9, podemos 
emplear ese teorema para llegar a la conclusión de que la serie converge. Sin embargo, 
obsérvese que esta serie converge muy lentamente. Por ejemplo, después de un millón 
de términos, la ecuación 14 nos da la estimación del error 

(23) 

De esta manera, puede ser que el tercer decimal no sea exacto aun después de un millón 
de términos .• 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 10 determinar si la serie dada con­
verge o diverge. 

= ( - I)k 2.¿z;-
k - O 

3. ± ( - I)k (~)k 
k=O 2 

= lOk 
5. ¿ (-Ir l

, 
k=1 k . 

= (-I)k+1 

4'~1 k5i4 
= (-I)k 6.¿ -

k=2 In k 
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~ sen(k1r /2) 
8. L.J • r. 

k=l v k 

~ (_1)k+l sen[(2k - 1)11"/2] 
9. L \I'2k=1 

k - l 2k - 1 

~ 1 . 3 . 5 . .. (2k - 1) 
* 10. ~l ( _ 1)k+l 2. 4 . 6 . . . (2k) 

En los problemas 11 a 16 determinar el número de términos 
necesarios para aproximar la suma s con un error menor 
que 10- 4

. Emplear tanto Sn como sn = (sn + sn+¡)/2. 

© 11. i ( - !)k 
k=l k 

© ls.i (-1)k 
k - 2 In k 

~ 1()k 
© 14. L (_1)k+l_, 

k - l k. 

~ (-1)k+l 
© 16. t:l -k-!-

© 17. En este problema presentaremos una serie mejor que 
la armónica alternante para calcular el valor de In 2. 
Se puede demostrar que para lxl < 1, 

11+x Xl X S 

- ln - - = x + - + - + 
2 1 - x 3 5 

donde 

x2n-1 

+ -- + E"(x), (i) 
2n - 1 

Ixl2n+l 
lE" (x) I :S (2n + 1)(1 _ X2)' Ixl < 1. (ii) 

(a) Emplear la ecuación (ii) para demostrar que 
En(x) ~ O cuando n ~ 00 para toda x en 
-1<x<1. 

(b) ¿ Qué valor de x se debe emplear en la ecuación (i) 
para tener un valor aproximado de In 2? 

(c) Determinar a n para que la ecuación (i) produzca 
un valor de In 2 cuyo error sea menor que 10-4 . 

Nótese que se necesitan aproximadamente cinco 
mil términos de la serie armónica para alcanzar el 
mismo resultado. 

1:>18. Considerar la serie 

(a) Demostrar que la serie converge. 

(b)Estimar un número n de términos necesarios para 
asegurar que Sn tenga un error menor que 10-4

. 

(c) Suponiendo que se pudieran sumar 1010 términos 
por segundo, calcular cuántos años se necesitan 
para determinar la suma parcial indicada en la 
parte (b). Con ello llegamos a la conclusión de que 
algunas series convergentes lo hacen demasiado 
lentamente como para ser de utilidad práctica en 
la computación. 

*19. Determinar si la serie 

converge .o diverge. 

Sugerencia: el criterio de la serie alternante no se 
aplica (¿por qué no?). Trátese de agrupar los términos 
1 _ 11_ 11 _ 1 
2 3' 5 6' i 9~" " 

12.7 CONVERGENCIA ABSOLUTA Y 
CONVERGENCIA CONDICIONAL 

En el estudio de las series infinitas es útil distinguir entre dos mecanismos diferentes 
que pueden originar que converja una serie dada. En primer lugar, los términos de la 
serie pueden disminuir tan rápidamente de tamaño que la serie converja aun cuando 
todos los términos sean del mismo signo. Por ejemplo, las series 

(1) 
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son de este tipo; cada una de ellas converge porque los términos se hacen pequeños 
con suficiente rapidez. Puede suceder que las series de este tipo tengan signos variables, 
por ejemplo, 

'" (-1)k 
2:-2k ' 
k=O 

(2) 

Si lo anterior es verdad, entonces las series pueden converger un poco más rápidamente, 
pero el efecto de cancelación originado al sumar términos positivos y negativos no es 
esencial, de ningún modo, para la convergencia. La serie (2) de todos modos sería 
convergente, aun si todos los términos se tomaran como positivos. 

Por otra parte, hay otras series, como la serie armónica alternante 

'" (_1)k+l 1 1 1 (_1)k+l 2: =1--+---+"'+ + .. 
k=l k 2 3 4 k 

(3) 

que sólo converge por las cancelaciones que resultan de las variaciones del signo de 
los términos. Para tales series son esenciales los cambios de signo para que converjan. 
Por ejemplo, si se hacen positivos todos los signos de la serie (3), entonces resulta la 
serie armónica 

'" 1 2:-
k=l k 

que es divergente. 

111 
1+-+-+-+ 

234 
1 

+-+ 
k 

(4) 

El primer tipo de convergencia, ejemplificada por las ecuaciones 1 y 2, se llama 
convergencia absoluta; el segundo tipo, ejemplificado por la ecuación 3, se llama 
convergencia condicional. Para definir con más precisión estos términos es necesario 
asociar a una serie dada Lk=l ak la serie Lk=l lakl formada al tomar el valor absoluto de 
cada término. Es así que llegamos a la definición siguiente: 

DEFINICIÓN 12.7.1 Si Lk= l lakl converge, entonces se dice que Lk=l ak converge 
absolutamente. Si Lk=l lakl diverge, pero Lk=l ak converge, entonces se dice que 
Lk=l ak converge condicionalmente. 

Por ejemplo, la series (2) convergen absolutamente porque en todos los casos la 
serie correspondiente de los valores absolutos converge. La serie armónica alternante 
(3) converge condicionalmente porque es convergente, pero la serie asociada (4) de sus 
valores absolutos es divergente. 

Para series cuya totalidad de términos tengan el mismo signo, la convergencia y 

la convergencia absoluta son lo mismo porque Lk= l ak Y Lk=l lakl son la misma serie, 
excepto posiblemente porque estén multiplicadas por -1 . Así, la convergencia condi­
cional sólo se puede presentar para series que tengan un número infinito de términos 
positivos y también un número infinito de términos negativos. 

Como todos los términos de Lk=l lakl son no negativos, se puede usar cualquiera 
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de las pruebas de las secciones 12.3 a 12.5 para determinar si converge o diverge la 
serie. El siguiente teorema da la relación que existe entre la convergencia absoluta y 
la convergencia ordinaria. 

Teorema 12.7.1 

Si 1:;;"=1 lad converge, entonces también converge 1:;;"=1 ak. En otras palabras, si 
1:;;"=1 ak converge absolutamente, entonces converge en el sentido ordinario. En 
general, la afirmación inversa no es válida. 

Demostración. Este teorema se puede demostrar empleando una serie auxiliar 
1:;;"=1 bk cuyos términos están dados por 

(5) 

Así, siempre es cierto que 

(6) 

A continuación definiremos las sumas parciales siguientes: 

n n 

(7) 

Como lak l 2: ° y bk 2: 0, las sucesiones {An} Y {Bn} son monótonas no decrecientes. De 
acuerdo con la hipótesis del teorema, la sucesión {An} converge a un límite A. Como 
{An} es monótona no decreciente, debe tender a su límite por abajo y por tanto An ::::; A 
para toda n. Así, de acuerdo con las ecuaciones 6 y 7, 

n = 1,2,3, . (8) 

Así, la sucesión {Bn} también está acotada por arriba y es monótona no decreciente; 
por lo que también converge. Como las series 1:;;"=1 Iukl y 1:;;"=1 bk convergen, resulta 
como consecuencia del teorema 12.2.2 que 

L bk - L lak l = L [bk - lak ll = L ak (9) 
k=! k=! k=! k=! 

también converge, que es lo que se tenía que demostrar. 
Para mostrar que la convergencia no implica la convergencia absoluta es suficiente 

considerar la serie armónica alternante (3). Esta serie converge, mientras que la serie 
armónica (4) no. Con ello se completa la demostración del teorema. o 
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EJEMPLO 1 

Determinar si la serie 

'" (_l)k+l 
¿-'---=-­
k=l Vk 

converge en forma absoluta, en forma condicional, o diverge. 

(10) 

Esta serie converge, de acuerdo con el criterio de la serie alternante. La serie 
correspondiente de los valores absolutos 

'" 1 ¿-
k = l Vk 

(11) 

diverge si la comparamos con la serie armónica, mediante el criterio de la integral o 
mediante el teorema 12.3.3 . Por tanto, la serie (10) converge condicionalmente. -

La siguiente versión del criterio de la razón se usa con frecuencia para determinar 
si una serie converge absolutamente. 

Teorema 12.7.2 

Considere la serie infinita Lk=1 ah donde ak "* 0, y sea 

lím I ak +l I =L. 
k --'> '" ak 

Entonces 

(a) Si L < 1, la serie converge absolutamente. 
(b) Si L > 1, la serie diverge. 

(12) 

(c) Si L = 1, no es posible llegar a conclusión alguna. La serie puede converger 
absoluta o condicionalmente, o puede ser divergente. 

Para demostrar la parte (a) aplicaremos el criterio de la razón a la serie lak\. 
Empleando la hipótesis del teorema se obtiene 

lím lak+ll = lím lak+11 = L < l. 
k-..'" lakl k-..'" ak 

Por tanto la serie Lk=1 lakl converge de acuerdo al teorema 12.4.1 yen consecuencia la 
serie Lk= l a k converge en forma absoluta. 

La parte (b) se demuestra al observar que si L > 1, entonces la sucesión {Iakl} es 
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positiva y monótona creciente para k suficientemente grande. Por tanto no es posible 
que lad tienda a cero cuando k -700. En consecuencia tampoco es posible que ak tenga 
a O como límite. Por lo que, de acuerdo con el teorema 12.2.1, la serie L,k= l ak debe ser 
divergente . 

Para demostrar la parte (c) , nótese que L = 1 para cada una de las series 
L,k= l ( - I)k+l /k2

, L,k= l ( - I)k+l/k Y L,k= l l/k, Y que las dos primeras series convergen, la 
prímera en forma absoluta, la segunda en forma condicional, y que la tercera diverge. o 

En los siguientes ejemplos se muestra la utilidad del teorema. 

EJEMPLO 2 

Determinar los valores de a para los cuales la serie 

(13) 

converge absolutamente, converge condicionalmente, o diverge. 
Para aplicar el teorema 12.7.2 debemos determinar a L tal como se define mediante 

la ecuación 12, o sea 

\
a

k

+

1/vIk+!\ \ ~\ L = lím v'k = lím a -k - - = lal· 
k--+'" a k / k k--+'" + 1 

(14) 

Así, la serie (13) converge en forma absoluta para lal < 1, mientras que diverge para 
la l > 1. Debemos examinar por separado los casos para los cuales la l = 1. Cuando a 
= 1, la serie (13) se transforma en L,k=l l/...Jk, que diverge, como se vio en el ejemplo 
1. Para a = -1, la serie (13) toma la forma L,k=l ( _ l)k/...Jk, que converge de acuerdo 
con el criterio de la serie alternante, o del ejemplo 1. La convergencia es condicional, 
porque la serie correspondiente de los valores absolutos L,k=l l/...Jk diverge. En resumen, 
la serie (13) converge absolutamente para -1 < a < 1, converge condicionalmente 
para a = - 1, Y diverge en los demás casos. -

Rearreglo de series 

Una razón para distinguir entre la convergencia absoluta y la condicional es que las 
series absolutamente convergentes tienen algunas propiedades importantes que no 
comparten con las series condicionalmente convergentes. Nos restringiremos al estudio 
de un ejemplo en donde se presenta una de esas propiedades. 

De nuevo, consideremos la serie armónica alternante 

s . (15) 
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Hicimos notar antes que el valor de s es In 2, pero esto no importa. Todo lo que
necesitamos saber es que s *" O, lo cual es consecuencia de la argumentación dada al
principio de la sección 12.6. Multiplicaremos primero la ecuación 15 por~, con lo cual
obtenemos

1
2 (16)

1 1
4 + 6

1
2s.

Este paso lo justifica el teorema 12.2.2. Cualquier serie convergente se puede multi-
plicar término a término por una constante. A continuación introduciremos un cero
entre cada par de términos en la ecuación 16, con lo cual se obtiene

111+0+-+0--+
468

12 s. (17)

La introducción de ceros no afecta la convergencia de una serie; en este caso tan sólo
significa que se repite cada miembro de la sucesión de las sumas parciales. Por último,
sumamos los términos correspondientes de las ecuaciones 15 y 17 para obtener

1 1 1 1 1 31 + 0+- --+-+ 0+- --+"'=-s
3 2 5 7 4 2

o sea

1 1 1 1 1 31 + - - + - + - - + ... 2 s, (18)
3 2 5 7 4

en la cual se han quitado los ceros. Esta suma se basa en el teorema 12.2.2.
Un examen de la ecuación 18 revela que la serie del lado izquierdo contiene

exactamente los mismos términos que la serie armónica alternante (15). La única
diferencia es que en la ecuación 18 los términos se han rearreglado, para que dos
términos positivos aparezcan entre cada par de términos negativos. En otras palabras,
los términos de la serie (18) tan sólo se suman en orden diferente al de los de la ecuación
15. Sin embargo, las sumas de las dos series son distintas; de nuevo, una es un medio
más grande que la otra.

El fenómeno que muestran las ecuaciones 15 y 18 no tiene contrapartida para las
sumas de un número finito de términos, en las cuales el orden de la suma no importa.
Es posible demostrar que las series absolutamente convergentes se asemejan a las
sumas finitas en este aspecto. La suma de una serie absolutamente convergente no
cambia, independientemente de cómo se reagrupen los términos.*

La cuestión es bastante distinta de las de las series condicionalmente convergentes,
para las cuales se puede demostrar el siguiente resultado notable: Dado cualquier

* Este resultado, al igual que el ejemplo de las ecuaciones 15 y 18, se debe a Dirichlet (1837). Los resultados
acerca de las series condicionalmente convergentes que aparecen en el párrafo siguiente fueron descubiertos
por Riemann (1854).
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PROBLEMAS 

número real O" y cualquier serie condicionalmente convergente, existe un rearreglo de 
la serie que converge a 0". Esto es, si se rearreglan adecuadamente los términos de una 
serie condicionalmente convergente, podemos hacerla converger a cualquier número 
que queramos . Hasta la podemos hacer divergir a +00 o -00, o que oscile entre dos o 
más números. El problema 25 describe cómo se pueden obtener estos resultados. 

La cuestión del rearreglo de términos de una serie infinita condicionalmente 
convergente muestra que un proceso de límite infinito es mucho más sutil que las 
operaciones con conjuntos finitos de números, o de otros objetos matemáticos. Se debe 
emplear la intuición propia con cuidado cuando se traten todos los procesos que 
involucren al infinito, porque las propiedades familiares pueden no trasladarse del caso 
finito al infinito. El hecho de que el razonamiento heurístico puede ser engañoso 
subraya la necesidad de tener una cuidadosa atención a las definiciones, a los teoremas 
y a las demostraciones cuando se haga uso de procesos que involucren al infinito. 

En los problemas 1 a 18 determinar si la serie que se 
presenta converge absolutamente, condicionalmente, o di­
verge. 17. ± sen

2
k 

k-I k 
~ (-1)k 

1. 2: -k2 4 
k =O + 

~ (-l)kVk 3. 2: -'---'---
k = 1 k + 2 

~ (-l)k(k!)2 
7. 2: (k)' 

k=1 2. 

~ (-1)k+1 are tan k 
11. ~I k2 

13. ~ ( -l)k+lk! 
t:; 1 . 3 . 5 ... (2k - 1) 

. ~ (-ly+l(k + 1)2 
15. ~I k l / 3(k 2 + 4) 

16. 1 + 1 - ! + h + n - i« 

4. ± (_l)k_k_ 
k - O k + 1 

~ (-l)k 6.2:-
k=2 In k 

8. ± (-ly (3/:Y 
1=1 k 

~ (-l)k 
10. ~2 k In k 

~ (-l)k+lk! 
14. 2: lQk 

k=1 

En los problemas 19 a 24 determinar para qué valores de 
ex converge la serie dada absolutamente, condicionalmen­
te, o diverge. 

22. ± (ex - 1)1 
k=1 k 

'25. Considerar la serie armónica alternante 

~ (-1)k+1 2: =1-1+1-1+ 
k-I k 

(i) 

En este problema indicaremos cómo demostrar que se 
puede reagrupar esta serie para que converja a una suma 
arbitraria CI . 

(a) Formamos las series 

(ii) 
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- O + ! + A + h + ... ) = - L qb (iii) 
k:! 

usando los términos positivos y negativos, respec­
tivamente, de la serie (i). Demostrar que la serie 
(ii) diverge a 00 , y que la serie (iii) diverge a - oo. 

(b) Suponiendo que CI > 0, formamos una reagrupa­
ción de la serie (i) del siguiente modo: se toman 
los términos positivos de la serie (ii) necesarios 
únicamente para formar una suma mayor que CI, Y 
a continuación se toman los términos negativos de 
la serie (iii) necesarios únicamente para que la 

suma acumulada sea menor que CI; a continuación 
se toman de la serie (ii) únicamente los suficientes 
términos positivos para que la suma acumulada sea 
mayor que CI y así sucesivamente. Demostrar que 
la serie que se forma de este modo converge a CI. 

(c) Si CI < 0, describir cómo reagrupar la serie (i) para 
que converja a CI. 

(d) Describir cómo reagrupar la serie (i) de tal manera 
que diverja a +00, y después a -oo. 

(e) Describir cómo rearreglar la serie (i) de tal manera 
que diverja por oscilación entre dos valores CII y 
CI2, donde CII =1= CI2' 

12.8 RESUMEN DE LOS CRITERIOS DE 
CONVERGENCIA 

En este capítulo hemos descrito algunos criterios que se han desarrollado con objeto 
de determinar si una serie infinita dada Lk~1 ak converge o diverge. Una dificultad 
consiste en que a veces puede no ser fácil seleccionar un criterio que sea adecuado para 
determinada serie. Indicaremos a continuación un método de proceder para esta 
selección de manera ordenada y sistemática. Sin embargo, casi siempre intervendrá 
algo de acierto y error para probar la convergencia o divergencia de una serie infinita. 

1. ¿ak -7 O cuando k -7 00? Si no es así, la serie diverge, pero si es así, entonces no 
se puede llegar a conclusión alguna y se necesitarán más pruebas. 

2. ¿Son positivos los términos de la serie para toda k, o para k suficientemente grande? 
Si es así, considerar el criterio de comparación, el criterio de la razón o el criterio 
de la integral. 

(a) Si ak contiene factoriales o cantidades elevadas a una potencia en que intervenga 
k, intentar con el criterio de la razón. 

(b) Si ak contiene expresiones en las que intervenga k elevada a varias potencias, 
intentar con el criterio de comparación límite con Lr~ 1 k-p como serie de 
comparación. 

(c) Si al cambiar k por x se obtiene una función f(x) que sea monótona decreciente 
a cero y que se puede integrar, intentar con el criterio de la integral. 

3. Si no todos los términos Lr~l ak son positivos, remplazar cada término por su valor 
absoluto y examinar la serie Lr~ l lakl mediante los métodos indicados en el punto 
2. Si converge Lr~l lad, entonces Lr~l ak converge absolutamente. Si Lr~ 1 lad 
diverge, entonces Lr~ l ak puede ser divergente o condicionalmente convergente. 

4. ¿Alterna el signo de los términos en Lr~l ak? Si es así, intentar con el criterio de 
la serie alternante. Recuérdese que si no se satisfacen las hipótesis de este criterio, 
no se puede llegar a conclusión alguna. 

5. Si el problema sigue sin resolverse , intentar definir algún cálculo preliminar que 
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transforme a ak en una forma más susceptible para su análisis. Por ejemplo, se 
pueden agrupar factores de ak en determinada forma, o racionalizar el numerador 
{) el denominador de ak para eliminar algún radical, o descomponer a ak en una 
suma de dos o más términos, o quizá reformular ak en alguna otra forma. 

Los primeros cuarenta problemas que siguen tienen como objetivo darle a usted prác­
tica para seleccionar una prueba adecuada para la convergencia o divergencia de una 
serie dada. 

PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 40, determinar si la serie dada 
converge, converge absolutamente, converge condicional­
mente, o diverge. 

:- 1 
1. L - 2-

k-1 k + 9 

~ k! 
5. ~ 2kk4 

~ 22k 
7L ­

• k- 1 (2k)! 

~ ,-1 _. 3-,--' 5_ '_'_' ..>..(2.;....k_---<.1) 
11. L -

k= 1 1 . 4 . 7 ... (3k - 2) 

12 ± 1 - (lIk) 
• k=1 1 + (lIk2) 

~ 1· 4 . 7 ... (3k - 2) 
15. ~ 2k k! 

~ ( 1 )-3 
16. L Vk + • ¡, 

k=1 V k 

~ (-1)kk3 

18. L k 

k-O 2 

1 1 1 1 
20. 1 - - - - + - - -

22 32 42 52 

~ 1 
4. L ( )2 

k- O 2k + 1 

~ Vk+l - Vk 
8. L.J. ~ • ¡, 

k-1 vk J.. 1 + vk 

~ (_1)k+1 Vk 
10. L -'---'---

k=1 k + 10 

19. ~ [k + (lIk)]2 
_ ;:1 (k2 + 1)3/2 

1 1 1 1 - -+ -- - - -+ ... 
62 72 82 92 

~ ( - 1)k+1 
23. L Vk+l Vk 

k=1 k + 1 - k -

~ 

25. L (_1)k+1 [Vk+l - Vk] 
k=1 

~ (Vk + 1)3/2 
26. ~ k512 + 4 

27. ± ( - 1)k+1(k - 1)!(k + 1)! 
k=1 (2k)! 

28. ± cos (br /2) 
k=! 2br 

~ 1 1 
24. L -sen-

k=! k k 

29. 1 + ! + l + l + ! + 1 + -h + -
-h + ñ+n+··· 

33. ± (-1)k+! 3 . 7 . 11 . k· ., (4k - 1) 
k=1 2 k. 

~ k 
34 ~ e 

• ¿'.¿ (ek + 1)2 
k-O 

37. ± tanh k 
k-l k 

~ k2 

35. L k3 
k=l e 

36. ± cos br 
k=2 ln k 
~ k2 

38. L VI 
k =12 
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39. t:2 2m k 

En los problemas 41 a 48, demostrar la afirmaci6n que se 
presenta, en caso de ser cierta, o dar un ejemplo que la 
refute, si es falsa. 

41. Si converge {anL y diverge {anbnL entonces {bn} 
diverge. 

42. Si divergen {an} y {bnL entonces {anbn} diverge. 

43. Si converge al + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + ... , 
entonces también converge (al + a2) + (a3 + a4) + 
(a5 + a6) + .. . ¿Es distinta la respuesta para cada k? 

44. Si converge (al + a2) + (a3 + a4) + (a5 + a6) + ... 
entonces al + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + ... también 
converge. ¿Es distinta la respuesta si ak > O para toda 
k? 

45. Si converge Lk=l ab entonces converge Lk=l 
( -l)ka3. 

46. Si converge Lk=l ak de manera absoluta, entonces 

PROBLEMAS DE REPASO 693 

también converge de manera absolut a 
Lk=l ak/(l + ak)· 

47. Si converge Lk=l ab entonces también converge 
Lk=l a/ ¿Qué sucede si Lk=1 ak converge absoluta­
mente? 

48. Si Lk=l ak converge Y Iímk ~ 00 Ck = O, entonces 
converge Lk = 1 Ckak· ¿Qué sucede si Lk = 1 ak converge 
en forma absoluta? 

En los problemas 49 a 52, suponer que f(x) es no negativa 
y continua para x ~ 1. 

49. Definir f(x) de tal modo que J7' f(x)dx converja, pero 
que L;;" = 1 f(n) diverja. 

50. Definir f(x) de tal modo que J7' f(x) dx diverja, pero 
que L;;" =1 f(n) converja. 

51. Definir f(x) de tal modo que h f(x) dx converja, pero 
que f(x) no tienda a cero cuando x ~oo. 

52. Definir f(x) de tal modo que h f(x) dx converja, pero 
que f(x) no sea acotada cuando x ~oo. 
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Capítulo 13 

La clase más sencilla de funciones que a la vez es 
razonablemente grande es la de los polinomios. En 
comparación con otras funciones, es muy fácil combi­
narlos mediante sumas, restas o multiplicaciones, y 
desde luego que también son fáciles de derivar o de 
integrar. Además, cuando se llevan a cabo cualquiera 
de esas operaciones con los polinomios se obtienen 
otros polinomios, de manera que, si es necesario, se 
pueden llevar a cabo varias de esas operaciones en 
sucesión . 

Por consiguiente, si se necesita efectuar tales ope­
raciones en una función más complicada, se aconseja 
considerar su remplazo por un polinomio de aproxima­
ción, pues entonces, se pueden simplificar mucho las 
operaciones. Desde luego, en ese caso también es ne­
cesario tener en cuenta qué tan bien se aproxima el 
polinomio a la función original para no introducir erro­
res inaceptables. Hablando en general, se puede mejorar 
la exactitud empleando polinomios de mayor grado. 

La idea de aproximar una función mediante poli­
nomios de grados sucesivamente mayores conduce de 
forma natural a la representación exacta mediante una 
serie infinita de un tipo llamado serie de potencias. 
Como veremos en este capítulo, sujetas a ciertas res­
tricciones, las series de potencias se comportan de 
modo muy semejante a los polinomios, lo cual las hace 
ser instrumentos analíticos muy valiosos. 

El empleo de aproximaciones polinomiales y de 
series de potencias data de los primeros días del cálcu­
lo. Formaron parte fundamental de la metodología de 

, 

CALCULO 

Aproximación 
de Taylor y 
series de 
potencias 
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Newton, aunque pasaron muchos años antes de poderse establecer una fundamentación 
teórica firme y de poderse contestar preguntas acerca de la convergencia. Hoy día las 
aproximaciones polinomiales y las series de potencias, útiles siempre en investigacio­
nes analíticas, forman también la base de una variedad de poderosos algoritmos 
numéricos. 

13.1 POLINOMIOS DE TAYLOR 

En la sección 3.4 estudiamos la aproximación de una función f dada en la vecindad de 
un punto Xo mediante un polinomio de primer grado y = ao + al(x - xo). En esta ocasión 
deseamos considerar el problema más general de aproximar a f cerca de Xo mediante 
un polinomio Pn de grado arbitrario n. Hay muchas razones por las que puede ser útil 

. hacerlo: por ejemplo, los polinomios son fáciles de evaluar, de derivar, de integrar y 
de manipular en forma algebraica. La primera pregunta que debemos tener en cuenta 
es cómo seleccionar el polinomio de aproximación Pn para una función dada f cerca 
de un determinado punto xo. Después deduciremos estimaciones del error en que se 
incurre si se usa Pn(x) para aproximar el valor de f(x). 

Determinaremos el polinomio de aproximación Pn generalizando el procedimiento 
que empleamos para la aproximación lineal, o de recta tangente. Esta aproximación de 
f en Xo es la función PI(X) = ao + al(x - xo) cuyo valor ao y su pendiente a l en x = Xo 
concuerdan con las cantidades correspondientes de f. Así, 

Para ampliar esta idea a un polinomio Pn de grado n necesitamos que Pn en cada una 
de sus primeras n derivadas tenga el mismo valor en Xo que f y su derivada correspon­
diente. Entonces debemos tener 

.. . , (1) 

Como un polinomio de grado n tiene n + 1 coeficientes, es razonable esperar que las 
n + 1 condiciones (1) determinen todos los coeficientes de Pn(x). 

La determinación del polinomio P n se simplifica mucho si se escribe en la siguiente 
forma: 

Pn(X) = ao + al(x - xo) + a2(x - XO)2 

+ a3(x - xo)3 + ... + an(x - xo)n, (2) 

en la cual ao, al, a2, ... , an se deben determinar mediante las condiciones (1) . Esto 
necesita del cálculo de las primeras n derivadas de Pn y de sus valores en Xo. De acuerdo 
con la ecuación 2 tenemos 
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Entonces, al derivar repetidamente Pn(x) y haciendo que x = xo, obtenemos 

P~(x) = al + 2a2(X - xo) + 3a3(X - XO)2 + ... + nan(x - xo)n-I, 

P~(x) 

P~'(x) 

Las condiciones (1) dan 

yen general 

P~(xo) = al; 
2a2 + 3 . 2 a3(x - xo) + ... + n(n - l)an(x - xo)n-2, 

P~(xo) = 2a2; 

3·2 a3 + 

f"(xo) 
2! 

k = 0, 1,2, ... , n, 

f"'(xo) 
3! 

en la cual r(O)(xo) y O! se deben interpretar respectivamente como f(xo) y 1. 

(3) 

A los coeficientes (3) se les conoce con el nombre de los coeficientes de Taylor 
para la función f en Xo. Al polinomio correspondiente 

f<n)(xo) 
+ I (x - xo)n (4) 

n. 
se le conoce como el polinomio de Taylor* de grado n para f alrededor del punto xo. 
El argumento anterior indica que es el único polinomio de grado n que se aproxima a 
f cerca de Xo en el sentido de las ecuaciones 1. Nótese que el polinomio Pn de Taylor 
no sólo depende de la función f, sino también del punto xo . A veces se indica la 
dependencia de Xo en forma explícita, escribiendo Pn(x;xo) en lugar de Pn(x), como lo 
hemos hecho aquí. 

Obsérvese que el polinomio de Taylor de grado uno 

* Los polinomios de Taylor reciben el nombre del matemático inglés Brook Taylor (1685-1731), quien anotó 
la fórmula general de ellos en su libro Methodus Incrementorum Directa et Inversa, que se publicó en 1715. 
Sin embargo, James Gregory conocía las mismas aproximaciones, o al menos unas muy semejantes, desde 
1670, y Newton, Leibniz y Johann Bernoulli las conocían antes de 1700. Ninguno de ellos, incluyendo a 
Taylor, investigó el error en que se incurre al emplear los polinomios de Taylor. 
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simplemente es la aproximación lineal a f que hemos descrito en la sección 3.4. Como
regla, un polinomio de Taylor da una aproximación excelente a f en alguna vecindad
de xo. Sin embargo, la calidad de la aproximación se pierde en general a medida que
aumenta la distancia de Xo a x. Los ejemplos siguientes muestran que a veces es muy
fácil determinar polinomios de Taylor empleando las ecuaciones 3 y 4.

EJEMPLO 1

Determinar los polinomios de Taylor de grados uno, dos y tres, para f(x) = In x cerca
de Xo = 2.

Diferenciando f tres veces obtenemos

f'(x)
1 f"(x) =

1
f"(x)

2,
x 2'y: 3'

X

Fi

Así, como Xo = 2,

ao = f(2) = In 2,

1
al = f'(2) - 2'

f"(2) 1/4 1
a2 = -- = -- el

2! 2 8' el

= f"(2) 2/8 1 te
a3 =-=-

3! 6 24' Y

Por tanto, de la ecuación 4, los polinomios de Taylor que se desean son

p¡(x) = In 2 + l(x - 2),
P2(x) = In 2 + l(x - 2) - k(x - 2)2,

P3(X) = In 2 + Hx - 2) - Hx - 2)2 + i4(x - 2)3.

La tabla 13.1 da una idea de qué tan bien se aproximan estos polinomios a In x. Véanse

•
E

I

Tabla 13.1. Valores de In x y de los polinomios de
aproximación de Taylor

x In x Pt(x) Pz(x) PJ(x)

1.0 0.0000 0.1931 0.0681 0.0265
1.5 0.4055 0.4431 0.4119 0.4067
2.0 0.6931 0.6931 0.6931 0.6931
2.5 0.9163 0.9431 0.9119 0.9171 1
3.0 1.0986 1.1931 1.0681 1.1098
4.0 1.3863 1.6931 1.1931 1.5265
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2.0 

1.5 

1.0 

0.5 

-<l.5 

-1.0 

y 

y=p¡(x) 

y=P3(X) 

Figura 13.1.1 Aproximaciones polinomiales a y = In x cerca de x = 2. 

x 

en la figura 13.1.1 las gráficas de p ¡(x), P2(x), P 3(x) y In x. Por ejemplo, en P 3(x) el 
error afecta sólo a la tercera cifra decimal en el intervalo 1.5 :s; x :s; 2.5. También la 
tabla muestra que para cada polinomio la exactitud disminuye cuando x se aparta más 
y más de Xo = 2 .• 

EJEMPLO 2 

Determinar el polinomio de Taylor de grado n para f(x) = eX alrededor de Xo = O. 
Como jlki(X) = eX y jlki(O) = 1 para toda k, tenemos que 

ao = 1, a¡ = 1, 
1 

a2 = 2!' 
1 

a = 
n n! 

Así, de acuerdo con la ecuación 4, el polinomio de Taylor que se desea es 

X2 x" 
P (x) = 1 + x + - + . . . + -

11 • 2! n!· 
(5) 

La figura 13.1.2 muestra las gráficas de eX y de Pn(x) para n = 2,4 Y 8 Y para - 4 :s; x 
:s; 4. Obsérvese que Pix) es una buena aproximación a eX para -1.5 :s; x :s; 1.5 Y que 
Pg(x) se aproxima bien a ¿ en casi todo el intervalo - 4 :s; x :s; 4 .• 
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y=eX 

50 

40 

x 

- 4 

Figura 13.1.2 Aproximaciones polinomiales a y = ~ cerca de x = O. 

EJEMPLO 3 

Hallar el polinomio de Taylor de grado 2n + 1 para f(x) = sen x alrededor de Xo = O. 
Las derivadas sucesivas de sen x son 

sen x, cos x , -sen x, - cos x, sen x, cos x , . 

Al evaluarlas en Xo = 0, obtenemos 

0,1,0, -1,0,1,0, -1, . 

Por tanto, los coeficientes de Taylor son 

lzo = 0, al = 1, 
1 
3!' 

1 
as = 5! ' 

En general, todos los coeficientes de términos pares son cero, mientras que los 
coeficientes de términos impares están dados por 

( -l)k 
a2k+1 = (2k + 1)!' k = .0,1 , 2, . 
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2.0 

- 1.5 

Figura 13.1.3 Aproximaciones polinomiales 
ay = senx 
cerca de x = o. 

Así, el polinomio de Taylor de grado 2n + 1 es 

x 

sen x 

x 3 XS x 7 ( _ 1)n x2n +l 
P2n+l(X) = X - 3! + S! - 7! + ... + (2n + 1)! 

13.1 POLINOMIOS DE TAYLOR 701 

La figura 13 .1.3 muestra las gráficas de p¡(x), P 3(x), Ps(x) Y sen x para O:;::; x :s 
1T. En.1a figura se observa que Ps(x) da una aproximación razonablemente buena a sen 
x en el intervalo O :s x :s 1T12. En efecto, Ps(1TI2) ~ 1.0045 y de este modo difiere de 
sen(1TI2) = 1 en menos de la mitad del uno por ciento. 

Este sencillo polinomio de aproximación se puede extender a otros valores de x 
empleando propiedades elementales de la función seno. Por ejemplo, para 1T12 :s x :s 
1T tenemos que 

sen x = sen(1T - x), (6) 

y entonces para 1T :s x :s 21T podemos usar 

sen x = - sen(x - 1T) . (7) 

Por último, podemos aproximar a sen x para todos los valores de x a partir de su 
propiedad periódica, 

sen(x + 21T) = sen x. (8) 

De este modo, el polinomio de aproximación Ps(x), que es razonablemente exacto para 
O :s x :s 1T12, se puede emplear para obtener un valor aproximado de sen x para 
cualquier x real. Si se necesita mayor exactitud, tan sólo será necesario emplear uno 
de los polinomios de Taylor de grado mayor. En efecto, este procedimiento, o alguno 
semejante, es el que emplean las computadoras para calcular los valores de la 
función seno. -
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En la próxima sección daremos una argumentación más sistemática del error en el 
que se incurre al usar un polinomio de Taylor para calcular el valor aproximado de 
determinada función . 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 28 determinar el polinomio de Taylor 
del grado indicado para la función dada alrededor del 
punto dado. 

TI 
1. f(x) = sen x ; Xo = 4' grado 3 

2. f(x) = ln(l - x); Xo = O, grado 4 

TI 
3. f(x) = cos 2x; Xo = 2' grado 4 

1 
4. f(x) = -; Xo = 1, grado 3 

x 

5. f(x) = e-x'; Xo = O, grado 4 

1 
6. f(x) = 2x + l;xo = -1, grado 3 

7. f(x) = ~; Xo = O, grado 3 

8. f(x) = x3 - 2x' + 3x - 5; Xo = 1, grado 3 

9. f(x) = Vx; Xo = 1, grado 4 

10. f(x) = (4 - x)ll2 ; Xo = O, grado 3 

11. f(x) = arc sen x; Xo = O, grado 3 

U. f(x) = cosh x; Xo = O, grado 4 

13. f(x) = cos x; Xo = O, grado 2n 

14. f(x) = sen TIX ; Xo = O, grado 2n + 1 

1 
15. f(x) = --, donde a # O; Xo = O, grado n 

x - a 

1 
16. f(x) = --, donde a # O; Xo = O, grado n 

1 - ax 

17. f(x) = ln(l - x); Xo = O, grado n 

18. f(x) = ex12
; Xo = O, grado n 

19. f(x) = ~; Xo = O, grado n 

20. f(x) = e- 2x
; Xo = -1, grado n 

1 
21. f(x) = x + 1; Xo = 1, grado n 

x 
22. f(x) = cos 2; Xo = TI, grado 2n + 1 

TI 
23. f(x) = sen 2x; Xo = 4' grado 2n 

24. f(x) = 'IIa"=X, donde a > O; Xo = O, grado n 

25. f(x) = senh x; Xo = O, grado 2n + 1 

x 
26. f(x) = cosh -, donde a > O; Xo = O, grado 2n 

a 

1 
* 27. f(x) = 1 + x'; Xo = O, grado 4 

* 28. f(x) = arc tan x; Xo = O, grado 5 

13.2 EL TEOREMA DEL RESIDUO DE TAYLOR 
y LAS SERIES DE TAYLOR 

A continuación examinaremos la cuestión de la estimación del error en la aproximación 
de una función dada f mediante un polinomio de Taylor Pn de grado n. En la última 
sección demostramos que Pn(x) tiene la forma 

PnCx) = f (xo) + f' (xo)(x - x o) + f (nl(x ) 
+ __ 0 ( _ )n 

I X xo, 
n. 

(1) 
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en la cual Xo es el punto con respecto al cual se centra la aproximación. Nuestra meta 
consiste en estimar la diferencia If(x) - P.(x) I entre f y Pn para un valor arbitrario de 
x. En general, esta diferencia depende de n, del punto Xo en el cual se calculan los 
coeficientes de Pn(x) y del punto x en el que se calcula la diferencia. Encontraremos 
una ecuación para el error volviendo a derivar al polinomio de aproximación (1) de 
modo diferente, para llegar directamente a una fórmula para f(x) - PIl(x). Suponemos 
que f tiene derivadas continuas de todos los órdenes que aparezcan en la derivación. 

Comenzamos con la ecuación 

f(x) = f(xo) + r f'(t) dt . (2) 

Nuestro procedimiento no consiste más que en una integración por partes repetida, de 
la integral del lado derecho de la ecuación 2. Sea u = f' (t) y dv = dt. Entonces du = 
f"(t) dt y v = t + e, donde e es una constante de integración, relativa a la integración 
con respecto a t. Por tanto, e puede depender de x. De hecho, es esencial para nuestros 
fines que escojamos e = -x, para que v = t - x. Entonces, integrando por partes la 

. ecuación 2, se obtiene 

f(x) = f(xo) + f'(t)(t - x{::o -r (t - x)f"(t) dt 

= f(xo) + f'(xo)(x - xo) + r (x - t)f"(t) dt. (3) 

A continuación integraremos de nuevo por partes, haciendo que u = f"(t) y dv = 
(x - t) dt. Entonces du = f"'(t) dt, v = -(x - t)212, y vemos que 

(x - t)2j t=x 

f(x) = f(xo) + f'(xo)(x - xo) - f"(t) 2 t=xo 

Ix (x - t)2 
+ f"'(t) dt 

Xo 2 

f"(xo) 
= f(xo) + f'(xo)(x - xo) + - 2- (x - XO) 2 

Ix (x - t)2 
+ f"'(t) .dt. 

Xv 2 

Repitiendo n veces el proceso de integración por partes, obtenemos finalmente 

j<n )(xo) 
f(x) = f(xo) + f'(xo)(x - xo) + . . . +-n-¡ - (x - xo)" 

+ IX (x t)n f (n +l) (t) dt 
Xo n! 

=Pn(x) +Jx (x-t)n f (Il +1) (t)dt. 
x, ni 

(4 ) 

(5) 
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Podemos enunciar el resultado que acabamos de demostrar, como sigue: 

Teorema 13.2.1 

(Teorema de Taylor) 

Sea ¡ con derivadas continuas hasta el orden n + 1 inclusive en un intervalo (a, b) 
que contiene al punto xo. Si x es cualquier otro punto en (a, b), entonces 

¡(x) =P,,(x) + RIl + 1 (x), (6) 

en la cual 

(7) 

y 

Rn+ ¡(x) = ~ r (x - t)" ¡<" +1) (t) dt. 
n! x. (8) 

Obsérvese que el teorema 13.2.1 da una fórmula explícita de la diferencia Rn + 1(x) 
entre ¡(x) y Pn(x), esto es, del error que se comete si se aproxima ¡(x) mediante Pn(x). 
Es costumbre referirse a Rn+,(x) como el residuo. Como es difícil la evaluación de 
Rn+,(x) de acuerdo con la ecuación 8 (ya que implica n + 1 derivaciones más una 
integración) es una fortuna que existan otras fórmulas para determinar este residuo 
Rn+,(x). En el siguiente corolario* se presenta la ecuación que más se usa para Rn+,(x). 

Corolario 

Bajo las condiciones del teorema 13.2.1 existe un punto e entre Xo y x tal que el 
residuo Rn+ 1 está dado por 

f (n +I)(C) (x - Xo)" +1 

(n +1)! 
(9) 

En el problema 38 aparece delineada la demostración del corolario . La forma (9) 
del residuo es fácil de recordar por su semejanza con los términos del mismo polinomio 

* La primera aparición del término del residuo en la fórmula de Taylor fue en 1797, en el libro de Lagrange 
Théorie des Fonctions Analytiques. La ecuación de Rn+ ,(x) que aparece en el corolario se conoce como la 
fórmula de Lagrange para el residuo. Las expresiones de Taylor son fundamentales en todas las ramas del 
análisis y también son de vital importancia en muchas aplicaciones. Por ejemplo, el control de los errores en 
muchos algoritmos numéricos contemporáneos se basa en estimar el error de una aproximación de Taylor. 
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de Taylor: el residuo es justamente como el siguiente término, excepto que se evalúa 
la derivada en e, en lugar de hacerlo en xo. El punto e surge del empleo del teorema del 
valor medio y no se especifica con exactitud su ubicación. Como indicamos antes, el 
residuo depende de n, Xo y x. En consecuencia, e depende también de estas tres 
cantidades. 

Los dos ejemplos que siguen muestran el cálculo del residuo asociado con un 
polinomio de Taylor. 

EJEMPLO 1 

Determinar el residuo Rix) cuando se usa el polinomio de Taylor de grado tres para la 
función f(x) = In x alrededor de Xo = 2. Determinar una cota superior para IR4(x)1 en 
1 ::::; x ::::; 3. 

Esto es una continuación del ejemplo 1 de la sección 13.1. Tenemos que j<4)(X) = 
-6!x\ y entonces de acuerdo con la ecuación 9, con n = 3, 

(lO) 

en la cual e está entre 2 y x. Se obtiene una cota superior para 

en el intervalo 1 ::::; x ::::; 3 usando los peores valores posibles para x y c. Son esos los 
valores de x y e los que hacen máximo el numerador de IRix) I y mínimo a su 
denominador. Así, escogemos a e = 1 Y a x = 1 para que, en el peor de los casos, 

1::::; x::::; 3. 

Es una estimación muy conservadora, porque los datos que se dieron en el ejemplo 1 
de la sección 13.1 indican que, de hecho, IRix) I ::::; 0.03 para 1 ::::; x ::::; 3 .• 

EJEMPLO 2 

Determinar el residuo R2n +2(X) cuando se emplea el polinomio de Taylor de grado 
2n + 1 para f(x) = sen x alrededor de Xo = O. Determinar también el grado necesario 
del polinomio para aproximar sen x con un error de menos de 0.000001 para toda x en 
[-'ITI2, 'IT12]. 

Es la continuación del ejemplo 3 de la sección 13.1, en el que se determinó que 
P2n+l(X) era 

x3 x5 (-IYx 2n + 1 

P2n+l(X) = X - 3! + 5! - ... + (2n + 1)! . (11) 

http://carlos2524.jimdo.com/



706 APROXIMACiÓN DE TAYLOR y SERIES DE POTENCIAS 

El residuo R211+2(X) se determina con facilidad mediante la ecuación 9. La (2n + 2)-ési­
ma derivada de sen x es (-I)"+l sen x, y entonces 

(_I)n+l(sen c)x2n+2 
R2n+2(X) = (2n + 2)! . (12) 

Como Isen el :::::: 1 para toda e, entonces de acuerdo con la ecuación 12, 

X2n+2 

IR zn +2(x)1 :::::: (2n + 2)! 

para toda x. No se necesita el valor absoluto de x porque el exponente siempre es par. 
Para Ixl :::::: 'Tr/2, tenemos que 

('Tr/2)2n+2 
IR2n +2(X) 1 :::::: (2n + 2)! (13) 

Al probar con algunos valores de n en la ecuación 13 se obtienen los resultados que 
aparecen en la tabla 13.2. Así es seguro que si se selecciona n = 5 se tendrá IR2n+2(x) I 
:::::: 0.000001 en el intervalo [-'TrI2, 'Tr/2]. Para valores de x fuera de este intervalo 
podremos emplear las ecuaciones 6, 7 Y 8 de la sección 13.1 para calcular valores 
aproximados de sen x .• 

Series de Taylor 

Supongamos ahora que la función f tiene derivadas continuas de todos los órdenes en 
un intervalo que contiene al punto xo. Entonces será posible formar el polinomio de 
Taylor 

para un valor arbitrariamente grande de n. Además, supongamos que para toda x en el 
intervalo dado es posible demostrar que 

Tabla 13.2. Estimaciones del 
residuo en la ecuación 13. 

3 0.0009193 
4 0.0000252 
5 0.000000471 

o. (14) 
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Entonces, tratándose de este intervalo, podemos escribir 

f(x) = f(xo) + f'(xo)(x - xo) + ... + fCk¡:o) (x - XO)k + ... 

'" fCk)( ) 
_ " Xo ( _ )k 
- L.J k' x Xo, 

k=O . 
(15) 

donde la serie infinita de la derecha converge al valor de f(x) en cada punto. A esta 
serie infinita se le llama la serie de Taylor, para f alrededor de Xo, y con frecuencia 
da una representación conveniente de la función. Si Xo = O, entonces la ecuación 15 
tiene la forma más sencilla siguiente: 

(16) 

En este último caso, a la serie (16) se le conoce como serie de Maclaurin. 

EJEMPLO 3 

Hallar la serie de Taylor para f(x) = eX alrededor de Xo = O. Determinar también dónde 
esta serie converge y representa a f(x). 

En el ejemplo 2 de la sección 13.1 vimos que el polinomio de Tay lor de grado n 
para ~ alrededor de Xo = O es 

(17) 

De acuerdo con la ecuación 9 el residuo asociado con Pn(x) es 

eC xn+l 
Rn+l(X) = (n + 1)!' 

(18) 

donde e es un punto entre O y x. Queremos ahora determinar los valores de x para los 
cuales Rn+,(x) ---7 O cuando n ---7 oo. Nótese que e puede depender de n y de x. Sin 
embargo, como e siempre está entre O y x, siempre es cierto que eC ::s e1xl

, una cota que 
es independiente de n. Así, 

(19) 

y sólo necesitamos determinar en dónde Ixln+'/(n + 1)! ---70 cuando n ---700. Un modo 
de deducir el resultado que se desea es considerar la serie infinita 

(20) 
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si converge esta serie, entonces de acuerdo con el teorema 12.2.1 (el criterio del késimo 
término), 

, Ix lk+l 
hm ---'--'---
k-o> (k + 1)! 

o. (21) 

Para demostrar la convergencia de la serie (20), nos conviene el criterio de la razón: 

, Ixlk+2 (k + 1)! 
hm ---'--'--- -'----"'-
k-o> (k + 2)! Ixlk+l 

(22) 

para toda x. Así, la serie (20) converge para toda x; por tanto, Rn+¡(x) -70 cuando 
n -700 para toda x, y como resultado, 

Xk o> Xk 

+ k'. + ... = 2: k' 
k=O • 

(23) 

es válida para toda x. Es la serie de Taylor que buscábamos para eX. 

En especial, para x = 1, la ecuación 23 da 

1 1 1 
e = 1 + 1 + - + - + ... + k! + .... 

2! 3! 

Esta serie converge con rapidez y proporciona un buen método para calcular e; en la 
ecuación 19 se presenta una estimación del error para cualquier número finito de 
términos, para x = 1. 

Obsérvese que pudimos haber demostrado inmediatamente que la serie (23) con­
verge empleando el criterio de la razón, más o menos igual que en la ecuación 22. Sin 
embargo, es posible que aunque la serie converja, su suma pudiera ser diferente de eX. 

Un ejemplo de este caso se da en el problema 37. Para asegurarse de que la suma de la 
serie 23 es en realidad eX, se debe demostrar que Rn+¡(x) -70 cuando n -700 .• 

EJEMPLO 4 

Hallar la serie de Taylor para f(x) = sen x alrededor de Xo = O; determinar si esta serie 
converge y representa a f(x). 

En el ejemplo 3 de la sección 13.1 demostramos que 

x3 x5 ( -1)n x2n+l 
senx = x - - + - - ... + + R 2n +2(X), (24) 

3! 5! (2n + 1)! 

y en el ejemplo 2 de esta sección encontramos que 

(25) 
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A través de un argumento semejante al que se empleó en el ejemplo 3, R2n+2(X) ---7 O 
cuando n ---7 00 para toda x dada. Así, 

. x3 x5 ( -l)k X2k +l 
sen x = x - - + - - . . . + + .. . 

3! 5! (2k + 1)! 

'" (-l)k X2k+l 
= ¿ ~'-----

k=O (2k + 1)! ' 

(26) 

y la serie converge para toda x. 
De modo semejante se puede demostrar que 

X2 x 4 

cosx= 1--+--
2! 4! 

(_1)kx2k 

+ (2k)! + 

'" (-1)kx2k 

~o (2k)! 

(27) 

y que esta serie también converge para toda x .• 

EJEMPLO 5 

Hallar la serie de Taylor para f(x) = (1 - X) - l alrededor de xo = O. También, determinar 
dónde esta serie converge y representa a f(x). 

Para determinar los coeficientes de Taylor para f(x) en Xo = O, calculamos las 
derivadas sucesivas de f(x): 

f(x) = (1 - X)-l, f'(x) = (1 - X)-2, f"(x) = 2(1 - X)-3, 

... ,f(k)(X) = k!(l - X)-k-l, ... 

y las evaluamos en el origen: 

f(O) = 1, f'(O) = 1, f"(O) = 2, . .. , f(k)(O) = k!, . .. . 

Entonces ak = Jlk}(O)/k! = 1 para toda k y la serie de Taylor requerida para f(x) 
alrededor de Xo = O es 

1 + x + X2 + ... + Xk + ... = ¿ Xk. 
k=O 

Veamos ahora el residuo 

f(n+l)(C)X n +1 

(n + 1)! (1 - c)n+2' 

(28) 

(29) 

donde c está entre O y x. Si O < x < t, entonces O < c < x y se infiere que O < x < 1 - c. 
En consecuencia, O < x/(1 - c) < 1, Y por consiguiente 
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R (x) = - - __ x - ~ O 1 ( )n+1 
n+1 1 - e 1 - e 

cuando n ~ oo . (30) 

Por tanto, la serie (28) converge a f(x) = (1 - X) - I al menos para O < x < k. Se puede 
ampliar esta investigación de Rn+1(x), pero es mejor proceder de otro modo. Obsérvese 
que la serie (28) es nada menos que la serie geométrica con una razón x. De acuerdo 
con nuestro estudio de la serie geométrica en la sección 12.2, sabemos que la serie (28) 
converge para Ixl < 1 Y su suma es (1 - X)-l. Ésta es la información que se requería. 
El hecho es que obtuvimos este resultado sin examinar directamente el residuo Rn+ l. 
Con frecuencia es difícil tratar de demostrar directamente que Rn+l(X) ~O cuando 
n ~oo, y es importante tener en cuenta métodos indirectos, como el que hemos empleado, 
para deducir el mismo resultado. En las secciones 13.4 y 13.5 veremos muchos otros ejem­
plos de métodos indirectos para hallar series de Taylor para las funciones dadas . -

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 20, hacer uso del corolario del 
teorema 13.2.1 para determinar el residuo asociado con el 
polinomio de Taylor del grado indicado, para la función 
dada alrededor del punto dado. El número de problema 
entre paréntesis indica el correspondiente problema de la 
sección 13.1. 

'If' 
1. f(x) = sen x; Xo = 4' grado 3 

2. f(x) = In (1 - x); Xo = 0, 
grado 4 

'If 
3. f(x) = cos 2x; Xo = 2' grado 4 

1 
4. f(x) = - ; Xo = 1, grado 3 

x 

5. f(x) = e-x2
; Xo = 0, grado 4 

1 
6. f(x) = 2x + l;xo = -1, 

(Problema 1) 

(Problema 2) 

(Problema 3) 

(Problema 4) 

(Problema 5) 

grado 3 (Problema 6) 

7. f(x) = ~;xo = 0, 
grado 3 (Problema 7) 

8. f(x) = x3 - 2X2 + 3x - 5; Xo = 1, 
grado 3 (Problema 8) 

9. f(x) = (4 - x)3/2; Xo = 0, 
grado 3 (Problema 10) 

10. f(x) = are senx; Xo = 0, grado 3 
(Problema 11) 

11. f(x) = eos x; Xo = 0, grado 2n 
(Problema 13) 

1 
12. f(x) = - -, donde a ~ O; XO = 0, 

x - a 
grado n (Problema 15) 

1 
13. f(x) = -1 --, donde a ~ O; Xo = 0, 

- ax 
grado n (Problema 16) 

14. f(x) = In (1 - x); Xo = 0, grado n 
(Problema 17) 

15. f(x) = e-2.t; Xo = - 1, grado 11 

(Problema 20) 

1 
16. f(x) = x + 1; Xo = 1, grado n 

(Problema 21) 

'If 
17. f(x) = sen 2x; Xo = 4' grado 2n 

(Problema 23) 

18. f(x) = ~, donde a > O; XO = 0, 
grado n (Problema 24) 

19. f(x) = senh x; Xo = 0, grado 2n + 1 
(Problema 25) 

x 
20. f(x) = eosh -, donde a > O; XO = 0, 

a 
grado 2 n (Problema 26) 
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21. Sea f(x) = x7l3 . 

(a) Hallar los polinomios de Taylor de grados uno y 
dos , respectivamente, para f alrededor de Xo = O. 
¿Cuál es el residuo en cada caso? 

(b)¿Tiene f un polinomio de Taylor de grado tres 
alrededor de Xo = O? 

(c) Hallar el polinomio de Taylor de grado tres para x 
al rededor de Xo = l. 

e22. En el problema 11 se requería la determinación del 
polinomio de Taylor de grado 2n, para cos x alrededor 
dexo = O. 
(a) Determinar cuántos términos de este polinomio se 

necesitan para aproximar a cos x en el intervalo 
O :s x :s 'lT con un error no mayor de 10- 6 

(b) ¿Es posible alcanzar el mismo resultado que en (a), 
pero con menos términos desarrollando alrededor 
de Xo = 'lT/2? 

En los problemas 23 a 26, emplear un polinomio adecuado 
de Taylor para calcular lo que se pide con un error que no 
sea mayor que 10- 4 Determinar cuántos términos se ne­
cesitan para alcanzar este resultado. 

© 23. COs(¡ - 0.1) © 24. sen( ~ + 0.05) 

(, 25. In(1.2) ü 26. \/4.07 

En los problemas 27 a 36 hallar la serie de Taylor para la 
función dada alrededor del punto dado. Determinar si la 
serie converge y representa a la función dada demostrando 
que el residuo tiende a cero cuando el número de términos 
crece sin cota. 

27 . f(x) = cos x, Xo = O 

28. f(x) = cosh x, Xo = O 

29. f(x) = senhx, Xo = O 

x 
30. f(x) = sen 2' Xo = O 

31. f(x) = cos 2x, Xo = O 

'lT 
32. f(x) = sen x, Xo = "2 

33. f(x) 
'lT 

= cos x, Xo = 2 

35. f(x) = e3
" Xo = O 

34. f(x) = e- h
, Xo = O 

36. f(x) = e" Xo = 2 

*37. Este problema muestra el caso en el que la serie de 
Taylor construida a partir de una función f converge 
para toda x, pero sólo converge a f(x) para x = O. Sea 

{

e - l /x' 

f(x) = ' O, 
x#-O 
x = O 

(a) Empleando el cociente de diferencias 

f(h) f(O) 
h h 

y la regl a de L' Hospital, demostrar que f' (O) = O. 

(b)Calcular f'(x) para x '" O. 

(c) Empleando el resultado de la parte (b), el cociente 
de diferencias [f' (h - f' (O) )/h, y la regla de 
L'Hospital , demostrar que f "(0) = O. De modo 
semejante, se puede demostrar que f (n)(o) = O para 
todo valor entero positivo de n. 

(d)Escribir f(x) = PII(X) + RII+ I(x) y determinar PII(x) 
y Rn+ 1 (x ). Tomar el límite cuando n -'> 00 y demos­
trar que existe el límn ...-? ", PII para toda x, pero qu e 
no es igual a f(x) a menos que x = O. En otras 
palabras, Rn +I(X) -'>0 cuando n -'>00 sólo cuando 
x = O. 

*38. Demostración del corolario del teorema 13.2.1. 

(a) Si x > xo, demostrar que 

1 f X Rn +'(X) = I (x - I)n f en +I)(I) dI 
n . ..ro 

satisface las condiciones del problema del valor 
medio generalizado del problema 28, sección 6.3 , 
si f (n+' )(t) se identifica con f(t) y (x - I)"/n! con 
g(/) . Por lo tanto, demostrar que 

f en+I)(c) f X 
Rn+I(X) = 1 (x - t) n dI , 

n. .lo 

y que la ecuación 9 se infiere. 

(b) Si x < xo, demostrar que 

( -1)"+1 fXO 
Rn +I (X) = n! x (1 - x)n f e"+I) (1) dt ; 

y a continuación deducir la ecuación 9 como en la 
parte (a). 
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"39. En la sección 10.3 se estableció que la fórmula del 
error local cuando se usa el método de Euler es pro­
porcional a h2

, siendo h el tamaño del paso. Si y = 
<\>(t) es la solución exacta de 

<\>(tn+1) = <\>(tn) + <\>'(tn)h + <\>"(ln)~, 

en la cual ln <tn < ln + h. Suponiendo que Yn = <\>(tn), 
demostrar que si Yn+¡ = Yn + hf{ln, Yn), entonces 
<\>(tn+¡) - Yn+¡ = <\>"(t;,)h2/2. 

y' = f{l, y), 

demostrar que 

y(to) = Yo , 

13.3 SERIES DE POTENCIAS Y 
RADIO DE CONVERGENCIA 

Hasta ahora siempre hemos adoptado el punto de vista de que se da una función f y el 
problema consiste en hallar sus polinomios de Taylor asociados, o la serie de Taylor, 
alrededor de un punto dado Xo. Nuestras herramientas principales para esta tarea son la 
fórmula 

(1) 

para los coeficientes de Taylor y la ecuación para el residuo Rn+¡(x) que se dio en el 
corolario del teorema 13.2.l. 

Sin embargo, también es posible adoptar el punto de vista de que la serie misma 
es el objeto básico de nuestro estudio. Así, supongamos que tenemos una serie de la 
forma 

ao + a¡(x - xo) + . . . + ak(x - XO)k + ... = 2: ak(x - xo)\ (2) 
k=O 

donde se dan Xo y los coeficientes ao, al, a2, ... , ab' . . A la serie (2) se le llama serie 
de potencias, porque involucra a potencias sucesivas de (x - xo). Surgen varias 
preguntas, naturalmente, entre ellas las siguientes: 

1. ¿Para qué valores converge la serie (2)? 
2. Suponiendo que la serie (2) converge para x en determinado intervalo 1, su suma 

es función de f en el dominio l. ¿Se puede decir algo interesante de f? Por 
ejemplo, ¿es f continua o derivable, o tiene una serie de Taylor alrededor de xo? 

3. Suponiendo que f tiene una representación en serie de Taylor alrededor de Xo, 
desde luego esa serie es una serie de potencias de la forma (2). ¿Es la serie de 
Taylor necesariamente idéntica a la serie (2)? o ¿puede una función tener dos o 
más representaciones en series de potencias alrededor del mismo punto? 

Estudiaremos la primera pregunta en el resto de esta sección y veremos las demás 
en las secciones siguientes. Sin embargo, hay dos comentarios importantes que quisié­
ramos hacer aquí. Primero, parecería extraño comenzar con la serie infinita (2), en lugar 
de hacerlo con una función dada f. Sin embargo, con frecuencia es importante proceder 
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así. En muchas aplicaciones, en especial las que requieren de la solución de una 
ecuación diferencial, una técnica extremadamente útil consiste en buscar la solución 
en la forma de una serie de potencias y tratar de desarrollar un procedimiento para 
calcular los coeficientes. Una vez hecho lo anterior, el problema que sigue es interpretar 
los resultados , lo cual significa básicamente contestar a preguntas como las (1) Y (2) 
de antes . En los problemas 26 y 27 de la sección 13.5 se dan algunos ejemplos de este 
procedimiento. 

El otro comentario es que un resultado importante derivado de este punto de vista 
(comenzar con una serie en lugar de una función), es que se ampliará mucho el alcance 
de nuestros métodos para determinar la serie de Taylor que representa a una función 
determinada. Es importante porque la fórmula (1) con frecuencia es tediosa, ya que las 
derivadas sucesivas de f se pueden complicar más y más. 

A continuación regresemos a la pregunta acerca de la convergencia. El siguiente 
ejemplo es típico. 

EJEMPLO 1 

Determinar los valores de x para los cuales la serie de potencias 

~. (x - 2)k (x - 2)2 (x 2)3 
L.,j = (x - 2) + 2 + 3 + ... 
k ~ l k 

(3) 

converge. 
Para estudiar la convergencia de una serie de potencias, en general es adecuado 

comenzar con el criterio de la razón, para investigar alguna convergencia absoluta 
posible. Para la serie (3) obtenemos 

= -- Ix - 21 ~ Ix - 21 
\

(X -2)k+l k \ k 
k + 1 (x 2)k k + 1 

cuando k~ oo . (4) 

Por tanto la serie (3) converge abso lutamente para Ix - 21 < 1 y diverge para lx -
21 > 1. En otras palabras, la serie converge absolutamente para 1 < x < 3 y diverge 
para x < 1 Y para x> 3. El criterio de la razón no nos lleva a resultado alguno para x 
= 1 Y x = 3 y se deben examinar por separado esos puntos. En efecto, para x = 1 la 
serie (3) se reduce a la serie armónica alternante "L; = 1 (-l)k/k y por tanto converge 
condicionalmente en este punto. En el punto x = 3 la serie se reduce a la serie armónica 
"L; = 1 l/k y por tanto diverge allí. Resumiendo, la serie (3) converge absolutamente para 
1 < x < 3, converge condicionalmente para x = 1 Y diverge en los demás casos. Esta 
información se muestra en forma gráfica en la figura 13.3.1. • 

Converge 
condicionalmente 

\ 

Converge 
Diverge absolutamente 

I [ I 
0

12 

Diverge x 

) [> 
3 Figura 13.3.1 
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A continuación, abordamos la cuestión de la convergencia en forma más general. 
Por simplicidad haremos que xo = O Y consideramos 

L akxk = ao + a¡x + a2x2 + ... + akxk + .. . 
k=O 

(5) 

en lugar de la serie (2). Los resultados de la serie (5) se pueden aplicar también a la 
serie (2) remplazando x por x - Xo. Es claro que la serie (5) converge para x = O, porque 
en ese caso todo término después del primero es cero. Si la serie (5) converge para 
valores de x diferentes de cero, puede converger para toda x, o bien, como en el ejemplo 
1, puede converger para algunos valores de x y ser divergente para otros. Clasificare­
mos las posibilidades en los siguientes tres teoremas; los primeros dos son preparato­
rios para el resultado principal que será el teorema 13.3 .3. 

Teorema 13.3.1 

Si la serie 'f.; =0 a~k converge para x = ~ -=f:- O, entonces converge absolutamente 
para toda x tal que lxl < I~I. 

El teorema se muestra en la figura 13 .2.2 para ~ > O. Si la serie converge para 
x = ~, entonces converge absolutamente para - ~ < x < ~, como se ve en la figura . 

Converge absolutamente x 
______ ~I~----I~----~I----~~ 

-f O f Figura 13.3.2 

Demostración. Como converge 'f.; =0 ak~, sabemos del teorema 12.2.1 (el criterio del 
késimo término) que ak~ ----7 O cuando k ----7 oo. POr tanto, según el teorema 12.1.5 los 
términos ak~ deben ser acotados; esto es, hay un número M tal que 

k = 1,2,3, ... . (6) 

A continuación sea x tal que satisface lxl < I~I y sea r = x/~, de modo que Irl < 1. 
Entonces 

y por tanto 

k = 1,2,3, .... (7) 

La serie 'f.; =0 Irlk es una serie geométrica convergente y se sigue del criterio de 
comparación (teorema 12.3.1), que 'f.;=o la~kl converge también. Por tanto la serie 
'f.k=o a~k converge absolutamente, y queda demostrado el teorema. o 
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Teorema 13.3.2 

Si diverge la serie I,; =0 aJcXk para x = 'l], entonces diverge para toda x tal que 
Ixl > l'l]l. 

Para'l] > 0, se ilustra el teorema en la figura 13 .3.3. Si la serie diverge para x = 
'l], entonces diverge para x> 'l] y para x < - 'l]. 

Figura 13.3.3 
___ D_iv_e_rg_e ~I~ ____ ~I ______ ~~1 _D_iVe_rg_e~~ 

'1 o '1 

Demostración. La demostración se hace por contradicción. Supongamos que la con­
clusión es falsa, esto es, que la serie converge para un punto x = ~, donde I~I > l'l] l. 
Entonces, según el teorema 13.3.1, la serie converge para toda x tal que Ixl < I~I , 

incluyendo por necesidad el punto x = 'l]. Como esto contradice la hipótesis del 
teorema, queda completa la demostración. D 

Teorema 13.3.3 

Para toda serie de potencias de la forma 4'=0 aJ.J;k es válida una y sólo una de las 
siguientes afirmaciones: 

(a) La serie sólo converge para x = O. 
(b) La serie converge (absolutamente) para todos los valores de x. 
(c) Existe un número p > ° tal que la serie converge (absolutamente) si Ixl < p 

y diverge si Ixl > p. 

Al número p que se menciona en el teorema 13.3.3 se le conoce como el radio de 
convergencia de la serie I,k=O aJcXk. Si la serie sólo converge para x = 0, entonces su 
radio de convergencia es cero. Análogamente, si la serie converge siempre, entonces 
tiene un radio de convergencia infinito . Con una interpretación adecuada de los dos 
casos extremos en los que p es cero o infinito, el teorema 13.3.3 afirma que toda serie 
de potencias I,; =1 a~ converge en forma absoluta en el intervalo de longitud 2p y con 
centro en el origen y diverge fuera de ese intervalo. Al intervalo abierto - p < x < p 
se le llama intervalo de convergencia (véase figura 13.3.4). El teorema no dice nada 
acerca de lo que sucede en los puntos extremos x = ± P del intervalo de convergencia 
y se deben investigar por separado en cada serie. 

Diverge 

Figura 13.3.4 

- --2p------..¡ 

-p 

Converge absolutamente 

I 
O 

Diverge X 

I -(> 
p 
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Las mismas conclusiones valen para la serie de la forma (2), con la excepción de 
que el centro del intervalo de convergencia es xo. Así, la serie (2) converge absoluta­
mente en Ix - xol < p, esto es, para Xo - P < x < Xo + p. Diverge para x < Xo - P 
y para x > Xo + p, y puede ser tanto convergente como divergente en x = Xo :::': p. 

Los teoremas 13 .3.1 y 13.3.2 podrían hacer plausible la conclusión del teorema 
13.3.3, cuando menos. En muchos casos se puede calcular el radio de convergencia p 
a partir del criterio de la razón. Si aplicamos este criterio a la serie 4 =0 la"xkl, y 
suponemos que 

lím 
k_a. la::l l L, (8) 

entonces obtendremos 

(9) 

Por 10 tanto 4=0 a"xk converge absolutamente para Ixl < lIL Y diverge para Ix l > 1/L. 
Entonces el radio de convergencia está dado por 

1 l' I ak I p = -= 1m -- , 
L k-4 a. ak+1 

(lO) 

siempre que exista el límite del lado derecho, como número finito, o sea +00. Nótese 
que este argumento no es una demostración del teorema 13.3.3, porque hay series de 
potencias que no satisfacen la hipótesis acerca del límite en la ecuación 8. En el proble­
ma 22 se esboza una demostración. Pas~remos ahora a unos ejemplos más. 

EJEMPLO 2 
Determinar los valores de x para los cuales converge la serie de potencias 

L ( - 1)k2kx k = 1 - 2x + 4X2 - 8x3 + ... 
k=O 

Aplicando el criterio de la razón, obtenemos 

, I ( _ 1)k+l2k+lX k+l l -
hm ( )k2k k - 21x1-k-+a. - 1 x 

(11) 

(12) 

Por consiguiente la serie (11) converge para Ixl < 4, o para - 4 < x < 4. Diverge para 
Ixl > 4, esto es, para x < - 4 y para x > 4. Entonces el radio de convergencia es p = 4 y 
el centro del intervalo de convergencia es Xo = O. En el extremo izquierdo x = --'- la 

00 00 2 

serie se reduce a Lk =0 ( _ 1)2k Y en el extremo derecho x = 4 se vuelve Lk =0 (_1)k. 
Ambas series divergen de acuerdo con el criterio del k-ésimo término (teorema 12.2.1). 
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Diverge 

Figura 13.3.5 

Converge absolutamente D' 
I 

Iverge x 
( , ) ~ 

- ! O ! 
f-p~H 

Por tanto, la serie converge absolutamente para -~ < x < ~ y diverge en los demás 
casos, como se indica en la figura 13.3.5 .• 

EJEMPLO 3 

Investigar si la serie de potencias 

(13) 

es convergente o divergente. 
A partir del criterio de la razón obtenemos 

I 
(x + 2)k+l k22k I = (_k_)2 Ix + 21 ~ Ix + 21 cuando k ~ oo. (14) 

(k + 1)2 2k+l (x + 2)k k + 1 2 2 

Así, la serie converge absolutamente para lx + 21 < 2, o bien para - 4 < x < O. Diverge 
si lx + 21 > 2, esto es, si x < - 4 o si x > O. El radio de convergencia es p = 2 Y el 
centro del intervalo de convergencia es Xo = -2. En el extremo izquierdo x = -4, la 
serie es 4=1 (-ll/k2, que converge en forma absoluta. Análogamente, en el extremo 
derecho x = O, la serie es 4=1 llk2, la que converge. Así, la serie dada converge 
absolutamente en -4 ::; x ::; O Y diverge en los demás casos (véase figura 13.3.6) .• 

Diverge 

-4 

Figura 13.3.6 

EJEMPLO 4 

Converge 
absolutamente 

I Diverge f.. 
3 v 

-2 O 

f-P~ 2-1 

Estudiar la convergencia y la divergencia de la serie de potencias 

"" 2k 

t:o (;k)!' 
(15) 

A partir del criterio de la razón tenemos 

http://carlos2524.jimdo.com/



718 APROXIMACiÓN DE TAYLOR y SERIES DE POTENCIAS 

I 
X2k+2 ' (2k)! I 

(2k + 2)! X2k (2k + 1)(2k + 2) ~ O 
(16) 

cuando k ----700 para toda x, Por tanto, la serie dada converge absolutamente para toda 
x; su radio de convergencia es infinito y su intervalo de convergencia es - 00 < x < oo . 

Esto se muestra en la figura 13.3.7 .• 

Converge absolutamente 

b -t> 
r-P=~~ 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 20, determinar el radio de convergen­
cia de la serie dada y el conjunto de puntos para el cual 
converge. Determinar si converge absoluta o condicional­
mente en cada punto. 

~ k 

1. 2: ~2 
k=l 

~ (x - 1)k 
2. t; Vk 

6. 2: k!xk 
k=O 

00 X2k+l 

7. ~o (2k + 1)! 

~ (x - 'TT)k 
8. ~l ('TT/2)k 

00 ( _ 1)kx2k+l 

10. ~o 2k + 1 

~ k 2(x - 5)k 
12. ~l k! 

~ (_1)kX2k 
14. ~o 22k(k!)2 

~ 1 ' 3 ' 5 ... (2k - 1) 2k 
* 16 L... x 

• k = l 2 ' 4 ' 6 ' . , 2k 

~ (_1)kx2k+l 
17. 2: I 

k=O (2k + 1)k. 

~ (2x - 1)k 
13. ~l k 

~ 2k k! X2k+l 

15. ~ (2k + 1)! 

Figura 13.3.7 

*21. (a)Determinar el radio de convergencia de la serie de 
potencias 

(b) Determinar si la serie converge en los extremos del 
intervalo de convergencia. 

Sugerencia: el lector quizá desee usar la aproxi­
mación de Stirling para k!, cuando k es grande: k! == 
-{7ik(kld. 

*22. Demostración del teorema 13.3.3. Debe quedar en 
claro que no pueden ser válidas dos afirmaciones (a), 
(b) o (e) a la vez. Por tanto, sólo necesitamos demos­
trar que no existe ningún caso en el que las tres sean 
falsas, esto es, que no hay una cuarta posibilidad por 
considerar. En especial, supongamos que son falsas 
(a) y (b) Y demostrar que en ese caso la afirmación (e) 
debe ser válida. 

(a) Definimos el conjunto S tal que 

s = {~I ~ > O Y I.; =0 a kxk converge para lxl < ~} 
Demostrar que S no es un conjunto vacío y que está 
acotado por arriba. 

Sugerencia: si no es así, la afirmación (a) o la (b) 
deben ser ciertas. 

(b) De acuerdo con el principio de compleción (véase 
la argumentación que precede al problema 29 de 
la sección l.1), S tiene una mínima cota superior; 
sea p esa cota. Demostrar que entonces I.; =0 ak~ 
converge para Ixl < p. 
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Sugerencia: si no es así, emplear el teorema 13.3.2 
para demostrar que p no es la mínima cota superior 
de S. 

(c) Demostrar que r.; =0 akx" diverge para lxl > p, con 
lo cual se completa la demostración. 

13.4 PROPIEDADES ALGEBRAICAS 
DE LAS SERIES DE POTENCIAS 

Sugerencia: si no es así, emplear el teorema 13.3.1 
para demostrar que p no es una cota superior de S. 

Las series de potencias son herramientas útiles en las matemáticas, en gran medida 
porque tienen muchas propiedades que las hacen convenientes para la manipulación de 
cálculos algebraicos y numéricos. Verdaderamente, dentro de su intervalo de conver­
gencia, una serie de potencias se comporta de manera muy semejante a la de un 
polino~io y se puede considerar, en forma intuitiva, como un "polinomio de grado 
infinito". En esta sección veremos algunas de las propiedades algebraicas más impor­
tantes de las series de potencias. De paso mostraremos cómo con frecuencia se pueden 
emplear esas propiedades para determinar representaciones de funciones dadas en 
forma de series de potencias. Esto nos da una alternativa que con frecuencia es más 
sencilla y más eficaz que el empleo de la fórmula de Taylor para los coeficientes. 

En cada ejemplo de esta sección puede surgir la pregunta de si la serie de potencias 
que obtenemos aquí con métodos algebraicos es la misma que la serie de Taylor para 
la misma función alrededor del punto dado. Al final de la sección 13.5 se da una 
respuesta general (afirmativa) a esta pregunta. Como todos los ejemplos de esta sección 
caen dentro del objetivo de ese resultado, omitiremos aquí una argumentación detallada. 

Sustituciones 

Una de las manipulaciones más comunes es una transformación, o sustitución, que 
involucra a la variable independiente. Distinguiremos tres tipos específicos, que son 
traslaciones, escalamientos y sustituciones de potencias. 

Una traslación mueve el centro del intervalo de convergencia de un punto a otro, 
pero no cambia su longitud. Supongamos que tenemos una serie de potencias 'I.; =0 aktk 

cuyo radio de convergencia es p. Si hacemos que f(t) represente la suma de esta serie, 
entonces 

f(t) = ¿ ak tk , Itl < p, (1) 
k~O 

en la cual p puede ser infinito. Si hacemos que t = x - Xo, entonces 

f(x - xo) = ¿ ak(x - xoy, (2) 
k~O 

donde la última serie converge para Ix - xol < p, esto es, para Xo - p< x < Xo + p. 
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EJEMPLO 1 

Hallar una serie de potencias para f (x) = sen x alrededor de Xo = 'lT. En otras palabras, 
expresar a sen x como una serie de potencias de x - 'lT. 

En el ejemplo 4 de la sección 13.2 encontramos que, empleando provisionalmente 
a t como variable independiente, 

'" ( - I)k t2k + 1 

sen t = t:o (2k + l)! ' 

Haciendo que t = x - 'lT, obtenemos 

- 00 < t < oo . (3) 

(4) 

y esta serie converge para - 00 < x - 'lT < 00, esto es, para todos los valores de x . Si 
observamos que 

sen(x - 'lT) - senx, (5) 

entonces, de acuerdo con la ecuación 4, 

00 ( - l)k (x _ 'lT)2k+l 

sen x = - t:o (2k + l)! - 00 < x < oo. (6) 

Así, hemos obtenido una representación para sen x en serie de potencias alrededor del 
punto Xo = 'lT, Y no alrededor del origen. -

Un escalamiento multiplica el radio de convergencia p por un factor distinto de 
cero. Supongamos de nuevo que 

Jet) = ¿: ak tk
, Itl < p. (7) 

k~O 

Si hacemos que t = x/c, siendo c 1= O, entonces 

(8) 

y esta serie converge para I.x!cl < p, o sea para lxl < Iclp. La cantidad leI se llama factor 
de escala. Si c < O, entonces los extremos correspondientes del intervalo de conver­
gencia se invierten, mientras que si c > O no cambian. 

EJEMPLO 2 

Hallar una serie de potencias para f(x) = 2/(x + 2) alrededor de Xo = O. 
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Primero reformularemos f(x) como sigue: 

2 1 1 1 
--= 
x + 2 (x/2) + 1 1 - t' (9) 1-(-x/2) 

en la que t = -xl2. De acuerdo con el ejemplo 5 de la sección 13.2 sabemos que 

1 
-- = 2: t k

, 

1 - t k = O 
Itl < 1. (10) 

Por tanto, llevando a cabo la sustitución t = - xl2 en la ecuación anterior obtenemos 

2 Ixl < 2 .• (11) x + 2 

EJEMPLO 3 

Hallar una serie de potencias para f(x) = 2/(x + 2) alrededor de xo = 1. 
Como la serie alrededor de xo = 1 debe involucrar a potencias de x - 1, el paso 

clave será reformular f(x) para que aparezca la cantidad x - 1. Esto se puede hacer 
como sigue: 

2 2 2 1 
x+2 x-1+3 3 1 + [(x - 1)/3] 

2 1 
- - ---
3 1 - {- [(x - 1)/3]) 

2 1 
31 - t' 

(12) 

en la cual t = -(x - 1)/3. Como en la ecuación 10, tenemos que 

1 00 

--= 2:t\ 
1 - t k=O 

Itl < 1. 

Entonces, al sustituir el valor de t obtenemos 

2 2 00 ( - l)k 
X + 2 = :3 ~o ~ (x - 1)\ Ix - 11 < 3 . (13) 

Obsérvese que la sustitución que se empleó en este ejemplo es una combinación de una 
traslación y un escalamiento. -

Supóngase de nuevo que 

f(t) Itl < p. (14) 

La sustitución t = Jé", en la cual m es un entero positivo, se llama sustitución de 
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potencia. Deja en el origen al centro del intervalo de convergencia y cambia el radio 
de convergencia a pI/m. La serie (14) se transforma en 

(15) 

EJEMPLO 4 

Hallar una serie de potencias para sen (X2) alrededor de Xo = O. 
Partiendo de la ecuación 3, hacemos que t = X2 y obtenemos de inmediato 

00 (-1)k X4k+2 x 6 

sen (X2) = L = X2 - - + ... 
k~O (2k + 1)! 3! ' 

- 00 < x < oo . (16) 

En los tres ejemplos anteriores podríamos haber hallado el desarrollo deseado en serie 
al calcular los coeficientes de Taylor de la función dada en el punto dado. Este 
procedimiento hubiera sido bastante más difícil en este caso, porque las derivadas 
sucesivas de sen (X)2 se complican cada vez más. Los métodos indirectos, como el que 
empleamos en este ejemplo, pueden ser muy útiles en tales casos. -

EJEMPLO 5 

Hallar una serie de potencias para f(x) = 2/(x2 + 2) alrededor de Xo = O. 
Para mostrar el empleo de una sustitución de potencia, emplearemos la serie (11) 

para 2/(x + 2). Cambiaremos primero a la variable a t de manera que tenemos 

Itl < 2. 

A continuación la sustitución t = X2 produce 

8 
+ .... (17) 

La misma sustitución en la desigualdad Itl < 2 da X2 < 2, o sea Ixl < ...f2. Así, el radio 
de convergencia de la serie (17) es ...f2. Obsérvese que, a diferencia del ejemplo 4, el 
radio de convergencia en este ejemplo sí se altera por la sustitución de potencia. 

La serie (17) se puede obtener también con facilidad si escribimos 

1 1 

1 + (x2 /2) 1 - ( - x2/2)' 

y haciendo que t = - x212 en la serie geométrica (10). -
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A veces puede ser necesario llevar a cabo varias sustituciones en sucesión para 
obtener un resultado deseado. Con la práctica, a menudo es posible combinar dos o más 
sustituciones sencillas en un solo paso. 

EJEMPLO 6 

Hallar una serie de potencias alrededor de xo = 3, para la función 

f(x) = e- (x - 3)'I2. 

De acuerdo con el ejemplo 3 de la sección 13.2, tenemos que 

" tk 

el = ¿ k" -00 < t < oo. 
k=O • 

Primero llevamos a cabo el escalamiento t = - u/2 para obtener 

'" (-l)k uk 

e- ul2 = ¿ --­
k=O 2k k!' 

La sustitución de potencia u = w 2 produce 

00 ( l)k 2k 
- ..'/2 _ " _-__ ~ 

e - L... 2k k" 
k=O • 

-00 < u < oo. 

-00 < w < oo. 

Por último, llevamos a cabo la traslación w = x - 3 con el resultado siguiente: 

-(x - 3)'/2 _ ~ (-l)k (x - 3)2k 

e - L... 2k k' ' 
k=O • 

-00 < x - 3 < oo. 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

Desde luego, se puede obtener la ecuación 21 en forma directa a partir de la ecuación 
18, mediante la sustitución única t = - (x - 3)212. Hemos descompuesto el procedi­
miento en varios pasos para que quede aclarado que esa sustitución sólo es una 
combinación de una traslación, un escalamiento y una sustitución de potencia. -

Combinaciones lineales 

Supongamos que 

f(x) Ixl < PI (22) 

y que 

g(x) Ixl < P2' (23) 
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En otras palabras, las series dadas tienen PI y P2 como sus respectivos radios de 
convergencia y sus sumas respectivas f(x) y g(x) dentro de sus intervalos de conver­
gencia. Sea P = mín(p¡, P2) el menor de los radios de convergencia de las dos series. 
Entonces, para cualesquiera constantes a y ~ y para toda x en el intervalo Ixl < p, 
tenemos que 

af(x) + ~g(x) a L akxk + ~ L bkxk 
k=O k=O 

L (aak + ~bk)Xk, Ixl < p. 
(24) 

k=O 

Este resultado se demuestra inmediatamente aplicando el teorema 12.2.2 a las series 
(22) y (23) en cada x fija del intervalo Ixl < p. En algunos casos, la serie resultante 
puede ser convergente en un intervalo mayor (véase problema 27). 

EJEMPLO 7 

Hallar una serie de potencias para 

h(x) 
5x + 4 

(x + 2) (x - 1) 
(25) 

que sea válida en algún intervalo con centro en el origen. Determinar el intervalo de 
validez. 

Desarrollando a h(x) en fracciones parciales, vemos que 

2 3 
h(x) = - - + - - o 

x+2 x-1 

De acuerdo con el ejemplo 2, sabemos que 

Ixl < 2, 

y según la ecuación 10, sabemos que 

1 Ixl < 1. 
1 - x 

Así, para l~ 1 < 1 podemos combinar las series (27) y (28) para obtener 

Ixl < 1 . • 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 
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Multiplicación de series 

También es posible multiplicar una serie de potencias por otra dentro de un intervalo 
común de convergencia. El procedimiento es semejante al de los productos de polino­
mios: formar todos los productos posibles de pares de términos, con un término de cada 
serie, para después reunir los términos que tengan los mismos exponentes. Así, si f y 
g tienen, de nuevo, las series de potencias (22) y (23), respectivamente, entonces 

(ao + a¡x + a2x2 + ... ) (bo + b¡x + b2x2 + ... ) 

aobo + (aob¡ + a¡bo)x + (aOb2 + a¡b¡ + a2bO)x2 + 

+ (aObk + a¡bk_¡ + . .. + akbO)xk + 

El coeficiente general en la serie del producto es 

k 

Ck = 2: a¡bk_¡ = aObk + a¡bk_¡ + ... + akbO. 
¡=o 

(30) 

(31) 

Obsérvese que Ck es una suma de k + 1 términos; esta suma comprende todos los 
productos posibles de pares de coeficientes de las dos series originales cuyos índices 
suman k. Como los coeficientes de la serie de productos, en general, tienden a ser más 
complicados cuando k crece, con frecuencia se aconseja sólo calcular los términos 
suficientes para el fin que se persigue. 

Como en el caso de las combinaciones lineales, la serie del producto converge al 
menos para Ixl < p, donde p = mín(p¡, P2) . En otras palabras, la serie del producto 
converge ciertamente en el intervalo de convergencia común de f y de g, y puede 
converger en un intervalo mayor (véase problema 28). 

EJEMPLO 8 

Hallar una serie de potencias para f(x) = eX/(1 - x) alrededor de xo = o. 
Para obtener una serie para f(x) podemos multiplicar entre sí las series que se 

obtuvieron antes para eX y para 1/(1 - x) (véanse las ecuaciones 18 y 10). El resultado es 

1 - x (
1 + x + X2 + x

3 
+ ... + Xk + ... ) 

2! 3! k! 

x (1 + x + X2 + x3 + . . . + Xk + ... ) 

1 + (1 + l)x + (1 + 1 + ;!)x
2 + (1 + 1 + ;! + ;!)x3 + . .. 
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+ 1 + 1 + - + - + . . . + - Xk + ( 1 1 1) 
2! 3! k! 

(32) 

y esta última serie converge al menos para Ixl < 1 .• 

Resumen 

Para contar con una referencia sencilla, a continuación damos una lista de algunos de 
los desarrollos en serie más importantes, de las funciones elementales, que con 
frecuencia se emplean para construir desarrollos para otras funciones. 

X2 Xk ::;c k 

e'= 1 +x+-+ . .. +-+ ... = "V::... 
2! k! ~()k! ' 

- 00 < x < 00; 

x J x' 
sen x = x - - + - - , . . + 

3! 5! 

X2k + l 

( - l)k + . 
(2k + 1)! 

:x: 2k + 1 

~) (- 1 Y (2: + 1)!' 

cos x 

1 
1 + x + X2 + . . . + Xk + . 

1 - x 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 20, hallar una representaci6n de la 
funci6n dada en serie de potencias cerca del punto dado. 
Emplear los métodos que se presentaron en esta secci6n y 
no la f6rmula de Taylor para obtener los coeficientes. En 
cada caso decir si converge la serie. 

1. f(x) = cos x, 

2. f(x) = senx, 

3. f(x) = cos x, 

Xo = 1T 

1T 

Xo = "2 
1T 

xo = "2 

1 
4. f(x) = 2 _ x' Xo = O 

1 
5. f(x) = 1 + 2x' Xo = O 

1 
6. f(x) = 1 + 2x' xo = 1 

3x + 4 
7. f(x) = (1 + 2x)(2 - x)' 

2x + 2 
8. f(x) = (x _ l)(x + 3), 

x - 4 
9. f(x) = (x _ l)(x - 2)' 

10. f(x) = sen3x, Xo = O 

x 
11. f(x) = cos 2' Xo = O 

U. f(x) = ex
/4, Xo = O 

-00 < x < 00; 

- 00 < x < 00; 

-1 <x<l. 

xo = O 

xo = O 

X o = O 
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23. f(x) = e> sen 3x
senx

25. [f(x»)2 26. [f(x)P

27. (a) A partir de la serie geométrica (10) para ftx) =
1/(1 - x), deducir una serie de potencias alrededor
de Xo = 0, para g(x) = x2/(1 - x). Obsérvese que
las series parafy g convergen sólo para lxl < 1.

(b) Hallar una serie de potencias alrededor de Xo = 0,
para h(x) = ftx) - g(x). ¿Dónde converge la serie
para h?

28. (a) Recuérdese la serie (10) paraftx) = 1/(1 - x), que
sólo converge para lxl < 1. Determinar también
una serie de potencias para g(x) = x(1 - x), alre-
dedor de Xo = O.

(b) Mediante una multiplicación de la serie de la parte
(a), determinar una serie de potencias alrededor de
Xo = 0, para h(x) = ftx)g(x). ¿Dónde converge esta
serie para h(x)?
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13. f(x) = cos' X - serr' x, Xo = O
14. f(x) = e-X, Xo = O

15. f(x) = e-x2
, Xo = O

16. f(x) = cosh x, Xo = O

17. f(x) = cosh 3x, Xo = O

En los problemas 25 y 26, suponer que f(x) = L; = o a,xk

para lxl < p y determinar los cinco primeros términos de
una serie de potencias alrededor de Xo = 0, para la función
dada.

18. f(x) = senh ~ Xo = O2'

19. f(x)
1

Xo = 32 - x ,

20. f(x) = eX
-
2, Xo = 2 "

En los problemas 21 a 24 emplear la multiplicación de
series para determinar los primeros cuatro términos de una
serie de potencias alrededor de xo, que sean distintos de
cero, para la función dada.

1 - x

21. f(x) = sen? x 22. f(x)

24. f(x)

= e-X cos x

13.5 DERIVACiÓN E INTEGRACiÓN
DE LAS SERIES DE POTENCIAS :.\

El hecho de que se pueda derivar e integrar una serie de potencias término a término
dentro de su intervalo de convergencia es notable y extremadamente útil. Esto significa
que cualquier función representada por una serie convergente de potencias se puede
derivar e integrar casi como si fuera un polinomio. Este hecho explica en gran parte el
lugar importante que tienen las series de potencias, tanto en la teoría como en las
aplicaciones en matemáticas.

'1

cc

f(x) = L a,j',
k=O

lxl < p, (1)

Teorema 13.5.1

Supóngase que

en la cual p > O.'Entonces
(a) f es una función derivable para lxl < p, y

d 00 d r 00 1 00 d
¡'(x) = dx L a,j' = dx I

L
ao+ La,j' I = L dx a,j'

k=O k=1 J k=1 - ...J
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ro =:L ka~-l, Ixl < p (2) 
k=l 

(b) f es integrable en cualquier intervalo contenido en Ixl < p, y 

~ ak = ~ ___ Xk+l, 

k=O k + 1· 
Ixl < p. (3) 

Acerca de este teorema tenemos algunas observaciones que merecen destacarse. En 
primer lugar, la serie que se obtiene por derivación o integración término a término 
tiene exactamente el mismo radio de convergencia que la serie original, aunque puede 
ser distinto el comportamiento en los extremos del intervalo de convergencia. Ademá4.­
estas series convergen a la derivada o a la integral de la suma de la serie original. Como 
el resultado de derivar o de integrar la ecuación 1 es otra serie convergente de potencias, 
el teorema se puede aplicar una y otra vez. Esto muestra, por ejemplo, que en realidad 
f tiene derivadas de todos los órdenes y que pueden calcularse derivando la serie (1) 
término a término un número adecuado de veces. Por último, nótese que esta derivación 
o integración término a término de una serie de potencias no es más difícil que la 
aplicación de las mismas operaciones a un polinomio. Así, las funciones que tienen 
desarrollos en series de potencias convergentes en algún intervalo Ixl < p son particu­
larmente bonitas desde un punto de vista analítico. Han sido escogidas para dedicarles 
un estudio amplio y se les ha dado el nombre especial de funciones analíticas. 

La demostración del teorema 13.5.1 aparece en textos más avanzados como un 
caso especial de un resultado más general que depende de algunos conceptos que no 
hemos discutido. Por tanto la omitiremos. Los ejemplos siguientes muestran cómo se 
puede emplear. 

EJEMPLO 1 

Hallar una serie de potencias para f(x) = (l - X) - 2 alrededor de Xo = 0, y determinar 
su radio de convergencia. 

Obsérvese que 

1 d 1 
(4) 

(1 - X)2 dx 1 - x 

y recuérdese (ejemplo 5 de la sección 13.2) que 

1 ., 
--- = L Xk = 1 + x + X2 + 
1 - X k=O 

Ixl < 1. (5) 

Así, se puede obtener la serie de potencias que se desea para f(x) al derivar la serie (5) 
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término a término; el resultado es 

1 '" 
----2 = ¿ kXk-1 

(1 - x) k~1 
1 + 2x + 3X2 + .. Ixl < 1. (6) 

El teorema 13.5.1 justifica la derivación término a término. Este teorema asegura 
también que el radio de convergencia de la serie (6) que resulta es el mismo que el de 
la serie (5) .• 

EJEMPLO 2 

Hallar una serie de potencias para f(x) = ln(1 + x) alrededor de Xo = O, Y determinar 
su radio de convergencia. 

Observemos que 

Ix dt 
ln(l + x) = --, 

o 1 + . t 
(7) 

y que la serie para (1 + t)-I se puede obtener de la serie (5) para (1 - X) - I con la 
sustitución de escalamiento t = -x. Así, 

1 '" 
-- = ¿ (- 1) kt k = 1 - ( + t 2 - (3 + . . 
1 + ( k~O 

ItI < 1. (8) 

Sustituyendo la serie (8) en la ecuación 7 e integrando término a término, obtenemos 

ln(l + x) = {x (i (-lY(k) dt = i ( - 'l)k {x (k dt 
Jo k~O k ~ O Jo 

'" k+1 
= ¿ (_l)k_X_ 

k~O k + 1 

X2 x 3 x 4 

= x--+- --+ 
2 3 4 

Ixl < 1. (9) 

De acuerdo con el teorema 13.5.1, el radio de convergencia de la serie (9) es el mismo 
que el de la serie original (8) .. Esto también se puede demostrar aplicando directamente 
el criterio de la razón a la serie (9). 

Vale la pena hacer notar que en x = 1 la serie (9) se convierte en la serie armónica 
alternante que, como sabemos, converge. Si es legítimo hacer que x = 1 en la ecuación 
9, entonces obtendremos 

111 
In 2 = 1 - - + - - - + 

234 
(10) 

que es un resultado que se mencionó en la sección 12.6. Sin embargo, de ningún modo 
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es obvia la validez de hacer que x = 1 en la ecuación 9, ya que esta ecuación se obtuvo 
de la ecuación 8 integrando desde O hasta x , y x = 1 no queda dentro del intervalo de 
convergencia de la serie (8) . De hecho, la ecuación 10 se infiere a partir de una 
propiedad de las series de potencias, conocida como el teorema de Abel, que se discute 
en textos más avanzados. Simplemente aceptaremos la ecuación 10, sin intentar más 
dar su justificación. - . 

EJEMPLO 3 

Hallar una serie de potencias para f(x) = arc tan x alrededor de Xo = O y determinar 
su radio de convergencia. 

Es útil notar que 

Ix dt 
arc tan x = -1- - 2 ' 

o + t 
(11) 

y que una serie de potencias para (1 + t2)-1 se puede obtener de la ecuación 5 al hacer 
que x = _(2. Esta sustitución es una combinación de una sustitución de potencia y una 
de escalamiento. 

Tenemos entonces 

Itl < 1. 

Por último, integramos término a término esta serie y con ello obtenemos 

arc tan x = ~o ( - l)k I: t2k dt 

00 (_1)kX2k+1 

2: -"---"-----­
k~O 2k + 1 

7 
+ ... , Ixl < 1. 

(12) 

(13) 

La serie (13) converge también en x = ± 1 según el criterio de la serie alternante. 
Como en el ejemplo 2, es posible justificar que x = ± 1 si se recurre al teorema de Abel. 
Para x = 1, el resultado es 

4 

1 - + .. 
7 

(14) arc tan 1 
1T 

que se conoce como la serie de Leibniz. Esta serie fue una de las primeras series 
infinitas con que se encontraron los matemáticos. En principio, da un medio para 
calcular 1T con cualquier grado de exactitud, pero en realidad converge demasiado 
lentamente para tener un uso práctico en computación (ver problemas 17 y 18). -
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EJEMPLO 4 

Sea 

f(x) 

Evaluar 

{

se: x, 

1, 

x oF- O; 

x = o. 

1 = { f(x) dx 

con un error no mayor que 0.000001 = 10-6• 

(15) 

(16) 

No podemos emplear el teorema fundamental del cálculo para evaluar la integral 
1, porque no disponemos de una antiderivada del integrando. Sin embargo, si pudiéra­
mos hallar una serie de potencias para f(x), podríamos emplear el teorema 13.5.1 para 
calcular 1 con la exactitud necesaria. De acuerdo con el ejemplo 4 de la sección 13.2 
tenemos que 

00 ( - l)k X2k +1 

sen x = ~o (2k + 1)! = x 
(17) 

y esta serie converge para toda x. Si x i= O, podemos dividir la ecuación 17 entre x para 
obtener 

sen x 00 (-l)k X2k X2 x 4 
-= 2: = 1 --+--

x k= O (2k + 1)! 3! 5! 
x oF- O. (18) 

Sin embargo, la serie del lado derecho de la ecuación 18 no sólo converge para toda x, 
sino que también tiene el valor 1 cuando x = O. Así, representa la función f que da la 
e('uación 15, para toda x . Para calcular 1, integramos término a término la ecuación 18 
y con esto se obtiene 

J
I (00 ( - l)k X2k ) 

] - 2: dx 
o k=O (2k + 1)! 

00 ( - l)k J I 
= 2: X2k dx 

k=O (2k + 1)! o 

( - l)k 

= ~o (2k + 1)!(2k + 1) 

1 1 1 
= 1 - 3!3 + 5!5 - 7!7 + 

(19) 

El criterio de la serie alternante (teorema 12.6.1) establece que el error en el que se 
incurre al truncar la serie (19) es menor que la magnitud del primer término después 
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del truncamiento. Así, buscaremos una k tal que 

1 1 
------------~ < --
(2k + 1)!(2k + 1) 106 ' 

(20) 

El valor mínimo de k que satisface la desigualdad (20) es k 4. Por lo que sólo 
necesitamos emplear los términos que corresponden a k = 0, 1,2 Y 3 en la ecuación 19 
para evaluar a 1 con la exactitud deseada. El resultado es 

1 == 0.946083 (21) 

cuyo error no es mayor que uno en la última cifra decimal. -

Relación entre las series de pótencias y la serie de Taylor 

Trataremos ahora la cuestión de cómo se relaciona una serie de Taylor con una serie 
de potencias. Esta pregunta surgió primero al principiar la sección 13.4, en relación 
con los ejemplos en esa sección. Es claro que toda serie de Taylor 

f ¡<k)(XO)(x - XO)k 

k=O k! 
(22) 

tiene la forma de una serie de potencias en las cercanías de x = Xo. Así, la pregunta es 
si una serie de potencias convergente debe ser una serie de Taylor para la función a la 
que converge. En otras palabras, si 

f(x) = 2: ak(x - XO)k, Ix - xol < p, (23) 
k=O 

¿es necesariamente cierto que los coeficientes ak están dados por la fórmula de Taylor 

k = 0,1,2, . .. ? (24) 

Para contestar esta pregunta emplearemos el teorema 13.5.1 repetidamente para evaluar los 
coeficientes de la ecuación 23. Primero haremos que x = Xo en esa ecuación, lo cual da 

A continuación, derivando la ecuación 23 y haciendo que x = xo, obtenemos 

Aplicando el proceso por segunda vez se obtiene 

f"(xo) 
2! = a2' 
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De hecho, el teorema 13.5.1 justifica la derivación repetida de la ecuación 23. Haciendo
que x = Xo después de cada derivación se obtiene la ecuación 24. Así, los coeficientes
de la ecuación 23 son exactamente los coeficientes de Taylor para f en el punto x = Xo,

y por tanto la serie (23) es la serie de Taylor para la suma f(x) alrededor dexo. Llegamos
a la conclusión que toda serie de potencias convergente, obtenida ya sea mediante
sustituciones, derivación, integración u otras formas, es la serie de Taylor para la
función a la cual converge. Este argumento se aplica a todos los ejemplos de esta
sección y de la anterior.

Un caso especial importante de este resultado aparece si la suma f(x) es cero para
todos los valores de x en un intervalo abierto que contenga a xo. Como los coeficientes
de la serie (23) deben estar dados por la ecuación 24, se sigue que cada coeficiente es
cero. En otras palabras, si

L ak(x - xoY = O
k~O

para toda x en lx - xol < p, entonces a, = O para k = O, 1,2, ... También, si

L ak(x - xoY = L bk(x - XO)k
k~O k~O

para toda x en lx - xol < p, entonces ak = b, para k = O, 1,2, ....

PROBLEMAS

En los problemas 1 a 16, obtener una serie de potencias
para la función dada alrededor del punto dado. Emplear los
métodos de esta sección y de la anterior en lugar de la
fórmula de Taylor para obtener los coeficientes. En cada
caso decir si converge la serie.

2x
8. f(x) = (1 + X2)2' Xo = O

x
9. f(x) = are tan 2' Xo = O

10. f(x) = f are tan t dt,

11. f(x) = f In(l + t2) dt,

Xo = O Xo = O1. f(x) = In(l - x),

2. f(x) = In(l - 2x),

1 + x
3. f(x) = In 1 _ x'

4. f(x) = In(1 + x),

5. f(x) = f e-¡' dt,

1

Xo = O Xo = O

Xo = O
{ eX - 1 x ~ O;U. f(x) = x' Xo = O

1, x = O;

13. f(x) o { :

- cos x
x~O

x2
Xo = O

2' x = O;

f senh t14. f(x) = -- dt, Xo = O
o t

Xo = 1

Xo = O

6. f(x) = (1 + 2X)2'

1

Xo = O

7. f(x) = (1 + 2x)J' Xo = O
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15. f(x) L
X/2 _ln...-'.(1_+_t...!..) 

dt, 
o t 

xo o 

L
x 1 - cos t 

16. f(x) = 2 dt, 
O t 

xo = O 

e17. (a) Emplear ocho términos de la serie de Leibniz 
(ecuación 14), para calcular un valor aproximado 
de TI. 

(b)Emplear el teorema 12.6.1 para calcular cuántos 
términos de la ecuación 14 se deben tomar en 
cuenta para obtener un valor de TI cuyo error no 
sea mayor que 10- 2. 

©18. (a) Emplear cuatro términos de la serie (13) para cal­
cular un valor aproximado de arc tan t. Emplear el 
teorema 12.6.1 para determinar una cota del error 
E. 

(b) Sea 6 = arc tan t. Emplear la identidad 

tan A + B 
tan(A + B) = 1 A B - tan tan 

(i) 

para mostrar que tan 26 = f2, tan 46 = :;~, y que 
. . 

tan (~ - 46) = __ 1 
4 239· 

(c) A partir de la ecuación (ii), demostrar que 

TI 1 1 
- = 4arc tan - - arc tan -
4 5 239· 

(ii) 

(iii) 

(d) Emplear un término de la serie (13) para calcular 
un valor aproximado de arc tan 2~9. Emplear el 
teorema 12.6.1 para determinar una cota del error 
IEI. 

(e) Combinar los resultados de las partes (a), (c) y (d) 
para obtener un valor aproximado de TI . Determi­
nar la cota del error IEI. 

En los problemas 19 a 23 hallar una representación en 
forma de serie para la integral dada. Determinar el número 
de términos que se necesitan para aproximar el valor de la 
integral con un error E que no sea mayor que la magnitud 
especificada. Calcular un valor aproximado de la integral 
empleando ese número de términos. 

L
l l - cos X 'J 19. 1 = 2 dx; 

O x 

1,,/2 1 - cos x dx . 
<D 20. 1 = 

X 2 ' 

IEI ~ 10- 8 

IEI ~ 10- 6 

<i:; 21. 1 = Le-x' dx; IEI ~ 10-5 

., 22. 1 = L sen(x2) dx; IEI ~ 10- 8 

C> 23. 1 = (1 12 In(l + x) dx; IEI ~ 10- 4 
Jo x 

24. Determinar el valor de la trigésima derivada de 
sen(x)2 para x = O. 

25. La función 

es la función de Bessel de la primera especie de orden 
cero. Determinar el radio de convergencia de la serie 
para Jo. Demostrar que Jo(x) satisface la ecuación 
diferencial 

xJ~ + J¿ + xJo = O. 

Son importantes las funciones de Bessel porque esta 
ecuación, y otras relacionadas con ella, se presentan 
con frecuencia en la física matemática; por ejemplo, 
en problemas donde intervienen vibraciones o con­
ducción de calor en un cilindro circular. 

*26. Consideremos la ecuación polinomial 

, 3 + , - (2 + E) = O (i) 

en la cual IEI es pequeño. Cuando E = O, la ecuación 
se reduce a ? + , - 2 = O. En este caso las raíces son 
, = 1 y, = (-1 ± i..fl)/2. Supongamos que deseamos 
examinar cómo depende de E la raíz real cerca de 
, = 1 cuando E es pequeña, pero no es cero. En este 
problema indicaremos un método útil para casos 
como éste. 

(a) Suponer que se puede representar, mediante una 
serie de potencias de E, esto es 

(ii) 

en la cual se deben determinar los coeficientes ao, 
a¡, a2, . . . para que se satisfaga la ecuación (i). 
Demostrar que 

+ (3a~a2 + 3aoa~)E' + . . . . (iii) 
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(b) Sustituir las ecuaciones (ii) y (iii) en la ecuación 
(i) y agrupar los coeficientes de las potencias igua­
les de E. Demostrar que la ecuación (i) se satisface 
si y sólo si 

(a8 + ao - 2) + (3a~al + al - 1)E 

+ (3a~a2 + 3aoar + a2)é + .. . = O. (iv) 

(c) Para que sea válida la ecuación (iv) para una E lo 
suficientemente pequeña, es necesario que el coe­
ficiente de cada potencía de E sea cero. ¿Por qué? 
Así 

a8 + ao - 2 = O, 

Como estamos investigando la raíz cerca de x = 1, 
escojamos a ao = 1 Y despejamos a continuación 
al Y a2' Nótese que se podrían determinar más 
coeficientes manteniendo más términos en las 
ecuaciones (ii), (iii) Y (iv). 

*27. En este problema mostraremos cómo hallar una serie 
de potencias que represente a la función que satisface 
la relación 

f'(x) - xf(x) - 1 = O (i) 

donde feO) = l. 

(a) Supongamos que para Ixl < p, 

f(x) = ¿ akxk = ao + alx 
k ~ O 

(h) 

Demostrar que cuando ao = 1, 

f'(x) = al + 2~x + . . . + (k + 1)ak+1 Xk 

+ . .. = ¿ (k + 1)ak+1 x\ (iii) 
k ~O 

y que 

xf(x) = x + alx2 + ... + ak- l Xk 

+ ... = x + ¿ ak _lxk. (iv) 
k ~ 2 

(b)Sustituir las ecuaciones (iii) y (iv) en la ecuación 
(i) y agrupar los coeficientes de las potencias igua­
les de x. Demostrar que se satisface la ecuación (i) 
si y sólo si 

(al - 1) + (2~ - 1)x 

+ (3a3 - aJx2 + 

+ [(k + 1)ak+1 - ak _llxk + ... = O. (v) 

(c) Para que sea válida la ecuación (v) para toda x en 
Ixl < p es necesario que el coeficiente de cada 
potencia de x sea cero. Así, a l -1 = 0, 2a2 - 1 = 
0, 3a3 - al = 0, y en general 

(k + 1)ak + 1 - ak - l = O, 

k = 2, 3, . . (vi) 

A este conjunto de ecuaciones se le conoce como 
una relación de recurrencia, porque expresa a 
cada coeficiente en términos de uno precedente. 
Resolver la relación de recurrencia y con ello 
determinar los coeficientes de la serie (ii). 

(d) Determinar el radio de convergencia para la serie 
(ii). 

Sugerencia: considerar la serie (ii) como una suma 
de dos series que constan de los términos con 
potencias impares y pares, respectivamente. 

13.6 LA SERIE BINOMIAL Y ALGUNAS OTRAS SERIES 

En álgebra elemental se aprende que el desarrollo binomial de (1 + x)", donde n un 
entero positivo, es 

(1 + x)" = 1 + nx + n(n - 1) X2 + .. . 
2 
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+ n(n - 1) .. . (n - k + 1) Xk + ... + xn. (1) 
k! 

Deseamos ahora generalizar este desarrollo para el caso en el que el exponente n no es 
un entero positivo. Esto nos llevará a una serie infinita muy importante, que se conoce 
como la serie binomial. 

Considere la función 

f(x) = (1 + x)et, (2) 

en la cual a es un número real arbitrario. Construiremos la serie de Taylor para f(x) 
alrededor del origen. Para hacerlo, calculamos los coeficientes de Taylor ak mediante 
la fórmula 

k = O, 1,2, .. .. (3) 

Las derivadas sucesivas de f son 

f'(x) = a(l + X)et - l, f"(x) a(a - 1) (1 + X)et-2, (4) 

y en general son 

f(k) (x) = a(a - 1) ... (a - k + 1) (1 + x)et - k; k = 1,2, . . . . (5) 

Así, de acuerdo con la ecuación 3 tenemos que 

a(a - 1) 
ao = 1, al = a, az = ---"----'- , . ... 

2! 
(6) 

La fórmula general para los coeficientes es 

a(a - 1) ... (a - k + 1) 
ak = k! ' k = 1,2, ... . (7) 

En consecuencia, empleando el teorema 13.2.1, teorema de Taylor, y su corolario, 
podemos escribir 

(1 + x)et = 1 + ax + a(a 2~ 1) Xz + . . . 

a( a - 1) . . . (a - n + 1) (8) + xn + Rn+l (x), 
n! 

en el cual Rn+ ¡(x) está dado ya sea por la ecuación 8 o por la ecuación 9 de la sección 
13.2. Si podemos demostrar que 

lím Rn+l (x) 
rt->'" 

O (9) 
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para un intervalo lxl < p, entonces, de acuerdo con la ecuación 8, para ese intervalo 

u(u - 1) 
(1 + x)<l = 1 + ux + X2 + . 

2! 

u( a - 1) ... (a - k + 1) k 

+ k! x + 

1 + i: _a(-,-u __ 1-,-) _" _" _ . ..:....( a_-_k_+_1...é..) Xk 

k! k =l 

Ixl < p. (lO) 

A la serie 10 se le conoce como la serie binomial y a sus coeficientes se les llama 
coeficientes binomiales. En el último renglón de la ecuación 10 hemos empleado la 
notación convencional 

(
a) = a(u - 1) ... (a - k + 1) 
k k! ' 

k ~ 1 (11) 

para los coeficientes bin0!lliales. El término superior en la expresión (f) es el exponente 
de (1 + x), mientras que el número inferior indica los términos individuales de la serie. 

Obsérvese que si a es un entero n no negativo, entonces el último término de la 
serie (10) es aquél para el cual k = n. Así, la serie infinita se reduce a un polinomio de 
grado n que es idéntico al polinomio de la ecuación 1. En este caso no surge la cuestión 
de la convergencia de la serie (10). 

Nuestro interés principal es para el caso en el cual u no es un entero no negativo, 
porque no se termina la serie, sino que es una serie infinita verdadera. Una manera de 
demostrar que la serie (lO) converge a (1 + x)<l para un intervalo lxl < p es comprobar 
que la ecuación 9 es válida en ese intervalo. Sucede que esto es bastante difícil; en el 
problema 15 se dan algunas indicaciones de cómo se podría proceder. Un método 
alternativo, más de acuerdo con la sección 13.5, se describe en el problema 16. Nos 
contentaremos aquí con una determinación del radio de convergencia de la serie 
binomial (10). 

I 
(t+ l)X

k 
+ 1 I = I-u..:....( u_----".l )_"_"_·_(:.-a_-_ k_ +---".l )_(-'-.a_- _k-'.)_x_k 

+ 1 

(k)xk (k + 1)! 

k! I 
x a(a - 1) " .. (a - k + l)x k 

k - a 
= k + 1 Ixl, para k > a 

~ Ixl, cuando k ~ oo. (12) 
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ASÍ, la serie (11) tiene como radio de convergencia p = 1. La serie converge absoluta­
mente para Ixl < 1 Y diverge para Ixl < 1. Es más difícil investigar su comportamiento 
cuando x = ± 1 y se omite esta discusión. 

EJEMPLO 1 

Hallar la serie de Taylor para f(x) = (1 + X)-1I2 alrededor de Xo = O. 
La serie requerida es la serie binomial (10) con a = -~. Tenemos entonces que 

1 i (-!) Xk 
k = O k 

00 (_!) (_! _ 1) ... (-! - k + 1) k 

= 1 + t-l k! x , \x\ < 1. (13) 

Los coeficientes de esta serie se pueden escribir de un modo algo más sencillo como 
sigue: 

( -!) ( -! - 1) ... ( - ! - k + 1) ( -l)k m (! + 1) ... (! + k - 1) 
k! k! 

= ( - l)k ! . ~ . ~ ... 2k - 1 
k! 2 2 2 2 

( -l)k 1 . 3 . 5 ... (2k - 1) 

2kk! 

Empleando esta ecuación, podemos reformular la serie (13) del siguiente modo: 

1 

1 3 5 
1 - - x + - X2 - - x 3 + 

2 8 16 
\x\ < 1. • 

EJEMPLO 2 

Hallar la serie de Taylor para f(x) = (1 - X2)-112 alrededor de Xo = O. 

(14) 

(15) 

Se obtiene la serie deseada reemplazando a x por -x2 en la ecuación 15 . Estas 
sustituciones se describieron en la sección 13.4. Se obtiene así 

1 00 (-l)k 1 . 3 . 5 ... (2k - 1) 
1 + t-l 2kk! ( - X2)k 

~ 1 . 3 . 5 . . . (2k - 1) X2k 

1 + f:l 2kk! 
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1 3 5 
1 + - X2 + - X4 + - X6 + 

2 8 16 
Ixl < 1. 111 (16) 

EJEMPLO 3 

Hallar la serie de Taylor para f(x) = are sen x alrededor de Xo = O. 
Recordemos que 

Ix dt 
arc sen x = ~ ¡:;----::;. 

o vI - t2 
(17) 

Al usar la serie (16) y al integrar término a término de acuerdo con el teorema 13.5.1, 
encontramos que 

_ (x [ <X> 1· 3 . 5 ... (2k - 1) 2k] 
arc sen x - Jo 1 + ~1 2kk! t dt 

_ (x , '" 1· 3 . 5 . . . (2k - 1) (x 
- Jo dt -r ~1 2kk! Jo t

2k 
dt 

'" 1· 3 . 5 ... (2k - 1) X2k+l 

= X + ~1 2kk! 2k + 1 

1 3 5 
= x + - x 3 + - x 5 + - x 7 ••• 

6 40 112 ' 
Ixl < 1. I (18) 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 14, hallar la serie de Taylor para la 
función dada alrededor del punto dado. Determinar el radio 
de convergencia de la serie. 

1. f(x) = (1 + X)1 /2, Xo = O 

2. f(x) = (1 + X2)-1 /2, Xo = O 

3. f(x) = (4 + X) - 1I2, Xo = O 

4. f(x) = (1 - 4X)-1I2, Xo = O 

5. f(x) = ln(~ + x), Xo = O 

Sugerencia: determinar f' (x). 

6. f(x) = are senh x , X o = O 

x 
7. f(x) = arc sen -, a> O, XO = O 

a 

8. f(x) = v'l+X - ~, Xo = O 

1 
9.f(x) =.~ .~, xo =O 

v1 +x+v1- x 
1 

10. f(x) = ~' a > O, XO = O 
a 2 - X2 

11. f(x) = V3+X, Xo = 1 

12. f(x) = (3 - X) - II2, Xo = 2 

13. f(x) = (1 + X)2/J, Xo = O 

14. f(x) = (8 - X)IIJ, Xo = O 

Convergencia de la serie binomial 
En los problemas 15 y 16 indicaremos dos métodos para 
demostrar la convergencia de la serie binomial. El proble­
ma 15 implica a una investigación directa del residuo, 
mientras que en el problema 16 se emplea un método 
indirecto. 
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°15• (a)Recordemos la forma integral para el residuo en el 
teorema de Taylor (ecuación 8 de la sección 13.2) 
con Xo = O: 

1 IX R,'+I(X) =, (x - t)n f(n +') (t) dt. 
n. o 

Sea f(t) = (1 + t)o:; demostrar que 

a(a - 1) . . . (a - n) 
R,'+I(X) = I n. 

x dt. Ix (x - t)n 
o (1 + t)n + l - c 

(b)Si O ~ t ~ x, o six ~ t ~ O, Y si Ixl < 1, demostrar 
que 

Ix - ti ~ IxI-
1 + t 

Sugerencia: ver por separado los casos en que 
x 2:: O Y x ~ O. 

(c) Sea O ~ x < l. Emplear el resultado de la parte (b) 
de la expresión para Rn+ 1 que se obtuvo en la parte 
(a), y demostrar que 

Io:(a - 1) ... (o: - n51 IRn+,(x)1 ~ , xn 
n. 

x I: (1 + t)c-I dt. (i) 

(d)L1evando a cabo la integración que se indicó en la 
ecuación (i), demostrar que 

1(0: - 1) ... (o: - n)1 IRn+,(x)1 ~ , 
n. 

x x nl(l + x)c - 11. (ii) 

(e) A partir de la ecuación (ii), deducir que Rn+1(x) ~ 

O cuando n ~oo para O ~ x < l. 
(f) Repetir las partes (c), (d) y (e) para el caso 

-1 < x < O Y demostrar que Rn+l(X) ~O cuando 
n ~ 00 también en este caso. Por tanto, la serie 
binomial converge para Ixl < l. 

°16• Sea f(x) la suma de la serie binomial 

Ixl < 1. 

Describiremos un método para mostrar que f(x) 

(1 + x)o. 

(i) 

(a) Al derivar la ecuación (i) y al correr el índice de 
la suma, demostrar que 

f'(x) = ~ (k ~ l)(k + l)xk, 

Ixl < 1. (ii) 

(b)Mostrar que 

(1 + x)f'(x) ~ [ e ~ 1) (k + 1) 

+ (~)k JXk, Ixl < 1. (iii) 

(c) Mostrar que 

(iv) 

(d)Sustituir la ecuación (iv) en la ecuación (iii) y 
mostrar que 

f'(x) _ _ a_ 
f(x) - 1 + x· 

(v) 

(e) Despejar f(x) de la ecuación (v). Nótese, de la 
ecuación (i) que f(O) = 1, Y emplear esta condi­
ción para evaluar la constante de integración. 

°17• Longitud del arco de una elipse. Este problema 
generaliza los resultados de los problemas 15 y 16 de 
la sección 7.3. Considerar la elipse cuyas ecuaciones 
paramétricas son las siguientes: 

x = a sen t, y = b cos t, O ~ t ~ 2'!T (i) 

donde a 2:: b > O. 

(a) Mostrar que el perímetro de la elipse está dado por 
la integral 

s = 4a 1"12 (1 - k2sen2 t)"2 dt = 4aE(k) 

(ii) 

donde ¡(2 = 1 - (b2Ia2
) es el cuadrado de la 

excentricidad de la elipse y O ~ ¡(2 > 1. La integral 
de la ecuación (ii) se conoce como una integral 
elíptica completa. Nótese que cuando k = O la 
elipse se transforma en un círculo y que E(O) = 
'!T/2 . 

(b)Empleando la serie binomial para el integrando, 
demostrar que 

(,,12 [ 
E(k) = Jo 1 2 
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00 1 . 3 . 5 . .. (2n - 3) 
- L 2n , n=2 n . 

X k 2n sen2n t] dt 

= - - - sen2 t dt TI k21"/2 
2 2 o 

00 1. 3 . 5 ... (2n - 3) - L pn 
n=2 2nn! 

PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 6, determinar el intervalo de conver­
gencia de la serie de potencias dada. Determinar si la serie 
converge absolutamente, condicionalmente, o diverge, en 
cada punto extremo. 

1. ± Xk 

k=O (2k + 1)2 

~ X2k+l 

2. L ( )3 k=O 2k + 1 

x (t + 1)2k 
3. L 2k 

k=O 

_ ~ tk 

4. L.J 
k=O (k + 1)(2k + 1) 

x (-1)k - \ (k - 1) k 

5. L 2 X 
k=O k + 1 

~ (2k)! k 
6. ~\ 6k(k!)2 X 

En los problemas 7 a 12, determinar el radio de convergen­
cia de la serie de potencias dada. 

x k' k 

7 L~ 
• k= O 2k 

q ± 2k 
Xk 

, . k=O Vk+l 

11±~ 
• k=2 k(ln k)2 

8 ± (k + 1)! Xk 

• k=O (2k + 1)! 

10. ± (-1)k X k 

k=O 1 + Vk 

u. ~ sen (;2) Xk 

En los problemas 13 a 20 hallar la representación en serie 
de potencias de la función dada alrededor de Xo. Establecer 
el intervalo de convergencia de la serie de potencias. 

2 
13. f(x) = 2 + x 3' Xo = O 

x 
14. f(x) = COS2

2, Xo = O 

1 + X2 
15. f(x) = -1--2 ' Xo = O - x 

(,,/2 
X Jo sen2n t dt . 

(iii) 

(c) Aproximar a E(k) para k pequeña evaluando los 
primeros tres términos de la serie (iii), esto es, 
incluyendo términos hasta que aparezca k4. 

(d)Emplear el resultado del problema 39 de la sección 
9.2 para mostrar que 

E(k) = 2!: {1 - i [ (2n~!2] 2 ~}. 
2 n=\ (2nn.) 2n - 1 

4x 
16. f(x) = (1 _ x 2)2' X o = O 

17. f(x) = ln(a + bx), Xo = O 

18. f(x) = f In(l + t) dt, Xo = O 

19. f(x) = (1 + X)\l3, Xo = O 

20. f(x) = 1/~, Xo = O 

En los problemas 21 a 24 determinar los primeros tres 
términos del desarrollo en serie de potencias para la fun­
ción f(g(x)) alrededor de Xo: 

(a) Hallando el polinomio de Taylor apropiado; 

(b)Sustituyendo la serie para g(x) en la serie para f(x). 

21.f(x)=senC~x)' xo = O 

22. f(x) = 1 + ln~x + 1)' Xo = O 

23. f(x) = esen x , Xo = O 

24. f(x) = sen(senx) , Xo = O 

En los problemas 25 a 28 determinar el residuo asociado 
con el polinomio de Taylor Pn(x) de la función dada alre­
dedor dexo. 

25. f(x) = (x - 1)\13, X o = 2, n = 3 

26. f(x) = tanhx, Xo = O, n = 2 

27. f(x) = In (_1_), Xo = O, n = 3 
1 + x 

28. f (x ) = e(Jn x )2, Xo = 1, n = 1 
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29. Determinar los primeros cuatro términos distintos de 
cero en el desarrollo de Taylor para f(x) = tanh x 
alrededor de x = O. 

Sugerencia : tanh x = (¿ - e- X)/(¿ + e-X) . 

30. Sumar la serie 

-l < x < l. 

31. Hallar los primeros tres términos de la serie de poten­
cias para 

f(x) 
1 - x 

alrededor de Xo = O 

multiplicando las series para 1/(1 - x) y para ¿ '. 

32. Hallar los primeros cuatro términos de la serie de 
potencias para 

f(x) = ln(x + 1) 
eX 

alrededor de Xo = O 

multiplicando las series para e- x y para ln(x + 1). 

33. Demostrar que 

TI x ( -1) " 

~o 3" v'3 (2n + 1) 6 

Sugerencia: considerar el desarrollo para arc tan x. 

34. ¿Es cierto que 

TI x (-1)" 3" 
v'3 ¿ ? 

":0 2n + 1 3 

Sugerencia: considerar el desarrollo para arc tan x . 

En los problemas 35 a 38, emplear el método usado en el 
problema 27 de la sección 13.5 para construir una solución 
del problema dado con valor inicial. 

35.y' - 2xy = O, 

36. y' - Y = x, 

y(O) = Yo 

y(O) -1 

37. y' - Y - eX = O, y(O) = 1 

38. (x + 1)2 y' + (x + 1) Y = 1, y(O) = O. 

En los problemas 39 a 42 emplear el método usado en el 
problema 26 de la sección 13.5 para aproximar el cero del 
polinomio dado que queda cerca del valor dado. Tomar en 
cuenta los términos hasta del orden e2

. 

39. X l + ex - 8 = O; X o = 2 

40. X 2 - (5 + e)x + 6 + 3e = 0, 

'¡l. X l - ex2 - 3x + 2 + 2e = 0, 

X o = 2 

X o = -2 

'¡2. X2 + ex - (1 + 2e) = 0, Xo = 1 

En los problemas 43 a 46, demostrar que existe la integral 
dada. Mediante una representación del integrando en serie 
de potencias, calcular el valor aproximado de la integral 
con un error cuya magnitud no sea mayor que 10- 6

. 

lO.1 tan x 
4.\. -- dx 

o x 

_ l O.1 ln(cos x) 
4~. dx 

o x 

. , 

lO.25 arc sen x 
44. ---dx 

o x 

lO.1 2X - 1 
46. --- dx 

o x 
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Capítulo 14 

El tema de la geometría analítica, que relaciona al 
álgebra con la geometría, se basa en la capacidad de 
identificar puntos geométricos mediante números, y 
viceversa. Esta correspondencia depende a su vez de la 
definición de un sistema de coordenadas. Hasta ahora 
sólo hemos empleado coordenadas rectangulares, que 
son las más comunes. Sin embargo, también hay mu­
chos otros sistemas de coordenadas posibles y en algu­
nos casos uno de ellos puede ser más conveniente que 
las coordenadas rectangulares. En este capítulo estu­
diaremos el sistema de coordenadas polares. 

14.1 EL SISTEMA DE 
COORDENADAS POLARES 

Para establecer un sistema de coordenadas polares* se 
selecciona un punto O en el plano, como el polo, y se 
selecciona un rayo, o semirrecta, que parte de O y se 
conoce como eje polar (véase figura 14.1.1). Un punto 
P se identifica mediante un par de números (r, 8), 
donde r es la distancia de O a P y 8 es el ángulo que el 
segmento de recta OP forma con el eje polar. Por 
convención se consideran como positivos a los ángulos 
que se miden en sentido levógiro, y como negativos a 
los que se miden en sentido dextrógiro. 

* El primer empleo de las coordenadas polares lo llevó a cabo Isaac 
Newton en De Methodis Serierum et Fluxionum, escrito alrededor de 
1671, pero que no se publicó sino hasta 1736. La primera referencia 
publicada de esas coordenadas se debió a Jacob Bernoulli en 1691. 

, 

CALCULO 

Coordenadas 
polares 
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744 COORDENADAS POLARES 

P(2. i) 

Eje polar 

r=3 

o 

Figura 14.1.1 Figura 14.1.2 

En la figura 14.1.2 hemos marcado varios puntos a partir de sus coordenadas 
polares. El punto P(2, 'IT/3) está a dos unidades de distancia del polo, a lo largo del 
rayo, que forma un ángulo de 'IT/3 radianes con el eje polar. El punto Q(3, 5'IT/4) queda 
a tres unidades del polo y el segmento de recta OQ forma un ángulo de 5'IT/4 radianes 
con el eje polar. El mismo punto Q tiene también las coordenadas (3, - 3'IT/4). El ángulo 
-3'IT/4 se mide en el sentido negativo dextrógiro desde el eje polar hasta el segmento 
de recta OQ. 

También es deseable permitir que r, al igual que 8, tome un valor negativo. Por 
ejemplo, en la figura H.1.3 el punto Q( - 3, 'IT/4) se encuentra localizando el rayo que 
forma un ángulo de 3'IT/4 radianes con el eje polar, para después medir una distancia 
de tres unidades desde el polo en la dirección opuesta. Es fácil de ver que este punto 
es el mismo que el punto Q de la figura 14.1.2. 

Figura 14.1.3 

Normalmente, para localizar un punto a partir de sus coordenadas polares (r, 8), 
se aconseja determinar primero el rayo que forma el ángulo 6 con el eje polar. A 
continuación se marca la distancia Ir l a lo largo del rayo, si r es positivo, o en dirección 
opuesta si r es negativo; así, .en cada rayo hay una dirección negativa y además de una 
positiva. 

De la discusión anterior debe quedar claro que cada par de coordenadas polares 
(r, 8) determina sin ambigüedad un punto definido en el plano. Sin embargo, cada punto 
en el plano tiene más de un conjunto de coordenadas polares. En realidad, tiene un 
número infinito de ellas. Ya hemos visto que el punto Q de las figuras 14.1.2 y 14.1.3 
tiene los conjuntos de coordenadas polares (3, 5'IT/4), (3 , - 3'IT/4) Y ( - 3, 'IT/4). Otros 
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conjuntos serían (3, 511"/4 + 211") Y (3, - 311"/4 - 211"), en los cuales los términos 211" y 
"7211" surgen al girar un ciclo completo alrededor del polo en la dirección positiva o 
negativa, respectivamente. Como se puede girar más de un ciclo en cualquier dirección, 
todos los siguientes conjuntos de coordenadas polares se refieren al mismo punto 
geométrico, 

(r, S), ( - r, S ± 11"), (r, S ± 2n1l"), ( - r, S ± 11" ± 2n1l"), 

en los cuales n es un entero positivo. 
El hecho de que un punto geométrico no corresponde a un conjunto de coordenadas 

polares determinado en forma única, es una diferencia importante entre los sistemas 
coordenados rectangular y polar. Sin embargo, si se restringe adecuadamente a r y a e 
es posible asociar un conjunto único de coordenadas polares con cada punto, excepto 
en el polo. Esto se hace con más frecuencia al especificar que r es positivo y que e 
pertenece a un intervalo de longitud 211", como por ejemplo - 11" < S :5 11". Sin embargo, 
en el polo r = O pero S está indeterminado, de manera que nada se puede hacer para 
eliminar esta ambigüedad allí. 

Coordenadas polares y rectangulares 

En muchos casos deseamos tener tanto un sistema de coordenadas polares como uno 
de coordenadas rectangulares para el mismo plano. Se acostumbra reemplazar el polo 
del sistema polar por el origen del sistema rectangular, y escoger al eje x positivo como 
el eje polar, como se muestra en la figura 14.1.4. Entonces se pueden escribir inmedia­
tamente las ecuaciones que relacionan a las coordenadas polares (r, e) de un punto P 

y 

o 

P(r.8) 

Eje polar 

Figura 14.1.4 Relación entre las coor­
denadas rectangulares y 
las coordenadas polares. 

con sus coordenadas rectangulares (x, y) . Conforme a la figura 14.1.4, y a partir de las 
definiciones de las funciones seno y coseno, para los puntos del primer cuadrante, 

x = r cos S, y = r sen S. (1) 

El lector debe volver a trazar la figura 14.1.4 para colocar al punto P en cada uno 
de los otros tres cuadrantes, para convencerse de que las ecuaciones 1 son correctas 
independientemente de dónde se ubique P. Obsérvese que todos los pares de coorde­
nadas polares que corresponden al mismo punto P dan los mismos valores de x y y. De 
acuerdo con las ecuaciones 1 se obtiene fácilmente 
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tan e y 
(2) 

x 

Se deben emplear las ecuaciones 2 con algo de cuidado, porque no determinan a r y a 
e de forma única y no todos los valores de r y e que satisfacen las ecuaciones 2 son 
coordenadas polares del mismo punto. 

Por ejemplo, tenemos el punto P cuyas coordenadas rectangulares son x = 3/-fi y 
Y = 3/-fi. Entonces, de acuerdo con las ecuaciones 2, 

r = ±3, tan e = 1. (3) 

Como P está en el primer cuadrante, podemos seleccionar a r = 3 y a e = 1T/4 como 
coordenadas polares, y probablemente sean las que mejor se presten . Desde luego, r = 
3 y e = 1T/4 ± 2n1T, donde n un entero positivo, también son las coordenadas polares 
del punto dado. Por último, otras coordenadas del mismo punto son r = -3 y e = 51T/4 
± 2n1T. Es importante observar que la ubicación de P marca restricciones sobre las 
soluciones de las ecuaciones 3. Por ejemplo, los valores de r = 3 Y e = 51T/4, o r = 
-3, e = 1T/4 satisfacen la ecuación 3, pero no son las coordenadas polares de P; 
corresponden al punto que está a tres unidades de distancia del origen sobre la extensión 
de OP en el tercer cuadrante. 

Gráficas de las ecuaciones polares 

Una ecuación polar tiene la forma 

F(r, e) = o (4) 

en la cual aparecen como variables las coordenadas polares r y e. La mayor parte de 
las ecuaciones con que nos encontraremos estarán en la forma más simple 

r = f(e). (5) 

Se dice que un punto está en la gráfica de una ecuación polar si al menos uno de sus 
conjuntos de coordenadas polares satisface la ecuación. Puede suceder que otros 
conjuntos de coordenadas polares del mismo punto no satisfagan la ecuación. A 
continuación veremos algunos ejemplos de gráficas de ecuaciones polares sencillas. 

EJEMPLO 1 

Dibujar la gráfica de la ecuación 

(6) 

La gráfica de esta ecuación contiene a todos los puntos cuya coordenada angular 
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e es '1-'IT/3 y cuya coordenada radial r puede ser positiva, negativa o cero. Así, la gráfica 
es la recta que pasa por el origen, que se ve en la figura 14.1.5. 

Nótese que esta recta tiene muchas otras ecuaciones polares, como por ejemplo 
e = 5'IT/3, e ,= - 'IT/3, etcétera. Además, para cada punto de la recta, sólo uno de sus 
conjuntos infinitos de coordenadas polares (r, 2'IT/3 ± 2n'IT), ( - r, - 'IT/3 ± 2n'IT) 

satisface la ecuación 6 . • 

EJEMPLO 2 

Dibujar la gráfica de la ecuación 

r = 4. (7) 

Esta gráfica contiene a todos los puntos cuya coordenada radial res 4 y por tanto 
es el círculo con centro en el polo y con radio 4 (véase figura 14.1.6). Obsérvese que 
el mismo círculo también es la gráfica de la ecuación r = - 4 .• 

EJEMPLO 3 

Dibujar la gráfica de la ecuación 

r = 4 cos e. (8) 

Comenzaremos marcando algunos puntos que satisfacen la ecuación anterior. Si 
calculamos los valores de r de la ecuación 8, para algunos valores de e, obtendremos 
la tabla 14.1. 

Tabla 14.1 Algunos valores de r y de e que satisfacen t = 4 cos e. 

11 11 
6 o 6 4 

r 4 

11 

3 

2 

11 

2 

o 

211 

3 

- 2 

311 

4 

- 2\12 

511 

6 

- 2\13 

11 

-4 

Para valores de 8 entre 'IT y 2'IT no obtenemos nuevos puntos de la gráfica. Por 
ejemplo, para 8 = 7'IT/6, tenemos r = -2V3, que es el mismo punto que se encontró 
para e = 'IT/6. Así, la gráfica tan sólo se recorre por segunda vez cuando 'IT :s e :s 2'IT. 

En la figura 14.1.7 hemos marcado los puntos de la tabla 14.1 y los hemos unido 
con una curva. Esta curva parece un círculo, lo cual, desde luego, no se puede 
comprobar si sólo se marcan algunos puntos. Para estar seguros de la naturaleza de la 
gráfica de la ecuación 8 es útil emplear las ecuaciones 1 y 2 para transformar a la 
ecuación 8 en una ecuación en coordenadas rectangulares x y y. Sustituyendo x/r en 

Figura 14.1.5 

4 x 

o $.r =4 

Figura 14.1.6 
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y

(o)

(b)

r = b sen 8, b > O

-01
(e)

r = b sen 8, b < O

tt1
(d)

Figura 14.1.8

Dib

por
gráf

Figura 14.1.7

lugar de cos e, multiplicando por r y a continuación remplazando a r por x2 + y2,
obtenemos la ecuación

Completamos el cuadrado en x, con lo cual llegamos a

x2 - 4x + 4 + y2 = 4
8<
al r:
en 1
clar

o sea

y
(x - 2)2 + y2 = 4. (9)

Al llegar a la ecuación 9 reconocemos que corresponde a la de un CÍrculo con centro
en el punto cuyas coordenadas rectangulares son (2, O) y cuyo radio es 2 .•

es s

Tré
ac

Si SI

las I

biér
Cor
coo

-EJI
;,

Dec

Del mismo modo que en el ejemplo 3, se puede demostrar que una ecuación con
la forma

r = a cos e, (lO)

en la cual a es una constante, tiene como gráfica un círculo con centro en el punto cuyas
coordenadas rectangulares son (a/2, O) y cuyo radio es lal/2. El CÍrculo queda a la
derecha del eje y si a > O Y a la izquierda si a < O (véase figura 14.1.8(a, b)).

Similarmente, la ecuación

r = b sen e (11)

corresponde al CÍrculo con centro en el eje y, en el punto cuyas coordenadas rectangu-
lares son (O, b/2) y cuyo radio es Ibl/2. Queda arriba del eje x si b > O y abajo de él si
b < O (véase figura 14.1.8(c, d)).
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EJEMPLO 4 

Dibujar la gráfica de la ecuación 

r = a. (12) 

Veamos primero cuando a 2:: O. Si a = O, entonces r = O Y por tanto la gráfica pasa 
por el origen. Acto seguido r crece cuando a crece, y entonces, para a positiva, la 
gráfica es la espiral que aparece en la curva más oscura de la figura 14.1. 9. Cuando 

y 

Figura 14.1.9 

a < O el ángulo a se mide en sentido dextrógiro y r se marca en la dirección opuesta 
al rayo que corresponde a a. Con ello obtenemos la espiral que se muestra más clara 
en la figura 14.1.9. La gráfica de la ecuación 12 consta de ambas curvas, la oscura y la 
clara, de la figura 14.1.9. La gráfica de 

r = ka, ko¡fO 

es semejante y se conoce como la espiral de Arquímedes. -

Transformación de coordenadas rectangulares 
a coordenadas polares y viceversa 

Si se conoce la ecuación de una curva en coordenadas rectangulares, se pueden emplear 
las ecuaciones 1 para transformarla a coordenadas polares. Esta transformación tam­
bién se puede emplear en dirección opuesta, como ya lo hemos visto en el ejemplo 3. 
Como regla, para investigar una determinada curva, se debe seleccionar el sistema 
coordenado en el que se tenga una ecuación más sencilla. 

EJEMPLO 5 

Deducir la ecuación polar de la curva cuya ecuación en coordenadas rectangulares es 

xy = 4. (13) 
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750 COORDENADAS POLARES 

Empleando las ecuaciones 1, obtenemos 

(r cos e)(r sen e) 4, 

de donde se deduce que 

~r2sen2e 4, 

o bien 

r2 = 8 csc 2e, 
WIT 

e#-2 para n = 0, ±1, ±2, .. . (14) 

En este ejemplo la ecuación en coordenadas rectangulares (13) es más sencilla que la 
correspondiente en coordenadas polares (14) . • 

EJEMPLO 6 

En la sección 14.2 estudiaremos una curva, que se llama cardioide, cuya ecuación es 

r = a(l + cos e), a> O; (15) 

determinar la ecuación de esta curva en coordenadas rectangulares. 
Empleando la primera de las ecuaciones 1 tenemos que 

entonces 

r2 a(r + x) 

o sea 

r2 - ax = ar. 

Sustituyendo r de la primera ele las ecuaciones 2 obtenemos 

y por tanto 

(16) 

En este caso la ecuación polar (15) es más sencilla que la ecuación rectangular (16) .• 
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Las rectas en coordenadas polares

4)

Hemos descrito ya la ecuación de una recta que pasa por el origen en coordenadas
polares. Si una recta no contiene al origen, se puede deducir su ecuación en coordenadas
polares transformando su ecuación en coordenadas rectangulares.

Por ejemplo, una recta paralela al eje x tiene la ecuación y = k, que se vuelve
r sen e = k, o sea

13. ( -2, ¡) 14. ( -2, 3;)

r = k ese e, e "" n1T para n = 0, ±1, ±2, ....

Análogamente, la ecuación x = e de una recta paralela al eje y se transforma en

la
r = e sec e, (2n + l}rr

e"" 2 para n = 0, ±1, ±2, ....

Por último, una recta inclinada con respecto a los ejes x y y, tiene una ecuación en
coordenadas rectangulares que es

3x - 4y = 7.

s
Se deduce con facilidad su ecuación polar correspondiente empleando las ecuaciones
1. Se obtiene así

5) r(3cose - 4 sen e) = 7.

En todos estos casos la ecuación rectangular es más sencilla que la ecuación polar, y
por tanto, es la que se prefiere usualmente.

PROBLEMAS

En los problemas 1 a 10 marcar el punto que tenga las
coordenadas polares especificadas .

En los problemas 11 a 18, se da un conjunto de coorde-
nadas polares de un punto en el plano. Determinar un
conjunto de coordenadas polares para el mismo punto
en las cuales el signo de la coordenada r sea contrario
al que se menciona. También, determinar un conjunto
de coordenadas polares para el mismo punto, pero en las
que el signo de la coordenada 6 sea opuesto al que
aparece.

..
1. (4,~) 2. (3, TI)

3. (-3, TI) 4. (4, 5:)
5. ( -4, 7:) 6. (2, -~)

6)
7. ( -2,~) 8. ( -2, -~)

9. ( -3, _3:) 10.(3, _3:)
•
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15. (4, -¡)
17. ( -1, -¡)

16. (3, -'11')

18. ( -3, _2;)
En los problemas 19 a 28 se da un conjunto de coordenadas
polares de un punto en el plano. Determinar las coordena-
das rectangulares del mismo punto.

19. (4,~) 20. (3, 5;)

21. (2, -¡) 22. (4, 3:)
23. (5, 'IT) 24. (2, _ 3;)
25. ( -4,~) 26. ( -3, -~)
27. (-4, 4;) 28. (-5, -3'11')
En los problemas 29 a 36 se dan las coordenadas rectan-
gulares de un punto. Determinar el conjunto de coordena-
das polares del mismo punto, para el cual r 2:: O, Y -'IT <
6 -s 'IT.

29. (2V3,2)

31. (-2, -2V3)

33. (- 2, 2V3)

35. (1,2)

30. (O, -3)

32. (3, O)
34. (1, -V3)

36. (-3, -4)

En los problemas 37 a 64 dibujar la gráfica de la ecuación
polar que se da.

37. r = 3

39.6= -~
3

41. r = 3 cos 6

43. r = -6 sen B

45. r = ~
2

38. r = -2

5'11'40.6 ="6
42. r = 4 sen6
44. r = -' 5 cos 6

46. r = 161
2

47. r = el8llz" 48. r = e-1el12"

49., = 4ooS(6 -~)

51. r = 4 sen( 6 + 5;)

53. r = 2 sec 6

SS. r = 2 ese 6

57. r COs( 6 - ¡) = 4

59. r = 3 sec( 6 - ~)

61. r = 2100s61

63. ricos 61 = 2

SO. r = 6 sen( 6 - ¡)
52. r = 3 COs( 6 + ~)
54. r = - 2 sec 6

56. r = - 2 ese 6

58. r oos( 6 +~) = 2

60. r = 2 sec( 6 + ~)

62. r = 31 oos( 6 - ~) 1

64. ,1 oos( 6 - ~) 1 = 3

Eu
da
da
uti
en

se
si¡

En los problemas 65 a 68 deducir la ecuación polar del
círculo que tenga las propiedades que se mencionan. En
estos problemas se especifican los puntos mediante sus
coordenadas rectangulares.

65. El círculo cuyo radio es 2 y que tiene su centro en
(0.2).

p,

66. El círculo cuyo radio es 3 y que tiene su centro en
(-3.0).

67. El círculo cuyo radio es ;f2 y que tiene su centro en
(1. 1).

68. El círculo cuyo radio es 2 y que tiene su centro en
(-l.Y3). Fi

En los problemas 69 a 72 deducir la ecuación polar de la
curva cuya ecuación rectangular se menciona.

69. 2x - y = 5
71. XZ - xy + yZ = 3

72. (x - 2)Z + (y + 2)Z = 8

70. 9xz + 4yZ = 36 a
es

En los problemas 73 a 76 deducir la ecuación en coorde-
nadas rectangulares de la curva que tiene la ecuación polar
dada.

73. r = 2(1 - sen B)

75. r = 3 sen26

74. r = 3 + cos 6

76. ,z = 8 cos 28

77. Deducir una fórmula para la distancia entre los puntos
(r(, 61) y (r2. 62),

F
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14.2 DIBUJO DE CURVAS EN COORDENADAS 
POLARES 

En esta sección estudiaremos algunas curvas relativamente sencillas cuyas coordena­
das se expresan con mucha mayor facilidad en coordenadas polares, que en coordena­
das rectangulares. Antes de examinar en forma individual a estas curvas, resulta de 
utilidad el observar cómo, a veces, se puede reconocer algunas propiedades de simetría 
en coordenadas polares. 

La gráfica de la ecuación 

F(r, 6) = O (1) 

se dice que es simétrica con respecto al polo si el punto ( - r, 6) está en la gráfica 
siempre que (r, 6) está (véase figura 14.2.1). Esto significa que 

F( - r, 6) = O (2) 

para todos los puntos (r, 6) que satisfacen la ecuación 1. 

y 

Figura 14.2.1 Simetría con respecto al polo. 

Análogamente, se dice que la gráfica de la ecuación 1 es simétrica con respecto 
a la recta e = o (el eje x) si el punto (r, 6) está en la gráfica siempre que el punto (r, 6) 
está, como se ve en la figura 14.2.2. En este caso 

x 

Figura 14.2.2 Simetría con respecto a e = o. 
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754 COORDENADAS POLARES 

y 

x 

Figura 14.2.3 Simetría con respecto a e = TII2. 

F(r, - 6) = O (3) 

para todos los puntos (r, S) que satisfacen la ecuación l. 
Por último, se dice que la gráfica de la ecuación 1 es simétrica con respecto a la 

recta S = 7r/2 (el eje y) si el punto (r, TI - S) está en la gráfica siempre que el punto 
(r, S) está (véase figura 14.2.3). Así, 

F(r,7r - 6) = O (4) 

para todos los puntos (r, S) que satisfacen la ecuación l. 
En los tres casos se comprueba la simetría remplazando r por - r, o 6 por -S, o S 

por TI - S, respectivamente. Si se mantiene inalterable la ecuación original después de 
llevar a cabo la sustitución, entonces la gráfica tiene la propiedad correspondiente de 
simetría. Sin embargo: se necesita tener cierto cuidado, debido a la ambigüedad de la 
representación de un punto en el plano mediante sus coordenadas polares. Como 
consecuencia, una curva puede tener una propiedad de simetría sin satisfacer una de 
las correspondientes ecuaciones 2, 3 ó 4. Como ejemplo tenemos la gráfica de la 
ecuación 15 que se estudia más adelante en esta sección. 

El hecho de que un punto dado tenga muchos pares de coordenadas polares nos 
conduce al hecho relacionado de que una curva dada puede tener ecuaciones diferentes, 
pero equivalentes. Por ejemplo, las coordenadas (r, S) y ( - r, S + TI) corresponden al 
mismo punto. En consecuencia, la gráfica de 

r = f(6) 

es igual que la gráfica de 

-r = f(S + TI) 

o que la gráfica de 

r = - feS + TI). 

Un poco más adelante examinaremos unos ejemplos específicos. 

Cardloldes 

Considere la ecuación 

r = a(l + cos 6), a> O. (5) 
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Como cos( - e) = cos e, se sigue que la gráfica es simétrica con respecto a la recta
e = O. Por esto sólo necesitamos hacer el dibujo de la gráfica para O :5 e :5 1T, para
después reflejarla con respecto a la recta e = O. Por tanto, los valores de r que da la
ecuación 5 decrecen uniformemente desde 2a hasta O. En la tabla 14.2 se muestran

la
to

Tabla 14.2 Algunos valores de r y 6 que satisfacen la ecuación r = a(1 + cos 6)

1T 1T 1T 1r 31T
6 O --

6 4 3 2 4

(1 + ~)a (1 + ~)a
3

(1 - ~)a Or 2a la a
== lo86a == lo71a = loSa == O.29a

2.

(3)

(4) algunos pares de valores de r y e que satisfacen la ecuación 15. Si se marcan esos puntos
y se unen con una curva suave se obtiene la gráfica de la figura 14.2.4. Esta curva se
conoce como cardioide, debido a su forma de corazón. El parámetro a es un factor de
proporcionalidad que determina el tamaño de la figura.

r =a( -1 + cose), a> O. (6)

os x
~--~~~~-----------+~

o
de
la

es,
al

Figura 14.2.4

Hay algunas otras ecuaciones que representan también cardioides. Por ejemplo, si
remplazamos (r, e) por (- r, e + 1T), como se dijo antes, la ecuación 5 se transforma
en

-r = a[1 + cos(e + 1T)], a> 0,

o sea

(5)
La gráfica de la ecuación 6 es igual a la de la ecuación 5. Desde luego, para cada punto
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de la curva, las coordenadas polares que cumplen con la ecuación 5 son distintas de las 
coordenadas polares que satisfacen la ecuación 6. 

Si cambiamos el signo del término del coseno, en las ecuaciones 5 y 6, obtendremos 

r = a(l - cos e), r = a( - 1 - cos e), (7) 

respectivamente. Cada una de esas ecuaciones tiene la gráfica que aparece en la figura 
14.2.5. 

r=a(l- cosO) y 
o bien 

r=a(-l-coso) 

x 

Figura 14.2.5 

Por último, si se remplaza cos e por sen e en las ecuaciones 5, 6 Y 7, se obtienen 
las ecuaciones 

r = a(l + sen e), r = a( - 1 + sen e) (8) 

y 

r = a(1 - sen e)~ r = a( - 1 - sen e) (9) 

cuyas gráficas también son cardioides. Cada una de las ecuaciones 8 tiene la gráfica que 
muestra la figura 14.2.6, mientras que cada una de las ecuaciones 9 tiene la gráfica 
que muestra la figura 14.2.7. La simetría de las gráficas con respecto al eje vertical 
procede del hecho de que sen(7r - e) = sen e, y por tanto se satisface la condición (4). 

r = a(l +senO) y 
o bien 

r = a(- l + sen O) 

Figura 14.2.6 

y 

x 

Figura 14.2.7 
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Una vez más, debido a la simetría con respecto a la recta e = 0, es suficiente determinar
la gráfica para ° -s e -s 1T. En la tabla 14.4 se muestran algunos valores de r y e. La
diferencia más importante entre este caso y el anterior es que ahora se tiene un valor
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Caracoles

La clase de curvas llamada caracoles, es una generalización de las cardioides. Hay dos
tipos distintos de caracoles y daremos un ejemplo de cada uno.

Primeramente, consideremos la ecuación

r = a(l + 0.5 cos e), a> O. (10)

De nuevo, la gráfica es simétrica con respecto a la recta e = ° y por tanto sólo
necesitaremos considerar la parte de la gráfica de ° -s e -s 1T. Cuando e pasa de ° a 1T,

el valor de r disminuye desde 3a/2 hasta a/2, como se indica en la tabla 14.3. Trazando

Tabla 14.3 Algunos valores de r y Oque satisfacen la ecuación r = a(l + 0.5 cos O) 11

r

o 11 11 11 11 31T- 11
6 4 3 2 4

3a (1 + ';)a (1 + ~)a
5a (1 - ~)a

a- - a -
2 4 2

== 1.43a == 1.35a == O.65a

6

r = a(l + 1.5 cos e), a> O. (11)

I

1
1

1
una curva suave que pase por esos puntos y reflejándola a continuación con respecto a
la recta e = 0, obtendremos la gráfica que se muestra en la figura 14.2.8.

A continuación consideremos la ecuación

-,
<,

(O.65a, ~)
(O.5a, ".)

Figura 14.2.8
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Tabla 14.4 Algunos valores de r y 6 que satisfacen la ecuación r = a(l + 1.5 cos 6).

'ir 'ir 'ir 'ir 2'ir 3'ir 5'ir1) O - - - 'ir
6 4 3 2 3 4 6

5a ( 3V3) ( 3V2) 7a a
(1 - 3~)a (1 _ 3~)a

a
r - 1 + -4- a 1 + -4- a - a -

2 4 4 2

== 2.30a == 2.06a == -O.06a == -O.30a

Co

de e en el segundo cuadrante, para el cual cos e = -~, y para este valor de e, se debe
cumplir que r = O. Cuando e sigue creciendo, r se hace negativo y tiene el valor a/2
cuando e = 1T. Así, para O -s e -s 1T obtenemos la gráfica que aparece con una línea
más oscura en la figura 14.2.9. El resto de la gráfica, la parte más clara, se obtiene por
simetría con respecto a la recta e = O. Obsérvese que la gráfica tiene un rizo interior.

Las ecuaciones 10 y 11 son casos especiales de las ecuaciones más generales

Co
de
nu
ap
es
gn

Ta
sa1

r = a(l + b cos e), a> O, b > O. (12) 11

El tamaño del caracol que da la ecuación 12 está determinado por el parámetro a y su
forma por el parámetro b. Para 0< b < 1, el caracol se asemeja al de la figura 14.2.8.
Cuando b --70, el caracol tiende a un círculo r = a. Cuando b --71, se hace más y más
semejante a la cardioide de la ecuación 5, que se ve en la figura 14.2.4. Para b > 1 la
gráfica de la ecuación 12 tiene un rizo interior, semejante al de la figura 14.2.9. Este
rizo aumenta de tamaño cuando aumenta b pero nunca interseca a la parte exterior del
caracol.

Los caracoles se pueden obtener con orientaciones diferentes si se modifica la
ecuación 12 como en la discusión dada para las cardioides.

r

9=arccos(-t)
",o.732".

va
m
al
61

la:

x

(2.5a,0)

r=a(l+~cos(J)

en
lo
en
p2

Figura 14.2.9
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Curvas con pétalos

Consideremos la gráfica de la ecuación

r = asen 36, a> O. (13)

Como Isen 361 ::::; 1, entonces Irl -s a. Cuando 6 pasa por el intervalo de O a 'IT/3, 36 va
de O a 'IT, y sen 36 aumenta primero desde O hasta 1 y a continuación disminuye de
nuevo hasta O (véase tabla 14.5). Para esta variación de 6 la gráfica es el rizo que
aparece en el primer cuadrante, como se ve en la figura 14.2.10. Como la función seno
es simétrica con respecto a 'IT/2, el rizo es simétrico con respecto al rayo 6 = 'IT/6; la
gráfica interseca a este rayo en el punto (a, 'IT/6).

Tabla 14.5 Algunos valores de r y 6 que
satisfacen la ecuación r = asen 36

9 O 'IT 'IT 'IT 'IT
12 6 4 3

<, ./

(a, i)
a a x

r O v'2 a v'2 O

== O.71a == O.71a

Figura 14.2.10

De manera semejante, los valores de 6 en el intervalo 'IT/3 ::::; 6 -s 2'IT/3 producen
valores negativos de r y dan lugar al rizo del tercer y cuarto cuadrantes. Por último, el
intervalo 2'IT/3 -s 6 -s 'IT produce el rizo del segundo cuadrante. Debido a la simetría y
al carácter periódico de la función seno, los tres rizos son congruentes. Para valores de
6 fuera de O::::; 6 ::::;'IT se demuestra directamente que se vuelve a trazar la misma curva.

La curva de la figura 14.2.10 es un ejemplo de una curva con pétalos. En general,
las ecuaciones de las curvas con pétalos son

r = asen n6 01 r = a cos n6 (14)

en las cuales a *' O, Y n es un entero mayor que uno.* La magnitud de a determina la,
longitud de los pétalos, mientras que n determina su número y anchura. Si n es impar,
entonces hay n pétalos, equidistantes, como en el caso que acabamos de ver. Si n es
par, se puede demostrar que habrá 2n pétalos, nuevamente equidistantes.

Para ver el efecto de un valor par de n, tenemos la ecuación

* Si n = 1, la gráfica es un círculo tal como se estudió en la sección l4.l.

'11
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r=asen26. (15)
la
sal

Cuando 6 pasa de O a 'fT/2, 26 va de O a 'fT, y sen 26 pasa de O a 1 y regresa a O (véase
tabla 14.6). Esto da el pétalo que aparece en el primer cuadrante de la figura 14.2.11.

9

Tabla 14.6 Algunos valores de r y Oque satisfacen
la ecuación r = asen 20

O
'1T '1T 3'lT '1T

9
8 4 8 2

a a
r O v2 a V2 O

= O.71a = O.71a

r

JC

r=fJ'sen28

ler
(VI

Figura 14.2.11

Análogamente, para 'fT/2 -s e -s 'fT, obtenemos el pétalo en el cuarto cuadrante, ya que
r es negativo; -rr :::: e ::::3'fT12, y 3'fT12 -s e ::::2'fT dan los otros dos pétalos.

Obsérvese que la gráfica de la figura 14.2.11 es simétrica con respecto al origen y
con respecto a las rectas e = O y e = 'fT12, Y sin embargo la ecuación 15 no satisface a
ninguna de las condiciones de simetría (1), (2) o (3). Como se indicó antes, este caso
es consecuencia de la multiplicidad de los pares de coordenadas polares para cada
punto. Por ejemplo, el punto Pea, 'fT/4) en el primer cuadrante queda en la curva y sus
coordenadas satisfacen la ecuación 15. El punto Q, cuyas coordenadas son (-a, 'fT/4)
también queda en la curva. Sin embargo, las coordenadas de Q que satisfacen la
ecuación 15 son (a, 5'fT/4) y no (-a, 'fT/4).

Lemnlscatas

Consideremos ahora la ecuación
Ir

r2 = 2a2 cos 26, (16)
G

en la cual a > O. Como esta ecuación satisface cada una de las condiciones de simetría
(2), (3) y (4), se infiere que su gráfica es simétrica con respecto al polo y con respecto
a los ejes x y y. Además, r > O, Y por tanto sólo necesitamos tomar en cuenta valores
de e para los cuales cos 2e 2: O. Por ejemplo, es suficiente considerar al intervalo O ::::
e:::: 'fT/4 (véase tabla 14.7). Así, rvaría desde {la hasta O cuando e pasa por el intervalo
de O a 'fT/4. Con ello se produce la mitad superior del rizo del lado derecho de la figura
14.2.12. La simetría con respecto a 6 = O produce la mitad inferior de este rizo, y la
simetría con respecto al origen produce el rizo del lado izquierdo de la figura mencio-
nada. A la gráfica de la ecuación 16 se le llama lemniscata.

a
pl
fa
se
til
sa
la
ql
di
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14.2 DIBUJO DE CURVAS EN COORDENADAS POLARES 761

Tabla 14.7 Algunos valores de r y e que
satisfacen la ecuación r = 2a2 cos 2e

6 O
1T 1T 1T

12 6 4

r 2a2 V3 a2 a2 O (-..[2q, O) x

r Vza V'3a a O
== 1.41a == 1.32a

Figura 14.2.12

Si se sustituye cos 28 por sen 28 en la ecuación 16, entonces la gráfica será una
lemniscata congruente con el de la figura 14.2.12, girado un ángulo de 'IT/4 radianes
(véase figura 14.2.13).

y
9= Ir

/ 4

/
(..[2a, ¡)

x !I
fl,
l'

l'
¡,

Figura 14.2.13

Intersecciones de curvas en coordenadas polares

Geométricamente, un punto de la intersección de dos curvas es un punto que pertenece
a ambas. Desde el punto de vista analítico, en coordenadas rectangulares, siempre se
pueden localizar los puntos de intersección, al menos en principio, resolviendo en
forma simultánea las ecuaciones que definen a las dos curvas. En coordenadas polares
se hace el caso más complicado, por el hecho de que un punto de intersección dado
tiene muchos conjuntos de coordenadas polares. Cuando menos uno de ellos debe
satisfacer la ecuación de una de las curvas, y por lo menos uno de ellos debe satisfacer
la de la otra curva. Pero puede suceder que no haya un solo conjunto de coordenadas
que satisfaga ambas ecuaciones. Si sucede esto, entonces no se podrá hallar el punto
de intersección al resolver simultáneamente las dos ecuaciones.
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762 COORDENADAS POLARES 

Figura 14.2.14 

Esta dificultad se puede mostrar en algunos casos muy sencillos. Consideremos, 
por ejemplo, las dos ecuaciones 

r = 4, 
21T 

3 
(17) 

cuyas gráficas son, respectivamente, el círculo y la recta que aparecen en la figura 
14.2.14. Es claro que hay dos puntos de intersección, que se representan en la figura 
mediante P y Q. La solución simultánea de las ecuaciones 17 da las coordenadas 
(4, 21T/3) de P; Q puede tener las coordenadas (4, -1T/3), o bien (-4, 21T/3), pero no 
hay coordenadas de Q que satisfagan las ecuaciones 17. 

Cuando se buscan puntos de intersección de curvas representadas mediante ecua­
ciones en coordenadas polares, realmente se deben resolver en forma simultánea las 
ecuaciones, si es posible. Sin embargo~ también se debe tener en cuenta la existencia 
posible de otros puntos de intersección que no se puedan localizar en esta forma. Si 
existen esos puntos, usualmente ayudará mucho hacer un buen dibujo para localizarlos. 
Para obtenerlos en forma algebraica podrá ser necesario cambiar una o las dos ecua­
ciones a una forma diferente, remplazando (r, e) por un par equivalente de coordenadas 
polares. 

Para tener una representación de la situación,_ será útil considerar a e como una 
variable de tiempo y a las dos curvas como las trayectorias que siguen dos partículas 
en movimiento. Si un punto de intersección tiene las mismas coordenadas en ambas 
curvas, entonces las dos partículas chocan ahí; alcanzan el mismo punto del plano al 
mismo tiempo. Si un punto de intersección tiene coordenadas distintas para las dos 
curvas, entonces las dos partículas pasan por ese punto en tiemp¿s distintos, y por tanto, 
no chocan. 

EJEMPLO 1 

Determinar los puntos de intersección de la cardioide 

r = 1 + sen e (18) 

y el círculo 

r = 3 sen e. (19) 

En la figura 14.2.15 aparecen las dos curvas. Si eliminamos a r de las ecuaciones 
18 y 19, obtendremos 

1 + sen e 3 sen e 

de donde se deduce que 

sen e = ~. (20) 
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14.2 DIBUJO DE CURVAS EN COORDENADAS POLARES 763

Así, en el intervalo O ::; e ::; 211",e adquiere los valores e = 11"/6Y e = 511"/6.El valor
correspondiente de r es r = ~.Estos resultados nos dan los dos puntos de intersección
(3/2, 11"/6)Y (3/2, 511"/6),que en la figura 14.2.15 se identifican con P y Q, respectiva-
mente. Examinando la figura también se ve que el polo es un punto de intersección,
pero no se puede encontrar resolviendo las ecuaciones 18 y 19. Para O ::; e ::; 211"las
coordenadas del polo son (O, 311"/2)en la cardioide, mientras que en el círculo sus
coordenadas son (O, O) Y (O, 11").•

11

1

x

Figura 14.2.15

EJEMPLO 2 11

I!I
1.1
I

\'

(21) r
l'

l'

(22)

Determinar los puntos de intersección del círculo

r=cose

con la curva con pétalos

r = V3 cos 2e.

Las curvas se presentan en la figura 14.2.16. Por eliminación de r de las ecuaciones
21 y 22, llegamos a

V3 cos 2e - cos e = o.
Mediante la identidad cos 2e = 2cos2 e - 1 obtenemos

2V3 cos' e - cos e - V3 = o, (23)

que es una ecuación cuadrática en cos e. La fórmula del discriminante da la siguiente
solución:

1±5 V3
cos e = 4,/3 = 2'

V3
3 .
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1

1

1

El
se

1

1

1

2

Figura 14.2.16
2

2

Para el intervalo O :::; 6. < 27r, la primera solución, cos 6 = ..[3/2 corresponde a 6 =
7r/6 Y a 6 = 117r/6, con el valor asociado r = ..[3/2. Estos resultados determinan los
puntos P y Q respectivamente, en la figura 14.2.16.

La segunda solución cos 6 = -..[3/3 ~ -0.57735 produce valores de 6 en el
segundo y tercer cuadrantes, dados por 6 ~2.18628 radianes y 6 ~4.09691 radianes.
El valor correspondiente de res -..[3/3. Estos resultados dan los puntos S y R de la
figura 14.2.16.

Sin embargo, nótese que el intervalo O :::; 6 < 27r corresponde a dos recorridos
alrededor del círculo r = cos 6. Los puntos P y S quedan en el primer ciclo, mientras
que R y Q en el segundo. Si nos restringimos a un recorrido alrededor del círculo,
pidiendo que 6 quede en el intervalo O -s 6 < rr, por ejemplo, debemos entonces
seleccionar las coordenadas (..[3/3, 0.95532) para R y las coordenadas (-..[3/2, 57r/6)
para Q. En este caso los puntos R y Q tienen coordenadas distintas en la curva con
pétalos y en el círculo.

Por último, debemos notar que el polo también es un punto de intersección, aunque
no se obtiene al resolver las ecuaciones 21 y 22. Para O -s 6 < 27r el polo tiene
coordenadas (O, 7r/2) Y (O, 37r/2) en el círculo, mientras que para la curva con pétalos
las coordenadas son (O, 7r/4), (O, 37r/4), (O, 57r/4) Y (O, 77r/4) .•

En los problemas 1 a 16 hacer un dibujo de la gráfica de la
ecuaci6n dada e identificar el tipo de curva.

1. r = 2 - 2 cos 1}

3. r = 1 - 2 cos 6

2. r = 2· + cos 6

4. r = 3 cos 26

S

E
e
b
n
p
1,
e
r:
a
e

~

i

PROBLEMAS

http://carlos2524.jimdo.com/



5. r = -3 + 3 sen O 

7. r 2 = 2 sen 20 

6. 

8. 

10. 

U. 

r = 
r = 
r = 
r = 

2 sen 30 

2 + 3senO 

3 3 sen O 

3 2 senO 

9. r = 3 + 3 sen O 

11. r2 = 4 cos 20 

13. r = 4 sen 40 14. r = 3 cos 50 

15. r = 2 - 4 sen O 16. r2 = - 4 cos 20 

En los problemas 17 a 29 determinar los puntos de inter­
sección de las gráficas de las ecuaciones dadas. 

17. r = 4(1 + cos O), r = 6 

18. r = 1 - sen O, r = sen O 

19. r = 3 sen O, 

20. r = 4 cos 20, 

r = 3cosO 

O =~ 
6 

21. r = 2 - Cos O, 

22. r = 1 + sen O, 

23. r = 2 + 3 cos O, 

24. r = 2 + 5 cos O, 

r = 1 + cos O 

r = 2 sen O 

O = 21T 
3 

r=cosO 

25. r = 2 sen 30, r = Y2, primer cuadrante 

26. r2 = 2 cos 20, r = cos O 

1 
27. r = i , r = i - sen 6 

- sen O 

28. r = 2 + 2 cos O, 

29. r = 1 + 2 cos O, 

Secciones cónicas 

O=~ 
4 

r=4cosO 

En las secciones 5.2 a 5.4 estudiamos las secciones cónicas 
en un sistema de coordenadas rectangulares. En los pro­
blemas 30 a 32 trataremos la representación de las seccio­
nes cónicas, que no sean círculos ni rectas, en coordenadas 
polares. Sea un punto fijo F llamado foco y una recta fija 
1, que no contenga a F, llamada directriz. Una sección 
cónica es el conjunto de los puntos P para los cuales la 
razón de la distancia al foco F con respecto a la distancia 
a la directriz I es constante. La razón constante es' la 
excentricidad y se representa mediante e. Si O < e < 1, la 
sección cónica es una elipse; si e = 1, es una parábola, y 
si e > 1 es una hipérbola. En los problemas 30 y 31 
indicaremos cómo deducir las ecuaciones normales de las 
secciones cónicas en coordenadas polares. 

PROBLEMAS 765 

30. Establecer un sistema de coordenadas polares en el 
que el polo coincida con el foco y el eje polar sea 
perpendicular a la directriz. Suponer que la directriz 
está a la izquierda del polo y a una distancia p de él 
(véase figura 14.2.17). La definición de una sección 

x 

Directriz 

Figura 14.2.17 

cónica dice que 

IOPI = eIDPI. 
(a) Demostrar que la ecuación (i) requiere que 

r = e(r cos O + p) 

y por tanto que 

r = __ ep,,-_ 
1 - e cos O' 

( i) 

(ii) 

(b) Suponer ahora que la directriz está a una distancia 
p a la derecha del foco, pero que, aparte de ello, no 
cambia la situación (véase figura 14.2.18) . De-

I 
- p ---j 

.""'~t---'~D 

Foco 

I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 

Directriz 

x 

Figura 14.2.18 
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766 COORDENADAS POLARES

mostrar que en este caso la ecuación de una sec-
ción cónica es

r = ep
1+ecos9

(iii)

Nota: Las elipses y las hipérbolas tienen dos focos y
dos directrices, y satisfacen tanto la ecuación (ii)
como la (iii), dependiendo de qué foco se coloque en
el polo. Los focos y las directrices están en lados
opuestos a, y equidistantes de, el centro de la cónica.
Una parábola sólo tiene un foco y una directriz, y por
tanto sólo puede satisfacer una de las ecuaciones (ii)
y (iii), dependiendo de si se abre hacia la izquierda o
hacia la derecha.

31. (a) Suponer que el foco está en el polo y que la
directriz es paralela al eje polar y que se encuentra
a una distancia p por debajo de él. Demostrar que
la ecuación de una sección cónica es

r = ep
1 - e sen B

(b) Suponer ahora que la directriz es paralela al eje
polar y que se encuentra a una distancia p arriba
de él. Demostrar que la ecuación de una sección
cónica es

ep
(ii)r = .

1 + e sen e

32. Convertir la ecuación polar

r = _~ep!:.--_
1-ecose

de una sección cónica en una ecuación en coordena-
das rectangulares.

(a) Si O < e < 1, demostrar que la ecuación resultante
se puede llevar a la forma de la ecuación de una
elipse

en la cual

(b) Si e > 1, demostrar que la ecuación resultante se
puede llevar a la forma de la ecuación de una
hipérbola

En
1m
un.
de

(iv)

en la cual h y a2 están dadas por la ecuación (iii),
y

ÁI

El

(v) COI

COI

COI

yl
b.
int

(e) Si e = 1, demostrar que la ecuación resultante se
puede llevar a la forma de la ecuación de una
parábola

(i) x - h (vi)

en la cual

1
o: = Zp' (vii) Ta

án

En los problemas 33 a 40 hacer un dibujo de la gráfica de
la sección cónica que describe la ecuación dada. También
determinar su excentricidad y ubicar sus focos y directri-
ces.

(i)
33. r = 2

4
34. r = 1

6
- cos e +2cose

35. r = 3
4

36. r = 1
4

+2cose - cos e

37. r = 2
15

38. r = 3
6

3 cos e 2 sen e

39. 2 6 án
r = 40. r = 1 + 3 sen e1 + sen e

41. Una sección cónica cuya excentricidad es ~ tiene un
foco en el polo y x = 2 es la directriz correspondiente.
Escribir la ecuación de esta sección cónica y ubicar el
otro foco y la otra directriz.

(ii)
)

42. Una sección cónica tiene un foco en el polo y sus
directrices son x = - 2 y x = 8. Determinar el otro
foco y la excentricidad.

1,
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14.3 ÁREA Y LONGITUD DE ARCO EN COORDENADAS POLARES 767 

14.3 ÁREA Y LONGITUD DE ARCO EN 
COORDENADAS POLARES 

En esta sección discutiremos el empleo de las coordenadas polares en dos aplicaciones 
importantes, que son el cálculo del área de una región dada y la longitud del arco de 
una curva dada. Hay un tercer punto de importancia, que es el determinar la dirección 
de una curva descrita por una ecuación polar, que se examina en el problema 32. 

Área 

El problema básico que estamos describiendo es el de calcular el área de una región R 
como la que se ve en la figura 14.3.1: es una región acotada por la gráfica de una función 
continua r = f(6) Y por los rayos 6 = u y 6 = ~. Esto corresponde al problema, en 
coordenadas rectangulares, de calcular el área de la región comprendida entre el eje x 
y la gráfica de una función continua y = f(x), y entre las rectas verticales x = a y x = 
b. Como hemos visto en el capítulo 6, este último problema se resuelve mediante la 
integral definida 

Área = f f(x) dx. (1) 

También deseamos deducir una integral análoga en coordenadas polares que nos dé el 
área de la región R que se indica en la figura 14.3.1. 

o 

Figura 14.3.1 

Recordemos primero la fórmula para el área A de un sector circular de radio r y 
ángulo central 6, como se ve en la figura 14.3.2. Esta área es 

(2) 

En el término que aparece en medio de la ecuación 2, el primer factor es el área de un 
círculo completo de radio r, mientras que el segundo factor es la proporción del círculo 
que está en el sector dado. 

A continuación procedemos como en el capítulo 6, a formar una partición L\ = {60, 

61, •• • , 6n } del intervalo u ::; 6 ::; ~, donde 60 = u y 6n = ~. Esto corresponde a la 

Figura 14.3.2 
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768 COORDENADAS POLARES 

o 

Figura 14.3.3 Una partición de la región R. 

subdivisión de la reglOn R en cortes angostos como se ve en la figura 14.3.3. A 
continuación enfocaremos nuestra atención a estimar el área de un corte típico de éstos, 
por ejemplo, el que va desde e¡-l hasta ei , que se ve en la figura 14.3.4. Seleccionaremos 

8¡ 
/ 

/ r= rT =f(8'() 

oL---~----------------

Figura 14.3.4 

un valor de e en el intervalo [ei-1> ea, lo llamaremos 8; Y sea · 

r;* = f(e;*). (3) 

Aproximaremos el área de la porción de R comprendida entre 6i - 1 y ei mediante el área 
del sector circular de radio r;. De acuerdo con la ecuación 2, el área Mi de este sector 
circular es 

~Ai ('lTr;*2) (6i ~'lTei-l) 
!r;*2 ~ei , 

en la que hemos hecho que ~ei = ei - 6i-1. 

(4) 

Procediendo del mismo modo para cada una de las rebanadas que se ven en la figura 
14.3.3, y sumando entre sí los términos, obtenemos la siguiente estimación para el área 
deR: 
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n 1 n 1 n 

Área de R == ~ LlA; = 2 ~ r:2 Lle; = 2 ~ [f(et)]2 Lle;. (5) 

La suma del lado derecho de la ecuación 5 es una suma de Riemann. Así, en el límite, 
cuando n --700 Y máxlLl e;1 --7 O, la suma se aproxima a la integral correspondiente. 
Como en la sección 6.2, podemos entonces definir el área de R como la siguiente 
integral: 

Área de R = ~ I: [f(e)]2 de. (6) 

En forma más compacta, podemos escribir 

Area de R = - r de , 1 f~ 2 

2 a 
(7) 

en la que debemos recordar que r = f(e). 

EJEMPLO 1 

Determinar el área A encerrada por un rizo del trébol 

r = a sen3e. (8) 

La gráfica de la ecuación 8 se muestra en la figura 14.3.5. Consideremos el pétalo 
del primer cuadrante. Este pétalo queda comprendido entre los rayos e = O y e = 7f/3, 

y 

Figura 14.3.5 

y por tanto, de acuerdo con la ecuación 6 obtenemos la fórmula 

A = - (a sen 3e)2 de. 1 i.,,/3 
2 o 

Empleando la fórmula para la mitad del ángulo, e integrando después, vemos que 
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A = ! a2 ("'/3 (! - ! COS 66) de 
.2 Jo 2 2 . 

= - a2 - e - - sen 66 1 [1 1 JI"'8 
2 2 12 o 

(9) 

EJEMPLO 2 

Determinar el área A de la región comprendida dentro de la cardioide 

r = 2(1 + cos e) (10) 

y fuera del círculo 

r = 3. (11) 

La región aparece sombreada en la figura 14.3.6. De acuerdo con la simetría de la 
región sólo necesitamos calcular el área en el primer cuadrante y a continuación 

Figura 1 

multiplicar por dos. Para localizar la coordenada e del punto P en donde se intersecan 
el círculo y la cardioide, eliminamos a r de las ecuaciones 10 Y 11. Con ello se obtiene 

2(1 + cos e) = 3 

o sea 

cos e = !. (12) 
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La solución en el primer cuadrante es e = 'Tr/3. 
Determinaremos el área deseada restando el área del sector correspondiente del 

círculo, del área del mismo sector de la cardioide. Empleando la ecuación (6), obtene­
mos 

(71/3 1 
A = 2 Jo 2 [4(1 + cos e)2 - 9] de 

(71 /3 Jo (4 + 8 cos e + 4 cos2 e - 9) de 

(71/3 
= Jo (-5 + 8cose + 2 + 2cos2e) de 

(71/3 Jo ( - 3 + 8 cos e + 2 cos 2e) de 

1

71 /3 

( - 3e + 8 sen e + sen 2e) o 

'Tr v3 v3 
-3-+8-+-

- 3 2 2 

9 
-'Tr. + 2 v3 = 4.65 .• (13) 

Longitud de arco 

Consideremos la ecuación de una curva en forma polar r = f(e) y recordemos que las 
coordenadas rectangulares y las polares se relacionan mediante las ecuaciones 

x = r cos e , y = r sen e . (14) 

Sustituyendo f(e) en lugar de r en las ecuaciones 14, obtenemos 

x = f(e)cos e, y = f(e)sen e. (15) 

Las ecuaciones 15 forman un conjunto de ecuaciones paramétricas de la curva en las 
que e es el parámetro. De la ecuación 11 en la sección 7.3, la longitud de arco entre 
e = a y e = J3 está dada por 

(16) 

De acuerdo con las ecuaciones 15, tenemos que 
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d'Pds 

-r rd9 
r=f(9) 

d9 
r 

o 

Figura 14.3.7 

dx 
de = f'(e)cos e - f(e)sen e, 

dy = f'(e)sen e + f(e)cos e. 
de 

Elevamos al cuadrado estas ecuaciones y sumamos los resultados. Obtenemos 

Así, la integral que da la longitud del arco de la gráfica de r = f(e) es 

s = J: {[f(e)]2 + [f'(e)]2}1/2 de 

~ [ (d )2]112 
= L r2 + d~ de. 

En forma diferencial podemos escribir 

[ (
d )2]1/2 

ds = r2 + d~ de 

que es análoga a la ecuación 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

en coordenadas rectangulares. Se puede recordar la ecuación 21 aplicando el teorema 
de Pitágoras como se muestra en la figura 14.3.7. 

EJEMPLO 3 

Determinar la longitud de la cardioide 

r = a(l + cos e) (22) 

que queda comprendida en los dos primeros cuadrantes (véase figura 14.3.8). 
De acuerdo con la ecuación 20, tenemos que 
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Figura 14.3.8 

= Ví a 10'" [1 + cos 9]112 d9. 

Empleando la identidad para la mitad del ángulo, la última integral se transforma en 

s = Vía r [2 cos2 (~) J/2 d9 

2a r Icos ~I d9. 

Se emplean las barras de valor absoluto porque es la raíz cuadrada no negativa la que 
se necesita. Sin embargo, cos (9/2) 2: ° para 0::5 9 ::5 'Ir, Y por consiguiente se pueden 
quitar estas barras. De este modo llegamos a 

91'" 2a . 2 sen 2 o = 4a. 

Por simetría de la cardioide con respecto a la recta 9 = 0, el perímetro de la cardioide 
completa es 8a. -

PROBLEMAS 

PROBLEMAS 773 

1. Determinar el área dentro de un rizo de la lemniscata 
? = & cos 26. 

4. Determinar el área de la región interior de la cardioide 
r = a(l + cos 6). 

2. Determinar el área de un pétalo de r = 4 cos 26. 

3. Determinar el área de la región comprendida dentro 
del caracol r = 1 + 0.5 sen 6. 

5. Determinar el área encerrada por la espiral r = 36, 
para 0< 6 < 'Ir Y por el rayo 6 = 'Ir. 

6. (a) Determinar el área de la región dentro del caracol 
r = 1 + bcos 6, donde 0< b < 1. 
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(b) ¿ Cuáles son los valores límite del área cuando b -7 
O Y cuando b -7 1, respectivamente? Nótese que 
cuando b -70, el caracol tiende al círculo r = 1. 

7. Considerar el caracol r = 1 + 2 cos e. 

(a) Determinar el área total dentro del rizo exterior. 

(b) Determinar el área dentro del rizo interior. 

(c) Determinar el área comprendida entre los dos ri­
zos. 

8. Determinar el área de la región comprendida entre el 
exterior del círculo r = 2 Y el interior de la cardioide 
r = ~(1 + cos e) . 

9. Determinar el área de la región comprendida entre el 
interior de la cardioide r = a(l + sen e) y el exterior 
del círculo r = 3al2. 

10. Determinar el área comprendida entre el exterior del 
cfrculo r = 1 Y el interior de uno de los pétalos del 
trébol r = 2 sen 3e. 

11. Determinar el área comprendida entre el exterior del 
caracol r = 2 - cos e y el interior de la cardioide 
r = 1 + cos e . 

12. Determinar el área comprendida dentro del caracol 
r = 2 - cos e y fuera de la cardioide r = 1 + cos e. 

13. Determinar el área comprendida por los interiores del 
caracol r = 2 - cos e y la cardioide r = 1 + cos e. 

14. Determinar el área de la región interior de al menos 
una de las siguientes curvas: el caracol r = 2 - cos e 
y la cardioide r = 1 + cos e. 

15. Determinar la longitud del arco de la cardioide 
r = 1 + cos e en el primer cuadrante. 

16. Determinar la longitud de arco de la cardioide 
r = a(1 + sen 6), a > O, para O :s; e :s; 2'lT. 

17. Determinar la longitud de arco del círculo r = a cos 
e, a > O, para O :s; e :s; 'lT . 

18. Determinar la longitud de arco de la espiral r = ke, 
k > O, para O :s; e :s; 'lT. 

19. Determinar la longitud de arco de la gráfica de 
,. = a sec e, a > O, para O :s; e :s; 'lT/4. 

20. Determinar la longitud de arco de la gráfica de 
r = sen\e/3) para O :s; e :s; 3'lT. 

21. Determinar la longitud de arco de la espiral r = eke
, 

k > O, para O :s; e :s; 'lT . 

22. Determinar la longitud de arco de la espiral r = eH, 
k> O, para -00 < e :s; O. 

23. Determinar la longitud del arco de la parte de la 
cardioide ,. = a(1 - sen e), a > O, que está en los 
cuadrantes primero y cuarto. 

24. Formular, pero no evaluar, una integral que dé la 
longitud del arco de un pétalo de la gráfica de 
r = a sen 3e, a > o. 

25. Formular, pero no evaluar, una integral que dé la 
longitud del arco de una espira de la lemniscata 
r = 2a2 cos 2e, a > o. 

26. Formular, pero no evaluar, una integral que dé la 
longitud de arco del caracol r = 1 + b cos e, b > O, 
para O :s; e :s; 2'lT. 

Área de una superficie 

Supongamos que la gráfica de r = f(e) para a :s; e :s; b se 
hace girar alrededor del eje x (véase figura 14.3.9). El área 
de la superficie que se forma de este modo se puede 
calcular mediante una integral semejante a la deducida en 
la sección 7.3, para el caso de coordenadas rectangulares. 
El elemento dS del área de la superficie de nuevo estará 
dado por dS = 2'lT Y ds, donde ds es el elemento de la 
longitud de arco. Reformulando esta expresión en coorde­
nadas polares, tenemos que 

dS (i) 

Figura 14.3.9 

en la cual r = f(e) . Si sustituimos f(e) en lugar de r e 
integramos de e = a a e = b, obtendremos el área de la 
superficie requerida. Si la curva se hace girar en torno al 
eje y, entonces dS = 2'lT X ds, y en este caso 
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en donde de nuevo r = f(e). 

En los problemas 27 a 31, determinar el área de la super­
ficie de revolución que se forma del modo indicado. 

27. Giranoo el círculo r = a cos e alrededor del eje x. 

28. Girando el círculo r = a cos e en torno al eje y. 

29. Girando la cardioide r = a(1 + cos e) en torno al 
ejex. 

30. Girando la lemniscata? = 2a2 cos 2e alrededor del 
ejex. 

31. Girando la lemniscata? = 2a2 cos 2e alrededor del 
ejey. 

Tangentes y pendientes 

Para una curva dada por la ecuación polar r = f(e), la 
derivada drlde no es la pendiente de la curva, aunque da 
la razón de cambio de r con respecto a e. En el problema 
32 describiremos someramente la deducción de una fórmu­
la para la pendiente de una curva en coordenadas polares. 

32. Se tiene el caso que se mltestra en la figura 14.3.10. 
La pendiente de la gráfica de r = f(e) es la tangente 
del ángulo (e + 1jJ), y por tanto queremos hallar un 
modo para determinar 1jJ. 

(a) Pasemos ahora a la figura 14.3.11. El punto P(r, e) 
es un punto arbitrario de la curva. Si variamos a e 
en una pequeña cantidad <le, entonces r varía en 
<lr y obtenemos el punto Q(r + <lr, e + <le). El 
arco PR es un arco del círculo de radio r cuyo 
centro es el polo. Sea <1> el ángulo entre el segmento 
de recta PQ y el arco PRo Demostrar que 

y 

x 

o 

Figura 14.3.10 

PROBLEMAS 775 

y 

Figura 14.3.11 

<lr 
tan <1> == - . 

rM 

(b)Cuando <le -70, demostrar que 

1 dr 
tan <I>~ --o 

r de 

x 

(c)Obsérvese que <1> + ljJ -7'IT/2 cuando <le -70, y 
demuéstrese que 

r 
tan ljJ = dr/de. 

Entonces, por consiguiente 

tane+tanljJ 
pendiente = tan (e + 1jJ) = 1 _ tan e tan 1jJ. 

33. Determinar la pendiente de la cardioide r = 1 + cos 
e en el punto en el que e = 'IT/4. 

34. Determinar la pendiente del círculo r = 2 sen e en el 
punto en el que e = 2'IT/3. 

35. Determinar la pendiente del caracol r = 5 - 2 cos e 
en el punto en el que e = 'IT/3. 

36. Determinar la pendiente del caracol r = 5 - 2 cos e 
en el punto en el que e = - 'IT/3. 

37. Determinar la pendiente del círculo r = 3 cos e en el 
punto en el que e = 'IT/3. 

38. Determinar la pendiente del trébol r = a sen 3e en el 
punto en el que e = 'IT/12. 

39. Los círculos r = 3 cos e y r = 3 sen e se intersecan 
en el punto (3/-{2, 'IT/4). Determinar el ángulo entre 
las tangentes respectivas en este punto. 
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40. El caracol r = 2 cos e y la cardioide r = 1 + cos e se 
intersecan en el punto (~, TI/3). Determinar el ángulo 
agudo entre sus tangentes respectivas en este punto. 

41. Partiendo de las ecuaciones paramétricas (15), dedu­
cir una fórmula para la pendiente dy/dx y demostrar 
que este resultado concuerda con el que se obtuvo en 
el problema 32. 

42. Demostrar que la cardioide r = a(l + cos e) tiene una 
tangente vertical para e = o, 2TI/3 y 4TI/3, Y que tiene 
una tangente horizontal para S = TI/3, TI Y 5TI/3. 
Obsérvese que los puntos de tangencia horizontal y 
vertical se alternan y están uniformemente distribui­
dos con respecto a la variable angular S. 

43. Sea r = ae-b9
, donde a > O Y b > O. En la figura 

14.3.12 aparece la gráfica de esta ecuación para S ~ 

PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 4, hallar un conjunto de coordenadas 
polares para el punto dado en las cuales el signo de la 
coordenada r sea opuesto al que se da y hallar un conjunto 
de coordenadas polares del punto dado en el cual el signo 
de la coordenada S sea contrario al que aparece. 

1. ( -2, 5;) 
3. (3, _ 2;) 

2. (4, 7:) 
4. ( -4, -~) 

En los problemas 5 a 8, se da un conjunto de coordenadas 
polares de un punto en el plano. Determinar las coordena­
das rectangulares del mismo punto. 

S. (5, -~) 
7. (3, _ 2;) 

6. (4,};) 
8. ( -2, 3:) 

En los problemas 9 a 12, se dan las coordenadas rectangu­
lares de un punto. Determinar el conjunto de coordenadas 
polares del mismo punto para las que r ~ O, entre -TI < S 
:s TI. 

9. (v'i2,2) 

11. (-2,2 V3) 

10. (3, Y27) 
U. (5 v'2, - víSo) 

o. La recta tangente a la gráfica en el punto P en el 
que e = O interseca al eje y en Q. Demostrar que la 
longitud de arco de la curva para e ~ O es igual a la 
longitud del segmento de recta PQ; en otras palabras, 
si se desenrolla la espiral desde P, cubrirá exactamen­
te al segmento PQ. Torricelli obtuvo este resultado en 
1645. 

y 

Q 

x 

Figura 14.3.12 

En los problemas 13 a 20 hacer un dibujo de la gráfica de 
la ecuación polar dada, e identificar la curva. 

13. r = 3 sen (S - ~) 
15. r = S, O :s S :s 2TI 

16. , = 2 sen S + 3 cos S 

17. , = 1 + cos S 

19. ,2 = -sen2S 

14. , = 5 csc 6 

18. , = 3 sen 36 

20. , = 2 - cos 6 

En los problemas 21 a 24, hacer un dibujo e identificar la 
gráfica de la sección cónica descrita por la ecuación dada. 
También determinar su excentricidad e y localizar sus 
focos y sus directrices. 

9 
21. , = 1 + 3 sen S 

3 
22. , = 1 + cos S 

6 
23. , = 4 - cos S 24. , = 2(, cos 6 + 3) 

En los problemas 25 a 28 deducir la ecuación polaf de la 
curva a partir de la ecuación en coordenadas rectangulares. 

xVx2+J2 
25. 3 - • ¡.;-:---, 

x + vx 2 + y2 

x3 y3 
26. 1 = - + - + xy 

2y 2x 
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x 3 

27. y2 =--
1 - x 

y4 
28. X2 = -4--

2 - y 

En los problemas 29 a 32, deducir la ecuación rectangular 
de la curva a partir de la ecuación en coordenadas polares. 

29. 6 = 111r 
6 

31. r = 2 cot 6 

30. r2 = sen 26 

32. r = sec 6 - 2 cos 6 . 

En los problemas 33 a 36 localizar los puntos de intersec­
ción de las ecuaciones dadas. 

33. r = 3 sec 6 + 1, r = 4 

34. r = 4 sen 6 - 2 cos 6, r = 2 - 2cos6 

35. r 2 = -sen26, 
3'lT 

6 =-
4 

36. r = sec 6 - cos 6. r = cos6 

En los problemas 37 a 40 determinar el área de la región 
acotada por las ecuaciones dadas. 

PROBLEMAS DE REPASO 777 

37. r = 2 + sen 6 

38. r = 1 + sen 6 

39. Un pétalo de ,2 = 4 sen 26 

40. Un pétalo de r = 7 cos 56 

En los problemas 41 a 44, formular una integral que 
exprese la longitud de arco de la curva dada para los límites 
dados de 6. 

41. r = 3 csc 6, 

42. r = 5 cos 6, 

43. r2 = 4 cos 26, 

44. r = 7 sen 56, 

'lT 3'lT 
- :s6:s -
4 4 

o :s 6 :s 2'lT 

0:S6:S~ 
6 

O:s 6 :s 2'lT 

En los problemas 45 a 48, determinar la pendiente de la 
tangente a la curva dada en el punto donde 6 = 'lT/3. 

45. r = 3 - cos 6 

47. r = sec 6 - cos 6 

46. r = 2 cos 6 + 3 sen 6 

48. r = 7 cos 56 
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Capítulo 15 

En la física y en la ingeniería hay muchas cantidades 
de importancia que tienen tanto magnitud como direc­
ción. Por ejemplo, la fuerza, la velocidad, la acelera­
ción y la cantidad de movimiento tienen este carácter. 
A estas cantidades se les llama vectores. * En contraste, 
muchas otras cantidades físicas importantes como la 
temperatura, la presión, la masa y la energía, sólo 
tienen una magnitud, pero no dirección; estas cantida­
des se llaman escalares. Una cantidad escalar se des­
cribe en forma matemática mediante un número real, 
referido a alguna escala dada de medición y su varia­
ción con respecto al espacio o al tiempo se describe 

* Los vectores los desarrollaron Josiah Willard Gibbs y Oliver Hea­
viside alrededor de 1880, trabajando en forma independiente en la 
teoría de la electricidad y el magnetismo. Gibbs (1839-1903) fue 
profesor de fisica matemática en Yale, y también se le conoce por sus 
importantes contribuciones a la termodinámica. Heaviside (1850-
1925), inglés, que carecía de educación universitaria, se interesó en 
la electricidad cuando, siendo joven, trabajaba como telegrafista. Se 
le conoce especialmente por el desarrollo del cálculo operacional y 
su aplicación a los problemas eléctricos. En su tratamiento de los 
vectores, tanto Gibbs como Heaviside emplearon mucho la teoría de 
los cuaterniones, que había desarrollado William Rowan Hamilton 
(1805-1865) a principios de 1843. También influyó en ambos James 
Clerk Maxwell (1831-1879), quien empleó los cuaterniones en su 
estudio de los fenómenos electromagnéticos, pero quien también 
llamó la atención de las desventajas de su empleo como medio de 
representar cantidades fisicas. Después de la publicación del trabajo 
de Gibbs sobre los vectores, en 1881 y 1884, seguida por la de 
Heaviside en 1893, se desarrolló una agria controversia entre sus 
seguidores y los defensores de los cuaterniones. Ganaron los vectores 
por su simplicidad y eficacia y los cuaterniones quedaron relegados 
a la historia. 

CÁLCULO 

Vectores y 
geometría 
analítica 

tridimensional 
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Figura 15.1.1 

mediante una función cuyos valores son números reales. El principal objeto de este 
capítulo es desarrollar la base matemática adecuada para tratar con cantidades vecto­
riales. Para mantener las cosas tan sencillas como sea posible iniciaremos con los 
vectores en dos dimensiones. A partir de la sección 15.3 extenderemos el estudio para 
abarcar los vectores tridimensionales. 

15. t VECTORES EN DOS DIMENSIONES 

Para distinguir entre vectores y escalares, emplearemos letras negritas, sea mayúsculas 
o minúsculas, para representar a los vectores; por ejemplo, a, b, u, U, etc. Como los 
vectores tienen magnitud y dirección, es conveniente representarlos en forma geomé­
trica mediante flechas. Véase la figura 15.1.1, en donde se muestra el vector a. La 
magnitud de este vector es la longitud de la flecha y su dirección es la dirección de la 
flecha. Los puntos inicial y terminal del vector se identifican con P y Q, respectiva­
mente en esa figura. A veces se necesitará que un vector ocupe un lugar fijo, por 
ejemplo, pidiendo que determinado punto sea el punto inicial de él. En otras ocasiones 
la ubicación de un vector podrá no especificarse. En todos los casos, independiente­
mente de su ubicación en el plano, se dice que dos vectores son iguales si tienen la 
misma magnitud y la misma dirección. 

A continuación colocaremos el vector a, o la flecha, de modo que su punto inicial 
quede en el origen O de un sistema de coordenadas rectangulares, como en la figura 
15 .1.2. El punto terminal de a coincide ahora con un punto R en el plano xy cuyas 

y 

x 

o 

Figura 15.1.2 

coordenadas son (al , a2)' Cuando su punto inicial se coloca en el origen, el vector a 
sirve para identificar al punto R, y se dice que a es el vector de posición de R. 
Recíprocamente, el punto R o sus coordenadas (al' a2) se puede emplear para identificar 
al vector que va del origen a R. De este modo, se escribe 

(1) 

para representar al vector de O a R, o a cualquier otro vector igual a éste, pero ubicado 
en otro lugar del plano. A los números al Y a2 de la ecuación 1 se les conoce como la 
componente x y la componente y, respectivamente, del vector a. 

De este modo se establece una correspondencia, expresada por la ecuación 1, entre 
los vectores y las coordenadas de sus puntos terminales, suponiendo que sus puntos 
iniciales están en el origen. Esta correspondencia nos permite representar a los vectores 
mediante pares de números reales, o viceversa. 
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La magnitud, o longitud, del vector a es la distancia del origen al punto cuyas 
coordenadas son (al' a2)' Representaremos la magnitud de a mediante lIall, y por 
consiguiente 

lIall = Vaf + a~ (2) 

(véase figura 15.1.2). Para cualquier vector a tenemos que lIall ;::: O; además, Ila ll = O 
si y sólo si al = a2 = O. 

Por ejemplo, el vector a = (2, 3) que se muestra en la figura 15 .1.3a tiene una 
longitud 

Ilall = V( - 2)2 + 32 = vTI. 
Por otro lado, el vector a de la figura 15.1.3b se representa mediante una flecha de 5 

R(-23) y 

(a) (b) Figura 15.1.3 

unidades de longitud que forma un ángulo de -rr/6 radianes con el eje x positivo. El 
punto terminal R tiene coordenadas (5{312, &), y entonces se puede escribir 

a = (5~ ~) . 
2 ' 2 

Como hicimos notar, los vectores son importantes en la física y en la ingeniería 
debido a la importancia de las cantidades que representan. Con mucha frecuencia se 
aconseja representar a los vectores y a las relaciones entre ellos en forma geométrica, 
para obtener un máximo provecho de nuestra intuición geométrica. Una ventaja de este 
punto de vista es que no se necesita de un determinado sistema de coordenadas. Por 
tanto quedamos en libertad de concentrar nuestra atención en las relaciones vectoriales 
intrínsecas sin los detalles de notación y otros asociados con los sistemas coordenados. 

Por otro lado, los vectores son cómodos desde el punto de vista de cómputo porque 
es posible formular un sistema algebraico en el cual se puedan llevar a cabo los cálculos 
en forma directa; para ello se necesita la presencia de un sistema coordenado. Como 
con frecuencia se tiene una mayor visión pensando desde un punto de vista geométrico, 
y casi siempre llevaremos a cabo cálculos en forma algebraica, es importante poder 
pasar rápidamente de un punto de vista a otro. 

A continuación describiremos el álgebra de los vectores. 

(a) Igualdad. Dos vectores a = (a l, aü y b = (b¡, b2) son iguales si y sólo si tienen 

http://carlos2524.jimdo.com/



782 VECTORES Y GEOMETRíA ANALÍTICA TRIDIMENSIONAL 

la misma magnitud y la misma dirección. Si sus puntos iniciales se colocan en el 
origen, sus puntos terminales también deben coincidir. Así, 

a = b quiere decir que a l = bl ya2 = b2. (3) 

En palabras, a y b son iguales si y sólo si cada componente de a es igual a la 
componente correspondiente de b . 

(b)Cero. El vector cero, que se representa con O, es el vector cuya longitud es igual 
a cero. Como resultado, si su punto inicial está en el origen, también estará allí su 
punto terminal, y entonces 

O = (0, O). (4) 

Así, el vector O es el vector cuyas componentes son cero. La dirección del vector 
cero es indeterminada. 

(c)Suma. La definición adecuada de la suma de dos vectores nos la sugiere la manera 
en la que se suman las fuerzas en la física o en la mecánica. Si el punto inicial de 
b se coloca en el punto terminal de a, como se ve en la figura 15.1.4a, entonces 

y 

r ' --_ 
! --... 

a¡ b¡ 

(a) (b) 

Figura 15.1.4 La regla del paralelogramo para la suma de vectores. 

a + b es el vector que se traza desde el punto inicial de a hasta el punto terminal 
de b. A lo anterior se le llama a veces la regla del paralelogramo, ya que a + b es 
la diagonal del paralelogramo cuyos lados son a y b. 

A continuación, obtendremos la fórmula para las componentes de a + b . Sean 
a = (al, a2) y b = (b!, b2). Entonces, de acuerdo con la figura 15.1.4b se puede ver 
que la coordenada x del punto terminal de a + b es al + b¡. Igualmente, la 
coordenada y de este punto es a2 + b2, siendo a2 negativa en el caso de la figura. 
Al considerar otras combinaciones de los signos de las componentes de a y b, es 
posible demostrar en todos los casos que 

(5) 

En otras palabras, se lleva a cabo la suma de dos vectores sumando sus 
respectivas componentes rectangulares. 

,....~. 
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La suma vectorial tiene las siguientes dos propiedades importantes, que 
también las tiene la suma ordinaria: 

a + b 

(a + b) + e 

b + a (Ley conmutativa) 

a + (b + e) (Ley asociativa) 

(6) 

(7) 

Es fácil deducir ambas propiedades. Por ejemplo, a + b está dada por la ecuación 
5, mientras que b + a = (b¡ + al, b2 + a2)' Como a¡ + b¡ = b¡ + al, Y a2 + b2 = 
b2 + a2 según la ley conmutativa de la suma de números reales, en consecuencia la 
ecuación 6 es válida. Se puede deducir la ecuación 7 de una manera semejante. 

EJEMPLO 1 

Si a = (- 2,3) y b = (4, - 1), calcular a + b. 
De acuerdo con la ecuación 5 obtenemos 

a + b = (-2,3) + (4, -1) = (-2 + 4,3 1) (2,2). 

Los vectores a, b y a + b se muestran en la figura 15.1.5 .• 

% 

Figura 15.1.5 

(d)Multiplicación de un vector por un escalar. Sea a un vector dado distinto de cero 
y sea A un escalar, o número real. Si A > 0, entonces Aa ó aA es el vector cuya 
dirección es la misma que la de a y cuya longitud es A veces la longitud de a (véase 
figura 15.1.6a). Si A < 0, entonces la dirección de Aa es opuesta a la de a y la 
longitud de Aa es IAI veces la longitud de a (véase figura 15.1.6b). Si A = 0, o si 
a = 0, entonces Aa es el vector cero. 

Para determinar las componentes de Aa, sea a = (a¡, a2), y considere la 
situación que aparece en la figura 15.1.7, en la cual A> O. Los dos triángulos son 
semejantes y sus hipotenusas tienen la razón A. Así, los demás pares de lados 
correspondientes también tienen esta razón. Esto significa que las componentes de 
Aa son Aa¡ y Aa2, y que podemos escribir 

(8) 

Un argumento semejante demuestra que la ecuación 8 también es válida 
cuando A < O. 

Figura 15.1.6 
Multiplicación de un 
vector por un escalar. 
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y 

x 

o 
I----~al--------l 

Figura 15.1.7 

El tipo de multiplicación que define la ecuación 8 tiene las siguientes propie­
dades, ya familiares, de la multiplicación ordinaria: 

(Af.L)a = A(f.La), (Ley asociativa) 

(A + f.L)a = Aa + f.La, (Ley distributiva) 

A(a + b) = Aa + Ab (Ley distributiva) 

(9) 

(10) 

(11) 

Es fácil demostrar cada una de esas propiedades. Por ejemplo, para deducir la 
ecuación 10, nótese que 

Aa + f.La (Aa¡, Aa2) + (f.La¡, f.La2) 

(Aa¡ + f.La¡, Aa2 + f.La2) 

((A + f.L)a¡, (A + f.L)a2) 

(A + f.L)a . 

Las demás propiedades se pueden demostrar de modo semejante. 

EJEMPLO 2 

Si a = (2, -1) Y A = 3, calcular Aa. 
De acuerdo con la ecuación 8, 

Aa = 3(2, ~ J \ = (6, - 3). 

El vector Aa tiene la misma dirección que a y su longitud es el triple de la de a (véase 
figura 15.1.8) .• 

EJEMPLO 3 

Si a = (2,3), b = (- 3, 1) Y A = - 2, calcular A(a + b). 
Un modo de proceder es calcular la suma de a y b, 
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y 

-2 

2 
(2.-1) 
..... ..... ..... 

Figura 15.1.8 

x 

..... 
"3. ............... 

........... (6. - 3) 

a + b = (2 - 3, 3 + 1) = ( - 1, 4) . 

Entonces, de acuerdo con la ecuación 8, tenemos que 

A(a + b) = - 2( - 1, 4) = (2 , - 8) . 

Los vectores a, b, a + by A(a + b) se muestran en la figura 15.1.9. 

(12) 

En forma alternativa, podemos calcular Aa y Ab por separado, y a continuación 
sumarlos, de acuerdo con la ley distributiva (11). En este caso obtenemos 

-Aa -2(2,3) = (-4, - 6), 

Ab -2( - 3,1) = (6, -2), 

y entonces 

Aa + Ab = (-4, -6) + (6, - 2) = (2, -8). (13) 

Obsérvese que este resultado concuerda con la ecuación 12, lo cual confirma la ley 
distributiva (11) en este caso. -

(e) Resta. La diferencia e = a - b de dos vectores a = (al , b l ) y b = (b l , b2) se define 
pidiendo que el vector e sea aquél que cuando se sume a b dé como resultado el 
vector a (véase figura 15.1.10). Así, a - b es el vector que se traza desde el punto 
terminal de b hasta el punto terminal de a. Para determinar las componentes de 
a - b, sea a - b = (e l, e2), y obsérvese que (de acuerdo con la figura 15.1.10) 

b + (a - b) = a. (14) 

Escribiendo la ecuación 14 en términos de las componentes, tenemos que 

o sea 

e2 

y 

Figura 15.1.9 

Figura 15.1.10 
Resta de vectores. 
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Entonces 

a - b 

EJEMPLO 4 

Si a = (1, -2) Y b = (3, -1), calcular a-b. 
De acuerdo con la ecuación 15 tenemos que 

a - b (1 , - 2) - (3 , -1) = (1 - 3, - 2 - [ - 1]) 

(-2, - 1) . 

La figura 15 .1.11 muestra los vectores a, b y a-b. 

Figura 15.1.11 Figura 15.1.12 

(15) 

, El vector cuyo punto inicial es P y cuyo punto terminal es Q se llama con frecuencia 
~ 

como el vector de P a Q y se puede representar mediante PQ. Representaremos a este 
vector en forma geométrica trazando una flecha de P a Q, como se ve en la figura 

~ 
15 .1.12. Para calcular las componentes de PQ, introduciremos los vectores de posición 
~ ~ 
OP y OQ de P y Q, respectivamente. Entonces 

~ ~ ~ 

PQ = OQ - OP. (16) 

Si (XI' YI) son las coordenadas de P, y (X2' Y2 ) son las coordenadas de Q, entonces 

En consecuencia, según la ecuación 15, 

(17) 

~ 
Así, se calculan las componentes de PQ restando las coordenadas de su punto inicial, 
de las coordenadas correspondientes del punto terminal. 
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EJEMPLO 5 

Calcular las componentes del vector que va de P( - 2 , 1) a Q(4, - 3). 

Los puntos P y Q y el vector ¡;Q se muestran en la figura 15.1.13. De acuerdo con 
la ecuación 17, 

PO = (4, - 3) - ( - 2,1) = (4 + 2, - 3 - 1) = (6, -4). • 
P(-2, 1) 

-2 - 1 

-1 

-2 

Figura 15.1.13 
- 3 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 4, calcular II + b, a - b Y 2a - 3b. 

1. a = ( - 2, 1), b = (3, - 2) 

2.8=(1,0), b = (-2,1) 

3. 8 = (1 , 1), b = (1, - 1) 

4.8 = (2, -5), b = (1,4) 
-) 

En los problemas 5 a 8 determinar el vector PQ. 

5. P = (2, 1) , Q= (4, -2) 

6.P=(-1, - 4), Q=(2,-2) 

7. P = (2,4), Q = (-1, O) 

8. P = (5, - 2), Q = (1, 4) 
9. Si a = (2, 1) es el vector de posición del punto P, y 

si b = (3 , 2) es el vector de posición del punto Q, 
calcular las componentes del vector de P a Q, y las 
del vector de Q a P. 

10. Si a = (2, - 1) es el vec~ de posición del punto P y 

si el vector de P a Q es PQ = (- 3,2), determinar el 

vector de posición b del punto Q, 

11. Calcular x y y si los vectores a = (x + y, x - y) y 
b = (2,3) son iguales. 

12. Calcular x y y si a = 2b, donde a = (x + y, 2) Y 
b = (3, x - 2y). 

y 

x 

Q(4,-3) 

En los problemas 13 a 18, determinar la longitud Ilall del 
vector dado. 

13. a = (2, 1) 

14. a=(-1,3) 

15. a = (- 3, - 4) 

16. a = (x, x), donde x es un número real 

17. a = (x + y, x - y) , donde x y y son números reales 

18. a = (3x, 4x) , donde x es un número real 

19. Determinar el vector b cuya longitud es 5 y que es 
perpendicular al vector a = (1,2), 

20. Determinar el vector b cuya longitud c::s 8 y que tiene 
la misma direcciónque el vector que va de P(2, 1) a 
Q(-1,4). 

21. Seleccionar a >. de tal modo que tengan la misma 
longitud los vectores (2, - 3) y (>. , 1). 

22. Demostrar que (a + b) + e = a + (b + e) para 
cualesquiera vectores a, b y c. 

23. Demo~trar que (>.¡¡..)a = >'(¡¡..a) para cualesquiera vec­
tores a y b, Y para cualquier escalar>. y ¡¡... 

24. Demostrar que>. (a + b) = >.a + >'b para cualesquiera 
vectores a y b , Y para cualquier escalar >.. 

25. Un principio básico de la mecánica afirma que si un 
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cuerpo está en equilibrio, entonces la suma vectorial 
de las fuerzas que actúan sobre dicho cuerpo debe ser 
igual a cero. Si se suspende un peso W de un cable que 
forma un ángulo e con la horizontal , como se ve en la 
figura 15 .1.14, determinar la fuerza Ten el cable. Figura 15.1.14 

15.2 EL PRODUCTO ESCALAR 

Continuaremos el estudio de las propiedades de los vectores en dos dimensiones . En 
esta sección nos enfocaremos a la multiplicación de un vector por otro. 

Producto escalar, o producto Interior 

Sucede que resulta útil definir dos modos distintos de multiplicar a dos vectores entre 
sÍ. El primer tipo de producto que describiremos siempre produce un escalar, o número 
real, y se llama por ello producto escalar. Como con frecuencia se le representa 
mediante un punto, también se llama producto interior. Si a = (al, a2) Y b = (b l , b2), 
entonces el producto e,.scalar, o producto interior de a y b se define como 

(1) 

En palabras: las componentes correspondientes de los dos vectores se multiplican entre 
sí ya continuación se suman los resultados. El producto escalar tiene una interpretación 
geométrica importante que describiremos un poco más adelante. 

EJEMPLO 1 

Si a = (3, - 2) Y b = (- 1,3), calcular a· b. 
De acuerdo con la ecuación 1 obtenemos que 

a . b = (3)( -1) + (- 2)(3) = - 3 - 6 -9 . • 

El producto escalar tiene las propiedades siguientes: 

a' b = b · a, (Ley conmutativa) ; (2) 

a . (b ± c) = a . b ± a . c, (Ley distributiva); (3) 

y, si l\ es un escalar, 

l\(a . b) = (l\a) . b = a . (l\b), (Ley asociativa). (4) 
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Nótese que no tiene sentido escribir una expresión como (a . b) . c, porque el resultado 
de la primera multiplicación es un escalar, y no se puede formar el producto interior 
de un escalar (a . b) por un vector c. Sin embargo, la expresión (a . b)c está bien 
definida; la segunda multiplicación es el producto de un escalar por un vector, como 
se discutió en la sección 15.l. 

Las propiedades (2), (3) Y (4) se demuestran con facilidad. Por ejemplo, para 
deducir la ecuación 3 supongamos que a = (a¡, a2), b = (b¡, b2) Y c = (c¡, C2)' Entonces 

a' (b ± c) (a¡, a2) . [(b¡, b2) ± (e¡, e2)] 

(a¡, a2)' (b¡ ± el, b2 ± e2) 

a¡( b¡ ± el) + a2( b2 ± e2) 

a' b ± a' c, 

demostrando con ello la ecuación 3. 

Relación entre un producto escalar y 
la longitud de un vector 

En la sección 15.1 hicimos notar que la longitud de un vector a = (a¡, a2) está dada por 

Ilall = Var + a~. 

Si formamos el producto escalar de a por sí mismo, tenemos que 

a . a = ar + a~ = Ila112
• 

También, si A es un escalar, entonces 

IIAal1 II(Aa¡, Aa2)11 = VA2ar + A2a~ 

IAI Var + a~ = IAlllall. 

(5) 

(6) 

(7) 

Nótese que se necesita IAI en el lado derecho de la ecuación 7, porque A puede ser 
negativa y IIAal1 y Ilall no lo son. 

Vectores unitarios 

Cualquier vector cuya longitud sea igual a uno se llama vector unitario. A veces es de 
utilidad determinar a un vector unitario u que tenga la misma dirección que un vector 
dado a distinto de cero. Para hacerlo, simplemente dividimos a entre su propia longitud, 
de modo que 

http://carlos2524.jimdo.com/



790 VECTORES Y GEOMETRíA ANALíTICA TRIDIMENSIONAL 

~ 
a 

Figura 15.2.1 

u = 
a 

Ilall" 
(8) 

Como Ilall > 0, u tiene la misma dirección que a, y como 1/llall es un escalar, la longitud 
de u es 1/llall multiplicado por la longitud de a, o sea uno. Por tanto, u es el vector 
unitario en la dirección de a. 

EJEMPLO 2 

Determinar un vector unitario u que tenga la misma dirección que a = (2, - 3). 
De acuerdo con la ecuación 5 tenemos que Ilall = m, y entonces 

1 ( 2 3 ) 
u = ví3 (2, -3) = ví3' - ví3 . • 

Interpretación geométrica del producto escalar 

Sean a y b vectores arbitrarios distintos de cero que tengan el mismo punto inicial, y 
sea e el ángulo entre ellos, tal que ° ::; e ::; '1T. Consideremos el triángulo que muestra 
la figura 15.2.1, cuyos lados son a, b y a - b, respectivamente. Para comprender el 
significado geométrico del producto escalar emplearemos la ley de los cosenos, de la 
trigonometría, que, en forma vectorial, dice que 

Ila - bW = IIal12 + IIbl12 
- 211allllbllcos e. (9) 

Introducimos el producto escalar en los primeros tres términos de la ecuación 9 de 
acuerdo con la ecuación 6, y obtenemos 

(a - b) . (a - b) = a' a + b . b - 211allllbllcos e. (10) 

Empleando las ecuaciones 2 y 3 para desarrollar el lado izquierdo de esta ecuación 
llegamos a 

a . a - 2a . b + b . b a' a + b . b - 211allllbllcos e, (11) 

de modo que 

a . b = Ilall llbllcos e. (12) 

La ecuación 12 es la relación fundamental que existe entre el producto escalar y las 
cantidades geométricas: las longitudes de los vectores a y b Y el coseno del ángulo 
entre ellos. 

Obsérvese que la ecuación 12 es independiente de sistema de coordenadas alguno, 
y expresa la propiedad geométrica intrínseca del producto escalar. 

Otro método de describir el producto escalar es tomar como su definición la 
ecuación 12, e invertir el argumento que hemos presentado aquí y con ello deducir la 
expresión algebraica que se da en la ecuación 1. 
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Despejando a cos e de la ecuación 12, obtenemos 

a'b 
cos e = Ilall llbll' (13) 

lo que suministra una manera de determinar el ángulo entre los dos vectores a y b . 
También podemos escribir la ecuación 13 en la siguiente forma: 

cos e = (11:11) . (11:11) = u . v, (14) 

donde u y v son vectores unitarios. En otras palabras, el producto escalar de dos 
vectores unitarios es el coseno del ángulo que forman. 

EJEMPLO 3 

Calcular el ángulo e entre los vectores a = (2, - 1) Y b = (3, 1) (véase figura 15.2.2). 
Según la ecuación 13, nos encontramos con que 

cos e ~ _-,-------'-(2--'---) (-'.-3'--,) _+--'('--- _1.;....;) (,-,1 ) __ 
[(2)2 + (-1)2)1 /2 [(3)2 + (1)2] \12 

5 1 
V5 VIO v'2' 

Por tanto, e = 1T/4 radianes. -

Supongamos que a y b son vectores distintos de cero y que a . b = O. Entonces, la 
ecuación 13 pide que cos e = o, o sea que e = 1T12. Entonces, los vectores a y b son 
perpendiculares, u ortogonales, entre sÍ. Recíprocamente, si a y b son ortogonales, 
entonces cos e = o ya ' b = O, de acuerdo con la ecuación 12. Por tanto, los vectores 
a y b distintos de cero son ortogonales si y sólo si a . b = O. Como es fácil calcular el 
producto escalar a partir de las componentes de a y b, resulta una manera conveniente 
de probar la ortogonalidad de dos vectores dados. 

La ecuación 12 también nos proporciona un método para calcular la proyección 
de un vector b sobre otro vector a. Si u es el vector unitario en la dirección de a, 
entonces se define la proyección de b sobre a como el producto del escalar Ilb ll cos e 
por el vector unitario u: 

proy. b = Ilb ll (cos e)u (15) 

(véase figura 15.2.3) . Nótese que la proyección de b sobre a (proYab) es un vector que 
tiene la misma dirección que a, cuando cos e > O, y tiene la dirección opuesta cuando 
cos e < o. 

y 

x 

Figura 15.2.2 

Figura 15.2.3 
Proyecci6n de b 
sobre a . 
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Empleando la ecuación 12 también podemos escribir proYab como 

b'a 
proy. b = ¡¡;¡¡ u = (b' u)u. (16) 

El coeficiente de u en la ecuación 15 o la 16, que es Ilbll cos S, o b . u, se llama la 
componente de b en la dirección de a. Obsérvese que esta cantidad puede ser tanto 
positiva como negativa. 

EJEMPLO 4 

Determinar la componente de b = (1, 3) en la dirección de a = (2, 1). 
El vector unitario u en la dirección de a es 

Así, de acuerdo con la ecuación 16, la componente de b en la dirección de a es 

Ilbll~os e = b· u = (1,3)' (~, ~) 
(1)(2) + (3)(1) = Vs .• 

Vs 

Vectores unitarios coordenados 

Los vectores unitarios que siguen la dirección de los ejes x y y son lo suficientemente 
importantes como para que se les reserven los símbolos especiales i y j, respectivamen­
te, para representarlos. Sus componentes son 

i = (1, O), j = (O, 1). (17) 

Todas las reglas algebraicas que se desarrollan en esta sección se aplican a i y a j como 
casos especiales. En especial, se comprueba con facilidad que 

i . i = 1, j . j = 1, i . j = j . i = O. (18) 

Las dos primeras ecuaciones 18 confirman que i y j tienen longitud unitaria, mientras 
que la tercera expresa el hecho de que i y j son ortogonales. 

Con frecuencia es conveniente expresar un vector dado a = (al> a2) en términos 
de i y j (véase figura 15.2.4). Tenemos que 

a - (al> a2) = (al> O) + (O, a2) 

al(l, O) + a2(0, 1) = ali + ajo (19) 

A los vectores ali Y aJ se les llama a veces componentes vectoriales de a en las 
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Figura 15.2.4 

direcciones x y y, respectivamente, para diferenciarlos de las componentes escalares 
al ya2' 

Con frecuencia representaremos a los vectores en términos de los vectores coor­
denados i y j como en la ecuación 19. Todas las operaciones algebraicas se llevan a 
cabo con facilidad cuando los vectores están escritos de este modo. Por ejemplo, la 
suma y la resta se manejan agrupando los términos en i y en j, respectivamente. 

La desigualdad del triángulo 

Examinemos el triángulo que muestra la figura 15.2.5, cuyos lados son los vectores a, </a+b 
b y a + b. Un hecho bien conocido de la geometría plana ef) que la longitud de un lado 
de cualquier triángulo es menor o igual que la suma de las longitudes de los otros dos 
lados, siendo válida la igualdad si y sólo si los tres lados son colineales y el triángulo Figura 15.2.5 
es degenerado. En símbolos, este enunciado toma la siguiente forma: 

Ila + bll ::; lIall + Ilbll· (20) 

La ecuación 20 es importante en álgebra vectorial y se le conoce como la desigualdad 
del triángulo. 

También se puede llegar al resultado (20) sin recurrir a la geometría. Para hacerlo, 
es más cómodo demostrar la desigualdad siguiente: 

Ila + bl12 
::; [llall + IlbllF, (21) 

de acuerdo con la cual se llega a la ecuación 20 al extraer raíz cuadrada de ambos lados, 
y tomando los resultados no negativos. Para demostrar que la ecuación 21 es cierta, 
escribimos en la siguiente forma su lado izquierdo: 

(a + b) . (a + b) 

a·a + a·b + b·a + b·b 

IIal12 + 2a . b + Ilb11 2• (22) 

Como a . b = lIa ll Ilb li cos e, y como cos e ::; 1, se infiere que a . b ::; Ila ll Ilb ll. 
Incorporando esta relación en la ecuación 22 tenemos que 

Ila + bl12 
::; lIal12 + 211all Ilbll + IIbW 
= [llall + IlbllF, 
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que es.la ecuación 21. 
Se puede ampliar la desigualdad del triángulo a dos o más vectores. Por ejemplo, 

si a, b y e son tres vectores cualesquiera, entonces 

lIa + b + ell :5 lIall + Ilbll + Ilell. (23) 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 8, determinar a . b Y el coseno del 
ángulo entre ellos. 

1. a = (1, 1), 

2. a = (1,2), 

3. a = (1, -2), 

b = (2, -3) 

b = (2, 1) 
b = (2, 1) 

4.a=(2,3), b=(-1,2) 

5. a = (1, -1), b = (4, 1) 

6. a = 3i - 2j, b = 2i + 5j 

7. a = 2i + 2j, b = i + 3j 

8. a = i - 2j, b = 3i + j 

En los .. problemas 9 a 14, determinar el vector unitario u en 
la dirección del vector dado a. 

9. a = (- 3, - 4) 

10. a = (2 , -5) 

11. a = (3x, - 4x), x es un número real 

12. a = (x , x) , x es un número real 

13. a = - 5i + l2j 

14. 'a = xi + yj, x y y son números reales 

En los problemas 15 a 18 determinar el vector unitario u 
que se pide. 

15. En la dirección opuesta aa = (1,.3). 

16. En la dirección opuesta a a = 4i - 3j. 

17. Perpendicular a a = i - 2j. 

18. Perpendicular a a = (12,5). 

En los problemas 19 a 24 determinar la componente de b 
en la dirección de a. 

19. a = (1 , 1), 

20. a = (2 , 1) , 

21. a = (2, 1), 

b = (2 , 1) 

b = (1,1) 

b = (1, -3) 

22. a = (3,2), b = (2, -3) 
23. a = i - 2j, b = xi + xj , x es un número real 

24. a = xi + xj , b = i - 2j , x es un número real 

En los problemas 25 a 28, determinar la proyección de b 
sobre a. 

25. a = (2, - 1), 

26.a=(-3,4), 

b=(1, - 3) 

b = (2, -1) 

27. a = i + j, b = 2i + 3 j 

28. a = 2i - 3j, b = 2xi + xj, 
x es un número real 

29. Demostrar que a . b = b . a para cualesquiera vectores 
a y b. 

30. Demostrar que A(a . b) = (Aa) . b para cualesquiera 
vectores a y b Y para cualquier escalar A. 

En los problemas 31 a 34, comprobar que se satisface la 
desigualdad del triángulo Ila + bll :s Ilall + IIbll. 

31. a = (1,2), 

32. a = (1, - 1), 

33. a = 2i - j, 

34. a = i + j , 

b = (3, -1) 

b = (2,3) 

b = 3i + 4j 

b = i - 3j 

35. Demostrar que, para cualesquiera vectores a y b Y 
para cualesquiera números Cl Y C2, 

36. (a) Para dos vectores a y b cualesquiera, escribir 
a = b + (a - b) Y trazar un dibujo para indicar 
esta relación. 

(b)Mediante la desigualdad del triángulo demostrar 
que 

Ila - bll ~ Ilall - Ilbll· (i) 
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(c) Mediante un argumento semejante, o intercam­
biando a y b en la ecuación (i), demostrar que 

punto R en el segmento de recta que une a P y Q 
está dado por 

Ilb - al l ~ Ilbll - Ilall . (ii) r = a + t(b - a), o ::; t ::; l. ( i) 

(d)Nótese que Ila - bll = Ilb - all; demostrar que 

Ila - bl l ~ I Ila ll - Ilbl l l· ( iii) 

(b)¿Dónde están los puntos cuyos vectores de posi­
ción están dados por la ecuación (i) cuando t < O 
ó t > 1? 

37. Sean a y b, respectivamente, los vectores de posición 
de dos puntos diferentes P y Q. 

(a) Demostrar que el vector de posición de cualquier 

38. Demostrar que (cos 9)i + (sen 9)j es un vector unita­
rio en la dirección que forma un ángulo 9 con el eje x 
positivo. 

15.3 VECTORES EN TRES DIMENSIONES 

La discusión de las secciones anteriores acerca de los vectores en dos dimensiones se 
amplía fácilmente al caso de tres dimensiones. Comenzaremos describiendo un sistema 
de coordenadas tridimensional rectangular, o cartesiano. 

Seleccionemos un punto O como el origen del sistema de coordenadas y escojamos 
tres rectas mutuamente perpendiculares que se intersequen en O como ejes coordenados 
x, y y z. Designamos una dirección positiva y una unidad de medición en cada eje. En 
general conviene orientar los ejes como se ve en la figura 15.3.1a. Los ejes y y z están 
en el plano del papel, el eje x queda perpendicular a este plano y apunta hacia el lector. 
En esta orientación los ejes x, y y z forman lo que se llama sistema coordenado orientado 
según la mano derecha; si se giran los dedos de la mano derecha desde el eje x positivo 
hacia el eje y positivo, entonces el pulgar apunta hacia el eje z positivo. Si se hace girar 
el sistema coordenado de la figura 15.3.1a como si fuera un cuerpo rígido a posiciones 
como las que se muestra en las fig'uras 15.3.1b y 15.3.1c permanece como un sistema 
con orientación derecha. Sin embargo, si se intercambian dos de los ejes, como se indica 
en la figura 15.3.2, el sistema se vuelve de orientación izquierda: si se giran los dedos 

(a) (b) (e) 

Figura 15.3.2 Sistemas de coordenadas orientados hacia la izquierda. 

de la mano izquierda a partir del eje x positivo hacia el eje y positivo, entonces el pulgar 
apunta en la dirección del eje z positivo. Se acostumbra emplear sistemas coordenados 
orientados hacia la derecha y a menos que se especifique otra cosa, en todos los casos 
nuestros sistemas coordenados serán orientados hacia la derecha. 

(a) 

(b) 

(e) 

Figura 15.3.1 Sis­
temas de coordena­
das orientados hacia 
la derecha. 
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Un plano que contenga a dos de los ejes coordenados se llama plano coordenado; 
el plano xy contiene a los ejes x y y, e igualmente para el plano xz y para el plano yz. 
Las coordenadas x, y, z de un punto P en el espacio tridimensional se definen del 
siguiente modo (figura 15.3.3). La coordenada x, a de P es la distancia dirigida desde 

/----~2. 
a b ------, 

le 
i,P(a, b, e) 

Figura 15.3.3 

el plano yz hasta P. La coordenada es positiva si P está del mismo lado del plano yz en 
que se encuentra el eje x positivo, y es negativa si P queda del otro lado del plano yz. 
La coordenada y, b de P y la coordenada z, e de P se definen igualmente como las 
distancias dirigidas desde los planos xz y xy, respectivamente. En el caso que se muestra 
en la figura 15.3.3, las coordenadas x y y son positivas y la coordenada z es negativa. 
Si una o más de las coordenadas es cero, entonces P queda en el plano o planos 
correspondientes. Al igual que en el caso de dos dimensiones, si se da un sistema de 
coordenadas rectangulares, entonces un punto geométrico P determina de forma única 
sus coordenadas con respecto al sistema coordenado, y viceversa. 

Un vector a tridimensional se puede representar como una flecha en el espacio xyz 
tridimensional. Coloquemos el punto inicial de a en el origen y entonces el punto 
terminal coincide con un punto P, como se ve en la figura 15.3.4, y se dice que a es el 

y 

al I 
_ ___ <:g __ __ J 

x 

Figura 15.3.4 

vector de posición de P. Si las coordenadas de P son (al' a2, a3) entonces a estos mismos 
números al' a2 Y a3 se les llama las componentes de a y se escribe 

(1) 

La longitud de a se representa mediante lIall y (véase figura 15.3 .5) se puede calcular 
mediante 

(2) 

Las operaciones algebraicas que se estudiaron en las dos secciones anteriores se 
transfieren de inmediato a los vectores en tres dimensiones. Así, sólo daremos un breve 
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11 _11 = Jaf + a~ + a~ 

y 

x Figura 15.3.5 

resumen de éstas. En lo que sigue a = (al' a2, a3), b = (b l, b2 Y b3) Y e == (e¡, e2 Y e3) 
son tres vectores tridimensionales arbitrarios y A Y f.L son escalares arbitrarios. 

Igualdad. a = b si y sólo si a l = b¡, a2 = b2 Y a3 = b3. 

Cero. a = O si y sólo si al = 0, a2 = ° y a3 = O. 

Suma. a + b = (al + b¡, a2 + b2, a3 + b3). (3) 

Resta. a - b = (al - b¡, a2 - b2, a3 - b3). (4) 

Multiplicación por un escalar. Aa = (Aa¡, Aa2' Aa3), donde A es un escalar. (5) 

Producto escalar. a' b = alb l + a2b2 + a3b3' (6) 

Las propiedades algebraicas siguientes de la suma vectorial, de la multiplicación 
de un vector por un escalar, y de la multiplicación escalar de dos vectores también se 
transfieren directamente de dos a tres dimensiones: 

a + b = b + a, 

(a + b) + c = a + (b + c), 

(Af.L)a = A(f.La), 

(A + f.L)a = Aa + f.La , 

A(a + b) = Aa + Ab , 

a' b = b· a, 

a . (b ± c) = a' b ± a . c, 

A(a . b) = (Aa) . b = a' (Ab). 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

Las propiedades geométricas del producto escalar también se generalizan en forma 
inmediata a tres dimensiones: 

a . b = Ilall Ilbllcos e, 
a . a = Ila11 2

• 

(15) 

(16) 

Por último, la longitud lIall del vector a tiene las mismas propiedades en tres 
dimensiones que en dos: 

lIall 2= 0, (17) 
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Figura 15.3.6 
La regla del parale­
logramo para la 
suma de vectores. 

Figura 15.3.7 
Resta de vectores. 

Vectores unitarios 

Ilall 

II"-all 

o si y sólo si a o· , (18) 

(19) 

El vector unitario u en la misma dirección que cualquier vector a distinto de cero está 
dado por u = afllall. En este caso tenemos tres vectores coordenados unitarios, que se 
representan mediante 

i = (1 , O, O), j = (O , 1, O), y k = (O, O, 1), (20) 

que apuntan a las direcciones positivas de x, y y z, respectivamente. En términos de 
estos vectores podemos escribir el vector a = (a¡, a2, a3) en la siguiente forma: 

(21) 

Interpretación geométrica 

Las interpretaciones geométricas de las diversas operaciones vectoriales que acabamos 
de resumir también se generalizan de dos a tres dimensiones en una forma natural. La 
suma a + b se dirige a lo largo de la diagonal del paralelogramo cuyos lados son a y 
b (véase figura 15.3.6). La diferencia a - b es el vector que va del punto terminal de 
b al punto terminal de a (véase figura 15.3.7). El producto "-a es el vector cuya longitud 
es 1"-1 por Ilall, y cuya dirección es la misma que la de a si "- > O y contraria si "- < O 
(véase figura 15.3.8). La ley asociativa de la suma (ecuación 8) se muestra en la figura 

l-a.I- > O 

a 

Figura 15.3.8 Multiplicación de un 
vector por un escalar. 

Figura 15.3.9 La ley 
asociativa para la suma 
vectorial. 

15.3.9. La ecuación 15, para el producto escalar, da un medio de calcular el coseno del 
ángulo entre dos direcciones en tres dimensiones. Es natural que, si sucede que cos e 
es cero, entonces las dos direcciones son perpendiculares. Las componentes de b en la 
dirección de a, o viceversa, que resultan de Ilbll cos e y de Ilall cos e, respectivamente, 
también se calculan fácilmente mediante la ecuación 15, exactamente igual que en el 
caso bidimensional. Por último, la desigualdad del triángulo 

Ila + bll $ Ilall + Ilbll (22) 
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permanece válida en tres dimensiones. Todos estos resultados se pueden deducir 
empleando los mismos argumentos que en las secciones 15.1 y 15.2, Y tomando en 
cuenta el hecho de que ahora los vectores tienen tres componentes en lugar de dos. 

EJEMPLO 1 

Si 

a = 2i - j + 3k, b = i + 3j - k, 

determinar 2a - 3b. 
Al agrupar los términos en i, j Y k, obtenemos 

EJEMPLO 2 

2a - 3b = 2(2i - j + 3k) - 3(i + 3j - k) 

(4i - 2j + 6k) - (3i + 9j - 3k) 

(4 - 3)i + ( - 2 - 9)j + (6 + 3)k 

= i - 11j + 9k . • 

Si a y b son los mismos del ejemplo 1, calcular Ila - bll. 
Primero determinamos a - b: 

a - b = 2i - j + 3k - (i + 3j - k) 

= (2 - l)i + ( - 1 - 3)j + (3 + l)k 

= i - 4j + 4k. 

A continuación calculamos la longitud de este vector y obtenemos 

EJEMPLO 3 

Si a y b son los mismos vectores que en el ejemplo 1, calcular a . b. 
De acuerdo con la ecuación 6 tenemos que 

a - b = (2i - j + 3k) -(i + 3j - k) 

(2)(1) + ( - 1)(3) + (3)( - 1) - 4. I 

EJEMPLO 4 

Si a y b son los mismos vectores que en el ejemplo 1 y si e es el ángulo entre ellos, 
calcular cos e. 
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Primero calcularemos las longitudes de a y de b: 

Ilall = [22 + (-1 )2 + 32]1/2 = V14, 
Ilb ll = [12 + 32 + (_1)2]I /2 = Vil. 

A continuación, de acuerdo con la ecuación 15, y empleando el resultado del ejemplo 
3, obtenemos 

cos e a'b - 4 
= ---- = ~~~= 

Il all Ilbll V14 Vil 
4 

= - -- == -0.3223 . 
V1s4 

Así, e == 1.899 radianes == 108.80 grados. Nótese que un valor negativo de cos e 
corresponde a un ángulo e obtuso. o 

EJEMPLO 5 

Si a = 3i + 4j + k, Y b = -i + 3j + 2k, determinar la componente de a en la dirección 
de b (véase figura 15.3.10). 

y 

x 

Figura 15.3.10 

La cantidad que deseamos está dada por lIall cos e, donde e es el ángulo entre a y 
b. De acuerdo con la ecuación 15, tenemos que 

y en consecuencia 

lIallcos e 

a'b 
lIallcos e = ¡¡¡¡, 

(3)( -1) + (4)(3) + (1)(2) 
[( -1)2 + 32 + 2Z]I /2 

11 
= V14 == 2.940. 
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Del mismo modo, la componente de b en la dirección de a es 

a· b 11 
IIbllcos e = ¡¡;¡¡ = V26 == 2.157. • 

EJEMPLO 6 

Demostrar que un ángulo inscrito en un semicírculo debe ser un ángulo recto. 
Este ejemplo muestra que muchos de los resultados conocidos de la geometría se 

pueden demostrar de modo eficiente empleando métodos vectoriales. Se tienen los 
vectores a y b en la figura 15.3.11, que van desde un punto P de un círculo a los 

p 

Figura 15.3.11 

extremos de Q y R de un diámetro. Sean e y d los vectores que van del centro O del 
---7 

círculo hasta P y Q, respectivamente, y notemos que OR = - d. Entonces 

a = d - e, b = - d - e. 

Para determinar el ángulo entre a y b, hacemos las siguientes operaciones: 

a . b (d - e) . ( - d - e) 

( - d·d + e·d - d·e + e·e) 

IIel12 
- IldW 

O, , 

ya que las longitudes tanto de e como de d son iguales al radio del círculo. -

PROBLEMAS 
---7 

PROBLEMAS 801 

---7 
En los problemas 1 y 2 determinar al vector PQ. si PQ = - i + 4j + 2k, determinar al vector de 

1. P(2, 1, -1), 

2. P (3, 2, -4), 

Q (3, -2,4) 

Q (1, -3,2) 
3. Si el vector de posición del punto P es 2i - j + 2k, Y 

posición del punto Q. 

4. Si el vector de posición del punto Q es 3i + 4j - k, 
---7 

Y si PQ = 2i - j + 3k, determinar al vector de 
posición del punto P. 
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En los problemas 5 a 8, determinar 3a - 2b. 

5. a = (2, - 1, 3), b = ( - 3, 2, 1) 

6. a = (4 , 0 , 1) , b = (2 , -2 , 3) 

7. a = 2i + j - k , b = -i + 3k 

8. a = - i + 2j - 3k , b = 2i + j - 4k 

En los problemas 9 a 14, calcular la magnitud del vector 
dado. 

9. a = (3, -2, 1) 10. a = (2, -2,3) 

11. a = 2i + j - 4k U. a = 3i + 5j - k 

13. El vector de P(2, 1, -1) a Q (3, -2,4). 

14. El vector de P(3, 2, -4) a Q(1, -3,2). 

En los problemas 15 a 18, calcular :1 . b Y el coseno del 
ángulo e entre a y b. 

15. a = (3,1. 2) , b = (2, -4,1) 

16. a = (4,0,1), b (1, -1,1) 

17. a = i - 2j - 3k, b = i - j + k 

18. a = 2i + j - k, b = -i + 3k 

En los problemas 19 a 22 calcular la componente de b en 
la dirección de a . 

19. a = (2 , 1, -3) , b = (1 , 1, 2) 

20. a = (1 , - 1,2) , b = (4 , 0, 1) 

21. a = 2i + 3j + 4k, b = - i + j + k 

22. a = .-:. i + j + k, b = 2i + 3j + 4k 

En los problemas 23 y 24, seleccionar el número A de modo 
que los vectores a y b sean perpendiculares (ortogonales). 

23. a = 3Ai + j - k, 

24. a = i + 2Aj - 3k , 

b = 2i + Aj + 3k 

b = 2i - Aj - 4k 

En los problemas 25 a 28, determinar todos los vectores 
unitarios u que satisfagan la condición dada. 

25. En la misma dirección que a = 3i + j - 2k. 

26. En la dirección opuesta a a = 2i - 3j - 4k. 

27. En la dirección de P(-2, 0, 4) a Q(1, -1, 1). 

28. Perpendicular (ortogonal) a a = 2i - 3j + k Y a 
b = i + j + k . 

29. Emplear métodos vectoriales para demostrar que las 
diagonales de un paralelogramo son perpendiculares 
si y sólo si el paralelogramo es un rombo, esto es, 
todos sus lados tienen la misma longitud. 

30. Emplear métodos vectoriales para demostrar que para 
cualquier paralelogramo la suma de los cuadrados de 
las longitudes de las diagonales es igual a la suma de 
los cuadrados de las longitudes de los lados. 

31. Determinar el ángulo e formado entre la diagonal de 
un cubo y una de sus aristas. 

32. Determinar el ángulo e formado entre las diagonales 
de un paralelogramo cuyos lados son a = i - 2j + 2k 
Y b = -i + j + 2k. 

33. Calcular el ángulo comprendido entre la diagonal de 
un cubo y la diagonal de una de sus caras. 

34. Si A, B, C, D y E son puntos dados cualesquiera, 
-7 -7 -7 -7 

demostrar que AB +BC +CD +DE =0 si y sólo si E 
coincide con A. Se obtiene un resultado semejante 
para cualquier número de puntos. 

15.4 EL PRODUCTO VECTORIAL 

Anteriormente en el capítulo definimos el producto escalar de dos vectores. Este tipo 
de multiplicación produce siempre un escalar (número). En tres dimensiones hay otro 
modo de multiplicar dos vectores, en el cual el resultado es otro vector. Se usa el 
símbolo X para indicar este tipo de multiplicación, y por tanto se le llama producto 
vectorial. 

El producto vectorial se puede definir en forma geométrica o analítica. La defini­
ción geométrica es la siguiente. Primero, si a = O ó b = O, entonces a X b = O. En 
general, sean a y b vectores distintos de cero, y sea e el ángulo entre a y b tal que O ~ 
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8 :s 1T (véase figura 15.4.1). Entonces se define a X b como el vector que tiene las 
siguientes propiedades: 

(a) a X b es perpendicular tanto a a como a b. 
(b) La magnitud de a X b está dada por 

Ila x bll = Ilallllbllsen8 . 

(c) La dirección de a X b se escoge de modo que cuando a se hace girar un ángulo 
8 hacia b, entonces a, b y a X b forman un sistema de vectores orientado según 
la mano derecha (véase figura 15.4.2). 

Esta definición geométrica de a X b no depende de la introducción de un sistema 
de coordenadas. Desafortunadamente, tampoco es un modo muy adecuado para calcu­
lar el producto vectorial de un par dado de vectores a y b. Sin embargo, si lo 
introducimos, y si suponemos que 

entonces será posible demostrar, partiendo de las propiedades (a), (b) y (c), que a X b 
está dado por 

(1) 

La ecuación 1 da un método directo de calcular a X b si se conocen las compo­
nentes de a X b. En el problema 27 se describe la deducción de la ecuación 1 partiendo 
de (a), (b) y (c). 

En este caso tomaremos el punto de vista contrario. Esto es, definiremos el 
producto vectorial a X b en forma analítica mediante la ecuación 1; a continuación 
deduciremos algunas de sus propiedades, incluyendo las (a), (b) y (c). 

En primer lugar deduciremos una fórmula para a X b que se recuerde con más 
facilidad que la ecuación 1. Nótese que los coeficientes de i, j y k en la ecuación 1 se 
pueden escribir como determinantes de orden dos, y entonces 

axb= I ~~ ~: I i + I~: 
I ~~ ~: I i - I~: 

~: Ij + 

~: Ij + (2) 

La ecuación 2 tiene la misma forma que el desarrollo de un determinante de orden tres, 
en cofactores de los elementos del primer renglón. Aprovechando la ventaja de esa 
observación, podemos escribir a X b en forma de un determinante: 

a x b (3) 

Figura 15.4.1 

(a) 

(b) 

Figura 15.4.2 
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Por comodidad hemos usado la notación de determinantes en la ecuación 3. Sin
embargo, debemos recordar que los determinantes son números, mientras que la
expresión del lado derecho de la ecuación 3 debe ser el mismo vector que el de la
ecuación 1, Y por tanto, hablando con propiedad, el de la ecuación 3 no es un
determinante. Esta inconsistencia no tiene consecuencias prácticas, y la notación (3)
en forma de determinante es extremadamente útil para manejar productos vectoriales.
Si alguna vez hay duda acerca de la interpretación adecuada de la ecuación 3, siempre
podremos regresar a la ecuación 1.

EJEMPLO 1

Si a = i + 2j - 2k Y b = 2i - j + 3k, determinar a X b.
Aplicando la ecuación 3, tenemos que

j k
a x b 1 2 -2

2 -1 3

'1 2 -;1- jl~1 -1

4i - 7j - 5k .•

-21 113 + k 2

A continuación presentaremos una discusión de algunas de las propiedades del
producto vectorial. La mayor parte de este estudio es acerca del caso en el que a, b y
a X b son distintos de cero. Sin embargo, los resultados son válidos, quizá en un sentido
degenerado, si cualquier vector es cero.

Propiedad 1. Si a = O o si b = O, entonces a X b = O. Por ejemplo, si a = O,
entonces al = a2 = a) = 0, y todos los términos del lado derecho de la ecuación 1 son
cero. El argumento es semejante en el caso de que b = O.

Propiedad 2. a X b es perpendicular tanto a a como a b. Para demostrar que a y
a X b son perpendiculares, calcularemos el producto escalar de los dos vectores a y
a X b. De acuerdo con la ecuación 1, obtenemos

a' (a x b)

0,

como los términos del lado derecho se anulan por pares. También, de acuerdo con la
expresión (3) en determinantes, podemos escribir

po
tn

m,

-E,
DI
b

pr
un
pr

er

e
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al a2 a} 
al a2 a} O 
bl b2 b} 

porque el primer y segundo renglón son iguales. De modo semejante podemos demos­
trar que b . (a X b) = 0, y por tanto que a X b también es perpendicular a b. 

La anterior es una de las propiedades más útiles del producto vectorial. Es uRá 
manera fácil para producir un vector que sea perpendicular a dos vectores dad..ott. 

EJEMPLO 2 

Determinar un vector unitario que sea perpendicular tanto a a = i + 2j - 2k como a 
b = 2i - j + 3k. 

En el ejemplo 1 encontramos que a X b = 4i - 7j - 5k, Y de acuerdo con la 
propiedad 2, sabemos que a X b es perpendicular tanto a a como a b. Para determinar 
un vector unitario en la dirección de a X b, debemos dividir este producto entre su 
propia magnitud 

Así, el vector unitario que se 'desea es 

a x b 1 
u = Ila x bll = v'9O (4i - 7j - 5k), 

Nótese que -u también es un vector unitario perpendicular a a ya b . • 

Propiedad 3. La magnitud de a X b está dada por 

Ila x bll = Ilall IIbllsen e, (4) 

en la cual e es el ángulo entre a y b, de tal modo que ° ::; e ::; 1T. 

La demostración de la ecuación 4 requiere de álgebra un poco complicada. 
Comenzaremos escribiendo 

(a x b) . (a x b) 

(a2b} - a}b2)2 + (a}b l 

a~bj - 2a2a3b2b} + ajb~ 

+ a~bT 2a la}b lb} + aTb~ 

+ aTb~ - 2a la2blb2 + a~bT. 
Emplearemos el artificio de sumar y restar la cantidad 

(5) 
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al lado derecho de la ecuación 5 y reagrupar los términos en forma diferente . El 
resultado es 

Empleando el hecho de que 

a' b = Ilallllbllcos S, 

podemos reformular la ecuación 6 como sigue: 

Ila x b l1 2 = IIa l1 211 bUZ - IIa l1 211b l1 2 cos2 S 

Il a11211b 11 2(1 - cos2 S) 

IIa UZllbl12 sen2 S, 

que es equivalente a la ecuación 4. 

(6) 

(7) 

En la figura 15.4.3 aparece una interpretación geométrica sencilla de la ecuación 
4. Dos lados del triángulo GAB se r.epresentan mediante los vectores a y b Y las 

Figura 15.4.3 Área del triángulo 
OAB = lIallllbll(sen 8)2 = lIa x b1V2. 

z 

B 

II bll sen O 

y 

longitudes de esos lados son lIa ll y Ilb ll , respectivamente. La longitud de la altura 
perpendicular a a es Ilb ll sen S y 

Área del triángulo GAB = illall llbl l sen S = illa X bll. (8) 

En otras palabras, la magnitud del producto vectoriallla X bll es el doble del área del 
triángulo definido por a y b. También, Ila X b ll es el área del paralelogramo cuyos 
lados adyacentes son a y b. 

EJEMPLO 3 

Calcular el área del triángulo cuyos vértices están en los puntos A( -1, 1, 1), B(1, 2, 3) 
Y C(1, - 1, - 1). 

Primero formaremos los vectores 

---+ -AS = (2, 1,2), AC = (2, -2, -2) 
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que quedan a lo largo de los lados del triángulo. A continuación, 

---+ ----+ 
AB x AC = 2 

2 
y 

---+ ~ 
IIAB x Aq 

j 
1 

-2 

k 
2 = 2i + 8j - 6k , 

-2 

v1Ü4. 

Así, el área del triángulo es ...JI0412 = -{26 ;;;;5.099.-

15.4 EL PRODUCTO VECTORIAL 807 

Propiedad 4. Si a y b son dos vectores distintos de cero, entonces a X b = O si y 
sólo si a y b son paralelos. 

Como lIall =F O Y IIbll =F O, entonces de acuerdo con la ecuación 4, a X b = O si y 
sólo si sen e = O. 

Así, e = O o bien e = TI, en cuyo caso a y b tienen la misma dirección, o bien 
direcciones opuestas; en ambos casos son paralelos. 

Esta propiedad da un criterio de paralelismo para dos vectores que es análoga al 
criterio de ortogonalidad basada en el producto escalar. 

Propiedad 5. Si a X b =F O, los vectores a y b ni son cero ni son paralelos. Sea el 
plano xy colocado de modo que contenga a a y a b y orientado de tal manera que a 
apunte en la dirección de. eje x positivo. Entonces a = a¡i, donde a¡ > O, Y b = b¡i + 
bJ. En consecuencia 

j k 
a x b al O O = a l b2k . (9) 

bl b2 O 

Si b2 > O, entonces b. queda en el primer o segundo cuadrante del plano xy (véase figura 
15.4.4a). En este caso, a X b queda a lo largo del eje z positivo, y a, b y a X b forman 
un sistema de orientación hacia la derecha. 

z 

aXb 
y y 

" 
(a) (b) 

Figura 15.4.4 

Por otro lado, si b2 < O, entonces b queda en el tercero o cuarto cuadrante del plano 
xy, como se ve en la figura 15.4.4b. Entonces a X b queda a lo largo del eje z negativo, 
pero de nuevo a, b y a X b forman un sistema de orientación hacia la derecha. 
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Nótese que b2 no puede ser cero ya que a y b no son paralelos.
Obsérvese que con la deducción de las propiedades 1 a 5 hemos demostrado que

cada parte de la definición geométrica del producto vectorial se puede establecer a
partir de la definición analítica (1). También, sea n el vector unitario perpendicular a
a y a b de tal modo que a, b y n formen un sistema orientado hacia la derecha. Entonces
se puede escribir

aXb llall llblksen 8)n (10)

(véase figura 15.4.5).

• X b= lIallllbll (sen 6)n

n.llnll = 1

Figura 15.4.5

Propiedad 6. El producto vectorial no es conmutativo; de hecho

a x b = - (b x a). (11)

Se ve con mucha facilidad este resultado en la expresión (3) del determinante.
Invertir el orden de los factores en a X b significa intercambiar el segundo y tercer
renglones del determinante, con lo cual cambia de signo. También, las propiedades 3
y 5 implican que a X b y b X a tienen la misma magnitud, pero direcciones opuestas,
lo cual es equivalente a la ecuación 11.

Propiedad 7. a X a = O.
Esto resulta de la expresión (3) del determinante. Si b = a, entonces los dos últimos

renglones del determinante son idénticos y el determinante es cero. Esta propiedad
también se deduce inmediatamente de la ecuación 4, ya que 8 = ° si b = a.

Propiedad 8. La tabla de multiplicar para los vectores i, j Yk es la siguiente:

i x j k, j x k i, k x i = j, (12)

j x i -k, k x j -i, i x k -j, (13)

i x i O, j x j O, k x k O. (14)

Se pueden obtener las ecuaciones 12 sustituyendo i = (1, 0, O),j = (0,,1, O) Y
k = (O, 0, 1) en la ecuación 1. Se pueden obtener las ecuaciones 13 y 14 del mismo
modo o empleando las propiedades 6 y 7, respectivamente.

Propiedad 9. El producto vectorial satisface las leyes distributivas
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b· (e x a) = el
al

(19)

15.4 EL PRODUCTO VECTORIAL 809

e
a
a
s

a x (b + c)

(a + b) x c

a x b + a x c, (15a)

(15b)a x c + b x c.

Además, si Q es cualquier número, entonces

(oa) x b = «(a x b) (16a)

y

a x (ob) = «(a x b). (16b)

La deducción de estos resultados involucra el empleo directo de la ecuación 1 y se
deja al lector.

Productos de tres vectores

Hay varias maneras de multiplicar tres vectores, mediante combinaciones de los
productos escalares y vectoriales. Si a, b y e son vectores arbitrarios, entonces a la
cantidad a . (b X e) se le llama triple producto escalar; es el producto escalar de los
dos vectores a y b X c, y por tanto es un escalar. De acuerdo con la ecuación 2 tenemos
que

~

a . (b x c) = al I b2 b31 Ibl b31 + a31 bl b21- a2 e2 'e2 e3 el e3 el

y por consiguiente podemos escribir
r al a2 a3

a' (b x c) bl b2 b3
el e2 e3

(17)

(18)

s
La ecuación 17 es tan sólo el desarrollo del determinante (18) en cofactores de los
elementos del primer renglón.

De modo semejante obtenemos

se necesitan dos intercambios de renglones para pasar del primer determinante al
segundo en la ecuación 19, y esto deja inalterado el valor del determinante. Igualmente
tenemos que

el e2 e3 al a2 a3
c· (a x b) = al a2 a3 bl b2 b3 (20)

bl b2 b3 el e2 e3
De las ecuaciones 18, 19 Y 20 se ve que
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a' (b x e) = b· (e x a) = e' (a x b). (21) 

Además, como el producto escalar es conmutativo, los productos (b X e) . a, (e X a) . 
b Y (a X b) . e también son iguales a los de la ecuación 21. Estos·seis triples productos 
escalares tienen la propiedad de que sus factores aparecen en el orden "natural" a, b, e 
(o b, e, a, o e, a, b). Si se invierte el orden de dos factores cualquiera, entonces también 
se invierte el signo del producto. Por ejemplo 

al a2 a3 
a • (e x b) = el e2 e3 

b l b2 b3 

a l a2 a3 
bl b2 b3 

el e2 e3 

(22) 

El triple producto escalar tiene una interpretación geométrica útil. Consideremos 
el paralelepípedo definido por los vectores a, b y e (véase figura 15.4.6). Sea la base 

Figura 15.4 .6 Volumen del paralelepípedo = la . (b x c) l. 

del paralelepípedo el paralelogramo definido por b y e; su área es Ilb X ell. El vector 
b X e es perpendicular a b yac y la altura del paralelepípedo es lIall cos <1>, donde <1> 
es el ángulo entre a y b X e. Entonces el valor absoluto del producto escalar de a y 
b X e está dado por 

la . (b x e)1 = Ilb x ellllalllcos <1>1 

= (área de la base)(altura) 

= volumen del paralelepípedo. (23) 

Si a . (b X e) = O, entonces el volumen del paralelepípedo es cero, lo cual significa 
que los vectores a, b y e son coplanares . 

EJEMPLO 4 

Determinar si los cuatro puntos P( - 1, 1, O), Q(2, 0,3), R(I, 1, - 1) Y S(1, -1, -3) son 
coplanares. También, calcular el volumen del paralelepípedo cuyos lados son PQ, PR 
Y PS. 
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Primero definiremos los vectores 

~ 

PQ = 3i - j + 3k, 
~ 

PR = 2i k, 
~ 

PS = 2i 2j - 3k. 

A continuación calculamos el triple producto escalar 

~ ~ ~ 

PQ' (PR X PS) = 

--7 --7 --7 

3 
2 
2 

-1 
O 

-2 

3 
-1 
-3 

PROBLEMAS 811 

-22. 

Como PQ . (PR X PS) "* O, los puntos no son coplanares. Además, de acuerdo con la 
ecuación 23 , el volumen del paralelepípedo es igual a 22 .• 

Una segunda manera de multiplicar tres vectores produce la expresión a X (b Xc), 
que siempre es un vector, y se llama triple producto vectorial de a, b y c . En los 
problemas 25 y 26 se presentan algunas propiedades de este producto. 

P ROBLEMAS 

En los problemas 1 a 6 determinar a . b. 

1. a = 2i - j - k , b = i +. 2j ..¡.4k: .. 
2. a = -i + 2j + k, b = 3i + j - k 

3. a = i + j + k , b = - 2i - 3j + k 

4. a = 2i - 3k, b = i + j - k 

5. a = a,i + a2j, 

6. a = a,i + ad, 
b = b,i + bd 
b = b3k 

Sean a = 2i - j - k, b = i + 2j + 3k, Y e = -2i + 3j + 
k. Calcular la expresión dada en los problemas 7 a 12. 

7. a x (b + e) 

9. a' (b x e) 

11. a x (b x e) 

8. (a + b) x e 

10. (a x e) . b 

U. (a X b) x e 

En los problemas 13 y 14 determinar un vector unitario u 
que sea perpendicular a a y a b. 

13. ' a = i - 2j + k , b = 3i + j - 4k 

14. a = -2i + 3j - k , b = 3i + 4k 

En los problemas 15 y 16, calcular el área del triángulo 
cuyos vértices son los puntos P, Q y R. 

15. P(O, O, O), Q(O, 3, O), R(2, 5, 8) 

16. P( -1, -2,1), Q(2, 1, 3), R = (1 , 4, O) 

En los problemas 17 y 18, calcular el volumen del parale­
lepípedo cuyas aristas son PQ, PR Y PS. También determi­
nar si los puntos dados son coplanares . 

17. P(O, O, O) , Q(l , 1, O) , R( -1 , 3, O) , 
S(l , O, 4) 

18. P( -1 , 2, 2 ,) , Q(2 , 1, 4) , R( -1 , 4, 1) , 
S(3, O, 5) 

En los problemas 19 y 20 determinar el valor de A para el 
cual los puntos P, Q, R Y S son coplanares. 

19. P(2, 4, -1), Q(O, A, 1) , R( -2, 1, 2) , 
S(l, 1, O) 

20. P(O , 2, - 3) , Q(l, 1, 1) , R(2 , O, -1) , 
SeA, 21.., - A) 

21. Considerar un triángulo en el plano xy, cuyos vértices 
están en los puntos PI(x¡, YI)' P2(X2, Y2) y P3(X3, Y3)' 
Demostrar que el área A de este triángulo es 
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111 
A . = ~ abs X¡ x, x) , 

y¡ Y2 y) 

en la cual abs quiere decir que se debe emplear el valor 
absoluto del determinante. 

22. Deducir las leyes distributivas del producto vectorial 

(a) a x (b + c) = a x b + a x c, 

(b) (a + b) x c = a x c + b x c. 

23. Si a es cualquier número, demostrar que 

(a) (aa) x b = a(a x b) 

(b) a x (ab) = a( a x b) 

24. Demostrar que (a + b) . (a - b) = 2(b X a) para dos 
vectores a y b cualesquiera. 

*25. Triple producto vectorial. El producto a X (b X c) 
siempre produce un vector, y por tanto se conoce 
como el triple producto vectorial. En este problema 
mostraremos cómo deducir una fórmula para este 
producto. 

(a) Para vectores b y c cualesquiera, demostrar que 

i x (b x c) = c¡b - b¡c . (i) 

(b) Deducir ecuaciones semejantes a la de la parte 
(a) para j X (b X c) y k X (b Xc). 

(e) Emplear los resultados de las partes (a) y (b) para 
demostrar que 

a x (b x c) = (c . a)b - (b' a)c (ii) 

para cualquier vector a. 

*26. No asociatividad del producto vectorial. En este 
problema trataremos de comparar a X (b X c) con 
(a X b) X c. 

(a) Consultar el problema 25 y deducir una ecuación 
para (a X b) X c. 

(b)Comparar el resultado de la parte (a) con el de la 
parte (e) del problema 25 y detenninar cuándo 
a X (b X c) = (a X b) Xc. 

*27. En este problema partiremos de la definición geomé­
trica del producto vectorial e indicaremos cómo de­
ducir la fórmula (1) del texto. Sea d = dli + d2i + 
d3k = a X b. Determinaremos di, d2 Y d3 del siguiente 
modo: 

(a) Como d es perpendicular tanto a a como a b, 
entonces d . a = O Y d . b = O. A continuación 
demostrar que 

a¡b) d¡, 

a,b¡)d¡ . 

(b)Como IIdll = lIallllblllsen el, demostrar que 

Ilall' Ilbll' - (a · b)' 

(a ¡b, - a,b¡)' + (a)b¡ - a¡b)' 

+ (a,b ) - a)b,)' . 

( i) 

(ii) 

( iii) 

Obsérvese que este paso es esencialmente el 
inverso de la deducción de la propiedad 3 en el 
texto. 

(c) Suponer que IIdll '* O Y emplear los resultados de 
las partes (a) y (b) para demostrar que 

(iv) 

Entonces, si di '* O, emplear los resultados de 
la parte (a) para demostrar que 

d, = ±(a)b¡ - a¡b), 

d ) = ±(a¡b, - a,b¡) . 

(v) 

( vi) 

Obsérvese que se debe emplear el signo más 
en la<¡ tres ecuaciones (iv), (v) y (vi), o bien se debe 
emplear el signo menos en las tres. 

(d) Sean a = i Y b = j; demostrar que la definición 
requiere que d = k. Demostrar que, en consecuen­
cia, se debe emplear el signo más en las ecuaciones 
(iv), (v) y (vi), lo cual demuestra la ecuación 1. 

(e) Modificar el argumento anterior si di = O, pero d2 

Ó d3 es distinto de cero. Obsérvese que si di = d2 

= d3 = O, entonces a es paralelo a b y a d = O. 
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15.5 PLANOS Y RECTAS 

El álgebra de los vectores que hemos desarrollado hasta aquí en este capítulo se puede 
emplear de modo muy eficiente para estudiar las propiedades de los planos y de las 
rectas en el espacio tridimensional. 

Planos 

Se puede definir un plano del modo siguiente: sea Po(xo, Yo, Zo ) un punto dado y sea n 
un vector dado que determina una dirección en Po. Entonces el plano que contiene a 
Po Y que es perpendicular a n consta de todos aquellos puntos P(x, y, z) tales que el 
vector de Po a P es perpendicular a n. Al vector n se le conoce como un vector normal 
al plano. 

Lo anterior se muestra en ·la figura 15.5.1. Sean ro y r los vectores de posición de 

Figura 15.5.1 Plano que pasa por Po 
y es perpendicular a n. 

o 

Po Y P, respectivamente. Entonces r - r o es la suma vectorial de Po Y P. Los vectores 
r - ro y n deben mutuamente ser perpendiculares, así que 

(r - r o) . n = O. (1) 

La ecuación 1 es la ecuación vectorial básica del plano que pasa por Po Y es perpendi­
cular a n. Esta relación fundamental también es útil para deducir ecuaciones de planos 
que satisfacen otros conjuntos de condiciones geométricas. En esos casos se pueden 
necesitar algunos cálculos preliminares para hallar un vector normal n o el vector de 
posición ro de un punto en el plano. 

EJEMPLO 1 

Deducir una ecuación del plano perpendicular al vector n = 2i - j + 3k Y que contiene 
al punto P(4, 2, -3) (véase la figura 15.5.2). 
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Figura 15.5.2 

En este caso, el vector r - ro está dado por 

~ 

r - ro = PoP = (xi + yj + zk) - (4i + 2j - 3k) 

= (x - 4)i + (y - 2)j + (z + 3)k. 

Por tanto, la ecuación 1 se transforma en 

o sea 

(r - ro) . n = [(x - 4)i + (y - 2)j + (z + 3)k] . (2i - j + 3k) 

= 2(x - 4) - (y - 2) + 3(z + 3) = O, 

2x - y + 3z = - 3. • 

EJEMPLO 2 

(2) 

(3) 

Deducir una ecuación del plano que contiene los tres puntos A(l, 3, 3), B(3, 5, O), Y 
C(2, 5, 2) (véase figura 15.5.3). 

Para determinar un vector n que sea normal (perpendicular) al plano requerido, 
primero determinaremos dos vectores en el plano, para después formar su producto 
vectorial. Por ejemplo, los vectores 

~ 

AB = 2i + 2j - 3k, 
~ 

AC = i + 2j - k 

quedan en el plano, de manera que 

~ ~ j 
n = AB x AC = 2 2 

k 
- 3 = 4i - j + 2k (4) 

1 2 - 1 
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,n=ABXAC 
"' ;=4;- j +2k 

z 

-..!f--........... 

Figura 15.5.3 

C(2,5,2) 

es un vector normal. Para ro podemos seleccionar el vector de posición de cualquier 
punto conocido del plano, por ejemplo el punto A; en este caso, ro = i + 3j + 3k. Con 
esta selección de ro y n, la ecuación 1 se transforma en 

(r - ro) . n 

la cual se simplifica a 

[(x - l)i + (y - 3)j + (z 

4(x' - 1) - (y - 3) + 2(z 

4x - y + 2z = 7 .• 

3)k] . (4i - j + 2k) 

3) = 0, 

A continuación regresaremos a la ecuación 1. Se puede decir que 

r - ro = (x - xo)i + (y - yo)j + (z - zo)k 

y que 

n = n1i + n2j + n)k. 

Entonces de la ecuación 1 se obtiene 

0, 

o sea 

e, 

de donde 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

es una constante. La ecuación 9 indica que un plano tiene siempre una ecuación que es 
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lineal en x, y y z. Obsérvese que los coeficientes de x, y y z de la ecuación 9 son las 
componentes del vector normal n . 

EJEMPLO 3 

Hallar un vector normal al plano 3x + 2y - 4z = 8. 
Las componentes de este vector se pueden obtener de los coeficientes de x, y y z, 

respectivamente, de la ecuación del plano. Así, n = 3i + 2j - 4k, o cualquier múltiplo 
escalar de este vector es normal al plano dado. -

Rectas 

Un método conveniente para describir una recta consiste en especificar un punto de 
ella y un vector paralelo a ella. Sea L la recta que pasa por el punto Po(xo, Yo, Zo) que 
tiene la misma dirección que el vector a = ali + aJ + a3k (véase figura 15.5.4). Sea 

-' . 

Figura 15.5.4 Recta que pasa por Po en 
la dirección de a. 

- -__ ' - '0= oP-oPo 
PO(XO, Yo,-;~) - _ P(x, y,z) 

a -- -_ o 
'o , 

O 

ro = xoi + yJ + zok el vector de posición de Po Y sea r = xi + yj. + zk el vector de 
posición de un punto P arbitrario de la recta L. Entonces, como se ve en la figura 15.5.4, 
la diferencia entre r y ro es proporcional a a . Si representamos mediante t al factor de 
proporcionalidad, entonces 

r - ro = at o r = ro + at (11 ) 

es una ecuación paramétrica vectorial de la recta L. Todos los puntos de la recta se 
generan permitiendo que t tome todos los valores reales posibles. En relación a la 
ecuación 5 tenem08 el conjunto de ecuaciones paramétricas escalares 

x - Xo = alt x = Xo + alt 

o (12) 

Tanto en la ecuación 11 como en la 12, el factor de proporcionalidad t es el parámetro. 
Si despejamos a t de las ecuaciones 12 e igualamos las expresiones que resultan, 

obtenemos 

x - Xo 

al 
(13) 
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A las ecuaciones 13 se les llama ecnaciones simétricas, o cartesianas, de la recta L. 
Obsérvese que al igualar cualquier par de términos de las ecuaciones 13 se obtiene la 
ecuación de un plano; por ejemplo, de los dos primeros términos de las ecuaciones 13 
tenemos que 

(14) 

que corresponde a un plano paralelo al eje z. Podemos obtener tres ecuaciones de esas 
a partir de las ecuaciones 13; sin embargo, sólo dos de ellas son independientes. Así, 
las ecuaciones 13 describen a la recta L como la recta de la intersección de dos planos . 

Al formular las ecuaciones 13 hemos supuesto que todos los números al' a2 Y a3 

son distintos de cero. Si ello no es así, entonces se deben modificar las ecuaciones 13. 
Por ejemplo, supongamos que al = O. Entonces las ecuaciones 12 se transforman en 

(15) 

y las ecuaciones 13 quedan sustituidas por 

y - Yo Z - Zo 
(16) 

El caso es semejante si a2 ·= 0, o bien a3 = o. 
Por último, supongamos que dos de los coeficientes al' a2 Y a3 son cero; por 

ejemplo, sean al = a2 = O. Entonces, de acuerdo con las ecuaciones 12, x = x[), Y = Yo 
y z = zo + a3t, donde t es arbitraria . Como x y y son fijas, esto corresponde a una recta 
paralela el eje z. 

EJEMPLO 4 

Deducir ecuaciones paramétricas vectorial, paramétrica escalar y simétrica de la recta 
que pasa por el punto (1, - 2,3) Y es paralela al vector -2i + 3j + k. 

La recta se muestra en la figura 15.5.5. De acuerdo con la ecuación 11, la ecuación 
parain"étrica vectorial es 

y 

Figura 15.5.5 
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(x - l)i + (y + 2)j + (z - 3)k ( - 2i + 3j + k)t. (17) 

Las ecuaciones escalares correspondientes son 

x = 1 - 2t, y = - 2 + 3t, z = 3 + t. (18) 

A continuación, despejando a t de esas ecuaciones, llegamos a las ecuaciones simétricas 

EJEMPLO 5 

z - 3 
-- . 1 . (19) 

Deducir ecuaciones paramétrica y simétrica de la recta que contiene los dos puntos 
P( -2, 1,5) Y Q(2, 3, - 2) (véase figura 15.5.6). 

z P(-2, 1,5) 

2 

y 

2 

I Q(2, 3, - 2) 
Figura 15.5.6 

Para determinar las ecuaciones de "la recta necesitamos conocer un punto de ella y 
un vector paralelo a ella. Tanto el punto P como el Q pueden servir como punto de la 

-7 
recta. PQ = 4i + 2j - 7k define a un vector paralelo a la recta. Si escogemos a P como 
punto de la recta, obtendremos las ecuaciones paramétricas 

x = - 2 + 4t, 

y las ecuaciones simétricas 

x + 2 

4 

y = 1 + 2t, z = 5 - 7t, 

z - 5 • -7 

(20) 

(21) 

Obsérvese que tanto la ecuación vectorial (11) como las ecuaciones paramétricas 
(12) son lineales con respecto al parámetro t. Naturalmente, se pudo haber empleado 
cualquier otra letra en lugar de t para representar a la variable independiente. También, 
nótese que si se sustituye a a por cualquier otro vector paralelo Aa, siendo A una 
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constante, entonces las ecuaciones de la recta no cambian. Esto queda claro de 
inmediato de acuerdo con las ecuaciones 13, en las cuales el efecto es multiplicar por 
>.. el denominador en cada término, el cual a continuación se puede cancelar. Análoga­
mente, en la ecuación 11, tendríamos r = ro + a>..t; si definimos un nuevo parámetro 
s = >..t, entonces r = ro + as> que tiene la misma forma que la ecuación 11. 

A veces se necesita formar ecuaciones paramétricas o simétricas para la recta de 
la intersección de dos planos P I y P2• Para hacerlo necesitamos un vector paralelo a la 
recta. Para determinar este vector comenzamos escribiendo un vector u que sea normal 
al plano PI y un vector v que sea normal al plano P2• Entonces el vector u X v es 
perpendicular a los vectores u y v y por tanto, es paralela a la recta de la intersección 
de los planos PI y P 2 (véase la figura 15.5.7). Empleando al vector u X v y las 
coordenadas de cualquier punto de la recta de la intersección, podemos formular de 
inmediato las ecuaciones para la recta requerida, como se muestra en el siguiente 
ejemplo. 

EJEMPLO 6 

Determinar ecuaciones paramétrica y simétrica de la recta de la intersección de los dos 
planos 

2x - 3y + z = 8, x + 2y - z = - 3. (22) 

Los vectores u = 2i - 3j + k Y v = i + 2j - k son las normales respectivas a los 
planos dados. Por tanto, el producto vectorial 

i j k 
u x v 2 -3 1 + 3j + 7k (23) 

1 2-1 

es paralelo a la recta de la intersección. 
También necesitamos un punto a través del cual pase la recta, esto es, un punto 

cuyas coordenadas satisfagan las dos ecuaciones 22. Como es un conjunto de dos 
ecuaciones con tres variables, en general podemos asignar un valor arbitrario a una de 
las variables para despejar a continuación las otras dos . Por ejemplo, si z = O, entonces 
tenemos que 

2x - 3y = 8, x + 2y = -3, 

lo que da x = 1, Y = - 2. Así, el punto O, - 2, O) queda en la recta de la intersección. 
Empleando las coordenadas de este punto, y el vector (23), obtenemos las ecuaciones 
paramétricas 

x = 1 + t , y = -2 + 3t, z - 7t. (24) 

Las ecuaciones simétricas correspondientes son 

PI 

Figura 15.5.7 
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x - 1 

1 

y + 2 
3 

z 
"7 D (25) 

Otro problema que se presenta con frecuencia es calcular la distancia d de un punto 
P a un plano. Ésta es la misma que la distancia más corta de P a cualquier punto del 
plano, o sea, la distancia medida a lo largo de la recta que pasa por el punto dado, que 
también es perpendicular al plano dado (véase figura 15.5.8). Esta distancia se calcula 

-7 
Figura 15.5.8 La distancia d = IQP . ni 

con facilidad empleando métodos vectoriales. Sea Q cualquier punto del plano y sea 
--7 
QP el vector que va de Q a P. Entonces, la distancia requerida d es la magnitud de la 

--7 
componente de QP en la dirección normal al plano. En símbolos, 

~ ~ 

d = IIQPllcos e = IQP· 01, (26) 

--7 
en la cual o es un vector unitario normal al plano. Obsérvese que QP . o es positivo o 
negativo, dependiendo de si n queda del mismo lado del plano que P, o no. Las barras 
de valor absoluto en la ecuación 26 toman en cuenta inmediatamente ambos casos, de 
manera que no importa qué vector normal unitario se use. 

EJEMPLO 7 

Calcular la distancia del punto P(2, -1,4) al plano 3x + 4y - 2z = 6. 
Se puede localizar un punto Q en el plano, por ejemplo, haciendo que x = 0, 

y =0 y despejando a z de la ecuación del plano. Esto da z = -3 Y por tanto el punto 
. --7 

Q(O, 0, -3) está en el plano . Entonces el vector QP está dado por 

~ 

QP = 2i - j + 7k . 

3i + 4j - 2k define a un vector normal al plano y entonces el vector unitario o en esa 
dirección es 

o = _1_ (3i + 4j - 2k). 
Y29 
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De acuerdo con la ecuación 26, obtenemos 

1 12 
d = V2§16 - 4 - 141 = V2§' 

-7 
Nótese que QP . n < O en este caso, y que por tanto se necesita el valor absoluto para 
obtener la distancia del punto al plano. -

PROBLEMAS 

1. Deducir una ecuación del plano que contiene al punto 
(2, -1 , 3) Y es perpendicular al vector n = - i + 
4j + 5k. 

2. Deducir una ecuación del plano que contiene al punto 
(3, O, -4) Y es perpendicular al vector n = j + 2k. 

3. Deducir una ecuación del plano que contiene a los puntos 
P(I, -2, 3), Q(-2, 0,1), R(O, 3, 2), Y SeO, 3, 2) . 

4. 

5. 

6. 

7. 

Deducir una ecuación del plano que contiene los 
puntos P(2, 1, - 1), Q(4, O, 2) Y R(-I, -2, 1). 

Deducir una ecuación del plano que contiene al punto 
(3, 1, - 2); Y que es paralelo al plano 2x - Y + 5z = 7. 

Deducir una ecuación del plano que contiene al punto 
(4, -1, 3) Y que es perpendicular a la recta 

x -2 

3 
~ 

-2 
z 
-1 

Deducir una ecuación del plano que contiene las dos 
rectas 

y 

x - 2 
3 

y + 1 z 
-2 -1 

z 
2 

8. Deducir una ecuación del plano que contiene el punto 
(3, 2, -1) Y que es perpendicular a los dos planos 
x - 2y + Z = 4, Y - 2x + y + 3z = 7. 

9. Hallar una ecuación del plano que contiei!p. al punto 
(2,2, -3) Y a la recta 

z + 1 

3 

10. Deducir una ecuación del plano que contiene al punto 
(1, - 3,2) Y que es perpendicular al segmento de recta 
que une a ese punto con (3, O, -2). 

11. Deducir ecuaciones paramétricas escalares de la recta 

x - 2 
3 
~ 

2 

Z - 4 
-1 

12. Hallar las ecuaciones simétricas de la recta x = -} + 
6t, y = 2 - 3t, z = 5 + 4t. 

13. Hallar ecuaciones paramétricas escalares de la recta 
que pasa por el punto (2, -1, 3) Y que es paralela al 
vector a = i + 2j - k. 

14. Hallar ecuaciones simétricas para la recta que pasa 
por el punto ( - 3,2,4) que es paralela al vector a = 
2i + 3j - 5k. 

15. Hallar ecuaciones simétricas para la recta que pasa 
por los puntos (4, 2, 3) Y (2, -}, 6) . 

16. Hallar ecuaciones paramétricas escalares de la recta 
que pasa por el punto (-1, O, 3), que es paralela a la 
recta 

x-4 _ y+2 
2 - -3 

z 
-1 

17. Hallar ecuaciones simétricas para la recta que pasa 
por el punto (- 2, 6, 1) que es perpendicular al plano 
y + 2z = 7. 

18. Hallar ecuaciones paramétricas escalares para la recta 
que pasa por el punto (3, -1,4) que es perpendicular 
al plano 2x + 3y - z = 9. 

19. Hallar ecuaciones paramétricas escalares de la recta 
de la intersección de los planos x - 2z = 4, Y 3y + 
z = -9. 

20. Hallar ecuaciones simétricas de la recta de la intersección 
de los planos x - y + Z = 7 Y 2x + 3y - 5z = 9. 
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21. Calcular la distancia del punto (2, 1, - 5) al plano 
x + y + Z = 7. 

22. Calcular la distancia del punto (-1, - 3, 2) al plano 
2x + 3y - z = 12. 

23. ¿Es paralela la recta x = 2 - 3t, y = 2t, z = - 1 + 4t 
al plano 2x - y + 2z = 20? 

24. ¿Es paralela la recta 

x - 2 

- 2 

al plano 2x + 3y - z = 11? 

25. Localizar el punto en el que la recta 

x - 2_y+1_z - 2 
- 2 - 3 - -1 

intersecaal plano 2x + 3y - z = 1l. 

26. Si p, q y r son vectores que van del origen a tres 
puntos de un plano, demostrar que el vector (p X q) 
+ (q Xr) + (r X p) es normal al plano. 

Distancia de una recta a un plano 

Si una recta es paralela a un plano, entonces la distancia d 
de ella al plano es la distancia de cualquier punto P de la 
recta al punto más cercano del plano, esto es, la distancia 
medida a lo largo de la recta que pasa por P y que es 
perpendicular al plano; véase la figura 15.5.9, en la cual Q 
es cualquier punto del plano y n es un vector unitario 
normal a éste. 

Figura 15.5.9 Distancia de una recta a un plano. 

27. Calcular la distancia de la recta 

x - 2 

-3 
~=~ 
2 4 

al plano 2x - Y + 2z = 20. 

28. Calcular la distancia de la recta x = 1 + 2t, 
y = -1 + t, Z = 2 - 3t al plano 5x - 4y + 2z = 12. 

Distancia entre dos rectas 

En tres dimensiones, dos líneas rectas pueden no interse­
carse y tampoco ser paralelas. La distancia entre dos rectas 
de ésas se define como la distancia mínima entre dos 
puntos, estando uno de ellos en cada una de las dos rectas. 
Esta distancia es la longitud del segmento de recta que une 
a las dos rectas y que es perpendicular a ambas (véase 
figura 15.5.10), donde P y Q son puntos de las dos rectas 

Figura 15.5.10 
Distancia entre dos 
rectas que no se intersecan. 

y a y b son vectores paralelos a ellas. ¿Cómo se puede 
hallar un vector perpendicular tanto a a como a b? 

29. Calcular la distancia entre las dos rectas 

x - 2=y+1 z - 1 ---
1 3 -2 

y 

x+1=y - 2=z-t3 
4 - 1 2 

30. Calcular la distancia entre las rectas x = 2t, y = 
- 1 - t, Z = 3 + t, Y x = 2 - t, Y = - 1 + 3t, Z = t. 

Distancia de un punto a una recta 

La distancia d de un punto P a una recta L es la distancia 
desde P hasta el punto más cercano de la recta, esto es, la 
distancia medida a lo largo de una recta que pasa por P y 
que es perpendicular a L. La figura 15.5.11 muestra el 
punto P y la recta L, así como un vector n a lo largo de la 
perpendicular a L. Obsérvese que n está en el plano que 
determinan P y L. 

P 

~\b n a 
A 

L 

Figura 15.5.11 
Distancia de un punto 
a una recta. 
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31. Determinar la distancia que hay desde el punto 
(2, 1, 1) hasta la recta 

(a) a . r = O. 

(b) la'rl = ellall, 
(e) (r - a) . r = O 

e> O. 

32. Calcular la distancia del punto (1, 3, - 4) a la recta 
x = - 2 + t, Y = 4 - t, Z = 1 + 3t. 

33. Sea a el vector de posición de un punto fijo A que no 
es el origen, y sea r el vector de posición de un punto 
P. Describir la superficie sobre la que está P si r se 
sujeta a cada una de las condiciones siguientes: 

34. Demostrar que cos a i + cos 13 j + cos -y k es un vector 
unitario que forma ángulos a, 13 y -y, respectivamente, 
con los ejes coordenados positivos. Los coeficientes 
de i, j Y k se conocen como los C03enos directores de 
cualquier recta paralela a este vector unitario. 

35. Demostrar que las rectas r = r 1 + Aa y r = r2 + fLb 
se intersecan si, y sólo si (r1 - r2) ' (a X b) = O. 

15.6 FUNCIONES VECTORIALES DE UNA VARIABLE 

Como en la última sección, sea r = xi + yj + zk el vector de posición del punto 
P (x, y, z) . Vimos que la ecuación de una recta en el espacio tridimensional se puede 
expresar como 

f = fa + at, - oo<t<oo, (1) 

en la cual ro = xoi + yo,j + zok es el vector de posición de un punto Po(xo, Yo, zo) de la 
recta y a es un vector paralelo a ella. El lado derecho de la ecuación 1 es una función 
valuada en los vectores, o simplemente, función vectorial, de la variable real simple t. 
Se llama función vectorial porque a cada valor de la variable independiente t, la 
ecuación 1 le asigna un vector rúnico. 

En esta sección veremos funciones vectoriales más generales, y comenzaremos a 
examinar cómo se les pueden aplicar las operaciones del cálculo. Supongamos que se 
nos da la función vectorial definida por 

r = F(t) = f(t) i + g(t) j + h(t) k, (2) 

en la cual f, g y h son funciones escalares de la variable t. Como r = xi + yj + zk, se 
sigue que al igualar las componentes de i, j Y k, respectivamente, de la ecuación 2, que 

x = f(t), y = g(t), z = h(t). (3) 

Así, la ecuación vectorial (2) es equivalente al conjunto de las tres ecuaciones escalares 
(3) . Estas ecuaciones 3 forman un conjunto de ecuaciones paramétricas en el espacio 
xyz; si f, g y h son funciones lineales de t, entonces tendremos de nuevo las ecuaciones 
paramétricas de una recta, que aparecieron en la sección 15.5. Las ecuaciones 3 
generalizan también los conjuntos de ecuaciones paramétricas en el plano xy que 
estudiamos en la sección 5.5. Gran parte de esa discusión anterior se puede aplicar al 
caso presente, pero en lugar de ello basaremos en esta ocasión nuestro tratamiento en 
la ecuación vectorial (2). Este método tiene algunas ventajas. Quizá la más importante 
es que da una base geométrica de la que se puede obtener provecho de la intuición 
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geométrica propia. Además, las ecuaciones vectoriales son las mismas en dos o en tres 
dimensiones y, por tanto se puede, en general, considerar los dos casos a la vez. 
Finalmente, la notación vectorial es compacta y conduce a una brevedad asombrosa de 
la expresión. 

Es fácil ver el significado geométrico de la ecuación 2. Supongamos que t queda 
en un intervalo a .::::; t .::::; b. Entonces, para cada valor de t en el intervalo, la ecuación 
2 determina un vector r que se puede considerar como el vector de posición de un punto 
P. El conjunto de puntos obtenidos de esta manera forman un arco, o curva (véase figura 
15.6.1). Si consideramos que t representa el tiempo, entonces la curva es la trayectoria 

~ _ _ _ r =_F_~"~,m,,,m " , 

x t=a 

Figura 15.6.1 

seguida por una partícula que se mueve conforme a la ecuación 2. La flecha de la figura 
15.6.1 indica la dirección del movimiento. Los puntos r = F(a) y r = F(b) se llaman 
punto inicial y punto terminal, respectivamente, de la curva. Si coinciden, entonces 
se dice que la curva es cerrada (véase figura 15.6.2). 

x r = F(a) = F(b) x 

(a) (b) 

Figura 15.6.2 (a) Curva cerrada: F(b) = F(a). 
(b) Curva no cerrada: F(b) *" F(a). 

EJEMPLO 1 

Hacer un dibujo de la gráfica del arco 

r = t. 2 TIt • 2 k - 2: I + cos 2" J + t , 

z 

y 

-1 . .::::; t .::::; l. (4) 
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Las ecuaciones paramétricas correspondientes son 

t 
x = --

2' 
'Trt 

Y = 2 cos 2' z = 2t. 

Notamos, de acuerdo con la primera y tercera ecuación, que 4x + z = O para toda t; 
aSÍ, el arco queda en el plano 4x + z = O. En la tabla 15.1 registramos las coordenadas 

Tabla 15.1 Algunos valores de t y r que satisfacen r = - (t/2)i + 2 cos ('Trt/2)j + 2rk 
para -1 :S t:S 1. 

-1 -~ ° 1 

r (!, 0, - 2) (!, V2, -1) (O, 2, O) (-!, V2, 1) ( - tO,2) 

de los puntos que corresponden a diversos valores de t. A medida que t varía desde -1 
hasta 1, la componente x de r disminuye, y aumenta la componente z; la componente 
y aumenta para - 1 .::::: t .::::: O, y disminuye para O .::::: t .::::: 1. Además, las componentes x 
y z son funciones impares de t, mientras que la componente y es una función par. 
Empleando esta información, podremos trazar el dibujo que se muestra en la figura 
15.6.3 .• 

4x + z = o 

\ 2 ~t. O, 2) -t =1 

~(- t ,J2, 1)- t= t 

y 

(O, 2, O) - t = O 

(t,v'2,-I)-t=-t 

q(t, 0,- 2)- t=-1 
x 

Figura 15.6.3 

EJEMPLO 2 

Hacer un dibujo de la curva 

r = a cos wt i + a sen wt j + bt k, -x < t < x (5) 

donde a, b y w son números positivos dados. 
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A la ecuación 5 le corresponden las ecuaciones escalares 

x = a cos wt, y = a senwt, z = bt , (6) 

de donde se concluye que X2 + y2 = a2
• Así, todos los puntos de la curva están a una 

distancia a del eje z; en consecuencia la curva queda en la superficie de un cilindro 
circular recto de radio a cuyo eje es el eje z. Cuando t crece, una partícula que sigue la 
trayectoria (5) se mueve uniformemente en la dirección del eje z positivo, y al mismo 
tiempo da vueltas y vueltas en la superficie cilíndrica en sentido levógiro, visto desde 
la dirección del eje z positivo. A la gráfica de la ecuación 5 se le llama hélice (circular) 
y se muestra en la figura 15.6.4. Por ejemplo, una partícula que se mueve a lo largo de 

(a ° 2rrb\ - t = ~ 
! , (1, ) In 

(a, 0, O) -t= 

Figura 15.6.4 

las cuerdas de un tornillo sigue una trayectoria helicoidal. Nótese que cuando t = O, 
las coordenadas de la partícula son (a, O, O), mientras que cuando t = 2'IT/w son 
(a, O, 2'ITb/w). Así, en las ecuaciones 5 y 6, w es la frecuencia del movimiento alrededor 
del eje z y b mide la inclinación de la curva en la dirección del eje z . • 

Se puede extender en forma directa el concepto de límite que se enunció en la 
definición 2.2.1 para las funciones escalares, al caso de las funciones vectoriales. El 
enunciado 

lím F(t) = L (7) 
1--(0 

quiere decir que cuando t tiende a to, el vector F(t) tiende al vector L. Más exactamente, 
la distancia IIF(t) - LII se puede hacer arbitrariamente pequeña haciendo que It - tol 
sea lo suficientemente pequeño, sin ser cero. En símbolos, para toda E > O, existe una 
ex > O correspondiente, que tiene la propiedad de que si 

0< It - tol < o (8) 
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entonces 

IIF(t) - LII < E. (9) 

Para ver con mayor claridad el significado de la desigualdad (9), expresemos a F(t) 
y a L en sus componentes: 

F(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k, L (10) 

Entonces 

F(t) - L 

y 

En términos geométricos, la expresión de la ecuación 9 es la distancia desde el punto 
Po, cuyo vector de pusición es L, hasta el punto P, cuyo vector de posición es F(t) 

z 

Figura 15.6.5 

(véase figura 15.6.5). La ecuación 9 dice que esta distancia debe ser menor que E; en 
otras palabras, si se ha de satisfacer la ecuación 9, entonces P debe estar dentro de la 
esfera cuyo centro está en Po Y tiene radio E. Si es cierta la ecuación 9, entonces también 
debemos tener 

If(t) - L¡I < E, (12) 

Como consecuencia, podemos asegurar que si lím, ~ ,oF(t) = L, entonces 

lím f(t) = L¡, lím g(t) = L2 , lím h(t) = L3. (13) 
t-+lO _'o 

También es posible modificar el argumento que acabamos de presentar, para demostrar 
que también la ecuación 7 es consecuencia de la ecuación 13. Así, el límite 7 del vector · 
es equivalente a los tres límites escalares (13). En otras palabras, los límites de las 
funciones vectoriales se pueden tomar componente a componente. En consecuencia, 
todas las cuestiones relacionadas con los límites de las funciones vectoriales se pueden 
reducir a las cuestiones correspondientes relacionadas con los límites de las funciones 
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escalares. En especial , los resultados familiares del teorema 2.3.1a, b y e acerca de los 
límites de sumas, restas y productos de funciones escalares se pueden aplicar a los 
límites de las funciones vectoriales. Omitiremos aquí la lista explícita de esas propie­
dades. 

EJEMPLO 3 

Si F(t) = (2 + t)i - t2j + sen( 'ITtl2)k, determinar ellím¡ -7 ¡F(t). 
De acuerdo con la discusión anterior, tenemos que 

lím F(t) 
1-+1 

EJEMPLO 4 

'ITt 
lím (2 + t)i + lím (-t 2)j + lím sen- k 
1-+1 1-+1 1-+1 2 

3i - j + k .• 

Si F(t) es la misma del ejemplo 3, y si G(t) = (t/2)i + cos( 'ITtl2)j - 2tk, determinar 
límH 1 [F(t) + G(t)]. 

Tenemos que 

lím [F(t) + G(t)] = lím F(t) + lím G(t) 
1-1 1-1 1-+1 

en la cuallím¡-7IF(t) se determinó en el ejemplo 3, y 

Entonces, por consiguiente, 

lím [F(t) + G(t)] 
¡~I 

lím !.- i + lím cos 'IT
2
t j + lím ( - 2t)k 

1-+ 1 2 1-+ 1 1-1 

! i - 2k 2 . 

(3i - j + k) + G i - 2k) 

La propiedad de continuidad (definición 2.5.2) también se traslada directamente 
de las funciones escalares a las vectoriales. La función vectorial F es continua en to si 
F está definida en to Y si 

lím F(t) = F(to). (14) 

Esto significa ni más ni menos que el vector límite L de la discusión anterior debe 
ser el mismo que F(to). Así, la ecuación 14 es equivalente a las tres ecuaciones escalares 
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lím f(t) = feto), lím g(t) = g(to), lím h(t) = h(to), (15) 
r-+tu (-IU 

de modo que F es continua en to si y sólo si cada una de las tres funciones escalares 
f, g Y h son continuas allí. Las dudas acerca de la continuidad de las funciones 
vectoriales se pueden reducir por tanto a las cuestiones correspondientes a las de las 
funciones escalares, y con ello evitamos una discusión más complicada en este lugar. 

Consideremos ahora la derivada de una función vectorial. Para una función dada 
r = F(t) formamos primero el cociente de diferencias 

~F 

~t 

F(t + ~t) - F(t) 
~t 

(16) 

Nótese que ~F es un vector y que M es un escalar, de modo que el cociente ~F/M es 
un vector. A continuación pasamos al límite cuando ~t ~O para obtener la derivada, 
que representaremos mediante F ' (t), o también por dF/dt. Así, 

dF = F'(t) = lím F(t + ~t) 
dt lit~O ~t 

siempre que exista el límite. 

F(t) 
(17) 

Para comprender el significado geométrico de la derivada de una función vectorial 
veamos el caso que se presenta en la figura 15.6.6. Los vectores F(t) y F(t + ~t) son 

x 

Figura 15.6.6 

los vectores de posición de los puntos P y Q, respectivamente, en la curva definida 
~ 

mediante la función vectorial F. El vector F(t + ~t) - F(t), o sea PQ, es el vector 
secante entre los dos puntos P y Q de la curva. El vector que aparece en el cociente de 

~ ~ 
diferencias (16) es proporcional a PQ, y de hecho está dado por PQ/~t. Si existe el 

~ 
límite en la ecuación 17, esto es, si PQ/ ~t tiene un límite cuando M ~ O, Y si el límite 
no es cero, entonces este vector límite F ' (t) es tangente a la curva r = F(t) en el punto 
P y apunta en dirección de crecimiento de t (véase la figura 15.6.7). 

La recta tangente a la curva r = F(t) en un punto P que corresponde a t = to es la 
recta que pasa por P y que es paralela al vector F'(to). Análogamente, el plano normal 
a la curva en P es el plano que pasa por P y que es perpendicular a F ' (to). 
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x Figura 15.6.7 

Alternativamente, si vemos a la ecuación r = F(t) como la que describe a la 
posición de una partícula en movimiento en el tiempo t, entonces F' (t) es la razón de 
cambio de la posición de la partícula con respecto al tiempo. En otras palabras, F'(t) 
es la velocidad de la partícula, y es tangente a la trayectoria en la que se mueve la 
partícula. 

A continuación deduciremos una fórmula para F' (t) en términos de las componen­
tes de F(t) . Expresando el cociente de diferencias (16) en términos de las componentes, 
tenemos que 

F(t + M) - F(t) = ~ {f(t + Ilt)i + g(t + Ilt)j + h(t + Ilt)k 
Ilt Ilt 

- [f(t)i + g(t)j + h(t)k]} 

f(t + M) - f(t). g(t + Ilt) - g(t) . 
= Ilt I + Ilt J 

h(t + Ilt) - h(t) k 
+ Ilt . 

(18) 

Se puede calcular el límite del lado derecho de la ecuación 18 cuando Ilt -7 O 
componente a componente. De este modo obtenemos 

, , F(t + L1t) - F(t) 
F (t) = hm L1 

6,~O t 

= f'(t)i +g'(t)j + h'(t)k. (19) 

Así, F' (t) es el vector cuyas componentes son las deriva";'as de las componentes 
correspondientes de F(t). En consecuencia, se puede calcular F' (t) aplicando los 
métodos y fórmulas que ya se describieron para la derivación de las funciones escalares, 
a cada una de las componentes de F(t). 

EJEMPLO 5 

Determinar la derivada de 
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( ) 'ITt . 3 'ITt . 2 k F t = 3 cos '2 I + sen '2 J + t . (20) 

También determinar el plano normal y la recta tangente en el punto (O, 3, 2). 
En la figura 15.6.8 se muestra la gráfica de la ecuación 20; véase el ejemplo 2; 

Figura 15.6.8 

hagamos que a = 3, b 
componente obtenemos 

2yw 'IT/2. Al derivar la ecuación 20 componente a 

'e) 3'IT 'ITt. 3'IT 'ITt. 2k F t = - '2 sen '2 I + '2 cos '2 J + . 

El punto (O, 3, 2) corresponde a t = 1, Y por tanto un vector tangente allí es 

F ' (l) = -3~i + 2k. 

El plano normal tiene como ecuación 

'IT 
-3'2(x-0)+0(y-3)+2(z-2) O 

o bien 

3'ITX - 4z = -8. 

La recta tangente tiene como ecuación vectorial 

r = 3j + 2k + ( - 3 ~ i + 2k )T; 
en forma escalar, las ecuaciones correspondientes son 

'IT 
X = -3 - T 

2 ' 
y = 3, z = 2 + 2T. 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 
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Para evitar alguna posible confusión entre las representaciones paramétricas de la curva
y de la recta tangente, hemos empleado T en lugar de t como parámetro en la recta
tangente. También nos hubiera servido igualmente bien cualquier otro símbolo. Nótese
que T = O corresponde al punto (0, 3, 2) .• dete:

Si F' (t) no está definida para determinado valor de t debido a que el límite de la
ecuación 17 no existe, entonces la curva r = F(t) no tiene tangente allí, ni la partícula
en movimiento tiene velocidad en ese punto. Esto corresponde al caso en el cual la
derivada de una función escalar no existe. Sin embargo, si F'(t) = O para alguna t,
entonces la tangente a la curva r = F(t) tampoco está determinada por F'(r), porque el
vector cero no tiene una dirección única. En tal caso la partícula en movimiento tiene
una velocidad igual a cero en ese punto, aunque la dirección del vector velocidad no
se especifica. Este caso no tiene contraparte en las funciones escalares.

Como en la sección 5.5 para las curvas planas, se dice que el arco r = F(t) para
a z: t ::s b es suave si tiene una recta tangente que varía en forma continua. Una
condición de suficiencia para esto es que F'(t) sea continua y que sea distinta de O en
todos los puntos del intervalo. Si una curva continua consta de un número finito de
arcos suaves unidos extremo a extremo, entonces se dice que la curva es suave por pe-
dazos (véase figura 15.6.9).

La derivación de las sumas, las restas o los productos de funciones vectoriales se
lleva a cabo del mismo modo que con las funciones escalares. Tenemos entonces los
siguientes resultados principales, en los cuales u(t) y v(t) son funciones vectoriales
arbitrariamente derivables

Ent<

d
dt I

Figura 15.6.9
Curva suave por
pedazos.

d du dv
para cualquier el Y e2 constantes; (26)dt [elu(t) + e2v(t)] el dt (t) + e2 dt (t)

du dv
Cu

d (27)- [u(t) . v(t)] - (t) . v(t) + u(t) . dt (t);
dt dt

d du (t)
dv .

(28)- [u(t) x v(t)] = x v(t) + u(t) x dt (t).
dt dt

En la ecuación 28, el orden de los factores es importante, mientras que en la ecuación
27 no lo es. Se pueden comprobar las ecuaciones 26 a 28 escribiendo ambos lados de
cada ecuación en términos de las componentes de u(t) y v(t).

-PI

En

1.

EJEMPLO 6
2

Si

u(t)
TIt

(2 + t) i - t2 j + sen 2" k

y
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v(t) = ~ i + cos ~t j - 2t k , 

determinar (d/dt)[u(t) . v(t)] y evaluar esta expresión cuando t = l. 
Tenemos que 

u'(t) 2
. 7f 7ft 

- tj + - cos - k 
2 2' 

'( ) 1 . 7f 7ft . v t = - I - - sen - j 
2 2 2 

2k. 

Entonces, de acuerdo con la ecuación 27, obtenemos 

d dt [u(t) . v(t)] = u'(t) . v(t) + U(l) . v'(t) 

(!.- _ 2t cos 7ft _ 2t ~ cos 7ft) 
2 2 2 2 

+ e ; t - ~ t2 sen ~t - 7ft) 2 sen 2 

1 + ( 
7f) 7ft 

t - 2t 1 +"2 cos 2 

(
7f J "2 t- ) 

7ft 
+ 2 sen 2 . 

Cuando t = 1, tenemos que 

~ (u· v) I 
dt t~l 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 6, determinar el límite que se pide. 

I. lím [e ~ 'j + 2 cos t j + (t2 
- l)k] 

,-0 

2. lím (e 2
' j - sen t j + t3 k) 

1 (1 . t - 2 . 2t k) . l.lIm -1 + --J + --
,.... 1 t t + 1 t - 1 

(
1 t - 2 t - 1 ) 

~. lím -j + -- j + -- k 
,.... 1 t t + 1 2t 

7f 

1 
~ lím - (sen 2t j + 3t j + tan t k) 

r-O t 

(
t2 

- 4 Vt - V2 ) 
6 . lím --j + ----j 

r-2 t - 2 t - 2 

En los problemas 7 a 9, suponer que existen tanto 
lím, --> ,ou(t) como límH,ov(t), y demostrar la relación dada . 

-; lím [clu(t) + c2v(t)] = 

cl lím u(t) + C2lím v(t) para toda Cl' C2 
/----... /" I-IU 
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l' d d
20. di [4u(t) - 3v(t)] 21. - [u(t) . v(t)] 30.

dt
d d22. -[u(t) x v(t)] 23. - [v(t) . u(t)]
dt dt
d

24. - [v(t) x u(t)] 31.
dt

8. lírn [u(t) . v(t)] = [lím u(t)] . [lfrn v(t)]
#-10 1-/0 1-/0

9. lím [u(t) x v(t)] = [lím u(t)] x [lím v(t)]
~~ ~~ ~~

En los problemas 10 a 12, sea u(t) = e-ti + 2 cos t j +
(r - l)k, Y v(t) = e" i - cos t j + (3 k. Emplear los
resultados de los problemas 7 a 9 para calcular cada uno
de los límites dados.

10. lím [3u(t) - 2v(t)]
~O

11. lím [u(t) . v(t)]
~o

12. lím [u(t) x v(t)]
~o

En los problemas 13 a 16 determinar F' (t).

13. F(t)
14. F(t)
15. F(t)
16. F(r)

t2 i + cas t j + 2 sen t k

e:' i + te' j + 4t k

2t sen 2t i - 3 cos t j + 3(2t -1)2 k

t cos t i + t sen t j - 6t k

En los problemas 17 a 19, suponer que u(t) = e-ti + 2 cos
t j + (el - 1) k, Y v(t) = ét i - sen t j + t3 k, y determinar
la derivada que se pide.

d
17. di [u(t) + v(t)]

d
19. di [3u(t) - 2v(t)]

d
18. di [u(t) . v(t)]

En los problemas 20 a 24, suponer que u(t) = 2t i - r j +
(3 k, Y v(t) = r i + 6tj + 5t k y determinar la derivada
indicada.

25. Se tiene la curva definida por r = (2t - 3)i - 4r j.

(a) Hacer un dibujo de la curva.

(b) Determinar un vector unitario que sea tangente a
la curva en el punto donde t = -l.

(e) Deducir ecuaciones paramétricas de la recta tan-
gente a la curva en el punto donde t = -1.

(d) Determinar el plano normal ala curva en el punto
en el que t = - l. -

26. Se tiene la curva definida por r = cosh t i + 2senh t k.

(a) Hacer un dibujo de la curva.

(b) Determinar un vector unitario tangente a la curva
en el punto en el que t = O.

(e) Deducir ecuaciones paramétricas para la recta tan-
gente a la curva en el punto en el que t = O.

(d) Determinar el plano normal a la curva en el punto
en el que t = O.

27. Se tiene la curva definida por r = 2 cos t i
+ 3 sen t j + 4t k.

(a) Determinar un vector tangente a la curva en el
punto en el que t = o.

(b) Deducir ecuaciones paramétricas para la recta tan-
gente a la curva en el punto en el que t = O.

(e) Determinar el plano normal a la curva en el punto
en el que t = o.

28. Se tiene la curva definida por r = (r + 3)i - 3t j +
2t2k.

33.

El
es
ID

y
i.

y
fi

(a) Determinar un vector unitario tangente a la curva
en el punto (4, -3,2).

(b) Deducir ecuaciones paramétricas para la recta tan-
gente a la curva en (4, -3,2).

(e) Determinar el plano normal a la curva en
(4, -3,2).

29. Las curvas dadas por r = (r + 3)i - 3t j + 2r k y
r = 2T i+ (T - 5)j + (T2/2)k se intersecan en el punto
(4, -3,2). Determinar el ángulo formado entre las
tangentes a las dos curvas en su punto de intersección.

Las curvas r = cos TIt i - 2 sen TIt j + (t - l)k Y
r = (2T + l)i + 4T2 j + cos TI T k se intersecan en el
punto (l, O, 1). Determinar el ángulo e formado entre
las tangentes a las dos curvas en el punto de intersec-
ción.

Suponer que la posición de una partícula en movi-
miento es, para el tiempo t, r = a cos wt i + b sen wt j
en la cual a, by w son números positivos.

(a) Hacer un dibujo de la curva.

(b)Determinar la velocidad de la partícula en cual-
quier momento.

(e) Determinar la componente de la velocidad que se
dirige hacia el origen.

32. Si u(t) es un vector derivable de longitud constante,
demostrar que du/dt es perpendicular a u para toda t.
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33. Comprobar la ecuación 27 calculando primero 
u(t) . v(t) y a continuación derivando la expresión 
resultante. 

15.7 LONGITUD DE ARCO Y CURVATURA 835 

34. Comprobar la ecuación 28 calculando primero 
u(t) X v(t), y a continuación derivando la expresión 
resultante. 

15.7 LONGITUD DE ARCO Y CURVATURA 

En esta sección trataremos algunas de las propiedades geométricas de las curvas en el 
espacio tridimensional. Nuestra explicación se basa en la descripción de esa curva 
mediante una función vectorial. Sea la función vectorial 

r = r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k (1) 

y sea e la curva correspondiente. En toda esta sección supondremos que las funciones 
J, g y h son derivables tantas veces como sea necesario, para que la demostración tenga 
sentido. 

Primero, limitemos nuestra atención a la parte de la curva para la cual a :s t :s b 
y preguntémonos cómo podemos definir y calcular la longitud lea, b) de este arco (véase 
figura 15.7.1). Ya hemos estudiado la longitud de arco en dos dimensiones en la sección 

z 

x Figura 15.7.1 

7.3 Y en este caso el tratamiento será muy semejante. Comenzaremos dando una 
partición del intervalo [a, b] en n subintervalos, de modo que 

a = to < tI < t2 < ... < tn - I < tn = b; 

la norma de la partición es la longitud del subintervalo más grande. Para un punto t¡ 

arbitrario de la partición, podemos evaluar r(t¡) y determinar el punto p¡ correspondien­
te en la curva. Como se indica en la figura 15.7.2, a continuación trazamos los 
segmentos de recta de Po a PI> de PI a P 2, y así sucesivamente. Sumando las longitudes 
de todos esos segmentos de recta, obtenemos la longitud de una poligonal de aproxi­
mación a la curva dada. La longitud del segmento de recta que une a P¡_I con p¡ es 
(véase figura 15.7.3) 

(2) 

Por tanto, la longitud de la poligonal de aproximación es 
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p¡ 

z 

y 
x 

x 

Figura 15.7.2 Figura 15.7.3 

n 

2: IIr(t;) - r(t; _¡)II· (3) 
i = 1 

Si la suma (3) tiende a un límite cuando la norma de la partición tiende a cero, entonces 
este valor límite se define como la longitud de la curva: 

n 

I(a, b) = lím 2: Ilr(t;) - r(t;_I)II· (4) 
11,),11-+0 ; = 1 

La expresión del lado derecho de la ecuación 4 se puede convertir entonces en una 
integral. Multiplicando y dividiendo el iésimo término de la suma por /).t , = t¡ - t¡_1 > 
0, obtenemos 

I(a, b) = lím ± Ilr(t;) - r(t¡ _I)11 tlt;. 
11 ,),11-+0 ; = 1 tl t; 

(5) 

Como en la sección 7.3, es posible demostrar que si r' (t) es continua, entonces existe 
el límite de la ecuación 5, y la longitud I del arco está dada por la integral 

lea, b) = f Ilr' (t)11 dt. 
a 

(6) 

Ya que 

r'(t) = f'(t)i + g'(t)j + h'(t)k, (7) 

la ecuaci6n 6 .;e puede poner también en la forma 

lea, b) = f[f'2(t) +g'2(t) +h'2(t)] 1/2 dt. 
a 

(8) 

Para una curva en el plano xy, la ecuación 8 se reduce a 

I(a, b) = r [f'2(t) + g'2(t)]1 /2 dt (9) 

que es una de las ecuaciones que se dedujeron en la sección 7.3. Como en el caso en 
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dos dimensiones que se estudió en la sección 7.3, se dice que una curva cuyo arco tiene 
longitud finita es rectificable. 

EJEMPLO 1 

Determinar la longitud de arco de la curva 

r(t) = 2t i + 3t j + ~t3/ 2 k 

entre el origen y el punto Q(2, 3, ~) (véase figura 15.7.4). 

2 
I 

1 

z 

y = tx 

1 2 3 y . __ l.. __ L_-L-...,c.. 

2 Q(2.~. t) 

Figura 15.7.4 x 

(10) 

Nótese que la curva queda en el plano y = 3x/2; esto se puede ver si se elimina t 
de entre las primeras dos componentes de r . Obsérvese también que t = O corresponde 
al origen y que t = 1 corresponde al punto Q. Al derivar la ecuación 10 encontramos 
que 

r ' (t) = 2i + 3j + \Ít k 

y así 

Ilr ' (t) 1I = (4 + 9 + t)I /2 = v'13+t. 
De acuerdo con la ecuación 6, la longitud de arco que se pide es 

EJEMPLO 2 

1(0, 1) = f v'13+t dt = ~ (13 + t)3 /21 ~ 

= ~ [(14)3/2 - (13)3/2] == 3.674. I 
3 

Se tiene la curva representada por 

(11) 

http://carlos2524.jimdo.com/



838 VECTORES Y GEOMETRíA ANALÍTICA TRIDIMENSIONAL 

r(t) = cos t í + sen t j + if2 k. (12) 

Determinar la longitud del arco que une a Po(1, 0, O) que corresponde a t = 0, con el 
punto Q(O, 1, 'TT2/8) que corresponde a t = 'TT12 (véase figura 15.7.5). Además; determi­
nar la longitud del arco desde Po hasta el punto P que corresponde a un valor arbitrario 
de t. 

así, 

Al derivar la ecuación 12 obtenemos 

Q(O, 1,~) 
-t= f 

y 

Figura 15.7.5 

r'(t) = -sentí + cos tj + tk; 

Ilr' (t)1I = [( -sen t)2 + (cos t)2 + (2)1 /2 = v'f+t2. 

Entonces, de acuerdo con la ecuación 6, la longitud de arco de Po a Q es 

La sustitución t = tan e transforma esta integral en 

z(O,~) = LrClan1T/\ec3 e de, 
que se puede evaluar como se describió en la sección 9.4. El resultado es 

z(o,~) = ~ [se e e tan e + In lsec e + tan el1 ¡:rclan1T/2 

= - [t VJ.+t2 + Inl VJ.+t2 + tl1 
1 ¡1Tn 

2 . o 

= ~ [~ ~ 1 + :2 + In ( ~ 1 + :2 + ~) ] == 2.079. 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 
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Representemos la longitud de arco de Po a P mediante s(t) para destacar que 
depende del valor de t. Entonces, empleando de nuevo la ecuación (6), tenemos que 

s(t) = 1(0 , t) = L Ilr'(T)11 dT 

(17) 

Nótese que hemos cambiado la variable de integración a T para evitar confusiones con 
la variable independiente t en el límite superior de integración. Se puede evaluar la 
integral de la ecuación 17 del mismo modo que la de la ecuación 15, y el resultado es 

s(t) = HtvT+f2 + In (vT+f2 + t)]. I (18) 

Para una curva arbitraria e cuya ecuación es 

r = r(t) 

podemos definir una función longitud de arco s tal como en el ejemplo 2. Sea el punto 
Po correspondiente a t = a el punto base al partir del cual se mide la longitud de arco 
y sea s(t) la longitud de arco desde Po hasta el punto P que corresponde a un valor 
arbitrario de t. Entonces 

s(t) = lea, t) = L Ilr '(T)11 dT. (19) 

Al derivar la ecuación 19 de acuerdo con el teorema 6.4.2, obtenemos 

ds 
dt = Ilr' (t) ll. (20) 

Si se piensa en e como la trayectoria seguida por una partícula en movimiento cuyo 
vector de posición es r(t), entonces v = r'(t) es la velocidad de la partícula, y Ilvll = 
Ilr'(t)11 es su rapidez. La ecuación 20 establece que la velocidad de la partícula es la 
razón de cambio de la distancia que se ha movido a lo largo de e, con respecto al 
tiempo: ds/dt = IIvl!. 

También recuérdese que r' (t) es un vector tangente a la curva e en el punto P. Con 
frecuencia es conveniente pensar que r es una función de la longitud de arco s en lugar 
de ser función de t. Si lo hacemos~ y si ds/dt "* o, entonces, de acuerdo con la regla de 
la cadena, tenemos que 

dr 

ds 

dr dt 

dt ds 

dr/dt r' (t) 

ds / dt = IIr'(t)lI' 
(21) 

Así, dr/ds es un vector unitario tangente a la curva e, y apunta en la dirección de 
crecimiento de s (o de t). Emplearemos T como símbolo del vector unitario tangente; 
así, 
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T = dr =~ 
ds 11r' (t)'" 

(22) 

EJEMPLO 3 

Para la curva del ejemplo 2, determinar el vector unitario tangente T en cualquier punto. 
Antes determinamos r'(t) y "r'(t) "; están dados por las ecuaciones 13 y 14, 

respectivamente. Así, de acuerdo con la ecuación 22, tenemos que 

- sen t i + cos t j + t k . ' T = ------~====~---v'1+f2 . 

Se indica la dirección de la curva C en cualquier punto mediante los vectores 
tangentes r' (t) y T = dr/ds . A continuación pasaremos a la definición y al cálculo de 
una cantidad que mide la rapidez a la que cambia C de dirección en un punto dado; más 
precisamente, mediremos la rapidez a la cual cambia de dirección el vector T. Obsér­
vese que T no cambia de magnitud cuando se recorre la curva; en consecuencia dT/ds 
es la razón de cambio de la dirección de T con respecto a s. Se acostumbra definir a la 
curvatura K de la curva C como la cantidad escalar no negativa 

K = IldT ldsll. (23) 

Desafortunadamente, el vector de posición r de los puntos de C se da usualmente 
en términos del tiempo t o de algún otro parámetro en lugar de hacerlo en términos de 
la longitud de arco s. En tales casos, la ecuación 23, aunque de apariencia sencilla, 
puede implicar bastantes cálculos. A partir de la ecuación 22, tenemos que, según la 
regla de la cadena, 

dT 

ds 

dT dt 

dt ds 

dTldt 

ds l dt 

1 d [r' (t) ] 
= Ilr' (t)11 dt Ilr' (t)11 ' 

y puede ser tedioso el cálculo de la derivada que se indica. 
Es posible que la curvatura también esté dada por la ecuación 

"r' (t) X r" (t)" 
K =--:-:--IIr'-:-(:-:-t )=1 r- (24) 

en la cual r = r(t) es el vector de posición de la curva C. Usualmente, la ecuación 24 
es la manera más sencilla de determinar K para una curva dada. 

Hicimos notar antes que si C es la trayectoria de una partícula en movimiento cuyo 
vector de posición es r(t), entonces v = r' (t) es la velocidad de la partícula. Análoga­
mente, a = v' (t) = r ± (t) es su aceleración. En términos de v y a, la expresión (24) 
para la curvatura K asume la forma 
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K = (25) 

En el problema 31 describimos una forma de deducir la ecuación 24. 

EJEMPLO 4 

Determinar la curvatura de una recta. 
Una recta tiene una ecuación de la forma 

r(t) = a + bt, - 00 < t < 00, (26) 

en la cual a y b son vectores constantes y b =1= O. Entonces 

r/(t) = b, r"(t) = O, 

y por tanto Ilr' (t) X r"(t) II = O. En consecuencia la curvatura K = O. Ya que, de manera 
intuitiva, una recta debe tener una curvatura igual a cero, este resultado es una 
confirmación parcial de que es razonable la definición que hemos presentado. -

EJEMPLO 5 

Determinar la curvatura de la curva definida por 

r(t) = a cos wt i + a senwt j, (27) 

en la cual a y w son constantes positivas. 
Como r(t) no tiene componente k, la curva está en el plano xy. Además, x = a cos wt 

y y = a sen wt y por tanto X2 + y2 = a2. Así la curva es el círculo con centro en el origen 
y de radio a. Para determinar la curvatura K de acuerdo con la ecuación 24, comenza­
remos por calcular 

Entonces 

r'(t) 

r"(t) 

-aw senwt i + aw cos wt j, 

- aw2 cas wt i - aw2 sen wt j . 

j k 

r/(l) x r"(t) = -awsenwt aw cos wt o 
- aw2 cos wt - aw2 sen wt O 

(28a) 

(28b) 

(29) 

En consecuencia, Ilr'(t) X r"(t) II = a2w 3
• También, de acuerdo con la ecuación 28a, 

tenemos que Ilr' (t)11 = aw. Sustituyendo estos resultados en la ecuación 24, obtenemos 
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1
(30)

E
K =

a

Así, como era de imaginarse, la curvatura de un círculo es constante, e igual al recíproco
de su radio. Obsérvese que este resultado no depende de w, lo que se puede interpretar
como la magnitud de la velocidad angular de una partícula que se mueve de acuerdo
con la ecuación 27 .•

A veces es útil considerar una cantidad que se conoce como el radio de curvatura,
que en general se representa mediante p. En un punto P arbitrario de la curva dada e,
el radio de curvatura es el radio del círculo, que se conoce como el círculo de curvatura,
que tiene la misma curvatura que la curva dada en el punto P (véase figura 15.7.6).

g
s
e

1

x
Figura 15.7.6 El radio
de curvatura p.

e

Naturalmente, para un círculo el radio de curvatura es justamente el radio del círculo
mismo. Según el resultado del ejemplo 5,

1p(s) =-.
K(S)

(31)

La ecuación 31 facilita la sustitución de una de las cantidades, K o p, en términos de la
otra, por lo que emplearemos la que sea más conveniente.

Para una curva plana la fórmula (24) para K se puede escribir en una forma algo
más sencilla. Supongamos que la curva queda en el plano xy, en cuyo caso la ecuación
1, se reduce a

y

r f(t)i + g(t)j, (32)

r' = f' (t)i + g' (t)j,

r" = j"(t)i + g"(t)j.

j k

r ' x r" t' (t) g' (t) O

f'(t) g"(t) O

Entonces
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15.7 LONGITUD DE ARCO Y CURVATURA 843 

= [f'(t)g"(t) - f"(t)g'(t)]k . 

. En consecuencia, para la curva plana (32), la curvatura es 

11' (t)g" (t) - f" (t)g' (t)1 
K - ---;:----=---=-=,---

[f'2(t) +g'2(t)]3/2 
(33) 

La representación paramétrica (32) nos permite estudiar curvas que sean más 
generales que las que son gráficas de funciones. Sin embargo, la fórmula (33) para K 

se puede simplificar más para una curva plana que es la gráfica de una función. En este 
caso, se puede describir a la curva mediante una ecuación de la forma 

y = g(x) . (34) 

Entonces, x = t, Y = g(t) y la ecuación 33 adquiere la forma 

K = ~~. _-
[1 + g ':? (X)]3 2 

(35) 

EJEMPLO 6 

Determinar la curvatura K en un punto arbitrario de la parábola 

y = ax2, a> O. (36) 

Además, hallar el radio de curvatura p en cada punto, y determinar el punto en el que 
p es mínimo. 

La ecuación 36 tiene la forma de la ecuación (34) Y por tanto podemos determinar 
a K mediante la ecuación 35. Esto da 

2a 
(37) 

K = (1 + 4a2x2)3/2' 

en la cual se han quitado las barras de valor absoluto porque a es positiva. De acuerdo 
con la ecuación 31, tenemos que 

(38) 

de donde queda claro que p es mínimo cuando x = 0, esto es, en el vértice de la parábola. 
En este punto p tiene el valor 1/2a. 

En la sección 5.2 escribimos la ecuación de la parábola (36) como sigue: 

X2 = 4py, (39) 

en la cual p es la distancia del vértice al foco o a la directriz. De acuerdo con las 
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x 

Figura 15.7.7 

ecuaciones 36 Y 39, tenemos que ex = 1 /4p. Así, el valor mínimo de p es 2p; en el vértice 
el radio de curvatura es el doble de la distancia al foco . La figura 15.7.7 muestra la 

parábola (36) para cuando ex = ¡, junto con su círculo de curvatura en el vértice. -

PROBLEMAS 

1. Calcular la longitud de la curva r = cos t i + sen t j + 
3( k entre los puntos en los que I = 1 Y I = 4, 
respectivamente. 

2. Calcular la longitud de la curva r = 2 sen 2t i - 5t j + 
2 cos 2t k entre los puntos (0, 0, 2) Y (2, - 5TI/4, O). 

3. Calcul ar la longitud de la curva r = 2 cos t ¡ - 2 sen t j 
+ t¡3l2k entre los puntos en los que t = ° y t = 5, 
respectivamente. 

4. Calcul ar la longitud de la curva r = ~/312 ¡ + 3/.i -
t /3/2k entre el origen y <.3f, 12, -.!f). 

S. Calcular la longitud de la curva r = el i + e- Ij + 
El k entre los puntos (1, 1, O) Y (e2

, e- 2
, 2E). 

6. Calcular la longitud de la curva r = cos I ¡ - sen l.i + 
cosh I k entre los puntos en los que t = -TI Y I = TI, 
respectivamente. 

En los problemas 7 y 8, calcular la longitud de la parte 
indicada de la curva r = 2E/3)ltI312¡ + tj + Vk. 

7. De (O, 0, O) a (2E/3, 1 ,~) 

8. De (16E/3, -4,8) a (O, 0, O). 

En los problemas 9 a 12 se da el vector de posición r de 
una partícula en movimiento, en función del tiempo t. 

Determinar el vector de velocidad v, la rapidez Ilvll y la 
aceleración a de la partícula en cualquier momento. 

9" r = cos (i + sen t j + 3t k 

1Il. r = cos (i - sen t j + cosh ( k 

11. r !(2 i - 41 j + 3f3 k 

12 . r = "\.Il+t2 i + (1 + ( 2) - 1/2 j + (1 + (2)k 

En los problemas 13 a 16 determinar el vector unitario 
tangente T. 

D. r = cos t i + sen (j + 31 k 

14. r = cos t ¡-sen I j + cosh t k 

15. r tt2 i - 4( j + 3f3 k 

2V2 
lti r = -- 1'/2 i + t j + !t2 k , t 2: O . 3 

En los problemas 17 a 20 determinar la curvatura K. 

Refiérase a los problemas 13 a 16. 

17. r = cos I i + sen t j + 31 k 

1 H. r - cos I ¡-sen t j + cosh t k 

19. r = ! t2 i - 4t j + 3f3 k 

2"V2 
20. r = -3- (3/ 2 i + t j + !t2 k 

En los problemas 21 a 28, determinar la curvatura K de la 
curva plana dada. 

http://carlos2524.jimdo.com/



15.8 DINÁMICA DE lAS PARTíCULAS 845 

21. r = a cos t i + b sen t j (Elipse) 

22. r = a cosh t i + b senh t j (Hipérbola) 

a continuación emplear la regla de la cadena para 
demostrar que 

23. r = a(t - sen t)i + a(l - cos t)j (Cicloide) dT = dT I dt = _1_ [rU(t) _ r' (t)SU(t) ] 
ds dsldt s'(t) s' (t) [s'(t))2 ' 

24. Y = sen x 

1 
27. Y = 1 - -

25. Y = r X 
x 

26. Y =--
1 + X2 

x 
28. Y = a cosh -

a 
(Catenaria) 

(ii) 

(b)Partiendo de Ilr'(t)W = r'(t) . r'(t), demostrar que 
x 

d, r' (t) . rU(t) 
di Ilr (t)1I = IIr' (t)1I (iii) 29. Demostrar que, para una partícula que se mueve en 

una trayectoria circular, el vector de aceleración se 
dirige hacia el centro del círculo. 

30. Suponer que una partícula se mueve de tal modo que 
su vector de velocidad v tiene una longitud constante. 

(e) Sustituir las ecuaciones 20 y (iii) en la ecuación 
(ii), y demostrar que 

(a) Demostrar que el vector de aceleración a es per­
pendicular a v. 

dT _ 1 [ u r'(t) . rU(t) , ] 
ds - IIr'(t)W r (t) - II r'(t)W r (t) . 

(iv) 
(b) Deducir una ecuación para K en términos de Ilvll y 

de lIall. (d)Calcular (dTlds) . (dT/ds) y con ello demostrar que 

*31. En este problema indicaremos cómo deducir la ecua­
ción (24) de la curvatura K. 

(a) De acuerdo con las ecuaciones 21 y 22, observa­
mos que 

T = dr = dr l dt = r'(t) . 
ds ds l dt s' (t)' 

(i) 

15.8 DINÁMICA DE lAS PARTíCULAS 

II~II = 

{lIr'(t)WllrU(t)W - [r'(t) . rU(t))2}1I2 

IIr'(t)W 

(e) Partiendo de la ecuación (v) , demostrar que 

K = IIr'(t) x rU(t) 1I 

IIr' (t) 1P 

Algunas de las ideas que se han desarrollado en este capítulo se pueden emplear con 
mucha eficacia en el estudio de la dinámica de una partícula, o masa puntual, en 
movimiento. La dinámica es una rama fundamental de la mecánica y su desarrollo se 
relaciona estrechamente con el del cálculo en los siglos XVII y XVIII. En esta sección y 
en la siguiente emplearemos métodos vectoriales para describir algunos aspectos del 
movimiento de una masa puntual en una trayectoria curva, haciendo énfasis en el 
movimiento de los satélites y en el movimiento planetario. 

Aceleración tangencial y normal 

Suponemos que una partícula de masa m se mueve a 10 largo de una curva e y que su 
posición en cualquier momento t está dada por 

r = r(t). (1) 

(v) 

(vi) 
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Como se hizo notar en la sección 15.7, los vectores de velocidad y de aceleración están 
dados por 

dr 
v = 

dt ' 

dv cPr 
a = dt = dt2 ' (2) 

respectivamente, y ves tangente a la curva C. Además, la longitud de arco s satisface 
la relación 

~: = II~:II = Ilvll · 

Así, el vector unitario tangente T está dado por cualquiera de las expresiones 

dr / dt 
T= Ildr/ dtll 

dr / dt 

ds / dt 

dr 

ds 

Recuérdese también que la curvatura K se define como 

K = II~~II. 

v(t) 

Ilv(t)1I" 

(3) 

(4) 

(5) 

En lugar de descomponer los vectores de velocidad y de aceleración en compo­
nentes a lo largo de los ejes coordenados, con frecuencia es mejor tomar las compo­
nentes en las direcciones tangente y normal a la trayectoria de la partícula en 
movimiento. Desde luego, estas direcciones cambian en general a medida que la 
partícula se mueve a lo largo de la curva. 

Para determinar las componentes normales de v y a, necesitamos hallar un vector 
normal a la curva C. Lo podemos hacer a partir de la ecuación 

T· T = 1, (6) 

que dice tan sólo que T es un vector unitario. Deseamos derivar la ecuación 6 y 
elegiremos derivar con respecto a s, en lugar de hacerlo con respecto a t, ya que K está 
dada en términos de dT/ds en la ecuación 5. Así, tenemos que 

o bien 

dT 
T·- = O 

ds ' 

ya que el producto escalar es conmutativo. En consecuencia, dT/ds es un vector 
perpendicular a T , lo que significa que es normal a la curva C. El vector unitario N en 
la dirección de dT/ds es 
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(7) 

Al vector N se le llama en general vector normal principal unitario (véase figura 
15.8.1). Como IldTlds l1 = K de acuerdo con la ecuación 5, podemos escribir la ecuación 
7 en la siguiente forma: 

áf 

ds 
KN . (8) 

La ecuación 8 expresa los dos hechos: que áflds es normal a e y que tiene una magnitud 
igual a la curvatura. 

Figura 15.8.1 Vectores tangente 
y normal principal unitarios. 

z 

m Crecimiento de t 

~ 
e 

y 

De acuerdo con la ecuación 4 podemos representar al vector de velocidad en la 
siguiente forma: 

v(t) = Ilv(t)IIT 

Entonces, el vector de aceleración a(t) es 

ds T 
dt . 

dv J2s ds áf 
a=-= - T+ 

dt dt2 dt dt' 

(9) 

(10) 

Para completar el cálculo de a debemos determinar dT/dt. Empleando la regla de la 
cadena y la ecuación 8 llegamos a 

(11) 

Sustituyendo esta ecuación en la ecuación 10, obtenemos 

J2s (dS)2 
a = dt2 T + K dt N. (12) 

A los coeficientes de T y de N de la ecuación 12 se les conoce como las aceleraciones 
tangencial y normal, respectivamente, y se representan mediante a, Y ano en ese orden. 
Así, 
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( dS)2 
an = K \ dt . (13) 

Introduciendo el radio de curvatura p, ecuación 31 de la sección 15.7, podemos escribir 
también 

a = ~ (ds) 2 
n p dt 

(14) 

EJEMPLO 1 

La posición de una partícula que sigue una trayectoria helicoidal está dada por 

r = a cos wt i + a sen wt j + bt k , (15) 

en la cual a, b y w son positivos. Determinar la velocidad v, la aceleración a, la 
componente tangencial a, y la componente normal an de la aceleración. 

Al derivar la ecuación 15 obtenemos 

y 

A continuación 

dr . . b k v = - = - aw sen wt I + aw cos wt j + . 
dt 

dv 
a -

dt 
- aw2 cos wt i - aw2 sen wt j . 

Como ds/dt es constante, se infiere que 

(16) 

(17) 

(19) 

Así, a = anN, y como an ~ O de acuerdo con la ecuación 13, entonces , según la ecuación 
17, 

a" Ilall (20) 

AceleracIón centrípeta y movImIento de los satélites 

A la aceleración normal an también se le conoce como la aceleración centrípeta, y la 
fuerza que la origina es la fuerza centrípeta. Por ejemplo, la fuerza centrípeta es la 
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Eje de 
rotación 

c::=b 

Figura 15.8.2 

que mantiene a los objetos sobre la superficie de la Tierra, evitando que salgan volando 
hacia el espacio debido a la rotación terrestre. 

Determinaremos la aceleración centrípeta de un objeto sobre la superficie de la 
Tierra. Suponemos que ésta es una esfera de radio R y que hay un punto de masa m 
ubicado en el nivel del mar a una latitud (Y (véase figura 15 .8.2). Al girar la Tierra 
alrededor de su eje el objeto recorre una trayectoria circular de radio 

r = R cos (Y. (21) 

De acuerdo con la ecuación 14, la aceleración centrípeta de la masa m es 

IlvW an = --o 
r 

(22) 

Además, la Tierra gira a una velocidad constante y por tanto, Ilvll es constante. Así, la 
podemos calcular dividiendo la distancia 21Tr recorrida por la masa m en una revolución 
completa, entre el periodo T de rotación. Entonces . 

Ilvl l = 
21Tr 

(23) 
T 

Y 

41T2r 41T2R cos (Y 

(24) an = Tz T2 

Obsérvese que la aceleración centrípeta depende de la latitud. Es máxima en el ecuador 
«(Y = O) y disminuye hasta cero en los polos «(Y = ± 1TI2). 

A continuación demostraremos cómo es que la variación de la aceleración centrí­
peta con respecto a la latitud ocasiona una variación del peso. La fuerza de la gravedad 
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Eje de 
rotac ión 

cb 
! 

Figura 15.8.3 Fuerza de 
gravedad F y fuerza 
centrípeta Fe. 

F que actúa en la masa puntual m se dirige hacia el centro de la Tierra, como se ve en 
la figura 15.8.3. Si D es un vector unitario dirigido hacia afuera desde el centro de la 
tierra hacia la masa puntual, entonces 

GMm 
F = -¡:¡z D, (25) 

en la cual G es la constante de gravitación universal y M es la masa de la Tierra. Los 
valores de éstas y de otras constantes que aparecen en nuestra discusión aparecen en 
la tabla 15.2. 

Tabla 15.2 Valores de algunas constantes físicas 

G = 6.67 X 10- ¡ ¡ N-m2Ikg2(m3Ikg-seg2) 

M = 5.983 X 1024 kg 

R = 6.378 X 106 m (ecuatorial) 

R = 6.357 X 106 m (polar) 

T = 8.64 X 104 seg (= 1 día) 

La fuerza centrípeta Fe que corresponde a la aceleración centrípeta an queda en el 
plano en el que se mueve la masa puntual, y se dirige hacia el eje de rotación . Si e es 
un vector unitario en este plano, en la dirección que va del eje de rotación hasta la masa 
puntual, entonces 

(26) 

Para ver el efecto de la aceleración centrípeta sobre el peso de la masa puntual , 
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Figura 15.8.4 

expresaremos a la atracción gravitacional F como una suma de dos términos (véase 
figura 15.8.4): 

F = Fw + (Fe· u)u . (27) 

El segundo término del lado derecho de la ecuación 27 es la componente de Fe en la 
dirección de u y, por tanto, es la parte de F que se necesita para crear la aceleración 
centrípeta ano La parte restante de F, representada por F w' da su peso a la masa m. 
Sustituyendo las ecuaciones 25 y 26 en la 27, obtenemos 

(28) 

ya que e . u = cos a. La magnitud del vector F w es el peso w de la masa m. Así, siguiendo 
la costumbre, podemos escribir 

w = mg, (29) 

en la cual g es la cantidad entre los paréntesis rectangulares de la ecuación 28 : 

(30) 

El segundo término del lado derecho de la ecuación 30 es la corrección a la aceleración 
gravitacional debida a la rotación de la Tierra. De acuerdo con las ecuaciones 29 y 30, -
el peso de un objeto es máximo en los polos y mínimo en el ecuador. Este efecto se 
acentúa ligeramente debido a que la Tierra no es una esfera perfecta; R es ligeramente 
mayor en el plano ecuatorial que en el eje polar, como se ve en la tabla 15.2. 

Para calcular el efecto de la aceleración centrípeta sobre g, podemos calcular los 
térriünos del lado derecho de la ecuación 30; suponemos que la masa está en el ecuador 
(a = O), por lo que el término de corrección es máximo. Entonces 

9.810 m /seg2, 

0.03373 m /seg2
, 
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de manera que la razón del término de corrección con respecto al término principal es 
cuando mucho 0.00344, aproximadamente un tercio del uno por ciento. 

Se puede aplicar el mismo tipo de análisis al movimiento de los satélites. Para 
hacerlo sólo es necesario remplazar a R por R + h, siendo h la altitud del satélite sobre 
la Tierra (véase figura 15.8.5). Por ejemplo, para un satélite en el plano ecuatorial de 

Eje de 
rotac ión 

Figura 15.8.5 

la Tierra remplazamos R por R + h en la ecuación 30 y hacemos que a = O. Entonces 

CM 
(31) g = 

(R + h)2 

Para que el satélite permanezca en una órbita circular estable, debe carecer de peso, 
esto es, Fw = O y, por tanto, g = O. Haciendo g = O en la ecuación 31 , se .obtiene 

(32) 

que es la relación entre Ty h. Se puede fijar ya sea el periodo o la altitud de un satélite 
y a continuación emplear la ecuación 32 para calcular la otra cantidad. Por ejemplo, 
supongamos que el satélite está en una órbita en el plano ecuatorial a una altura de 
1.609 X 105 m (lOO millas) sobre la Tierra. Entonces R + h = 6.539 X 106 m y, de 
acuerdo con la ecuación 32, vemos que 

T = 87.65 mino (33) 

Un satélite cuyo periodo es el mismo que el de la Tierra (un día) permanece siempre 
sobre el mismo punto de la superficie terrestre. Se dice que estos satélites son geosin­
crónicos; tienen aplicaciones importantes en las comunicaciones a larga distancia. Para 
calcular la altura sobre la superficie terrestre que debe tener un satélite geosincrónico 
en el plano ecuatorial, hacemos que T = 8.64 X 104 seg en la ecuación 32 y despejamos 
a h. El resultado es 

h == 35.88 X 106 m == 22,300 mi . (34) 
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PROBLEMAS 

1. Demostrar que la componente normal de la acelera­
ción es 

Ilv x all 
an = - I-Ivll- ' 

2. Demostrar que si una partícula se mueve a lo largo 
de una curva con una rapidez constante, entonces 
an = lIal l. 

3. La posición de una partícula que se mueve en una 
trayectoria elíptica está dada por 

r = a cos wt i + b sen wt j, 

en la cual a > b > O. Determinar la velocidad, la 
aceleración y las componentes tangencial y normal de 
la aceleración. 

4. La trayectoria de una partícula en movimiento es 

r = cos t i + sen t j - cos 2t k. 

Determinar la velocidad, la aceleración y las compo­
nentes tangencial y normal de la aceleración. 

5. La trayectoria de una partícula que se mueve es 

r = (cos t + ! cos 2t + t)i 
+ (sen t + ! sen 2t)j. 

Hallar la velocidad, la aceleración y las componentes 
tangencial y normal de la aceleración. 

6. Suponer que la posición de una partícula que se mue­
ve en una trayectoria parabólica es r = ftt)i + (j(t)f 
j . Determinar una condición que deba satisfacer/para 
que el vector de aceleración siempre sea normal a la 
trayectoria del movimiento. 

15.9 LAS LEYES DE KEPLER 
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7. Considerar una partícula que se mueve en una trayec­
toria cicloidal. De acuerdo con el ejemplo 6 de la 
sección 5.5, la posición de la partícula está dada por 
las ecuaciones paramétricas 

x = a(e - sen e), y = a(l - cos e) 

en las cuales a es el radio del círculo que rueda y e es 
su desplazamiento angular. Suponer que el círculo 
rueda con una velocidad constante; entonces e = wt, 
donde w es una constante. Para considerar un arco 
completo de la cicloide, hagamos que O ::; wt::; 2'IT. 

(a) Determinar el vector de velocidad v de la partícula. 
¿En dónde se mueve la partícula con más rapidez? 

(b) Determinar el vector de aceleración a y su magni­
tud. ¿Qué dirección tiene el vector de aceleración? 

(c) Demostrar que si O < wt < 'IT, entonces v apunta 
hacia el punto más alto del círculo que rueda. 

(d) Determinar las componentes tangencial y normal 
de la aceleración. 

8. Calcular la altitud de un satélite en el plano ecuatorial 
terrestre cuando su periodo T es de 120 minutos . 

9. Calcular la altitud de un satélite geosincrónico sobre 
un punto de la superficie terrestre cuya latitud es (a) 
30 grados; (b) 45 grados. 

10. Generalizar la ecuación 32 determinando una relación 
correspondiente entre el periodo T y la altitud h para 
un satélite cuyo vector de posición desde el centro de 
la Tierra forma un ángulo ex con el plano ecuatorial. 

El tema principal de esta sección es estudiar el movimiento planetario y las leyes de 
Kepler. Es conveniente dar un paso preliminar para expresar a los vectores de velocidad 
y de aceleración en términos de coordenadas polares. 
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y

x

Figura 15.9.1
Vectores unitarios u, y us.

Velocidad y aceleración en coordenadas polares

Sea Ptr, e) un punto arbitrario del plano, que no sea el origen. Primero definiremos los
vectores unitarios u, y u, en las direcciones radial y circunferencial, respectivamente,
en P. De la figura 15.9.1 vemos que

u, = cos e i + sen e j,

u, = cos(e + ~)i+ sen(e

= + sen B i + cos ej.

(1)

1T) .
+ "2 J

(2)

Además, al derivar las ecuaciones 1 y 2, nos encontramos con que

du,
- sen e i + cos e j (3)

t ~ de
Ue,

duo = - cos e i - sen e j = - u,. (4)
de

Pronto tendremos necesidad de suponer que e depende de t, en cuyo caso u, y u,
también son funciones de t. Para calcular las derivadas de u, y uo, emplearemos la regla
de la cadena y así obtenemos

du, du, de de (5)
dt de dt dt uo,

duo = duo de de (6)
dt de dt - dt u,.

El vector de posición r de una partícula que se mueve en el plano se puede escribir
en la siguiente forma:
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r = x(t)i + y(t)j = r(t) cos e(t)i + r(t) sen e(t)j

= r(t)[ cos e(t)i + sen e(t)j]

= r(t)u/t).

Entonces la velocidad de la partícula es

dr dr du,
v=-=-u +r-

dt dt' dt

dr de
= dt u, + r dt Ue,

(7)

(8)

donde hemos empleado la ecuación 5. La ecuación 8 es la resolución del vector
velocidad en las componentes ry e. Esto se ve en la figura 15.9.2. Al derivar la ecuación

los
te, y

\ \
\ \

\
\ /'

(1) /'

y/'

/'
»<

2) x--~--~--------~-~
Figura 15.9.2

3)
8 con respecto a t obtenemos la aceleración

4)

Empleando las ecuaciones 5 y 6 para sustituir a du/dt y dUe/dt, respectivamente, vemos
que

a - tf2r u + dr de u + dr de u + r tf2e u _ r (de) 2 u
- dt2' dt dt e dt dt e dt2 e dt'

= [~; - r(~~rJu, + [r ~~ + 2 ~ ~~JUe· (9)

r
El primer paréntesis rectangular del lado derecho de la ecuación 9 da la componente
radial a, del vector de aceleración, mientras que el segundo paréntesis rectangular da
la componente circunferencial ae.
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Las leyes de Kepler y el movimiento planetario 

Un hito en la historia de la ciencia ocurrió a principios del siglo XVII , cuando Johannes 
Kepler* enunció las tres leyes siguientes del movimiento planetario: 

1. Cada planeta se mueve en una órbita elíptica estando el Sol en uno de los focos de 
la elipse (descubierta en 1605, publicada en 1609). 

2. El vector de posición que va del Sol a un planeta barre áreas con una rapidez 
constante (descubierta en 1602, publicada en 1609). 

3. El cuadrado del periodo de cada planeta es proporcional al cubo de su distancia 
media al Sol (descubierta en 1618, publicada en 1619). Para Kepler, la "distancia 
media" era el promedio aritmético de las distancias máxima y mínima del Sol al 
planeta, que es justamente la longitud del semieje mayor de la elipse. 

Durante muchos siglos antes de Kepler, los astrónomos habían tratado de explicar 
el comportamiento de los cinco planetas conocidos, además de la Tierra, con base en 
órbitas que consistían en círculos o que se derivaban de movimientos circulares. A 
medida que las observaciones se hicieron más exactas, las teorías sencillas de ese tipo 
perdieron defensores, y se elaboraron hipótesis de construcciones cada vez más com­
plejas. Por ejemplo, Copérnico** empleó cinco círculos para tratar de describir el 
movimiento de Marte. Después de largos y arduos años de examinar las observaciones 
llevadas a cabo por Tycho Brahet, Kepler llegó a la conclusión de que se explicaban 
mejor los datos al suponer que los planetas se mueven en órbitas elípticas. Después de 
varios años más de cálculos laboriosos, Kepler propuso las tres conocidas leyes, antes 
enunciadas como descripción empírica del movimiento planetario y que resultaba 
coherente con todos los datos disponibles en la época. 

Las leyes de Kepler, elegantes y sencillas, echaron por tierra tradiciones y teorías 

* Johannes Kepler (1571-1630) nació en Alemania y estudió astronomía y teología en la ·Universidad de 
Tubinga. Huyendo de la persecución religiosa, llegó a Praga en 1600, y fue uno de los ayudantes de Tycho 
Brahe durante el último año de vida de éste. Con ello Kepler tuvo acceso al cúmulo de datos que Brahe había 
reunido acerca de los planetas y basó en ellos los cálculos que condujeron a las leyes de Kepler. Éste 
permaneció en Praga y disfrutó de la protección del emperador Rodolfo JI de Bohemia hasta la muerte de 
éste en 1612. A partir de entonces, en que ya no gozó de buena aceptación en Praga, pasó la mayor parte del 
resto de sus días en Linz. Su trabajo más importante fue Tabulae Rudolphinae, publicado en 1627, que 
contiene las tablas perpetuas para el cálculo de las posiciones planetarias en cualquier fecha pasada o futura. 
La disponibilidad de estas tablas originó la amplia aceptación de las leyes de Kepler del movimiento 
planetario. 
** Nicolás Copémico (1473-1543), nacido en Polonia, estudió leyes y medicina en las universidades de 
Bolonia, Padua y Ferrara. Regresó a Polonia, y durante los últimos cuarenta años de su vida fue canónigo de 
la catedral de Frombork. Su teoría revolucionaria, según la cual el Sol es el centro del sistema solar y no la 
Tierra circuló entre sus amigos antes de 1514. Temiendo el ridículo y el rechazo, demoró su publ icación hasta 
el último año de su vida. Su libro De Revolutionibus Orbium Coelestium contiene una explicación detallada 
de la teoría heliocéntrica copemicana. Este libro apareció en 1542 y es uno de los trabajos clásicos de la 
literatura científica. 
t Tycho Brahe (1546-1601) , noble danés , fue el último de los grandes astrónomos anteriores a la invención 
del telescopio. Construyó y trabajó en un observatorio en la islade Hven, de 1576 a 1597, e hizo observaciones 
extensas de los movimientos de la Luna, de los planetas y de los cometas. Por diferencias políticas abandonó 
su patria y pasó los dos últimos años de su vida cerca de Praga, donde Kepler fue durante corto tiempo uno 
de sus ayudantes. 
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que habían perdurado durante siglos. Resulta sorprendente que no fueran adoptadas de 
. inmediato por otros astrónomos. En particular, la idea de que los planetas se mueven 

en elipses y no en círculos fue recibida con gran escepticismo. Sin embargo, la 
aceptación se generalizó a medida que aumentó la precisión de las predicciones de los 
movimientos planetarios gracias a las leyes de Kepler. 

Unos cincuenta años después, Newton se sintió fuertemente motivado por las leyes 
de Kepler para formular su teoría de la gravitación universal y sus leyes del movimien­
to. Ciertamente, al suponer la segunda ley del movimiento de Newton, se puede deducir 
la ley de la gravedad a partir de las leyes de Kepler, o viceversa. Aunque el trabajo de 
Kepler es históricamente el primero, en este libro procederemos al revés, esto es, 
supondremos las leyes del movimiento de Newton y la de la gravitación universal del 
mismo y estudiaremos cómo se pueden deducir las leyes de Kepler a partir de ellas. 

En consecuencia, veamos el caso que se muestra en la figura 15.9.3. El Sol, cuya 

Figura 15.9.3 Un planeta de 
masa m en órbita alrededor del 
Sol, cuya masa es M. M 

masa es M, está en el origen. Un planeta de masa m se mueve alrededor del Sol bajo la 
influencia sólo de la gravedad. La fuerza de gravedad F está dada por 

(lO) 

en la cual r(t) es la distancia actual del planeta al Sol, u(t) es un vector unitario que va 
del Sol al planeta y G es la constante de gravitación universal. El vector de posición r 
del planeta está dado por 

r = r(t)u(t) (11) 

y su velocidad v y su aceleración a se obtienen al derivar la ecuación 11 con respecto 
a t. 

Se pueden deducir rápidamente algunas propiedades importantes del movimiento 
planetario. En primer lugar, la segunda ley del movimiento de Newton dice que 
F = ma; en consecuencia, de la ecuación 10, 

CM 
a = --2- U, 

r 

de manera que, el vector de aceleración siempre se dirige hacia el Sol. 

(12) 
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A continuación, consideremos el vector 

h = r x mv = m(r x v); (13) 

h se conoce como el momento angular del planeta. Tenemos que 

dh d 
dt m dt (r x v) 

( dv dr ) mrX-+-Xv 
dt dt 

m(r x a + v x v) 

m(r x a), (14) 

ya que v X v = O para toda v. Sin embargo, de acuerdo con las ecuaciones 11 y 12, 
sabemos que r y a son paralelos, y por tanto r X a = O también. Así, 

por lo que 

dh 
- = O 
dt ' 

h(t) =e, 

(15) 

(16) 

donde e es un vector constante, lo cual significa que se conserva el momento angular. 
De la ecuación 13 se concluye que h es perpendicular tanto a r como a v. Así, en 

particular, el vector de posición siempre es perpendicular al vector constante e, lo cual 
demuestra que la órbita de un planeta está en un plano. 

Para proseguir introduciremos un sistema de coordenadas polares en el plano del 
movimiento con el origen en el Sol; así, el vector u se identifica entonces con Un tal 
como se definió antes. Entonces, r, v y a están dados por las ecuaciones 7 , 8 y 9, 
respectivamente, y la ley de movimiento F = ma se transforma en 

CM [eFr (de)2] [eFe dr de] -7 u, = dt2 - r dt u, + r dt2 + 2 dt dt De, (17) 

en la cual hemos cancelado a m de ambos lados de la ecuación 17. 
Podemos deducir la segunda ley de Kepler a partir de la componente circunferen­

cial de la ecuación 17. Tenemos que 

eFe 2 dr de = o. 
r dt2 + dt dt 

Si multiplicamos por r a la ecuación 18 obtenemos 

2 eFe dr de _ 
r dt2 + 2r dt dt - o, 

(18) 

(19) 

http://carlos2524.jimdo.com/



que es la misma que 

por consiguiente 

d (r2 de) 
dt dt 

o· , 

2 de 
r - = constante. 

dt 

En coordenadas polares, el elemento de área dA está dado por 

dA = lr2 de; 
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(20) 

(21) 

(22) 

véase la ecuación 7 de la sección 14.3. Combinando las ecuaciones 21 y 22, obtenemos 

dA 1 de 
- = - r 2 - = constante 
dt 2 dt ' 

(23) 

con lo cual se demuestra la segunda ley de Kepler. 
La constante de la ecuación 23 se puede interpretar en términos del momento 

angular h. De acuerdo con las ecuaciones 13, 7 Y 8, tenemos que 

h = m(r x v) 

mru, x (~; u, + r ~~ ue) 
de 

mr2-u 
dt Z 

(24) 

en las que Uz = u, X Uo es un vector unitario perpendicular al plano del movimiento. 
Por tanto 

Ilhll mr -21 de 1 
dt ' 

(25) 

y por consiguiente 

1 

dA 1 = ill!lJ. 
dt 2m 

(26) 

Los resultados que se han deducido hasta este punto son válidos siempre que F sea 
proporcional a u, esto es, cuando F es una fuerza central. La magnitud de F y su 
dependencia de r no han entrado hasta ahora. Sin embargo, para deducir la primera y 
la tercera leyes de Kepler, necesitamos suponer que la atracción gravitacional tiene la 
forma del inverso de la distancia al cuadrado, como en la ecuación 10. 
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Para demostrar la primera ley de Kepler partimos de la componente radial de la 
ecuación del movimiento, la ecuación 17, esto es 

d 2, (de)2 _ GM - -, - - ---
d(2 dt ,2 . (27) 

El procedimiento consiste en obtener una expresión para, en términos de e que se 
pueda reconocer como una ecuación de la elipse en coordenadas polares, a partir de la 
ecuación anterior. Los cálculos son demasiado largos como para presentarlos aquí, pero 
algunos de los detalles de esa deducción se delinean en el problema 5. 

Pasaremos ahora a la tercera ley de Kepler. Para el caso especial de órbitas 
circulares hemos obtenido ya la tercera ley de Kepler en la ecuación 32 de la sección 
15.8. Para examinar el caso más general de órbitas elípticas supondremos que el planeta 
se mueve en dirección del crecimiento de e, de modo que de/dt > O y, por tanto, dA/dt 
> O. Podemos entonces quitar las barras de valor absoluto de la ecuación 26 y escribir 

dA 
dt 
~ 
2m 

(28) 

Integrando la ecuación 28 con respecto al tiempo T requerido para que el planeta 
haga una revolución completa, obtenemos 

Área de la elipse = ~ T. 
2m 

(29) 

Si a y b son los semiejes mayor y menor, respectivamente, de la órbita elíptica, entonces 
el área de la elipse es 7Tab, y entonces 

7Tab = ~~ T. (30) 

Recuérdese (problema 19 de la sección 5.3) que 

b = a~ , (31) 

Donde E es la excentricidad de la elipse. Sustituyendo b de la ecuación 31 en la ecuación 
30, tenemos que 

(32) 

Para completar la deducción de la tercera ley de Kepler, debemos calcular Ilbl !. Es 
posible demostrar (véase problema 6) que 

(33) 
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Por último, si sustituimos Ilbl l en la ecuación 32, elevamos al cuadrado y despejamos 
. a T 2

, obtenemos 

(34) 

Obsérvese que el factor de proporcionalidad 47r2/GM de la ecuación 34 sólo depende 
de las constantes absolutas G y M; en especial, no depende de la excentricidad E. Por 
tanto, la ecuación 34 es la misma para todas las órbitas. 

Se debe tener en cuenta que las leyes de Kepler son idealizaciones del movimiento 
planetario real, porque en su deducción se supone que el Sol está fijo y que la órbita 
del planeta sólo está determinada por la atracción gravitatoria del Sol y ninguna de 
estas hipótesis es cierta. Sin embargo, los efectos del movimiento solar y de la atracción 
gravitatoria de otros cuerpos celestes son relativamente pequeños y las leyes de Kepler 
son, por tanto, aproximaciones de gran precisión. Es una fortuna que en la época de 
Kepler los datos astronómicos tuvieran la suficiente precisión como para desacreditar 
a las teorías anteriores, y no la suficiente precisión, por otra parte, que pusiera de 
manifiesto las pequeñas desviaciones que en realidad se presentan, con respecto a las 
leyes de Kepler. Si no hubiera sido así, el desarrollo de las teorías de la atracción 
gravitacional y de la mecánica newtoniana hubieran sido bastante más difíciles de 
alcanzar. 

PROBLEMAS 

1. Una partícula de masa m se mueve a lo largo de la 
curva r = b sene con una rapidez angular w constante. 
Determinar las componentes radial y circunferencial 
de la aceleración; además, determinar el momento 
angular. 

5. En este problema describiremos una manera de resol­
ver la ecuación 27 del texto, 

2. Una partícula de masa m se mueve a lo largo de la 
curva r = k(l + cos e) con una rapidez angular w 
constante. Determinar las componentes radial y cir­
cunferencial del vector de aceleración; además, deter­
minar el momento angular. 

3. Una partícula de masa m se mueve a lo largo de la 
curva r = f(e) con una rapidez angular constante w. 
Determinar las componentes radial y circunferencial 
del vector de aceleración y también determinar el 
momento angular. 

4. Una partícula de masa m se mueve en el círculo r = 
R con una rapidez angular w variable; esto es, w = 
de/dt depende de t. Determinar las componentes ra­
dial y circunferencial del vector de aceleración, y 
también determinar el momento angular. 

d2r _ r(de)2 = 
dt 2 dt 

GM 
( i) 

con lo cual se deduce la primera ley de Kepler. 

(a) Partiendo de la segunda ley de Kepler, demostrar 
que 

de H 
dt 2 ' r 

(ii) 

en la cual H es una constante. De acuerdo con la 
ecuación 25 del texto obsérvese que H es la mag­
nitud del momento angular por unidad de masa: 

H = l!!!1!. 
m 

( iii) 

(b) Introducir la nueva variable dependiente u = l / r, 
y empleando la regla de la cadena demostrar que 
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dr = dr du da = _ H du (iv) 
dt du da dt da' 

De modo semejante demostrar que 

(v) 

(c) Empleando los resultados de las partes (a) y (b), 
demostrar que la ecuación (i) se puede replantear 
en la forma 

d 2u GM 
da2 + u = H2 ' 

(d)Comprobar que 

( vi) 

GM 
u = e cos(a - a) + H2' (vii) 

donde e y a son constantes arbitrarias, es solución 
de la ecuación (vi). De hecho, es posible demostrar 
que la ecuación (vi) no tiene otras soluciones. 

(e) Es posible seleccionar el eje polar de modo que 
a = O. Si se lleva a cabo esto, demostrar que la 
ecuación (vii) se transforma en 

donde 

€oP 
r = -:-l-+- €o-'-CO- S---:-a ' 

1 
p = C' 

( viii) 

(ix) 

La ecuación (viii) es la ecuación polar de una 
sección cónica (véase el problema 30(b) de la 
sección 14.2), donde E es la excentricidad y p es la 
distancia del foco a la directriz. Como las órbitas 
planetarias son cerradas, la sección cónica debe ser 
una elipse. Esto significa que O < E < 1, e impone 
una restricción para C. En este caso la gráfica de 
la ecuación (viii) se muestra en la figura 15.9.4. 

6. En este problema indicaremos cómo completar la 
demostración de la tercera ley de Kepler, demostran­
do la ecuación 33 del texto. 

(a) Acerca de la ecuación (viii) del problema 5, y a la 
figura 15.9.4, obsérvese que r = a - e cuando 
a = O, Y que r = a + e cuando a· = 'll". Demostrar 
entonces que 

€op 
a = 1 - é ' (i) 

x 

Directriz Directriz 

Figura 15.9.4 

(b)Emplear las ecuaciones (iii) y (ix) del problema 5 
para demostrar que 

IlhW 
€oP = GMm2' 

y demostrar entonces que la ecuación 33 es válida. 

7. En este problema indicaremos cómo deducir la ley de 
la gravitación a partir de las leyes de Kepler y de la 
segunda ley del movimiento de Newton. 

(a) Demostrar que la segunda ley de Kepler implica 
que la aceleración a está a lo largo de la recta que 
une al Sol con el planeta; esto es, que la compo­
nente circunferencial de a en la ecuación 9 es cero. 

(b)A partir de la primera y segunda leyes de Kepler, 
respectivamente, se deduce que 

1 
r 

y que 

l+€oCOSa 

€oP 

da H 

( i) 

(ii) 

en donde E, p Y H son constantes (véase problema 
5). Emplear las ecuaciones (i) y (ii) para demostrar 
que 

dr H 
- = -sena 
dt p , 

d 2r H2 H2 
- =----
dt2 r) r2€op ' (iii) 

(c) De acuerdo con la ecuación 9 del texto, demostrar 
que la componente radial ar de la aceleración es 
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a = , (iv) 

Así, el vector de aceleración a se dirige hacia el 
Sol y su magnitud es inversamente proporcional a 
? Lo mismo es válido para el vector de fuerza F, 
ya que F = ma. Para completar el argumento, 
debemos demostrar que el factor de proporciona­
lidad H2/Ep es el mismo para todos los planetas . 

(d)La tercera ley de Kepler se puede expresar como: 

H = 2-rrab 
T' 

Emplear las ecuaciones 

para demostrar que 

H2 
-= MG' EP , 

( vi) 

a(l - E2) (vii) 

( viii) 

(v) 

Considerando la segunda ley de Kepler, demostrar 
que 

en otras palabras, el factor de proporcionalidad en la 
ecuación (iv) es el mismo para todos los planetas. Con 
esto se completa la deducción de la ley de gravitación, 
que varía de acuerdo con el inverso del cuadrado de 
la distancia. 

15.10 CILINDROS, SUPERFICIES DE REVOLUCiÓN 
Y SUPERFICIES CUÁDRICAS 

En dos dimensiones, la gráfica de una ecuación 

F(x, y) = 0 (1) 

es una curva, siempre que se eviten los casos degenerados. Análogamente, en tres 
dimensiones, la gráfica de 

F(x, y, z) = O (2) 

es una superficie, esto es, el conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen la 
ecuación 2. En la sección 5.1 dedicamos mucha atención a dibujar las gráficas de 
ecuaciones de la forma (1) . En esta sección consideraremos las gráficas de ecuaciones 
con tres variables. Como el problema de hacer un dibujo de una gráfica se complica 
bastante en tres dimensiones, en comparación con el caso de dos dimensiones, nos 
limitaremos a algunos tipos de ecuaciones que se presentan con frecuencia y para las 
cuales se pueden dibujar con bastante facilidad las superficies correspondientes. 

Cilindros 

Sea e una curva plana dada y sea 1 una recta que no está en el plano de C. Por cada 
punto de e tracemos una recta paralela a l . El conjunto de puntos que está en la familia 
de rectas construidas de este modo se conoce como un cilindro. La curva plana dada 
es la directriz del cilindro y las rectas paralelas son sus generatrices (véase figura 
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t' y ¡¿~_, r R ~ o"~,, 

Figura 15.10.1 Un cilindro. 

Generatriz 

Figura 15.10.2 Cilindro circular 
recto. 

15.10.1). Si las generatrices son perpendiculares al plano de la directriz (figura 
15.10.2), entonces se trata de un cilindro recto. Si la directriz es un círculo, entonces 
se trata de un cilindro circular. Cotidianamente se emplea la palabra "cilindro" para 
designar a un "cilindro circular recto", pero hacemos notar que la definición matemá­
tica de "cilindro" es tal como la hemos presentado. 

Sólo estudiaremos los cilindros circulares rectos cuyas generatrices son paralelas 
a uno de los ejes coordenados. Así, la directriz de un cilindro de ésos es una curva en 
un plano paralelo a uno de los planos coordenados. Por ejemplo, supóngase que la 
directriz es una curva en el plano xy que tiene la ecuación 

f( x, y) = O. (3) 

Considere un punto Po(xo, Yo, O) de la directriz (véase figura 15.10.3). Como P está en 
la directriz, sus coordenadas satisfacen la ecuación 3: 

f(xo, Yo) = O. (4) 

Sea P un punto arbitrario de la generatriz que pasa por Po; entonces las coordenadas 
de P son (xo, Yo, z), donde z es arbitraria. Como z no aparece en la ecuación 3, las 
coordenadas de P satisfacen también a esta ecuación, al igual que las coordenadas de 
Po. Así, considerada como una ecuación con tres variables a la que le falta la variable 

z 

Generatriz P (xQ, YO, z) 

Y 

/ 
x Directriz 

Figura 15.10.3 
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z, la ecuación 3 es la del cilindro cuyas generatrices son paralelas al eje z. La directriz 
del cilindro en el plano xy está dada por la ecuación 3, que se considera como una 
ecuación con las dos variables x y y. Análogamente, una ecuación de la forma 

g(x, z) = O 

corresponde a un cilindro cuyas generatrices son paralelas al eje y, y una ecuación de 
la forma 

h(y, z) =.0 

corresponde a un cilindro cuyas generatrices son paralelas al eje x. 

EJEMPLO 1 

Describir el dibujo de la gráfica de 

1 (5) 

en tres dimensiones. 
Como falta la variable yen la ecuación 5, la gráfica es un cilindro cuyas genera­

trices son paralelas al eje y. La directriz es la elipse en el plano xz que tiene la ecuación 
(5). En la figura 15.10.4 se muestra un dibujo de una parte de la superficie cilíndrica. -

Figura 15.10.4 

EJEMPLO 2 

Describir y hacer un dibujo de la gráfica de 

(6) 

Falta la variable z y, por tanto, la gráfica de la ecuación 6 es un ci lindro cuyas 
generatrices son paralelas al eje z. La directriz es la gráfica de la ecuación 6 en el plano 
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z 

(a) 

Figura 15.10.6 

xy. En la figura 15.10.5 se muestra una parte de la superficie. Obsérvese que la directriz 
de un cilindro no necesita ser una curva cerrada. -

r 
~.¡ 

y 
--- - --p 

x 

Figura 15.10.5 

Superficies de revolución 

Una superficie de revolución se forma haciendo girar a una curva plana alrededor de 
una recta en el plano de la curva. A la recta se le llama eje de rotación o eje de 
revolución. Si el eje de rotación es uno de los ejes coordenados, entonces la ecuación 
de la superficie tendrá una forma que se puede identificar con facilidad . 

Por ejemplo, supóngase que la gráfica de 

(7) 

que aparece en la figura 15 .10.6a se hace girar en torno al eje z. Durante la rotación, 
un punto arbitrario PoCO, Yo , zo) de la curva (7) se mueve en un círculo, en el plano z = Zo 
cuyo centro es (0, 0, zo) y cuyo radio es IYo l (véase figura 15.1O.6b). 

z 

z = y 2 

y 

x 
(b ) (e) 
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El círculo se describe mediante las ecuaciones 

z = zo. (8) 

Como Zo = Yo2, las coordenadas de cualquier punto P(x, y, z) en el círculo deben 
satisfacer la ecuación 

(9) 

Por último, como la ecuación 9 no contiene a Yo ni a xo, permanece igual inde­
pendientemente de qué punto Po se haya escogido al principio. Así, la ecuación 9 es la 
de la superficie de revolución que se muestra en la figura 15.1O.6c. Se obtiene el mismo 
resultado si la curva 

(10) 

se hace girar alrededor del eje z. Comparando la ecuación 9 con la 7 o con la 10, se ve 
que en efecto, y2 o X2 han sido sustituidos por X2 + y2. 

Generalizando este argumento a otras curvas, llegamos a la conclusión de que la 
ecuación de una superficie de revolución alrededor del eje z no depende de x ni de y 

por separado, sino sólo de la combinación de X2 + i. En otras palabras, una superficie 
de éstas tiene una ecuación de la forma 

O. (11) 

La superficie se obtiene al girar a la curva 

en el plano xz alrededor del eje z, o a la curva 

F(y2, z) = O 

en el plano yz alrededor del eje z. 
De manera similar, las gráficas de las ecuaciones 

G(X2 + z2, y) = O (12) 

y 

H(y2 + Z2, x) = O (13) 

son superficies de revolución alrededor del eje y y del eje x, respectivamente. 

EJEMPLO 3 

Describir y dibujar la gráfica de 

y + 1 (14) 
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La ecuación 14 tiene sólo las variables x y z en la combinación X2 + Z2 y, por tanto, 
su gráfica es una superficie de revolución alrededor del eje y. La superficie se puede 
generar haciendo girar a la curva 

y + 1 = 2z2 (15) 

en el plano yz alrededor del eje y. La curva es una parábola con vértice en el punto 
y = -1, z = O. Véase un dibujo de esta superficie en la figura 15 10.7. -

(0, -1, O) 

2 
Figura 15.10.7 
Gráfica de y + 1 = 2(x2 + Z2) . x 

EJEMPLO 4 

Describir y dibujar la gráfica de 

(16) 

Como las variables x y y aparecen sólo en la combinación X2 + y2, la ecuación 
anterior describe a la superficie de revolución que se obtiene al girar la curva 

z = y2/3 (17) 

en el plano yz alrededor del eje z. En la figura 15.10.8 se muestra un dibujo de esta 
superficie. -

y 

Figura 15.10.8 
Gráfica de z = (x2 + i) 1/3 . 
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Superficies cuádricas 

Las ecuaciones cuadráticas en el plano corresponden a las secciones cónicas, como se 
discutió en las secciones 5.2 a 5.4. Análogamente, en tres dimensiones, la gráfica de 
una ecuación cuadrática con tres variables es una superficie que se conoce como 
superficie cuádrica. Sin tomar en cuenta los casos degenerados, hay seis tipos distintos 
de superficies cuádricas. Para cada caso daremos una forma estándar de la ecuación y 
un dibujo de la superficie correspondiente. La forma exacta de la superficie, y su 
orientación, dependen de las magnitudes de los coeficientes y del arreglo de los signos 
algebraicos en la ecuación. La herramienta más importante para hacer un dibujo 
consiste en encontrar la sección transversal, o traza, de la superficie en cada plano 
coordenado. Una vez hecho esto, no es difícil, con algo de práctica, hacer un dibujo 
reconocible. El lector debe tratar de desarrollar esta destreza, en lugar de tratar de 
memorizar los diversos casos que se puedan presentar. 

Al hacer esquemas de superficies, sirve de mucho emplear cualesquiera propiedades 
de simetría que pueda tener la superficie. La simetría con respecto a un plano coordenado 
se reconoce con facilidad. Si la ecuación no se altera cuando se sustituye x por -x, 
entonces la superficie correspondiente es simétrica con respecto al eje yz. Esto es así, 
por ejemplo, si x sólo aparece como X2. Similarmente, si la ecuación no cambia cuando 
se remplaza y por -y, o cuando z se remplaza por -z, entonces la superficie correspon­
diente es simétrica con respecto al plano xz o al plano xy, respectivamente. 

(a) Elipsoide. Esta superficie corresponde a una ecuación de la forma 

(18) 

La traza en cada plano coordenado corresponde a una de las elipses 

X2 Z2 

2 + 2 = 1, 
a e 

y la superficie tiene forma ovalada como se ve en la figura 15.10.9. Si a2 = b2 = 
c2 , entonces la elipsoide pasa a ser una esfera. Si cualesquiera dos de las tres 
cantidades a2, b2 o c2 son iguales, entonces la elipsoide es una superficie de 

X2 y2 z2_ 
;;2+¡;2+~-1 

Figura 15.10.9 Una elipsoide. 
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revolución alrededor del otro eje, y se llama esferoide. Si los coeficientes iguales 
son menores que el restante, por ejemplo a2 = e2 < b2 , entonces la superficie es 
una esferoide alargada en los polos, y se asemeja a un balón de fútbol americano 
(véase figura 15.1O.lOa). Si los coeficientes iguales son mayores que el restante, 
por ejemplo, a2 = b2 > e2, entonces la superficie es una esferoide achatada por los 
polos, y se parece a una calabaza (véase figura 15 .1O.lOb) . 

.. 
2 z2 1 2 a2+~ =, a >c2 

x x 

(a) (b) 

Figura 15.10.10 Ca) Una esferoide alargada 
por los polos. 

Ch) Una esferoide achatada 
por los polos. 

(b)Hiperboloide de un manto. La ecuación de esta superficie tiene la forma 

Z 2 

2 = 1. 
e 

Las trazas en los planos xz y yz son las hipérbolas 

X 2 _ Z2 = 1 y 2 _ Z 2 = 1, 
a2 e2 ' b2 e2 

respectivamente, mientras que la traza en el plano xy es la elipse 

Obsérvese que en el plano z = Zo, la ecuación 19 se transforma en 

X2 y2 Z5 
a2 + b2 = 1 + e2' 

y 

(19) 

Así, en cualquier plano paralelo al plano xy, la sección transversal de la superficie 
19 es una elipse; además, esta elipse se agranda cuando aumenta Izo!. En la figura 
15.10.11 se muestra el esquema de esta superficie. Si a2 = b2 , entonces la 
hiperboloide es una superficie de revolución alrededor del eje z. 

(c)Hiperboloide de dos mantos. La ecuación de esta superficie tiene la forma 

X2 y2 Z2 

a2 - b2 + e2 = 1. (20) 
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Figura 15.10.11 Hiperboloide 
de un manto. 

En los planos xz y yz, las trazas son las hipérbolas 

X2 Z2 

2 + - 2 = 1, 
a e 

respectivamente. Sin embargo, en el plano xy no hay traza, ya que cuando x = O, 
la ecuación 20 se transforma en 

X2 y2 

a2 + b2 = - 1. 

Más generalmente, si z = Zo, entonces la ecuación 20 se transforma en 
Figura 15.10.12 
Hiperboloide de dos 

(21) mantos. 

Si Z02 < c2, no hay puntos que satisfagan la ecuación 21, y entonces no hay puntos 
de la superficie para estos valores de z. Sin embargo, si Z02 ;::: c2, entonces la 
ecuación 21 corresponde a una elipse que aumenta cuando Izo l aumenta. Así, la 
superficie está en dos partes no conectadas, como se muestra en la figura 15.10.12. 
Si a2 = b2, entonces la hiperboloide es una superficie de revolución alrededor del 
eje z. 

(d)Cono. Se tiene la ecuación 

(22) 

En el plano yz, la traza de la superficie está dada por 

(~ + ~)(~ ~) o Figura 15.10.13 
Cono. 

y 

http://carlos2524.jimdo.com/



872 VECTORES Y GEOMETRíA ANALÍTICA TRIDIMENSIONAL 

x 

Figura 15.10.14 
Paraboloide elíptico. 

y por tanto se compone de las rectas y = ±(blc)z. Similarmente, la traza en el plano 
xz es el par de rectas x =.o'±(alc)z. En el plano xy la traza tan sólo es el origen, pero 
la intersección de la superficie (22) con cualquier plano horizontal z = Zo es la 
elipse 

que se expande cuando Izo l crece. La gráfica de la ecuación 22 aparece dibujada en 
la figura 15.10.13. Si a2 = b2, entonces el cono es una superficie de revolución y 
se llama cono circular. En cualquier otro caso es un cono elíptico. 

(e)Paraboloide elíptico. Esta superficie se puede representar mediante la ecuación 

(23) 

En los planos xz y yz , las trazas son las parábolas 

z = 

respectivamente. En el plano xy la traza consiste sólo del origen, y como z no puede 
ser negativa, la gráfica no se extiende por abajo del plano xy . La intersección de 
la superficie (23) con un plano horizontal z = Zo > O es la elipse 

que se expande a medida que crece zo. En la figura 15.10.14 se muestra la gráfica 
de la ecuación 23. Si a2 = b2 , entonces el paraboloide es una superficie de 
revolución y tiene secciones transversales circulares; en este caso se llama para­
boloide circular. 

(f) Paraboloide hiperbólico. Se tiene la ecuación 

z - (24) 

En el plano yz la traza es 

que corresponde a una parábola que se abre hacia arriba, mientras que en el plano 
xz la traza es la parábola que se abre hacia abajo 
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z = 

En el plano xy la traza consta de las dos rectas y = ±bx/a, pero la intersección de 
la ecuación 24 con cualquier plano horizontal z = Zo =1' ° es la hipérbola 

(25) 

Obsérvese que la orientación de la hipérbola (25) depende del signo de Zo. Si Zo > 0, 
las intersecciones se dan cuando y = ±b-YZ;, mientras que si Zo < 0, las intersec­
ciones se dan cuando x = ±a..J1Zof. La gráfica de la ecuación 24 se presenta en la 
figura 15.10.15. 

Figura 15.10.15 
Paraboloide hiperb6lico. 

y 

Como hicimos notar, la traza en el plano xz es una parábola que se abre hacia abajo 
y, por tanto, el origen (vértice) es un punto máximo. Por otro lado, la traza en el plano 
yz es una parábola que se abre bacia arriba y, por tanto, el origen es un punto mínimo. 
Cerca del origen la superficie tiene una forma que se asemeja a una silla de montar, o 
a un paso de montaña. Con frecuencia la superficie se conoce como una superficie silla, 
y el origen punto silla. 

EJEMPLO 5 

Identificar y hacer un dibujo de la gráfica de 

- 36x2 + 9y2 - 16z2 144. (26) 

Dividiendo la ecuación 26 entre 144 se obtiene 

Z2 

-"9 = 1, 
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que es una ecuación cuadrática en forma estándar. Las trazas en los planos xy y yz, 
respectivamente, son las hipérbolas 

y2 

16 

Z 2 
- = 1 9 . 

La superficie interseca un plano y = Yo sólo si IYo l 2: 4, en cuyo caso la curva de 
intersección es la elipse 

2 2 2 
X + ~ = Yo _ 1. 
4 9 16 

La superficie es una hiperboloide de dos mantos y se muestra en la figura 15 .10.16 . • 

- 36x2 + 9y2 - 16z2 = 144 Figura 15.10.16 

EJEMPLO 6 

Identificar y hacer un dibujo de la gráfica de 

4X2 + 4y2 - 16y - 9z2 = 20. (27) 

Para reducir la ecuación 27 a una de las formas estándar, debemos completar 
primero el cuadrado en y . Con ello obtenemos 

4X2 + 4(y2 - 4y + 4) - 9z 2 20 + 16, 

o bien 

4X2 + 4(y - 2r - 9z2 = 36; (28) 

dividiendo ambos lados de esta ecuación entre 36, obtenemos 

X 2 (y - 2)2 Z2 
- + - - = 1. 
994 

(29) 

Por último, sea v = Y -- 2, lo cual equivale a trasladar el sistema coordenado xyz dos 
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unidades en la dirección del eje y positivo. En términos de x, v y z, la ecuación 29 se 
. transforma en 

Z2 
- = 1 
4 ' 

(30) 

que es la forma estándar de una superficie cuádrica. La traza en el plano xv es el círculo 
X 2 + v2 = 9, mientras que en los planos xz y vz, las trazas son hipérbolas . La gráfica 
es una hiperboloide de un manto, y aparece en la figura 15.10.17. Como los coeficientes 
de X2 y v 2 en la ecuación 30 son iguales, la superficie es una de revolución alrededor 
de la recta x = O, y = 2 . • 

Figura 15.10.17 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 24, describir y hacer un dibujo de la 
gráfica de la ecuación dada. 

1. y 2 + Z 2 = 4 

3. X2 - y 2 = 1 

5. x - sen z = O 

2. z = 4X2 + 4y2 

4. 4X2 + 9y2 + 4z2 = 36 

6. 9X2 - 4y2 + 36z2 = 36 

y 

14. 3X2 + 3y2 - Z 2 = 9 

15. 3x2 + 3y2 - Z 2 = O 

16. X2 - 4y2 + 9z2 = - 36 

17. 9X2 + 4y2 - 18x + 16y 

18. 4x2 + 8y2 - Z = 3 

PROBLEMAS 875 

11 

7. 9X2 - 4y2 + 36z2 = O 19. 6X2 - 3y2 + 2z2 + 24x - 4z = -20 

8. 9X2 - 4y2 - 36z2 = 36 20. X2 + 2y - Z2 = 4 21. y2 - 2z - 6 = O 

9. 9X2 - 2y2 - Z = O 10. x 2 + 2z2 - 4 = O 22. X2 - 3y + Z2 - 9 = O 

11. 4X2 + y + 9z2 = O 23. X2 + y 2 + Z 2 - 6x + 2y - 8z -10 

U. y2 - (X2 + Z2)3/2 = O 24. _2X2 + 4y2 - 9z2 - 8x - 8y + 54z = 121 

13. X2 + 4y2 + 4z2 = 16 En los problemas 25 a 32, escribir una ecuación para la 
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superficie que se forma7 1 girar icurva dada alrededor del 
eje especificado. 

25. y = 1 - X2; e}ey 26. y 1 - X 2; ejex 

27. y = Vx; eje!Y 28. y Vx; ejex 

29. y = ~1/ eje z 30. z = x 2l3; eje x 
1 + Z2 

31. Z = x2l3
; je z 32. Z = log Iyl; eje z 

33. Se tiene la gráfica de y = ,¡x para O :s x :s 4. 
Deseamos deducir la ecuación de la superficie que se 
forma al girar esta curva alrededor de la recta y = 3 
(véase figura 15.10.18). 

z 

Figura 15.10.18 

(a) Introducir una nueva variable u = y - 3. Expresar 
a la ecuación y = ,¡x en términos de u y x. 

(b)Obsérvese que si se hace girar a la gráfica alrede­
dor de la recta y = 3, equivale a girarla alrededor 
de la recta u = O. Deducir la ecuación de la super­
{icie de revolución en términos de x , u y z. 

(c) Expresar la ecuación de la superficie de revolución 
en términos de x, y y z. 

En los problemas 34 a 37, deducir la ecuación de la 
superficie que se forma al girar la curva dada alrededor de 
la recta que se especifica. Si es necesario, consultar en el 
problema 33. 

34. Y Vx alrededor de x = - 2 

35. Y - X 2 alrededor de y = 1 

36. Z = 1 + x 4 alrededor de z = - 3 

37. z = arc tan y alrededor de z = 1T 

38. La curva representada por 

r(t) = 2t cos 3t i + ~ j - 5t sen 3t k 

queda en una superficie cuádrica. Identificar esta su­
perficie y deducir su ecuación. 

39. La curva representada por 

r(t) = 2vt cosh t i + 3vt senh t j + 4v'l=t k 

queda en una superficie cuádrica. Identificar la super­
ficie y deducir su ecuación. 

40. (a) Sea a el vector de posición de un punto fijo A 
distinto del origen y sea r el vector de posició~ de 
un punto P. Describir la superficie en la que queda 
Psi lIa X r ll = pl lall, donde p > O. 

(b) Deducir una ecuación del cilindro circular recto 
cuyo eje es la recta que pasa por el origen y el 
punto A(a, b, e), y cuyo radio es p. 

41. (a) Sea a el vector de posición de un punto fijo A 
distinto del origen y sea r el vector de posición de 
un punto P. Describir la superficie sobre la que 
queda P si lIa X rll = A la . rl, donde A > O. 

(b)Deducir una ecuación para el cono cuyo eje es la 
recta que pasa por el origen y el punto A(a, b, e) y 
cuyo ángulo en el vértice es <x. 

En los problemas 42 a 44 indicaremos cómo extender las 
definiciones geométricas de las secciones cónicas en el 
plano, l:t las superficies en tres dimensiones. 

42. Sea P(x, y, z) un punto tal que la suma de sus distan­
cias a dos puntos dados es constante. Deducir una 
ecuación para la superficie sobre la cual queda P e 
identificar la superficie. Sugerencia: escoger un sis­
tema coordenado tal que los dos puntos dados estén 
en (e, O, O), Y sea 2a la suma de las distancias. 

43. Sea P(x, y, z) un punto tal que la diferencia de sus 
distancias con respecto a dos puntos dados es cons­
tante. Deducir una ecuación para la superficie en la 
cual queda P e identificar dicha superficie. Sugeren­
cia: escoger un sistema coordenado tal que los dos 
puntos dados sean (e, O, O), Y ( - e, O, O) Y sea 2a la 
diferencia de las distancias. 
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44. Sea P(x, y, z) un punto cuyas distancias a un punto 
dado y a un plano dado que no contiene al punto, son 
iguales. Deducir una ecuación para la superficie en la 

PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 6 llevar a cabo las operaciones que se 
piden donde a = (3, -2,4), b = (2, O, -5) y e = (1,3, -2). 

1. a + b - 2e 2. a' b 3. b x e 

4. Ilb x ell 5. (a x b) (b' e) 6. II (a x b) (b' e)11 

En los problemas 7 a 10 determinar un escalar ~ que 
satisfaga la condición que se pide. 

7. Que a = (2~, 2, -3) y b = (7, 1,~) tengan la misma 
longitud. 

8. Que a = (~, 2, -3) y b = (7, - 1,~) sean perpendi­
culares. 

9. Que a = (1, O) y b = (5, ~) formen un ángulo de TI/4 
radianes. 

10. Que P(2, 3, 1), Q(~, 3,4), R(O, 2,1) Y S (1, O, O) sean 
coplanares. 

En los problemas 11 a 14, determinar el límite que se pide, 
donde u = [(t2 - 1)/(t - 1), t, ln(t + 1)] y v = (sen TIt, 

cos 2TIt, e''). 

11. lím (3u + 4v) (t) 12. lím (2u - 3v) (t) 
1->1 ,~O 

13. lím (u . v) (t) 14. lím (2u x v) (t) 
1->0 1->1 

En los problemas 15 a 18 determinar las derivadas que se 
indican, donde U(l) = (cos 1, O, e3

,'), V(l) = (O, 3t4, In t). 

d 
15. dt (u + v) (t) 

d 
16. dt (u . v) (t) 

d 
17. dt Ilu(t)1I 

d 
18. dt (u x v) (t) 

En los problemas 19 a 22, (a) determinar al vector unitario 
tangente a la curva dada en cualquier punto arbitrario; 
(b) formar una integral que dé la longitud de la curva para 
el intervalo dado. 

19. r(t) = 2 sent i + cos2 t j , 

PROBLEMAS DE REPASO 877 

cual queda P e identificar dicha superficie. Sugeren­
cia: escoger un sistema coordenado tal que el punto 
dado quede en (c, O, O) y el plano dado sea x = -c. 

20. r(t) = tan2 t i + t2e' j - y¡--::¡:--(2 k, 
0:st:s1 

21. r(t) = Insenti + tj , 
TI 3TI 
- :st:s-
4 4 

22. r(t) = (1 - t2
) i + In t j + senh t k, 3:s t :s 5 

En los problemas 23 a 26 identificar y hacer un dibujo de 
la superficie dada. 

23. X2 - 8x + 3y - Z 2 + 2z = 6 

24. 4X2 + 8x + 9y2 + 18y - z = 87 

25. 25x2 - 50x - 4y2 + 16y = Z 2 + 91 

26. X2 - 6x + 2y + y2 = 10z - Z2 + 9 

En los problem¡ts 27 a 30, escribir una ecuación para la 
superficie generada cuando se, hace girar la curva dada 
alrededor de la recta dada (véase problema 33, sección 
15.10). 

27. 2y2 + 5X2 = 10 alrededor de eje y 

28. x = cos y 

29. z = x3 

30. Y = e' 

alrededor de eje y 

alrededor de z = 1, 

alrededor de z = - 1, 

'31\ Demostrar que la recta (x - 1)/6 = y/3 = z interseca 
al plano x - 2y + 3z = 1 Y localizar el punto de 
intersección. 

32. Determinar la distancia del punto (1, 1, 1) a: 

(a) La recta x = 1 + t, Y = 2 - t, Z = 3t; 

(b)El plano 2x + 3y - z = 2. 

33. Deducir la ecuación del plano que contiene los puntos 
P(l, 2, 3), Q(1, 0,1), Y T(O, 3, 4). 

34. Deducir la ecuación del plano que pasa por P( 1, 1, 1) 
Y una de cuyas normales es (6, -1,2). 
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35. Deducir la ecuación del plano que pasa por P( -1, 
O, 1) Y que contiene a la recta (x - 2)/3 = (y - 1)/2 
= z/4. 

36. Deducir la ecuación simétrica de la recta que pasa por 
P(l, 2, 3) Y es paralela a 2j + 2j + k. 

37. Deducir la ecuación del plano que contiene a las rectas 
(x - 2)/3 = (y - 1)/2 = a/4, y (x - 1)/1 = (y + 2)/3 
= (z - 6)/2. 

38. Deducir las ecuaciones simétrica y paramétrica de la 
recta de la intersección de los planos 6x + y - 3z = 

2, Y x + z = 3. 

39. Calcular el área del triángulo cuyos vértices son 
(1, O, O), (2, 3, 4) Y (5, 1, O). 

40. Una partícula se mueve a lo largo de la curva rU) = 
e1j - ¡2j + tl12k. 

(a) Determinar la velocidad y la rapidez de la partícu­
la. 

(b) Determinar las componentes normal y tan~encial 
de la aceleración. 

(c) Determinar la curvatura de la trayectoria de la 
partícula. 

41. Una partícula de masa m se mueve a lo largo de la 
curva r = a cos e, con una velocidad angular w 
constante. 

(a) Determinar las componentes radial y circunferen­
cial de la aceleración. 

(b) Determinar el momento angular. 

(c) Determinar la curvatura de la trayectoria de la 
partícula. 

42. Una carga de 575 newton está colgada de dos cuerdas. 
Cuando las cuerdas forman un ángulo de 24° y 42° 
con la vertical, respectivamente, la carga está en equi­
librio. Determinar la magnitud de la tensión en cada 
cuerda. 

43. Un piloto va a volar en un avión 6000 km hacia el 
oeste. Cuando se encuentra el aire tranquilo , el aero­
plano tiene una velocidad de 800 km/hr. Cuando sopla 
un viento de 110 km/hr en direcctón S45°E, ¿en qué 
dirección debe volar el piloto para mantenerse en 
dirección oeste? ¿Cuánto durará el viaje? 
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Capítulo 16 

Hasta ahora hemos examinado los procesos fundamen­
tales del cálculo, que son la derivación y la integración, 
y cómo se relacionan con problemas en los que tan sólo 
interviene una variable independiente. Para avanzar 
mucho más allá, necesitamos generalizar los conceptos 
de función, de derivada y de integral que abarquen más 
variables. Si bien esto es deseable e interesante desde 
un punto de vista matemático, es esencial para quien se 
interesa en las aplicaciones del cálculo, simplemente 
porque muchos problemas físicos en lo intrínseco re­
quieren para su descripción de más de una variable. Por 
ejemplo, el movimiento de un objeto en el espacio se 
describe mediante funciones que dependen de tres 
coordenadas espaciales y del tiempo. Si es importante 
la orientación del objeto, entonces podrán necesitarse 
tres variables más. 

Comenzaremos nuestra discusión ampliando la de­
finición de función para abarcar dos o más variables 
independientes, para después enfocarnos a la cuestión 
de lo que significa derivar una función de más de una 
variable. 

16.1 FUNCIONES, LíMITES 
Y CONTINUIDAD 

Funciones 

La idea de función, que se introdujo en la sección 1.4, 
se puede generalizar con facilidad. Para hacerlo, sea X 

, 

CALCULO 

Derivación de 
funciones de 

varias variables 
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algún conj unto de puntos del plano xy y sean (x, y) las coordenadas de un punto típico 
de X. Sea Z el conjunto de todos los números reales, o posiblemente uno de sus 
subconjuntos. Entonces, una función f de dos variables reales es una regla, o transfor­
mación, que asigna un número z y sólo uno del conjunto Z, a cada punto (x, y) de X. En 
este caso se escribe 

z = f(x, y). (1) 

Como antes, el conjunto X es el dominio de f y Z es el codominio . El número z que 
está asociado con un determinado punto (x, y ) de X es la imagen de (x, y ), y el conjunto 
de todos esos puntos imagen es la imagen de f, y se representa mediante f(X). Con 
frecuencia no se especifica en forma explícita el dominio de una función. En tales casos 
se sobreentiende que consta de todos los puntos para los que tiene sentido la expresión 
f (x, y ). Además, para la función definida mediante la ecuación 1, se dice que x y y son 
las variables independientes, y que z es la variable dependiente. 

Por ejemplo, sea X todo el plano xy, y sea 

(2) 

Esta función asigna un determinado número no negativo a cada punto del plano. En 
realidad el número es tan sólo el cuadrado de la distancia desde el origen hasta el punto 
dado. Así, el valor de f que corresponde al punto (3, -2) es f(3, -2) = (3)2 + (-2)2 
= 13. La imagen de fes f(x) = [0, 00) . 

Como otro ejemplo, considere el área de la superficie de una lata cilíndrica de radio 
r y altura h, expresada por 

s = 21Tr2 + 21Trh. (3) 

Se requiere que r 2: ° Y que h 2: 0, para que el dominio de esa función sea el primer 
cuadrante del plano rh. De nuevo, la imagen es el conjunto de todos los números no 
negativos. 

De igual forma, podemos definir una función de tres variables 

w = f(x, y, z), (4) 

o una función de n variables 

w (5) 

EJEMPLO 1 

Determinar el dominio de la función 

f(x, y) = ln(4 - X2 - 4y2). (6) 
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Como la función logaritmo está definida sólo para los valores positivos de su 
argumento, se infiere que el dominio de f es 

4 - X2 - 4y2 > 0, 

o sea 

X2 + 4y2 < 4. (7) 

Por tanto, el dominio de f es el interior de la elipse que se muestra en la figura 16.1.1 .• 

EJEMPLO 2 

Determinar el dominio de la función 

(8) 

Como cada uno de los radicandos debe ser no negativo, debemos tener que 

(9) 

Así, el dominio de g consta de aquellos puntos que satisfacen ambas desigualdades de 
la ecuación 9, esto es, los puntos de la región en forma de anillo, o anular, que aparece 
en la figura 16.1.2 .• 

y 

2 

x 

Figura 16.1.2 

Se puede representar en forma geométrica una función de dos variables como una 
superficie en el espacio tridimensional. Por ejemplo, si 

z = f(x, y) = VI - (X2 + y2), (10) 

entonces X2 + y2 + Z2 = 1, Y Z 2: O. Así, la superficie que corresponde a esta función 
es el hemisferio que se muestra en la figura 16.1.3. La superficie que corresponde a la 
función 

z - f(x, y) (11) 

y 

1 
,."'-, - ....... , x 

-2" t .... - -- 1 

x2 + 4y2 < 4 

Figura 16.1.1 
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Figura 16.1.3 

x 

Figura 16.1.4 

se ve en la figura 16.1.4. En la sección 15 .10 se dibujaron algunas de las superficies 
que corresponden a los polinomios cuadráticos en x, y y z. 

Desafortunadamente, para muchas funciones que sólo son moderadamente com­
plicadas, puede ser bastante difícil hacer el dibujo de la superficie correspondiente. En 
realidad, aun para los polinomios cuadráticos que se describieron en la sección 15.10, 
a veces es difícil obtener la perspectiva correcta. Hay programas de computación muy 
útiles para graficar superficies en tres dimensiones que han tenido aplicaciones impor­
tantes en problemas tales como el diseño de carrocerías de automóviles, o diseño de 
aeroplanos . Sin embargo, para los problemas que trataremos sólo se necesitará un 
dibujo aproximado de la superficie. 

Un procedimiento alterno que nos ayuda a representar una superficie z = f(x, y ) 

consiste en trazar las curvas de nivel de la superficie. Éstas son la familia de curvas 
en el plano xy que corresponde a diferentes valores constantes de z: f(x, y) = constante. 
Si pensamos que el plano xy representa el nivel del mar y que z es la altitud arriba 
(z > O) o abajo (z < O) de ese nivel en el punto (x, y ), entonces las curvas de nivel de 
la superficie nos dan un mapa topográfico del terreno. Se acostumbra construir los 
mapas topográficos empleando una diferencia constante de altitud entre las curvas de 
nivel adyacentes. Así, las regiones en las que las curvas de nivel están más próximas 
entre sí son zonas en las que la altitud (valor de la función) cambia con rapidez. Un 
mapa topográfico típico podría tener el aspecto de la figura 16.1.5, que muestra dos 
colinas y el camino entre ellas. 

Figura 16.1.5 Mapa topográfico típico. 

EJEMPLO 3 

Dibuje las curvas de nivel para la función 

z = ln(4 - X2 - 4y2). 

Es la función que se estudió en el ejemplo 1. Si hacemos que z = Zo = In e, donde 
e es una constante positiva, entonces las curvas de nivel están dadas por 

Éstas son las elipses 
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X2 y2 
-------- + --~-- = 1 
4(1 - ! e) 1 - ! e 

donde O < e < 4. Como Zo = In e, podemos escribir también la ecuación de las curvas 
de nivel en la forma 

y2 
+ ----"--.,--- = 1, 

4(1 -le'O ) 1 - le'o 

en la cual - 00 < Zo < In 4. Estas curvas de nivel se dibujan en la figura 16.1.6a para 
varios valores de zo; el dibujo de la superficie aparece en la figura 16.1.6b . • 

y Zo= 
0.6 o -0.6 - 1.2 

x 

x 

Figura 16.1.6 (a) Curvas de nivel de z = ln(4 - X2 - 4y2). 
(h) La superficie z = ln(4 - X2 - 4y2). 

(b) 

Para una función de tres o más variables ya no es posible trazar un dibujo realista 
de la gráfica de la función. Sin embargo, las principales dificultades conceptuales para 
aumentar las ideas del cálculo a mayores dimensiones se presentan cuando se pasa de 
funciones de una variable a funciones de dos variables. Para llevarlo a cabo, haremos 
uso de la intuición geométrica tanto como sea posible. Una vez que se hace esa 
transición, hay poca dificultad intrínseca para pensar en una mayor cantidad de 
dimensiones. En realidad, nuestra intuición nos permite imaginar y representar relacio­
nes en más dimensiones aun cuando no podamos hacer su representación geométrica 
exacta. La mayor parte de nuestra discusión será acerca de las funciones de dos o tres 
variables independientes. 

límite de una función 

El estudio de los límites, en el capítulo 2, involucró a la distancia Ix - xol entre dos 
puntos Po Y P cuyas coordenadas sean Xo y x, respectivamente, en el eje x. En dos 
dimensiones, la distancia correspondiente entre Po(xo, Yo) Y P(x, y) es 
"(x - xof +(y -Yof . Análogamente, en tres dimensiones, la distancia entre Po(xo, Yo, Zo) 
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x 
-+-r.l---'l)>--I[> 

ro - a O ro + a 

(a) 

\ 
I 

/ 
/ 

(b) 

z 

x 

(e) 

Figura 16.1.7 

x 

Ca) Intervalo abierto. 
(h) Disco abierto. 
(e) Bola abierta. 

Vecindad de 
punto de 
frontera P 

J 

/--~ 
I \._-,\ 
I , 
I J 

\, ....... _->-< 
Disco abierto 

Vecindad de 
punto de 
frontera P 

Disco cerrado 

Figura 16.1.8 

y P(X, y, z) es -/(x -xol +(y - Yo'f + (z -zo'f. La notación se puede unificar si se emplean 
vectores. Sean ro y r los vectores de posición de los dos puntos Po Y P, respectivamente. 
Entonces, la distancia entre los puntos siempre está dada por Ilr - r oll, inde­
pendientemente de la dimensión. Si Ilr - ro ll ---70, entonces se dice que P tiende a Po, 
o que r tiende a ro y se escribe r ---7 ro. Si deseamos hacer énfasis sobre las variables 
de las coordenadas, a veces podemos escribir x ---7Xo, o (x, y) ---7 (xo, Yo), o bien (x, y, z) 
---7 (xo, Yo, zo), en lugar de r ---7 ro. 

En la sección 1.2 empleamos la palabra "vecindad" para indicar un intervalo 
abierto (xo - a, Xo + a) centrado en el punto xo. En dos dimensiones, la entidad 
geométrica correspondiente es el interior de un círculo de radio a y con centro en 
Po(xo, Yo), mientras que en tres dimensiones es el interior de una esfera de radio a y con 
centro en Po(xo, Yo, zo )· A veces es útil emplear la notación Na(ro) para denotar a la 
vecindad del punto Po(ro) de radio a. Entonces, en símbolos, 

Na(ro) = {rlllr - roll < a}, (12) 

donde ro es el vector de posición del punto Po Y a es cualquier número positivo. 
Como se mencionó antes, una vecindad en una dimensión es un intervalo abierto. 

En dos dimensiones es un disco abierto, y en tres dimensiones es una esfera abierta, 
o bola abierta. Esto se muestra en la figura 16.1.7. Si se introduce la igualdad en la 
ecuación 12, entonces tendremos un intervalo cerrado, o un disco cerrado, o bien una 
esfera, o bola cerrada, de acuerdo con las dimensiones del espacio. La frontera de 
un intervalo, un disco o una bola abiertos o cerrados, es el conjunto de puntos 
{rlllr - rol = a}. Nótese que cualquier vecindad de un punto de la frontera contiene 
tanto a los puntos del intervalo, del disco o de la bola abiertos, como también a todos 
sus puntos de la frontera. 

Se pueden extender estas observaciones a conjuntos arbitrarios de puntos. El punto 
P se llama punto interior de un conjunto S si P está en S y si existe alguna vecindad 
de P que contenga sólo puntos de S. El punto P se conoce como un punto frontera, de 
S, si toda vecindad de P contiene puntos que están en S y también puntos que no están 
en S; nótese que el punto P mismo puede estar o no en S. Entonces un conjunto de 
puntos que sólo contiene puntos interiores, o sea, que no contiene a ninguno de sus 
puntos frontera , se dice que es un conjunto abierto, mientras que un conjunto de puntos 
que contiene a todos sus puntos frontera se dice que es un conjunto cerrado. Muchos 
conjuntos de puntos contienen a algunos, pero no todos , sus puntos frontera y, por tanto, 
no son abiertos ni son cerrados. Mostraremos estas ideas mediante varios ejemplos. 

1. Sea S = {(x, y)1x2 + y2 < 4, y> O} (véase figura 16.1.9a). La frontera de S es el 
conjunto de puntos X2 + y2 = 4, y> O, Y - 2:::; x :::; 2, Y = O (véase figura 16 .1.9b) . 
Como S no contiene a ninguno de sus puntos frontera, es un conjunto abierto. Todos 
los puntos del conjunto son puntos interiores . 

2. Sea S = {(x, y) 14 < X2 + y2 :s 16} (véase figura 16.1.10). La frontera de S son los 
dos círculos X2 + y2 = 4, Y X2 + y2 = 16. Como S contiene a algunos de sus puntos 
frontera, pero no a todos, no es conjunto cerrado ni abierto . 

3. Sea S = {(x, y, z) 1x2 + y2 :::; 4, O :::; z :::; 2} (véase figura 16.1.Ila). La frontera de 
S es la superficie del cilindro X2 + y2 = 4, O :::; z :::; 2 , Y las partes de los planos 
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z = O, o z = 2 en las cuales X2 + y2 ::; 4 (véase figura 16.1.l1b). Como S contiene 
a todos sus puntos frontera, es un conjunto cerrado. 

Supongamos ahora que f es una función de una o más variables, y que f está 
definida en alguna vecindad de un punto ro, quizá con excepción del mismo punto ro. 
Entonces f(r) tiene el límite L cuando r -7ro , si f(r) -7L cuando r -7 ro, pero no es 
igual a ro. La definición precisa es la siguiente: 

DEFINICIÓN 16.1.1 (Límite de una función). Sea f una función de una o más 
variables que está definida en alguna vecindad de un punto ro, excepto quizá en 
el propio ro. Entonces se dice que L es el límite de f(r), cuando r tiende a ro, y se 
escribe 

lím f(r) = L, (13) 
...... ro 

si para cada número E > O existe un número correspondiente 8 > O tal que si 

0< Ilr - roll < 8, entonces If(r) - LI < E. (14) 

Es útil comparar esta definición con la definición 2.2.1 del límite de una función 
de una variable, y notar cómo se ha llevado a cabo la generalización. De nuevo 
subrayamos que el concepto de límite no depende del valor de f(ro) ni siquiera de si f 
está definida en ro. 

Funciones continuas 

Exactamente como en el caso de una sola variable, se relacionan estrechamente los 
conceptos de límite y de continuidad para una función de dos o más variables. 

DEFINICIÓN 16.1.2 (Continuidad de una función). Se dice que una función de una 
o más variables es continua en ro si f(ro) está definida y si 

lím f(r) = f(ro). (15) 
...... ro 

La mayor parte de los resultados que se dedujeron para límites y para la continuidad 
de funciones de una variable se pueden enunciar y demostrar para funciones de varias 
variables simplemente cambiando la redacción del enunciado y de la demostración. 
Éstos incluyen resultados como los teoremas de límite y de continuidad para sumas, 
productos y cocientes. Además, la mayor parte de las funciones con que se trabaja son 
continuas, con la posible excepción de un denominador que es cero o de una función 
que no está definida. Como ejemplos de funciones continuas tenemos los siguientes: 

1. Funciones polinomiales, que son las funciones que se forman como combinaciones 
lineales finitas de potencias enteras no negativas de las variables independientes. 

~
X2+Y2=4' 

y>O 

x 

-2 2 

(b) 

Figura 16.1.9 
(a) Conjunto abierto S. 
(b) La frontera de S. 

Figura 16.1.10 
Conjunto que no es 
abierto ni es cerrado. 
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z=O 

o :::;x2 + y2:::; 4 
O:::;z :::; 2 

(a) 

(b) 

Figura 16.1 .11 
(a) Conjunto cerrado S. 
(h) La frontera de S. 

Por ejemplo, 

P(x, y , z) = 3 + 2xy + 6z2 - xy2z + 4x2yz2 

es una función continua para toda x, y y z. 
2. Funciones racionales , que son cocientes de funciones polinomiales, excepto en los 

ceros del denominador. Por ejemplo, 

3 .:-.. 2x + xy2 
R(x, y) = 4 2 2 2 

- X - Y 

es una función continua, excepto en los puntos de la elipse X2 + 2y2 = 4. 
3. Funciones que se obtienen extrayendo raíces, funciones trigonométricas, exponen­

ciales y logarítmicas, excepto cuando las funciones no están definidas . Algunos 
ejemplos de funciones continuas son los siguientes: 

f(x, y, z) = Y4 - (X2 + y2 + Z2), 

g(x , y) 

h(x, y, z) 

<\>(x, y) lnlx - yl, 

(x, y) ~ (O, O); 

toda (x, y, z); 

y ~ x. 

Queda implícito en las definiciones del límite de una función y de la continuidad 
de una función en un punto, que existe una vecindad de ro que está dentro del dominio 
de f . Para una función de una variable esto significa que ro es un punto interior, o un 
punto de un intervalo abierto (a, b) . Se puede entonces extender los conceptos de límite 
y de continuidad a los puntos de los extremos al considerar límites laterales . Para 
funciones de más de una variable podemos discutir los límites y la continuidad en un 
punto frontera de modo semejante, esto es, sólo tomando en cuenta a los puntos que 
están en la vecindad del punto frontera y que también queden en el dominio de la 
función . 

En el ejemplo siguiente y en varios de los problemas mostraremos algunas de las 
dificultades que pueden surgir al tratar con funciones de más de una variable, debido 
a las muchas formas en las que es posible acercarse a un punto. 

EJEMPLO 4 

Demostrar que la función 

{ 

xy 
z = f(x, y) = X2 + y2' 

.0, 

(x, y) ~ (O, O) 

(x, y) = (O, O) 

no tiene límite en el origen y que , por tanto , no es continua allí. 

(16) 

Observe que f(x, O) = O en el eje x, excluyendo al origen, y que en el eje y , también 
excluyendo al origen, feO, y) = O. Por tanto, 
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lím f(x, O) = lím O O, 
X~O X~O 

lím f(O, y) = lím O O. 
y--+O y--+O 

En estos casos especiales nos encontramos con que O es el valor límite cuando nos 
acercamos al origen a lo largo de los ejes coordenados, pero ello no basta para afirmar 
que f tiene un límite cuando (x, y) ---7 (O, O) . Si pasamos a las coordenadas polares 
x = r cos e y y = r sene, entonces tendremos que, para r "* O, 

f(r cos e, r sen e) 
,2 cos e sen e 

= cos e sen (} 
r2 cos2 e + ,2 sen2 e 

! sen 2e . (17) 

Así, f toma todos los valores entre -~ y ~ cuando rodeamos cualquier círculo que 
encierre al origen. En consecuencia, sin importar qué tan pequeña escojamos una 
vecindad del origen, habrá un círculo o círculos dentro de la vecindad en los cuales f 
toma valores entre -~ y ~, y es imposible hacer que f se aproxime a cualquier ,número 
L a medida que (x, y) ---7 (O, O) . 

También podríamos de,mostrar que f no tiene límite en (O, O) si demostramos que 
obtenemos diferentes valores del límite cuando nos acercamos a (O, O) por dos trayec­
torias distintas. Consideremos el conjunto de trayectorias que corresponden a las rectas 
e = constante con r ---70, o bien y = mx tendiendo x a O. Entonces 

lím f(x, mx) 
m 

(18) 
.<-+0 

Al observar que m = tan e, podemos demostrar que esto es equivalente al resultado 
que se dio en la ecuación 17. Como obtenemos límites diferentes cuando (x, y) ---7 
(O, O) siguiendo distintas trayectorias rectas, llegamos a la conclusión de que f no tiene 
un límite en (O, O). Subrayamos que si el resultado de la ecuación 18 hubiera sido 
independiente de m, esto no nos habría garantizado que existe el límite; hay otras 
trayectorias de acercamiento a (O, O) además de las líneas rectas. 

Las curvas de nivel para esta función, donde (x, y) "* (O, O) están representadas por 

xy 
Zo constante. 

De acuerdo con la ecuación 17, las curvas de nivel están dadas por 

sen 2e = 2zo o bien e = ! arc sen 2zo. 

Por tanto, son rectas que pasan por el origen. Como las curvas de nivel corresponden 
a diferentes valores de Zo y como todas ellas se juntan en el origen, queda claro que la 
función no tiene límite en el origen. -
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PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 4 evaluar la función dada en los 
puntos dados. 

1. f(x, y) = Ix+ l l~; (a)(-l , O) 

(b) (O, 1) (e) (- 3, - 3) 

3x 
2. g(x, y) =--; (a) (a2

, b) 
x+y 

(b) (a, b2
) (e) (a-1

, b-1
) 

3. f(x, y) = 2y' + x W; (a) (-2, 2) 

(b) (a, a2
) donde a > O (e) (i, 8) 

x+y+z 
4. h(x, y, z) = ; (a) (1,1,1) 

Ix + y + zl 
(b) (-1 , O, -1) (e) (O, O, -1) 

s. Sea f(x, y) = x sen y. Determinar (a) f ( 2, -~ ), 

(b) f(x, x), (e) f( y, x), (d) f(r, s) 

6. Sea f(x, y ) = 3X2 -ry + 1. Determinar (a) f(2 , 4), 

(b) fea + b, a - b), (e) f ( ;'? )para x * O, 

y * O 

7. Sea F(x, y, z) =xyz/-Ix' + y' + Z2 . 

Determinar (a) F(a, a, a), a > O, 

(b) F(a-1
, a-1

, a-1
) , a > O 

8. Sea F(x, y, z) = x' + 2y' - Zo. Si x = f(t) = 

sen Trt, y = g(t) = cos Trt , y Z = h(t) = 3t, 

determi nar . (a) F[f(t) , g(t), h(t)], 

(b) F[fq), gq), h(k)], 

(e) F[f(2t), g(2t), h(2t)] 

En los problemas 9 a 16 determinar el dominio de la 
función dada. 

9. <!>(x, y) = -19 - 2(x' + y') 

10. f(x, y) = -Ix' + y' - 9 

11. <!>(x, y) = 6x3 
- 7i + 4xy 

1 
12. g(x, y) = ln(x' + y') 

13. <!>(x, y, z) = ,¡z e -{,yl 

14. g(x, y) = -Ix(l - Iyl) 

15. <!>(x, y) = In xy 

(1 - xyl3 
16. f(x, y) = -12 + y - --IX 
En los problemas 17 a 22 hacer el dibujo de varias de las 
curvas de nivel de la función dada. 

17. f(x, y) = X2 + y' 

18. f(x, y) = 1 - 4X2 - y2 

19. f(x, y) = X2 - y 

21. f(x, y) = i -y' 
20. f (x, y) = ye-t,1 

22. f(x, y) = elY' -/1 

Los problemas 23 a 34 son acerca de límites y continuidad 
para funciones de dos variables. Al contestar las preguntas, 
serán adecuados argumentos semejantes a los que se die­
ron en el ejemplo 4 . Para contestar las preguntas acerca de 
límites y de continuidad en (O, O), con frecuencia es útil 
pasar a las coordenadas polares x = reos e y y = r sen e, 
para estudiar lo que sucede cuando r -10; también es útil 
estudiar lo que sucede en los rayos x = at, y = [3t cuando 
t -10 . 

En los problemas 23 a 28, determinar dónde es discontinua 
la función , si es el caso . 

23. <!>(x, y, z) = sen(3x + 7y + 2z) 

24. <!>(x, y) = lnll - xyl 

25. 

26. 

27. 

x'+y' 
f(x, y) =~ 

x - y 

x'-y' 
f(x, y) = x' + 2 

Y 

{
x' + y', 

g(x, y) = 2 - ex' + y'), 
x'+y':S1 
x'+y'> 1 

28. h(x, y, z) = In(x2 +y' + Z2) 

29. ¿Es la función 

g(x, y) = ¡ sen ~, x * O Y Y * O 

1, x =0 ay =0 

continua en el origen? 

30. Demostrar que la función 

1 
xy 

f (x, y) = -Ix' + y' 
o, 

(x, y) * (O, O) 

(x,y ) = (0,0) 
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es continua en (O, O). 

31. ¿Cómo se puede definir a la función 

y3 
f(x, y) = X2 + y2' (x, y) ~ (O, O) 

en el origen para que f sea continua allí? 

32. ¿Puede estar definida la función 

x3 _ y3 
f(x , y) = --, 

x-y 
y~x 

en la recta y = x de tal manera que la función resul­
tante sea continua para todos los puntos del plano? 

33. ¿Para qué valores de o. > O puede definirse la función 

(x + y). 
f(x , y) = X2 + y2 

16.2 DERIVADAS PARCIALES 
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en el origen para que sea continua allí? ¿Cuál es el 
valor de feO, O) en estos casos? 

34. Considerar la función 

(x + y + Z)2 
<I>(.x, y, z) = X2 + y2 + Z2' 

(x, y , z) ~ (O , O, O). 

(a) Demostrar que 

lím <I>(x, O, O) 
X~O 

= lím <1>(0, y, O) = lím <1>(0, O, z) = 1. 
y-+O z."Q 

(b)Sin importar cómo se define <1>(0, O, O), demostrar 
que <1> no puede ser continua en el origen. 

Sugerencia: considerar el límite a lo largo de los 
rayos x = o.t, Y = I3t y Z = 'Yt cuando t ---7 O, para 
valores arbitrarios de 0., 13 y 'Y. 

En esta sección ampliaremos las reglas de cálculo que hemos desarrollado hasta aquí 
para determinar derivadas de funciones de más de una variable. Por ejemplo, para el 
área S de la superficie de una lata cilíndrica circular de radio r y altura h, 

deseamos conocer la razón de cambio de S con respecto a r o con respecto a h, mientras 
la otra permanece fija. Se presentan con frecuencia otros ejemplos en las aplicaciones 
a la física; por ejemplo, en problemas de flujo de fluidos las componentes u, v y w de 
la velocidad del fluido son funciones de las coordenadas de posición x, y, z, y del tiempo 
t. Para deducir las ecuaciones que gobiernan el movimiento del fluido es necesario 
introducir las razones de cambio de cada componente de la velocidad con respecto a 
cada una de las coordenadas de posición y del tiempo. 

Comenzaremos con una función de dos variables 

z = f(x,y) (1) 

para (x, y) en un dominio fl en el plano xy. Preguntamos cuál es la razón de cambio de 
z sólo con respecto a x, o sólo con respecto a y, en determinado punto (xo, Yo). Para 
determinar la razón de cambio de z con respecto a y, mantenemos constante a x, esto 
es, pedimos que x = Xo. Análogamente, para determinar la razón de cambio de z con 
respecto a x, pedimos que y = yo. 
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Desde un punto de vista geométrico, la gráfica de la ecuación 1 es una superficie 
en el espacio xyz y la gráfica de x = Xo es un plano paralelo al plano de coordenadas 
yz (véase figura 16.2.1). La curva de la intersección de esta superficie con este plano 
está dada por una función de una variable 

z = f(xo , y). (2) 

z Pendiente * (Xo. YO) 

y) 

Y 

Figura 16.2.1 

La razón de cambio de z con respecto a yen el punto (xo, Yo) simplemente es la pendiente 
de esta curva, la cual podemos determinar formando el cociente de diferencias 

f(xo, Yo + k) - f(xo, Yo) 

k 

y pasando al límite cuando k -7 0. Si existe este límite, 10 representamos mediante 

af ( ) - 1' f(xo, Yo + k) - f(xo, Yo) -a Xo, Yo - 1m k . 
Y h ~O 

(3) 

(4) 

La función af/ay cuyo valor en (xo, Yo) está dado por la ecuación 4, se conoce como la 
derivada parcial de f con respecto a y. Se usa el símbolo a en lugar de d para distinguir 
las derivadas parciales de las derivadas ordinarias. 

De igual modo se define a la derivada parcial de f con respecto a x . Manteniendo 
Y constante, o sea Y = Yo, se escribe 

af ) l ' f(xo + h, Yo) 
- (xo, Yo = 1m h 
ax h ~O 

(5) 

Si existe este límite, entonces se tiene el valor de la función a f /ay en el punto (xo, Yo) , 
que es la derivada parcial de f con respecto a x . La cantidad (a f /ax )(xo, Yo) es la razón 
de cambio de f con respecto a x en (xo , Yo), o sea la pendiente de la curva de la 
intersección de la superficie z = f(x, y) con el plano Y = Yo paralelo al plano xz (véase 
figura 16.2.2). 
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z 

Figura 16.2.2 x 

Ya que se define a las derivadas parciales exactamente como a las derivadas 
ordinarias, con la única excepción de que sólo se permite cambiar a una variable 
mientras la otra se mantiene constante, se infiere que siguen vigentes las reglas de 
cálculo que hemos desarrollado, para el caso de las derivadas parciales, siempre y 
cuando recordemos que en realidad sólo cambia una variable y que la otra permanece 
fija durante el cálculo. Esto se ve en el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO 1 

Si f(x, y) = x4 + 2x2y2 + 3xy3, determinar las derivadas parciales af/ax y af/ay. 
Para calcular af/ax mantenemos constante a y y derivamos a f con respecto a x, 

empleando la regla para las potencias y la regla para derivar sumas. Obtenemos así 

af (x, y) = i.. (x 4 ) + [i.. (2X2)] y2 + [i.. (3X)] y3 
ax ax ax ax 

= 4x3 + 4xy2 + 3y 3. (6) 

Similarmente, si mantenemos constante a x y derivamos con respecto a y, veremos que 

(7) 

Con frecuencia se emplea la notación de subíndice o bien el operador D con un 
subíndice para indicar una derivada parcial. Así, 

af = f = D f 
ax x x 

y (8) 
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Por tanto, los resultados del ejemplo 1 se pueden expresar en las siguientes formas: 

Dxf(x, y) = fAx, y) 

Dyf(x, y) = fy(x, y) 

4x3 + 4xy2 + 3y 3, 

4x2y + 9xy2. 

Sin embargo, el símbolo para prima, como en f' (x), no se utiliza en las derivadas 
parciales. 

Si f es función de más de dos variables, se amplía el concepto de derivada parcial 
de manera natural. Por ejemplo, supongamos que f es una función de tres variables 

w = f(x, y, z). (9) 

Entonces 

af ( ) _ l' f(xo + h, Yo, zo) - f(xo, Yo, zo) 
Xo, Yo, Zo - 1m h ' 

ax ~o 
(10) 

siempre que exista el límite, es el valor de la derivada parcial de f con respecto a x en 
el punto (xo, Yo, zo) . Esta cantidad es la razón de cambio de f con respecto a x en este 
punto. Análogamente, las derivadas parciales de f con respecto a y y a z en el punto 
(xo, Yo, zo) están dadas por 

(11) 

y 

af ( ) _ l' f(xo, Yo, Zo + m) - f(xo, Yo, zo) 
xo,Yo,zo - 1m , 

az m-O m 
(12) 

siempre y cuando existan estos límites. Obsérvese que en cada caso sólo se permite que 
varíe una variable independiente, mientras que las otras dos se mantienen constantes. 
La definición de derivadas parciales para funciones de más de tres variables es 
completamente análoga. 

EJEMPLO 2 

Si f(x, y, z) = (x2 - 2y)(3x + Z2), determinar las derivadas parciales de f con respecto 
a x, y y z, respectivamente. 

Para determinar Dx f(x, y, z), mantenemos constantes a y y a z, y empleamos la 
regla para el producto para derivar a f con respecto a x. Así obtenemos 

Dxf(x , y, z) (X2 - 2y)DA3x + Z2) + (3x + z2)Dx(x2 - 2y) 

(X2 - 2y)(3) + (3x + z2)(2x) 

= 9X2 - 6y + 2xz2. (13) 
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Análogamente, 

Dyf(x, y, z) = (3x + z2)Dy(x2 - 2y) 

= (3x + Z2)( -2) = - 2(3x + Z2), (14) 

y 

Dzf(x, y, z) = (X2 - 2y)D.(3x + Z2) 

= (X2 - 2y)(2z) = 2z(x2 - 2y). (15) 

Nótese que podríamos haber obtenido estos resultados escribiendo 

f(x, y, z) = 3x3 - 6xy + X2Z2 - 2yz2 

prosiguiendo después de modo muy semejante al del ejemplo 1 .• 

EJEMPLO 3 

Determinar azlax y azlay si 

(16) 

Manteniendo constante a y y empleando la regla para el producto, obtenemos 

(17) 

Como y se mantiene constante, se aplica la regla de la cadena (sección 3.5) a sen(xy2), 
con lo que se obtiene 

de modo que 

(18) 

Procediendo de modo muy semejante, obtenemos 

az a - = X2 - [sen( xy2)] 
ay ay 
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(19) 

A veces es conveniente indicar no sólo la variable con respecto a la que se 
determina la derivada parcial, sino también aquéllas que se mantienen constantes 
durante el proceso. Esto se puede hacer con la notación 

para indicar la derivada parcial con respecto a x, manteniendo constante a y. Con esta 
notación nos encontramos con frecuencia en la termodinámica, como en el ejemplo 
siguiente: 

EJEMPLO 4 

En el estudio de la termodinámica se deduce la relación 

(20) 

En esta ecuación, p, V Y T representan la presión, el volumen y la temperatura de un 
gas, mientras que Cp y Cy son los calores específicos del gas a presión constante y a 
volumen constante, respectivamente. La cantidad (ap/anY quiere decir que p es una 
función de T y de V, y que la derivada de p con respecto a T se determina manteniendo 
constante a V. Análogamente, (av/anp quiere decir que Ves función de Ty de p, y que 
se debe calcular la derivada de V con respecto a T manteniendo constante a p. Para un 
gas perfecto, la ecuación de estado es 

pV = RT, (21) 

en la cual R es una constante. Deducir una ecuación para Cp - Cy en este caso . 
. Manteniendo constante a Vy derivando la ecuación 21 con respecto a T, obtenemos 

R 
V' 

(22) 

Similarmente, manteniendo constante a p y derivando la ecuación 21 con respecto a T, 
obtenemos 

R 

P 
(23) 
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Sustituimos las ecuaciones 22 y 23 en la ecuación 20, y, al emplear la ecuación 21,
encontramos que

c -p
RR

Cv = T--
Vp

= R .•

Derivadas de orden superior

Exactamente igual que podemos calcular derivadas de orden superior de una función
de una sola variable, en general es posible calcular derivadas parciales de orden
superior a uno para funciones de dos o más variables. Así, si z = f(x, y) entonces las
derivadas parciales

Bz af
ax = ax (x, y),

az af- = - (x, y)ay ay

también en general son funciones tanto de x como de y, como podemos ver en los
ejemplos 1 y 3. Resulta lógico entonces hablar de las derivadas de az/ax y az/ay con
respecto a x o a y. Se escribe

a (az) a2z D;z o bien ~ ef) - a
2
f - - 2 (24)ax ax = ax2 = Zxx = ax ax - ax2 - i., - Dxf,

a ez)
a2z V;yZ o bien a e

f
)

a2f
i., V;yf, (25)Zxy =--=

ay ax ayax ay ax ayax

a (az) a2z
D~xz o bien a (af) a2f i., D~xf, (26)Zyx --=

ax ay axay ax ay axay

y

a (az) a2z o bien a (af) a2f (27)ay ay = ay2 = Zyy = D~z ay ay = ay2 = fyy = D~f.

Así, para una función f de dos variables hay cuatro derivadas parciales de segundo
orden. Nótese que a2f/ayax se obtiene al derivar a f primero con respecto ax y después
con respecto a y, mientras que a2/axay se obtiene llevando a cabo las mismas operacio-
nes en el orden inverso. En ambos casos se determina el orden de derivación leyendo
de derecha a izquierda. Sin embargo, en expresiones como Zxy se indica el orden de
derivación con el orden de los subíndices, leyendo de izquierda a derecha. Se puede
pensar en esta operación como si hubiera paréntesis, (zx)y, en cuyo caso es natural leer
a Zxycomo la función z, derivada con respecto ay.
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De igual modo es posible calcular derivadas de orden mayor que dos. Por ejemplo, 
f xyy = a3 f /ay2ax se obtiene al derivar a f una vez con respecto a x ya continuación dos 
veces con respecto a y . El cálculo de las derivadas parciales de orden dos y mayor que 
dos se puede extender a funciones de más de dos variables, de un modo natural. 

EJEMPLO 5 

Si f(x, y) = x4 + 2x2y2 + 3xi, determinar las cuatro derivadas parciales de f de orden 
dos. 

Se trata de la misma función que vimos en el ejemplo 1; por tanto, sus primeras 
derivadas parciales están dadas por las ecuaciones 6 y 7. Al derivar a la ecuación 6 con 
respecto a x y a y, obtenemos 

a2f 
ax2 (x, y) = fx x(x, y) 

a2f 
ayax (x, y) = f xy (x, y) = 8xy + 9y2. 

Análogamente, al derivar a la ecuación 7 con respecto a x y a y, encontramos que 

a2f 
axay (x, y) = f yxC x , y) = 8xy + 9y2, 

a2f 
(X y) - f (x y) = 4X2 + 18xy .• ay2 ' - yy , 

EJEMPLO 6 

Si Z = X2 sen(xy2), como en el ejemplo 3, determinar D;y¿ y D;xZ. 
Hemos calculado ya Dxz y Dyz; están dadas por las ecuaciones 18 y 19, respecti­

vamente. Para determin~ las segundas derivadas que se requieren, debemos derivar a 
Dxz con respecto a y y a Dyz con respecto a x. Obtenemos entonces 

m yZ 2xDy[sen(xy2)] + x2[Dy(y2)]COS(xy2) + x2y2Dy[coS(xy2)] 

(2~)2xy COS(xy2) + x2(2y)coS(xy2) + (X2y2)(2xy)[ - sen(xy2)] 

6x2y COS(xy2) - 2x3y3 sen(xy2) . 

Análogamente, al derivar a la ecuación 19 con respecto a x, obtenemos D;x z: 

D~xz [DxC2x3y)]cos(xi) + 2x3yDAcos(xy2)] 

6x2y COS(xy2) + 2x3y(y2)[ -sen(xy2)] 
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Nótese que en el ejemplo 5, 

y que en el ejemplo 6 

a2J 
aya)X, y) 

a2J 
axa/X , y) 
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En otras palabras, en estos ejemplos son iguales las segundas derivadas parciales 
mixtas, independientemente del orden en el cual se determinan las derivadas. De hecho, 
éste es casi siempre el caso. Sin embargo, hay casos raros en los que se obtienen 
resultados distintos si se invierte el orden en el que se deriva. 

Con frecuencia es deseable intercambiar el orden en el que se deriva, y para 
asegurarnos de que ello es permisible, debemos imponer condiciones de continuidad 
en la función J y en sus derivadas parciales. En el siguiente teorema se dan las 
condiciones de suficiencia para ello. 

Teorema 16.2.1 

Considere una función de dos variables, z = J(x, y). Si J, Jx, Jy, JXY y fyx son 
continuas en alguna vecindad de un punto (xo, Yo), entonces 

(28) 

Omitiremos la demostración de este teorema. Para una función de tres variables, 
la generalización de ese teorema supone la continuidad de J, de las tres primeras 
derivadas parciales, y de las segundas derivadas parciales mixtas. En el resto de este 
libro supondremos que se puede cambiar el orden de la derivación a voluntad. 

En el estudio de la física matemática con frecuencia es importante investigar las 
soluciones de determinadas ecuaciones diferenciales p~rciales, esto es, ecuaciones que 
contienen derivadas parciales de la función desconocida. Una ecuación de especial 
importancia es la ecuación de onda, 

(29) 

que es fundamental en el estudio de los fenómenos ondulatorios. La constante positiva 
c se puede identificar como la velocidad de propagación de la onda. Por ejemplo, u(x, t) 
podría indicar el desplazamiento transversal de una cuerda vibrante, como por ejemplo 
una cuerda de violín (véase figura 16.2.3); entonces e es la velocidad a la cual se 
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PROBLEMAS 

Figura 16.2.3 Cuerda vibrante. 

mueven las ondas a lo largo de la cuerda. Si bien es demasiado difícil presentar aquí 
una discusión sistemática de las ecuaciones diferenciales parciales, con frecuencia es 
relativamente sencillo determinar si una función dada satisface una ecuación diferen­
cial parcial. 

EJEMPLO 7 

Demostrar que la función 

u(x , t) = sen 2x cos 2et (30) 

es una solución de la ecuación de onda (29). 
Para comprobar que u(x, t) satisface la ecuación 29, sólo necesitaremos determinar 

Ux:< Y U". Encontramos que 

2 cos 2x cos 2e!, 

uxx (x , t) - 4 sen 2x cos 2et . 

Análogamente, 

- 2e sen 2x sen 2et, 

- 4e2 sen 2x cos 2et. 

Por tanto, U" = C2Ux:< , lo que se tenía que demostrar. -

En los problemas 1 a 18, determinar las derivadas parciales 
que se indican. 

4. w = (2u - V)2(U + 3V)3; 
iJw 

iJv 

1. z = 2X2 - 3xy + y2; 

2xy 
3. f(x , y) = 2 2 1; 

x + y + 

az iJz 

ax' iJy 

f,(x, y) 

5. f(x, y) = x3 + 4x2y - 6xy2 + y3; 
DJ(x, y) 

6. f(x , y) = senV'X2+7; fix, y) 

7. U = rs cos(r - s); D,u, D,u 

iJz 

iJy 

D,f(x, y), 

http://carlos2524.jimdo.com/



9. f(x, y) = x2y2sen(x2y2); 

10. w = (xy - 2yz + 3XZ)2; 

fx(x, y) 

3w 3w 
3x' 3i 

(x - 2y + Z)2 
ll·f(x,y,z)= 2 2+ 2; fy(x,y,z) 

X + Y z 

12. f(x, y, z) = xy ln(xyz); f,(x, y, z), 
f%(x, y, z) 

13. f(x, y, z) = (X2 + y2 + Z2)-l f2; 

14. z = ex+Y' ; z., Zy 

In(x2 + y2) 
15.z = .~; 

vx- + yo 

16. z = xY , x> O; 

17. z = are tan l; z., Zy 
x 

18. w = tan(x2 + y3 + Z4); 

fx(x, y, z) 

En los problemas 19 a 22 comprobar que Zxy =ZYX 

19. z = 2X2 - 3xy + y2 

20. z = (X2 + xy + y2)Jf2 21. z = x2y2 sen(x2y2) 

22. z = sen(x + y) + cos(x - y) 

23. Si Z = ln(x2 + y2)Jf2, demostrar que 

xZx + yZy = 1. 

24. Si w = f(x, y) + g(y, z) + h(x, z), demostrar que 
33w/3x3y3z = O. 

En los problemas 25 a 28 comprobar que la función dada 
satisface la ecuación diferencial parcial también dada. 

25. u(x, t) = cos 2x sen 4t; 4un = u" 
x 

26. u(x, y) = -2- - 2; Uu + Uyy = 0, 
x + y 

(x, y) =i' (O, O) 

1 
27. u(x, y, z) = Yx2 + y2 + Z2; Un + 

Uyy + Uzz = 0, (x, y, z) =i' (0,0, O) 

28. u(r, 9) = r" cos n6; 

r=i'O 

29. Sea w = f(x, y, z) 

1 1 
U" + - u, + "2 U88 = 0, 

r r 

PROBLEMAS 899 

(a) ¿Cuántas segundas derivadas parciales tiene w? 
Suponiendo que no tiene importancia el orden en 
el que se deriva, ¿cuántas segundas derivadas dis­
tintas se tienen? 

(b)¿Cuántas derivadas parciales de orden n tiene w? 
Suponiendo que no importa el orden en el que se 
deriva, ¿cuántas derivadas parciales de orden n se 
tienen? 

*30. La ecuación de estado para el aire es, con mayor 
exactitud, la siguiente: 

p V = RT + p(b - cT") (i) 

en comparación conpV = RT. En la ecuación (i), que 
se conoce como ecuación de Callendar ,las cantidades 
b, e y n son constantes que se deben ajustar de acuerdo 
con factores tales como por ejemplo la humedad at­
mosférica. Procediendo como en el ejemplo 4, deter­
minar una ecuación para Cp - Cv. 

En los problemas 31 a 34, demostrar que 

ux(x, y) = u,(x, y) y u,(x, y) = -ux(x, y). 

A estas ecuaciones se les llama de Cauchy- Riemann, y son 
muy importantes en el estudio de las funciones de variable 
compleja. 

31. u(x, y) = X2 - y2, u(x, y) = 2xy 

32. u(x, y) = e'lXcosny, u(x,y) = e"Xsenny 

x 
33. u(x, y) = - 2--2' 

X + Y 
y 

u(x, y) = --2--2 
X + Y 

34. u(x, y) = i In(x2 + y2), u(x, y) = arc tan l 
x 

En los problemas 35 a 40, determinar una función 
z = f(x, y) que tenga la propiedad que se muestra. 

1 
35. z" = -

y 

37. Zy = eXY + In x + yx2 

39. Zx = (xy)2 + xy 

1 
36. Zy = - + 2 sen x 

y 

40. Zy = x sen(~) + cos(x - y) 
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16.3 FUNCIONES DIFERENCIABLES 
y LA REGLA DE LA CADENA 

Nuestro siguiente objetivo consiste en desarrollar un enunciado de lo que significa que 
una función de dos variables sea diferenciable. Sucede que esto no es tan simple como 
podríamos esperar. Por ejemplo, podríamos pensar que si f(x, y) tiene derivadas 
parciales fx y fy en el punto f(xo, Yo), entonces podríamos decir que f es diferenciable 
allí. Sin embargo, esto no sería satisfactorio debido a varias razones. Una es que para 
preservar la relación entre la derivabilidad y la continuidad, que prevalece para 
funciones de una variable, deseamos que una función diferenciable de dos variables 
sea continua. Por otro lado, ejemplos como el del problema 39 muestran que una 
función f(x, y) puede tener derivadas parciales en el punto (xo, Yo), pero que no son 
continuas allí. En consecuencia, el concepto de diferenciabilidad de funciones de dos 
variables debe implicar más que la existencia de las derivadas parciales. 

La clave reside en el concepto de una función localmente lineal, como se describió 
en la sección 3.4 para funcio nes de una variable. Dijimos allí que una función continua 
f es localmente lineal en Xo si existen constantes A y B tales que 

f(xo + h) = A + Bh + r(h, xo)h, (1) 

en la cual 

r(h, xo) ~ O cuando h ~ O. (2) 

En consecuencia, f también es diferenciable en Xo y las constantes A y B están dadas 
por 

A = f(xo), B = f'(xo) . (3) 

También demostramos en la sección 3.4 que si f es derivable en Xo, esto es, si existe 

f '( ) - l' f(xo + h) - f(xo) 
Xo - 1m h 

h-.O 
(4) 

entonces f cumple con 

f(xo + h) f(xo) + f'(xo)h + r(h, xo)h, (5) 

para la cual 

lím r(h, xo) = o. (6) 
h-.O 

En consecuencia, para que una función de una variable sea derivable debe ser local­
mente lineal, y viceversa. Así, la derivabilidad y la linealidad local son propiedades 
equivalentes, en el sentido de que una función que tiene una propiedad también tiene 
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la otra. Esta equivalencia da un medio de ampliar el concepto de derivabilidad a 
{unciones de dos variables. En lugar de tratar de generalizar la ecuación 4, que es el 
límite de un cociente de diferencias, generalizaremos el enunciado de la linealidad local 
para ampliar el concepto de derivabilidad a funciones de dos variables. 

Sea z = f(x, y) continua en (xo, Yo). Se dice entonces que f es localmente lineal 
en (xo, Yo) si 

f(xo + h, Yo + k) = A + Bh + Ck + r(xo, Yo, h, k)Yh2 + k 2 
, (7) 

en la cual A, By C son constantes, r -70 cuando (h, k) -7(0, O) y, como de costumbre, 
h = x - xo y k = y - Yo . Se puede determinar como sigue las constantes A, B Y C: si 
hacemos que (h, k) -7 (O, O) en la ecuación 7, Y hacemos uso del hecho de que f es 
continua en (xo, Yo), entonces 

A lím f(xo + h, Yo + k) = f(xo, Yo)· 
(h,k)->(O ,O) 

(8) 

A continuación hacemos que k = O en la ecuación 7, sustituimos A de la ecuación 8, 
despejamos a B y hacemos que h -7 O: 

B = l' [f(xo + h, Yo) - f(xo, Yo) - ( h O) ~J 
¿~ h r Xo, Yo" h 

(9) 

De igual modo encontramos que 

(10) 

Así, si z = f(x, y) es continua y localmente lineal en (xo, Yo), entonces deben existir 
f x(xo, Yo) Y f y(xo, Yo)· Así la ecuación 7 se transforma en 

f(xo + h, Yo + k) = f(xo, Yo) + fxCxo, yo)h 
+ fy(xo, yo)k + r(xo, Yo, h, k)Yh2 + k 2

, (11) 

en la cual 

r(xo, Yo, h, k) ~ O cuando (h, k) ~ (O, O). (12) 

El argumento que acabamos de dar hace plausible la siguiente definición de 
diferenciabilidad para una función de dos variables. Obsérvese que esta definición no 
dice nada acerca de la posiblt: continuidad de la función. 

DEFINICIÓN 16.3.1 Se dice que una función f de dos variables, definida en alguna 
vecindad de (xo, Yo), es diferenciable en (xo, Yo) si satisface las ecuaciones 11 y 12. 
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902 DERIVACiÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 

La relación entre diferenciabilidad y continuidad es una consecuencia inmediata 
de esta definición. 

Teorema 16.3.1 

Si f es diferenciable en (xo, Yo), entonces es continua allí. 

Demostración. Para demostrar este resultado simplemente determinamos el límite de 
la ecuación 11 cuando h y k tienden a cero; obtenemos entonces 

Iím f(xo + h , Yo + k) 
(h ,k)->(O,O) 

lo cual significa que f es continua en (xo, Yo). O 

f(xo, Yo), 

Ya hemos indicado que la mera existencia de las derivadas parciales f x y f y no es 
suficiente para garantizar que una función f(x, y) de dos variables sea diferenciable. 
Sin embargo, si las derivadas parciales f x y fy son continuas, entonces es cierto que la 
función es diferenciable. Es un resultado útil, porque puede ser bastante más sencillo 
determinar que fx y fy son continuas que calcular la función r en la ecuación 11 y 
determinar su límite cuando (h, k) ---7 (O, O). 

Teorema 16.3.2 

Si f es una función de dos variables, si existen fx y fy en alguna vecindad de 
(xo, Yo), Y si fx y f.y son continuas en (xo, Yo), entonces f satisface las ecuaciones 
11 y 12 y, por tanto, es diferenciable en (xo, Yo)· 

En el problema 40 se delinea la demostración de este teorema. 

La diferencial 

Regresando a la ecuación 11 y siguiendo el comportamiento establecido en la sección 
3.4, definiremos a la diferencial de f, representada por df, o quizá por dz, como los 
términos que son lineales en los incrementos h y k. Así, en un punto (x, y) arbitrario, 

df = dz = fx(x, y) dx + fix, y) dy, (13) 

en la cual hemos seguido la práctica normal de remplazar a h por dx yak por dy. 
Consideramos a df como una aproximación al incremento realllf = f(x + h, y + k) 
- f(x, y). En realidad, 
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Llf - df = r(x, y, h, k) Yh2 + k2 ~ O (14) 

cuando (h, k) ~(O, O). En la sección 16.5 veremos que df corresponde a aproximar la 
superficie z = f(x, y) mediante. el plano tangente en el punto [x, y, f(x, y)]. 

EJEMPLO 1 

Sea 

z = f(x, y) = 2X2 - 3xy + y2. (15) 

En un punto arbitrario (x. y), determinar el incremento Llz y la diferencial dz . También, 
determinar r y demostrar que fes diferenciable; para ello demostrar que r ~O cuando 
(h, k) ~(O, O). 

Tenemos que 

f(x + h, y + k) = 2(x + h)2 - 3(x + h)(y + k) + (y + k)2 

= 2X2 - 3xy + y2 + (4x - 3y)h + (-3x + 2y)k 

+ 2h2 - 3hk + k2, 

así que 

Llz = f(x + h, y + k) - f(x , y) 

= (4x - 3y)h + ( - 3x + 2y)k + 2h2 - 3hk + k2. (16) 

También, 

fxCx, y) = 4x - 3y, frCx, y) = - 3x + 2y, 

y así 

dz = (4x - 3y) dx + ( - 3x + 2y) dy . (17) 

Por tanto, 

entonces 

2h2 - 3hk + k2 
r(x, y, h, k) = Y 2 2 • 

h + k 
(18) 

Nótese que en este caso r es independiente de x y de y. Para demostrar que r ~O cuando 
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(h, k) --7(0, O), es útil introducir las coordenadas polares p y 8 de modo que h = p cos 8 
y k = p sen 8. Entonces 

r = p(2cos2 8 - 3cos8sen8 +sen2 8). 

Cuando (h, k) --7 (O, O), entonces p = "h2 +k2 --7 O Y en consecuencia r --7 O también. 
Así, f es diferenciable en todos los puntos (x, y). Desde luego, esto también es 
consecuencia del teorema 16.3.2, ya que fx y f y son continuas dondequiera. -

La definición de diferenciabilidad que hemos dado para funciones de dos variables 
se generaliza en forma inmediata a funciones de tres o más variables. Igualmente, los 
teoremas 16.3.1 y 16.3.2 y el concepto de la diferencial también tienen sus extensiones 
directas a funciones de más de dos variables. 

La regla de la cadena 

Pasaremos ahora al desarrollo de la regla de la cadena para las derivadas parciales de 
funciones compuestas. Por ejemplo, supongamos que w = f(x, y), donde 

x = g(r, s), y = h(r, s), 

de modo que w = F(r, s) = f[g(r, s), h(r, s)]. Desearíamos deducir fórmulas para aw/ar, 
y aw/as en donde intervinieran las funciones originales f, y y h sin calcular realmente 
la función F. Suponemos que las funciones f, g y h son diferenciables. En esta 
deducción emplearemos!:::. para indicar un incremento en cualquiera de las variables 
que aparezcan. 

Para calcular aw/ardebemos calcular!:::.w que corresponde a un incremento!:::.r para 
entonces determinar el límite de !:::.w/!:::.r cuando !:::.r --7 O. Notemos primero que, 
correspondiendo al incremento !:::.r se tienen los incrementos 

!:::.x = g(r + !:::.r , s) - g(r, s), !:::.y = h(r + !:::.r, s) - h(r, s). 

Como las funciones g y h son diferenciables, podemos escribir 

!:::.x = g,(r, s) !:::.r + Til !:::.r , !:::.y = h,(r, s) !:::.r + Ti2 !:::.r, (19) 

en las que Ti, --70 Y Ti2 --70. Correspondiendo al incremento !:::.r hay un incremento !:::'w 
que está dado por 

!:::'w F(r + !:::.r, s) - F(r, s) 

f(x + !:::.x, y + !:::.y) - f(x, y). 

Como también f es una función diferenciable, entonces 

!:::'w = fAx, y) !:::.x + fix, y) !:::.y + Ti3 (x, y, !:::.x, !:::.y)v'(!:::'X)2 + (!:::.y)2, (20) 
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en la cual 113 -70 cuando (Ll.x, Lly) -7(0, O). A continuación sustituimos las ecuaciones 
19 en la ecuación 20. Al omitir, para abreviar, las variables independientes de las 
diversas funciones, obtenemos de este modo 

Llw = (fxg, + f y h,) Llr + fx111 Llr + f y 112 Llr 
+ 113[(g, + 111)2 + (h, + 112)2]1I2 ILlrl. (21) 

Dividiendo entre Llr y pasando al límite cuando Llr -70, obtenemos finalmente 

aw Llw 
- = lím A = fAx, y)g,(r, s) + fy(x, y)hrCr, s). 
ar 6r->0 ar 

(22) 

Este resultado se recordará con mayor facilidad si lo escribimos en la forma 

aw awax away 
- =-- +--. 
ar ax ar ay ar 

(23) 

De igual manera obtenemos 

aw awax away 
- = fx(x, y)gs(r, s) + fy(x, y)hsCr, s) = - - + - - . (24) 
as ax as ayas 

Las fórmulas (22), (23) y (24) de la regla de la cadena se pueden generalizar ' 
fácilmente para cualquier combinación de las variables: w puede ser función de una, 
de dos o de más variables, cada una de las cuales puede ser función die una, de dos o 
de más variabÍes. Una vez comprendido el comportamiento de acuerdo con el cual se 
determinan las derivadas awlar y awlas mediante las ecuaciones 22, 23 Y 24, no debe 
ser difícil extender el proceso a otros casos. 

EJEMPLO 2 

Sea z = 3x2y3, en la cual x = 2r - S2, y y = 3rs. Determinar azlar y az/as. 
Aplicando la regla de la cadena obtenemos 

az = az ax + az ay = (6xi)(4r) + (9x2y2)(3s). 
ar ax ar ay ar 

(25) 

De igual modo, 

(26) 

Los resultados se pueden expresar completamente en términos de r y s si se sustituye 
2r - S2 en lugar de x y 3rs en lugar de y en las ecuaciones 25 y 26 . • 
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EJEMPLO 3 

Supongamos que z = 2X2 - xy :- y2, donde x = r cos S y Y = r sen S. Determinar az/as 
y evaluarla cuando r = 2 Y S = 'IT/3. 

Por la regla de la cadena, tenemos 

az az ax az ay -=--+--as ax as ayas 

= (4x - y)( - rsen S) - (x + 2y)(r cos S). 

Para r = 2 Y S = 'IT/3, x = 1 Y Y = -{3. Por tanto, 

az = (4 - \13)( -\13) - (1 + 2\13)(1) = 2 - 6\13 == -8.392 .• 
as 

EJEMPLO 4 

Suponer que w = f (x, y, z) y que 

x = p sen <1> cos S, y = p sen <1> sen S, z = p cos <1> . 

(27) 

Determinar aw/a<l> cuando p = 2, <1> = 'IT/6, S = 'IT/4 si f xd2/2, f2/2, -{3) = - 1, 
f ;(f2/2, f2/2, f3) = 3, Y fif2/2, f2/2, f3) = 2. 

Tenemos que w = F(p, <1>, S) = f (p sen <1> cos S, p sen <1> sen S, p cos <1» , y por 
tanto 

aw aF afax af ay af az -=-=- - +--+--
a<l> a<l> ax a<l> ay a<l> a z a<l> 

af a af a af a 
=--~~<I>~~+--~~<I>~~+--~~~ ax a<l> ay a<l> az a<l> 

af af af 
= - (p cos <1> cos S) + - (p cos <1> sen S) + - (-p sen <1». 

ax ay az 

Como x = f2/2, y = f2/2, z = -{3 corresponde a p = 2, <1> = 'IT/6 Y S = 'IT/4, obtenemos 

a w = (_ 1) (2 " \13 " Y2) + 3(2 " \13 " Y2) + 2( _ 2 " !) 
a<l> 2 2 2 2 2 

v'6 v'6 
= -- + 3- - 2 

2 2 
~ 1/ 'IT 'IT = v 6 - 2 == 0.4495 cuando p = 2 Á = - S = - • 

,'1' 6' 4" 
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EJEMPLO 5 

Demostrar que si f es una función derivable, entonces u = f(x - et) es una solución 
de la ecuación diferencial parcial 

en la cual e es una constante. 

au au - + e - = O 
at ax ' 

Sea ~ = x - et. Entonces u = f(~) es una función de una variable, ~, la cual a su 
vez es función de las variables x y t. Tenemos que 

au = du a~ = f'(~) (1), 
ax d~ ax 

au = dua~ = f'(~)( - e). 
at d~ at 

Sumando e veces la primera ecuación a la segunda se obtiene 

au au 
at + e ax = - cf'(~) + cf'(~) = O. • 

Se pueden calcular las segundas derivadas o de orden mayor de las funciones 
compuestas mediante la aplicación repetida de la regla de la cadena. Los siguientes 
ejemplos son típicos. El principal problema es organizar el trabajo de tal modo que no 
se omita algún término en forma inadvertida. 

EJEMPLO 6 

Si z = 3X2y3, donde x = 2?- - S2 y y = 3rs, determinar a2z/as2. 
Esto es una continuación del ejemplo 2. De acuerdo con la ecuación 26 tenemos 

que 

(28) 

por tanto lo que tenemos que hacer es derivar esta ecuación con respecto a 0\" . Obsérvese 
que en el primer término del lado derecho de la ecuación aparece en forma explícita la 
variable s y que en ambos términos está presente debido a la dependencia de x y y con 
respecto a s. Comenzaremos empleando las reglas para derivar sumas y productos; así, 
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A continuación empleamos la regla de la cadena para calcular 

a ax 
_(X2) = 2x - = (2x)E-2s) = -4xs. 
as as 

a ay 
_(y2) = 2y - = (2y)(3r) = 6yr. 
as as 

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación 29, y empleando el hecho adicional de 
que as/as = 1, obtenemos finalmente 

De nuevo, podremos expresar el resultado enteramente en términos de r y s, si lo 
deseamos, sustituyendo las ecuaciones adecuadas para x y y en la ecuación 30 .• 

EJEMPLO 7 

Demostrar que 

u(x, t) = f(x - et) + g(x + et) (31) 

es una solución de la ecuación de onda 

(32) 

para funciones arbitrarias f y g que tengan segundas derivadas-continuas. 

Sea ~ = x - et y 'T] = x + et. Entonces u = F(~, 'T]) = f(~) + g('T]). Tenemos que 

au = au a~ + au aTt = f'(~)( -e) + g'('T])e. 
ata~ at aTt at 

Aplicando de nuevo la regla de la cadena a la función au/at, obtenemos 

a
2
u = [~(au)Ja~ + [~(au)J a'T] = [-ef"(~)]( -e) + [eg"(Tt)]c 

at2 a~ at at a'T] at at 

= C2[f"(~) + g"('T])]. (33) 

Análogamente, 
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dU = dU d~ + dU d1] = f'(~)(1) + g'(1]) (1), 
dX a~ dX d1] dX 

y 

a
2
U = [~(au)J a~ + [~(dU)Jd1] = f"(~) + "(1]). 

dX2 a~ dX dX a1] dX ax g 
(34) 

Sustituyendo a U tt y Un de las ecuaciones 33 y 34, respectivamente, en la ecuación 32, 
se obtiene el resultado que se busca. -

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 6 expresar a f(x + h, Y + k) en la 
forma de la ecuación 11. Determinar r(x, y, h, k) Y demos­
trar que r ~O cuando (h, k) ~(O, O). En los problemas 5 
y 6 podrá ser útil un desarrollo de Taylor. 

1. f(x, y) = X2 + 3xy 2. f(x, y) = 2Xl + 3y2 

3. f(x, y) = xy2 4. f(x, y) = x 4 + y. 

5. f(x, y) = x seny 6. f(x, y) = y2 eX 

En los problemas 7 a 14, calcular la diferencial de la 
función dada. 

7. z = ln(3x2 - y + 2) 

9. z = x', x>o 

11. z = arc tan l 
x 

13. w = x cox 2y + 3yzl/2 

14. w = sen x cos 2y sen 3z 

8. z = eX sen y 

10. z = el+Z y 

12. w = z tan xy2 

15. Determinar la diferencial dV, donde V = 'TTr h/3 es el 
volumen de un cono de radio r y altura h. 

16. Determinar la diferencial dV, donde V = 'TT(R2 + rR 
+ rh/3 es el volumen del cono truncado de altura h 
y cuyos radios son r y R de las dos bases. 

17. Si r = (~ + i + Z2)1I2, demostrar que 

r ~ o. 

18. Si 

w = xflxf2 ... x:., 
demostrar que 

dw dx¡ dX2 
- = p¡- + P2- + 
W x, X2 

dx. 
+ P.-· 

x. 

De aquí que el cambio relativo en w es la suma 
(proporcionada) de los cambios relativos en las x. 

En los problemas 19 a 24 emplear la regla de la cadena para 
determinar dzJdt o bien dw/dt. 

19. z = 3X2 + 2xy3, x = Vi, y = (2 

20. z = sen(2x - 3y), 
Y = t - r ' 

x = ( + r\ 

y = sent 

22. z = In(2y + ~), x = (2 , 

23. w = 2X2 + 3y 3 - 6xyz, 
y = Vi, z = (1/3 

24. w = xe 2y cos 4z, x = \IT-=t, 
y = (, z = 1 - (2 

En los problemas 25 a 28, emplear la regla de la cadena 
para determinar las derivadas parciales que se indican. 

25. z = 6xy2, X = r2 - sI, y = 2rs; 

26. z = ln(3x2 + 4y2), x = r + s, 
az az 

y = r - s; 
ar' as 

az 
ar' 

az 
as 
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910 DERIVACiÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 

27. z = arc tan(x 2 + y2), X = e' cos t, 
az az 

y = e' sen t; 
as ' at 

28. w = (X2 + y2 + Z2)112, X = e' cos s , y = e' sen s, 
aw aw 

z = s, ; 
a, ' as 

29. Si w = f(x - y, y - x), demostrar que W x + wy = O. 

30. Si w = f ( ~ , ; ) demostrar que xw, + ywy = O. 

31. Si w = f (~ ,l. ), demostrar que xw, + yWy + ZW, = 
O. z z 

32. Si w = f(x2 - y2, y2 - x2
), demostrar que YWx + xWy 

= O. 

33. Sea u = f(x, y) y x = , cos e, y = , sen e. Calcular 
aula, y demostrar que 

(a) au = au cos e _ au sene, 
ax a, ae r 

(b) au = au sen e + au cos e. 
ay a, ae r 

(c) Emplear los resultados de las partes (a) y (b) para 
demostrar que 

(:~r + (:~r (~~r + G :~r 
34. Si u = f(x, y), y x = , cos e, y = , sen e, demostrar 

que si 

(i) 

entonces 

(ii) 

Las ecuaciones (i) y (ii) son la ecuación de Laplace, 
o la ecuación del potencial, en coordenadas cartesia­
nas y polares, respectivamente. 

35. Si z = f(x, y) y x = g(t), y = h(t), demostrar que 

d
2
z = a

2
z(dx) 2 + 2 ~ dx dy 

dt2 ax2 dt axay dt dt 

+ a
2
z(dy )2 + az d

2
x 

ay2 dt ax dt2 

az d2y + --. 
ay dt2 

36. Si w = f(x) y x = e - ,,2, Y = e + ,,2, calcular 

(a) w¡ (b) w~ (c) w¡¡ (d) w~ (e) w~. 

37. Suponer que w = f(x, y, z) y que z = g(x, y), de modo 
que w = F(x, y) = f[x, y, g(x, y»). Determinar aflax 
y aFlay en términos de las derivadas parciales de f y g. 

38. Suponer que w = f (x, y, u, v) y que u = g(x), V = 
h(x, y), de modo que w = F(x, y) = f[x, y, g(x), 
h(x, y»). Determinar aFlax y aFlay en términos de las 
derivadas parciales de f , g y h. 

39. En este problema daremos un ejemplo de una función 
f cuyas derivadas parciales fx(O, O) Y fy(O, O) existen, 
pero que no es diferenciable y ni siquiera continua en 
(O, O) . Considere la función 

{
~ 

2 2' f(x, y) = x + y 
O, 

(x, y) # (O , O); 

(x, y) = (O, O). 

En el ejemplo 4 de la sección 16.1, se demostró que esa 
función es discontinua en (O, O). De acuerdo con el teorema 
16.3.1, tampoco es diferenciable allí. 

(a) Empleando la definición de derivada parcial, de­
mostrar que fiO , O) = fy(O, O) = O. 

(b) Demostrar que 

Llf = f(O + h, O + k) - f(O, O) 

hk 

(c) Como f (O, O) = fx(O, O) = fy(O, O) = O, se sigue 
de la ecuación 11 que, = hkl(h2 + ~)3!2. Demos­
trar que r no tiende a cero cuando (h, k) ---7 (O, O), 
Y con ello confmnar que f no es diferenciable en el 
origen. 

40. Demostración del teorema 16.3.2. Supongamos que 
f x y f y existen en una vecindad de (xo, Yo) Y que son 
continuas allí. 

(a) Escribir Llf en la forma 

Llf = [f(xo + h, Yo + k) - f(xo,yo + k)] 

+ [f(xo, Yo + k) - f(xo , Yo)]. 

(b) Aplicar el teorema del valor medio (teorema 4.1 .3) 
a cada una de las expresiones que se encuentran 
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entre paréntesis rectangulares de la parte (a) para 
demostrar que 

donde x y y son determinados números que satis­
facen IX - xol < Ihl y Iy - yol < Ikl. 

(c) Hacer uso de la continuidad de fx y f y en (xo, Yo) 
para demostrar que 

16.4 EL GRADIENTE Y LA 
DERIVADA DIRECCIONAL 

El gradiente 

Llf = f , (xo, yo)h + f y(xo, yo)k 

+ ~I (x o, Yo, h, k)h 

+ t 2(XO, Yo, h, k)k , 

en las cuales tI ---7 O Y t2 ---7 O cuando (h, k) ---7 
(O, O). 

(d)Demostrarquer = (tlh + t2k)/~ ---70 cuan­
do (h, k) ---7 (O, O), Y con ello demostrar que f es 
diferenciable en (xo, Yo) . 

La definición 16.3.1, enunciada para una función de tres variables, dice que w = 
f(x, y, z) es diferenciable si 

6.f = f(x + 6.x, y + 6.y, z + 6.z) - f(x, y, z) 

= fAx, y, z) 6.x + fy(x, y, z) 6.y + fz(x, y , z) 6.z 

+ ~V(6.x)2 + (6.y)2 + (6.Z)2, (1) 

en la que ~ depende de x, y, z, 6.x, 6.y Y 6.z, y que ~ -t0 cuando (dx, 6.y, 6.z) -t (O, 0, O). 
En esta sección estamos empleando la notación 6. para indicar incrementos de las 
variables respectivas, y no letras separadas h, k, etcétera. Es de utilidad reformular la 
ecuación 1 empleando notación vectorial. Sea 

r = xi + yj + zk, (2) 

de modo que 

6.r = 6.xi + 6.yj + 6.zk, (3) 

Entonces se puede volver a escribir la ecuación 1 como 

6.f = f(r + 6.r) - f(r) 

= [fx(r)i + fy(r)j + fz(r) k] . 6.r + ~11 6.r ll · (4) 

Esta ecuación nos motiva para definir una función vectorial, que se conoce como el 
gradiente de f, en la siguiente forma: 

grad f(r) = fxCr)i + f y(r)j + f z(r)k. (5) 
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Esta función vectorial se llama grad de f; con frecuencia se escribe 'i/ f, y se llama del 
de f.* Con esta definición, la fórmula (4) para el incremento Af asume la forma 

tlf = grad f(r) . tlr + ~lltlrll (6a) 

o también 

tlf = Vf(r) . tlr + ~lItlrll. (6b) 

En esta forma, la fórmula de tlf tiene bastante parecido a la fórmula correspondiente 
de la función de una variable; por ejemplo, véase la ecuación 5 de la sección 16.3. 
También nos sugiere que, para funciones de más de una variable, 'i/ f juega un papel 
semejante al de f' para una función de una variable. 

EJEMPLO 1 

Si 

determinar 'i/f(r). 
Tenemos que 

Por tanto 

f(r) = xe Y - ye Z + eX sen yz, 

fx(x, y, z) = eY + eX sen yz, 

fy(x, y, z) = xe Y - eZ + ze X cos yz, 

fz(x, y, z) = - ye Z + ye X cos yz. 

Vf(r) = (e Y + eX sen yz)i + (xe Y - eZ + ze X cos yz)j 

+ (-ye Z + ye X cos yz)k .• 

Derivadas direccionales 

Veremos a continuación la cuestión de determinar la razón de cambio de una función 
en una dirección arbitraria. Para una función diferenciable de dos variables, z = 
f (x, y) = f(r), las derivadas parciales fx(x, y) y fix, y) dan la razón de cambio de f 
en las direcciones x y y, respectivamente. Sin embargo, en un punto (x, y) hay muchas 
otras direcciones, como se ve. en la figura 16.4.1. La razón de cambio de f en una 
dirección arbitraria se conoce como la derivada direccional de f en esa dirección; 
demostraremos que está estrechamente relacionada con el vector gradiente 'i/ f. 

* Al símbolo V también se le llama nabla (N. del R. T.). 
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y 

Dirección y 

~;*~~ Dirección x 
.6" /,\' ..... 

1+\ 

x 

Figura 16.4.1 

¿Cómo calculamos la razón de cambio de z = f(x, y) en un punto dado en una 
dirección dada? EspecifiGamos la dirección mediante el vector unitario 

A. = AJi + Azj = (cos e)i + (sen e)j, (7) 

como se ve en la figura 16.4.2. Además, necesitamos que el incremento Llr sea 
proporcional a A, esto es, Llr = hA, donde h es un multiplicador escalar. La razón de 

~~sen9= A2 
Á3 I 

(x, y)L J.- -.J 
COS9=A¡ 

Figura 16.4.2 

y 

x 

cambio de f en la dirección A se representa mediante Dd(r) y se define de la siguiente 
manera: 

D f( ) 
- l' f(r + hA.) - f(r) _ l' f(x + hA¡, Y + hA2) - f(x, y) 

~ r - 1m - 1m 
~ h ~ h ' 

(8) 

siempre que exista este límite. La interpretación geométrica de Dd(r) se muestra en 
la figura 16.4.3. La superficie z = f(x, y) se interseca con el plano paralelo al eje z que 
contiene al punto r = (x, y) y al vector A. Si e es la curva de la intersección de la 
superficie con el plano, entonces Dd(r) es la pendiente de e en el punto (x, y, f(x, y)). 
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Figura 16.4.3 

Como f es diferenciable, podemos calcular Dd(r) empleando la fórmula (6b) para el 
incremento tlf. Entonces 

DAf(r) = ~ [Vf(r) . h~ + ~ llhX II J 

= ~~ [ Vf(r) . X + ~ 1 ~ l l (9) 

El término Vf(r) . A. no depende de h. Además,cuando h ---t0, tlx = hA.¡ ---t0 y tly = 

hA.2 ---t O; por tanto también ~ ---t O. Se obtiene por consiguiente 

Dd(r) = Vf(r) . X = grad f(r) . X 

= fAx, y)A.¡ + f y(x, y)A.2 · (10) 

Así, la derivada direccional de f en un punto (x, y) en la dirección dada por el vector 
unitario A. es el producto escalar del gradiente de f en ese punto por el vector unitario 
A. (véase figura 16.4.4). En otras palabras, Dd(r) es la componente de Vf en la 

Figura 16.4.4 

dirección de X. Si f es diferenciable y si conocemos V f en un punto dado, podemos 
entonces calcular rápidamente la derivada direccional de f en este punto en cualquier 
dirección dada X. Nótese que si X = i, entonces DJ(r) = fx(r); la razón de cambio de 
f en la dirección x es, tal como se esperaba, f ir). Análogamente, DJ(r) == f y(r). 
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EJEMPLO 2 

Determinar la razón de cambio de f(x, y) = 2X2 + 3xy - 2y2 en el punto (1, -2) en la 
dirección hacia el origen. 

Primero debemos calcular el vector unitario en la dirección que se desea (véase 
figura 16.4.5). El vector de (1, -2) a (O, O) es - i + 2j; por tanto 

-j + 2j -1. 2. 
A = V1+4 = \151 + \l5J. 

y 

x 

\ 
\ 

- 1 '\». = -:;" ; 

- 2 
(1 , -2) • 

Figura 16.4.5 

A continuación, 

fAx,y) = 4x +3y, porloque fA1, - 2) - 2, 

fy(x, y) = 3x - 4y , por lo que f y(l, -2) 11. 

Empleando la ecuación 10 nos encontramos con que 

D».f(l, - 2) = ( - 2) (Js) + (11) (~) = ~ == 10.73 .• 

La fórmula para la derivada direccional de una función de tres o de más variables 
está dada por la forma vectorial de la ecuación 10. Así, si w = f(x, y, z) es una función 
diferenciable, entonces la derivada direccional en (x, y, z) en la dirección del vector 
unitario A = Ali + Azj + A3k es 

Dd(r) = V f(r) . A = f x(x, y, z) Al + f y(x, y, z) A2 + f z(x, y, z) A3' (11) 

EJEMPLO 3 

¿Cuál es la razón de cambio de f(x, y, z) = xy2eZ a lo largo de la curva r = 2 cos ti + 
3 sen t j + 3tk en el punto que corresponde a t = 'IT/3? 

Al referirnos Ha lo largo de la curva" queremos decir en la dirección del vector 
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tangente a la curva. El punto en la curva es 

(
n) 3V3 r "3 = i + - 2- j + nk. 

Un vector tangente es el que está dado por 

dr / dt = - 2 sen t i + 3 cos t j + 3k , 

y por tanto el vector unitario tangente es 

( ) 
- 2 sen t i + 3 cos t j + 3k 

T t = . y 4 sen2 t + 9 cos2 t + 9 

Evaluando T en t = n/3 obtenemos 

- V3i + !j + 3k 

Y3 + t + 9 

- 2V3i + 3j + 6k 

V57 

A continuación 

f/x, y, z) = y2eZ
, por lo que ( 

3V3 ) 
fx 1, - 2- ' n 

27 
= - e'" 

4 ' 

fy(x , y, z) = 2xye Z
, por lo que f y( 1, 3~, n) = 3V3 e"', 

f'(x,y,z) = xy 2ez, porloque fz(l, 3~,n) = 2: e"'. 

Por último, empleando la fórmula (11) para la derivada direccional, obtenemos 

D f (1 3V3 n) = 27 e'" ( _ 2V3) + 3V3 e'" ( _ 3_ ) + 27 e'" (_6_) 
A '2' 4 V57 V57 4 V57 

= ~ ( _ 27 V3 + 9V3 + 81) 
V57 2 2 

e'" 
= • ¡;;;;; (81 - 9V3) == 100.245 .• 

2v57 

Propiedades del gradiente 

Nótese que podemos escribir las fórmulas (10) u (11) para la derivada direccional en 
la siguiente forma: . 

DAf(r) = V f(r) . X = IIV f(r)IIIIXII cos e 
= IIV f (r)11 cos e, (12) 
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ya que IIAII = 1, Y donde e es el ángulo entre los vectores V f(r) y A (véase figura 
16.4.4). Es una consecuencia inmediata de la ecuación 12 que en un punto dado, D.,J(r) 
es máxima cuando cos e = 1; esto es, cuando e = 0, o cuando A está en la dirección 
de Vf(r). Así, 

[DA f(r)]máx = IIV f(r)lI. 

Por consiguiente, la magnitud de V f en un punto dado r es la máxima razón de cambio 
de f en ese punto, y la dirección de V f es la dirección en la cual se tiene la máxima 
razón de cambio. Igualmente, - V f(r) es un vector en la dirección en la cual f 
disminuye más rápidamente y -IIV f(r)11. es la razón de cambio en esta dirección. 

EJEMPLO 4 

Si 

f(x, y) = 3X2 - 2xy + 4y 2, 

determinar el valor máximo de la derivada direccional de f en el punto (-1, 2) Y la 
dirección que tiene. 

Para responder a estas cuestiones tan sólo necesitamos calcular grad f( -1, 2). 
Tenemos que 

fx(x,y)=6x - 2y, porloque fxC-1,2) -10, 

y 

Por tanto 

y 

- 2x + 8y, por lo que f r ( -1,2) 18. 

grad f( -1 , 2) -10i + 18j, 

[D}J(-l, 2)]máx = Ilgradf(-l, 2)11 = V100 + 324 

= 2VlÜ6 == 20.59. 

El vector unitario en cuya dirección f crece más rápidamente es 

EJEMPLO 5 

A = grad f(-l, 2) 
Ilgrad f( -1, 2) 11 

-5i + 9j 

VlÜ6 . • 

En la figura 16.4.6 se muestra una placa rectangular delgada (O $ x $ 1T, 0$ Y $ 1T/2) 
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Figura 16.4.6 

y 

2 T= 60senx + 20sen 2x 

1 
T=O 

x 

con la temperatura indicada en sus orillas. Se puede demostrar, de acuerdo con la 
ecuación diferencial parcial que gobierna la conducción de calor, que la distribución 
de la temperatura en la placa es 

T(x, y) = Al sen x senh y + A 2 sen 2x senh 2y, 

en la cual 

En la parte media de la placa, ¿en qué dirección aumenta la temperatura con mayor 
rapidez y cuál es esta razón de cambio? 

Para contestar estas preguntas debemos calcular grad T(-rr/2, -rr/4). Entonces 

grad T(x, y) = (Al COS x senh y + 2A2 COS 2x senh 2y)i 

+ (Al sen x cosh y + 2A2 sen 2x cosh 2y)j 

de modo que 

grad T(~, ¡) ( - 2A2 senh~) i + (Al cosh ¡) j 

40 senh -rr12 • 60 cosh -rr/4 • 
----- 1 + J 

senh -rr senh -rr /2 

- -7.9707i + 34.5355j. 

El vector unitario en cuya dirección la temperatura aumenta con mayor rapidez es 

A == - 7.9707i + 34.5355j == - 0 .2249i + 0.9744j, 
35.4434 

y la razón de cambio de T en esta dirección en (-rr/2, -rr/4) es 

Ilgrad T(~, ¡)II == 35.44. 
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En la figura 16.4.6 se muestra la dirección del aumento más rápido de la tempera­

tura. -

En dos dimensiones, el gradiente tiene una interpretación sencilla en términos de 
las curvas de nivel (mapa topográfico) de la superficie z = f(x, y). Si deseamos subir 
por esta superficie a lo largo de la trayectoria que se eleva con mayor rapidez, entonces 
en cualquier punto (x, y) en el mapa topográfico debemos escoger nuestro camino en 
la dirección de 'V f(x, y) ya que ésta es la dirección en la que z aumenta con mayor 
rapidez. Al revés, la dirección del descenso más empinado está dada por - 'V f(x, y). 
Demostraremos ahora que en cualquier punto (x, y) el vector 'V f(x, y) es perpendicular 
a la curva de nivel f(x, y) = Co que pasa por ese punto. Supongamos que x = <!>(t), y = 
ljI(t) es una representación paramétrica de la curva de nivel f(x, y) = co. En esta curva 
f (x, y) = f[<!>(t), ljI(t)] = F(t) = co. Por lo que dF/dt =o O. Por otro lado, empleando la 
regla de la cadena obtenemos 

dF d<!> dljl 
dt = f,,(x, y) dt + fy(x, y) dt 

= V f (x, y) . (~~ i + ~~ j) = O. (13) 

El vector (d<!>/dt)i + (dljl/dt)j es tangente a la curva x = <!>(t), y = ljI(t). Suponiendo que 
el vector tangente no es el vector cero, entonces se deduce inmediatamente que 'V f(x, y) 
es perpendicular a la curva de nivel. Esto se ve en la figura 16.4.7. 

y 

Grad f(x, y) 

x 

Figura 16.4.7 El gradiente es ortogonal a las curvas de nivel. 

EJEMPLO 6 

La altura de una montaña, en pies sobre el nivel del mar, está dada por 

X2 _L 
z = 900 - 10000 8100' , 

(14) 
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Si un alpinista comienza la ascensión al nivel del mar en x = y = (27/...[[81) X 103 ;;;; 

2007 pies, ¿cuál es el trayecto en el plano xy que corresponde a la ruta del ascenso más 
empinado a la montaña? 

El mapa topográfico de la superficie (14) es el conjunto de elipses que se ve en la 
figura 16.4.8a. Sabemos que en cada punto de la montaña la dirección del ascenso con 

x x 

y = O.1680x 1OO/ 81 

lO~~ +~=900-c 

(a) (b) 

Figura 16.4.8 

más pendiente está dada por 

grad z 
x. Y. 

- 5000 I - 4050 J. 

Esto significa que la proyección de la trayectoria de ascenso en el plano xy debe ser 
tangente a este vector en cada punto (x, y) . Así, si y = g(x) es la proyección de esa 
trayectoria en el plano xy, entonces 

dy 

dx 
- y /4050 _ 100 ~ 
- x/5000 - 81 x' 

(15) 

La ecuación 15 es una ecuación diferencial de primer orden de variables separa­
bles, que se puede resolver como en la sección 10.2. También, podemos simplemente 
comprobar que la solución está dada por 

y = kx 1OO/81 , 

en la que k es una constante arbitraria. Se. determina la constante k por medio de la 
condición de que el alpinista empieza en x = y ;;;;2007 pies. Así, 

2007 = k (2007)100/81 

y entonces 
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k = 2007 = 0.1680. 
11,946 

PROBLEMAS 921 

Por tanto, la trayectoria en el plano xy que corresponde a la ruta de ascenso más 
empinado a la montaña es 

y = 0.1680X 1OO/81 • 

Este camino se muestra en la figura 16.4.8b. La altitud correspondiente sobre el nivel 
del mar, a medida que el alpinista escala la montaña, es 

X2 _L 
z - 900 - 10000 8100 , 

900 
10,000 

0.02822 200/81 

8100 x 

X2 

900 - 10 000 (1 + 0 .03484x
38

/
81

). • , 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 6 determinar el gradiente de la 
función dada. 

1. f(x, y) = !x2 + 2xy + y2 

2. g(x, y) = en> cos ny 

3. f(x, y, z) = xy2 + 2yz2 - 3zx2 

4. W = <!>(x, y, z) = Axay~z' 

5. f(x, y) = senh x tan y 6. f(x, y, z) = exy2/ ,3 

En los problemas 7 a 12 calcular la derivada direccional 
de la función dada en el punto dado y en la dirección dada. 

7. f(x, y) = !x2 + 2xy + y2, (1,1), u = i + j 
8. f(x, y, z) = xy2 + 2yz + 3zx2, 

(1, -2,3), u = i - j + k 

9. <!>(x, y) = ln(x2 + y2)1 /2, (a, b), hacia el origen 

10. <!>(x, y, z) = (x2 + y2 + Z2)112, 
(a, b, e), hacia el origen 

11. f(x, y, z) = ze x2y
, (2, !, 2), 

hacia (1, -~, 3) 

u. <!>(x, y) = arc tan(xY2=Y), (1, 1), 
hacia ( - 1, 1) 

En los problemas 13 a 16 determinar el vector unitario A 
en la dirección en la que la función dada aumenta con 
mayor rapidez en el punto indicado, y determinar la razón 
de cambio de la función en esa dirección. 

13. f(x, y) = !x2 + 2xy + y2, (1, 1) 

14. f(x,y, z) = xy2 + '2yz2 + 3zx2, (1, -2, -3) 

15. <!>(xn' , z) = (X2 + y2 + Z2)3/2, (3, - 4,12) 

16. <!>(x,y) = eXcosy + eYsenx, (¡,¡) 
17. Si <!>(x, y) = In(x2 + l)112 y r = xi + yj, demostrar 

que 

r 
grad <!>(x, y) = 2' 

r 

en la cual r = Ilrll. 

r -# 0, 

18. (a) Si <!>(x, y, z) = (x2 + y2 + Z2)1I2 Y r = xi + yj 
+ zk, demostrar que 

grad <!>(x, y, z) 
r 

r -# 0, 
r' 

donde r = IIrl!. 
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922 DERIVACiÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 

19. 

(b) Si <j>(x, y, z) = IIrll- n y r = xi + yj + zk, demostrar 
que 

grad <j>(x, y, z) r"" O, 

en la cual r = Ilrll . 

Si f(x, y) = x/y Y g(x, y) = ~X2 - 4y, determinar la 
razón de cambio de f(x, y) en el punto (2, -1) en la 
dirección en la que g(x, y) crece con mayor rapidez. 

20. Si w = X2 + /, entonces en el punto (a, b), 

(a) determinar un vector unitario en la dirección del 
aumento más rápido de w, 

(b)determinar un vector unitario en la dirección de la 
disminución más rápida de w, y 

(c) determinar un vector unitario en la o las direccio­
nes de cero razón de cambio de w. Interpretar esos 
vectores en relación a la curva w = constante que 
pasa por el punto (a, b). 

21. Determinar un vector unitario normal a la elipse 

1 

en el punto (a/..J.2, b/..J.2). 

22. Determinar el vector unitario normal a la elipse 

XZ yZ 
- + - = 1 
4 9 

en el punto (1, 313/2) que esté dirigido de tal manera 
que x y y aumenten a lo largo del vector unitario. 

23. Determinar un vector unitario normal a la hipérbola 
xy = 1 en el punto (a, l/a), a > O. 

24. Determinar un vector unitario normal a la curva 
/ = 4px en el punto (a, 2-{¡;a). 

25. Si w = e" +/ , ¿cuál es la razón de cambio de w a lo 
largo de la curva r = 2 cos t i + 2 sen t j - sen 2t k 
en el punto que corresponde a t = 13TI/6? 

26. Si w = l e" ¿cuál es la razón de cambio de w a lo largo 
de la curva r = (r - 3t)i + (t + l)j en el punto que 
corresponde a t = 2? 

27. Si w = y Inlxl + 2/x, ¿cuál es la razón de cambio de 

w a lo largo de la curva r = (3t + 2)i - 2rj en el 
punto que corresponde a t = - 1? 

28. Si w = z/(x + 2y), ¿cuál es la razón de cambio de w 
a lo largo de la curva r = 2 cos ti - 2 sen t j + ~il/2k 
en el punto que corresponde a TI/4? 

29. Si w = (y + 3)2 e''tan(z + TI/4), ¿cuál es la razón de 
cambio de w a lo largo de la curva r = e- 'i + te'j + 
4tk en el punto que corresponde a t = O? 

30. La distribución de la temperatura, en grados centígra­
dos, en una banda semiinfinita (O :S x :S a, O :Sy < 
00) para la cual las orillas x = O Y x = a se mantienen 
en O y la orilla en y = O tiene la temperatura prescrita 
igual a 40 sen TIx/a + 20 sen TIx/a es 

TIX 2TIX 
T(x, y) = 40e - n y1a sen - + 20e - Zny1a sen --o 

a a 

En el punto (al2, a), determinar un vector unitario en 
la dirección en la que la temperatura aumenta más 
rápidamente. 

31. En la conducción de calor bidimensional, una isoter­
ma es una curva en la que la temperatura es constante. 
La temperatura en la placa semicircular X2 + / :S 4, 
x> O, está dada por T(x, y) = 3yx2 - ~ + 60. 
Determinar un vector en (1, - 1) que sea tangente a la 
isoterma que pasa por el punto. 

32. La segunda derivada direccional de f(x, y) en un 
punto dado en la dirección del vector unitario A = A1i 
+ A~ se define como Di f(x, y) = D¡',[Dd(x, y)] . 
Demostrar que 

Dif(x, y) = fxx(x, Y)A; + 2fxy (x , Y)A¡AZ 
+ fyy (X,y)A~. 

Verificar que DU(x, y) = f xix, y) y que DIf(x, y) = 
f.yy(x, y) .. 

En los problemas 33 a 36, calcular la segl!nda derivada 
direccional de la función dada en el punto dado y en la 
dirección dada. 

33. f(x, y) = !xz + 2xy + yZ, (1,1), u = i + j 

34. <j>(x, y) = In(xZ + yZ)I IZ, (a, b), hacia 

el origen 
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35. f(x, y) = senh x tan y, (O, O), u = -¡ + 2j 

36. f(x , y) = xy, (1, 1), hacia (2, 3) 

37. La fuerza grav,' tacional F que ejerce una masa M 
concentrada en el origen, sobre una masa m en el 
punto r = xi + yj + zk es 

~ -GMm~ 
\ ,3' 

donde, = Ilrll y G es una constante universal. Demos­
trar que F es el gradiente del campo escalar 

f(r) = GMm. , 
38. ¿Cuándo es igual la derivada direccional de f(r) en r 

en la dirección del gradiente de g(r), a la derivada 
direccional de g(r) en r en la dirección del gradiente 
de f(r)? 

"39. Determinar la proyección, sobre el plano xy, de la 
trayectoria de descenso con más pendiente en la su­
perficie z = 4x2 + 12i desde el punto (4, 12, 1792) 
hasta el punto (O, O, O). 

"40. Determinar la proyección, en el plano xy, de la trayec­
toria de descenso con más pendiente en la superficie 
z = (x2 + i)1/3 desde el punto (a. b, (a2 + b2)1/3) hasta 
el punto (O, O, O) . El dibujo de la superficie aparece 
en las figuras 15.10.8 y 16.1.4. 

"41 . Demostrar que la proyección, sobre el plano xy, de la 
trayectoria de descenso con más pendiente y de la de 
ascenso con más pendiente en el paraboloide hiperbó­
lico z = - ~116 + i/4 la da la familia de curvas 
y = Cx- 4

, donde C es una constante. En la figura 
15.10.15 se muestra un paraboloide hiperbólico. , 

"42. Una partícula que busca el calor (insecto) se mueve 
siempre en la dirección de la temperatura máxima. La 
distribución de temperatura es T(x, y) = To e-<X' +3/)/ 5, 

para la cual x y y se miden en pies, y To es una 
constante. Si un insecto se suelta en (a, b), ¿qué 
trayectoria sigue para llegar al origen? 

43. El teorema del valor medio para funciones de más 
de una variable. En este problema presentaremos la 
generalización del teorema del valor medio para una 
función de una variable (sección 4.1), a funciones de 
más de una variable. Emplearemos notación vectorial 
para deducir el resultado para el caso de funciones de 
dos variables; sin embargo, el resultado es válido para 

PROBLEMAS 923 

funciones de más de dos variables. El teorema es el 
siguiente: sea f una función diferenciable de dos 
variables en un dominio tal que si a = (al, a2) Y b = 
(b l , b2) están en el dominio, entonces todos los puntos 
del segmento de recta que conecta a" a con b están en 
el dominio de f. Entonces existe un punto e = (Cl> C2) 

en el segmento de recta que conecta a a con b tal que 

f(b) - f(a) = Vf(c) . (b - a). (i) 

(a) Comprobar que el segmento de recta que conecta 
a con b se puede representar en la forma paramé­
trica r = a + t(b - a), O :5 t :5 1 (véase figura 
16.4.9). 

(b) Sea 

"""-=-----x Dominio de f 
// " 

/ , 
/ \ 

ji ................... b \ 

/ ~~\ \ / ~~ 1 
/ ..., I 
l ar = a + t(b - al 0 < t < 1 / . - - / 
\ I " / ----------_ ..... / 

x 

Figura 16.4.9 

F(t) = f[a + t(b - a)], 

O :5 t :5 1. (ii) 

¿Por qué hay un número a en el intervalo (O, 1) tal 
que 

F(l) - F(O) = F'(a)(l - O)? (iü) 

(c) Emplear la regla de la cadena para calcular F' (a) 
en términos de las derivadas parciales de f, y a 
continuación deducir el resultado que se desea a 
partir de la ecuación (iii). Expresar a e en términos 
de a, b y a. 

44. Emplear el resultado del problema 43 para demostrar 
que si f es una función diferenciable de dos variables 
con un dominio circular, y que si grad f(x. y) == O en 
ese dominio, entonces f(x, y) es constante. 
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924 DERIVACiÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 

16.5 EL PLANO TANGENTE Y 
LA RECTA NORMAL 

Si z = f(x, y) es diferenciable, entonces f(x, y) - f(xo, Yo), ó z - zo, se pueden 
aproximar cerca del punto (xo, Yo) por medio de la diferencial 

Remplazando dx, dy y dz por x - xo, Y - Yo Y z - zo, respectivamente, obtenemos la 
aproximación 

(1) 

cuando (x, y) --7 (xo, Yo). También, podemos escribir esta ecuación en la siguiente forma: 

Las ecuaciones 1 y 2 son ecuaciones del plano (véase sección 15.5) que pasa por el 
punto (xo, Yo, zo) y que tiene el vector normal 

(3) 

A este plano se le conoce como el plano tangente a la superficie z = f(x, y) en el punto 
(xo, Yo, zo) y el vector N, o cualquier escalar múltiple de éste, se conoce como vector 
normal a esta superficie en este punto (véase figura 16.5.1). 

N; - fx(xo . YO) ; - fy (xo. yo)j + k 

N; fx(xo. YO); + fy(xo. yoli - k 

Y 

x 

Figura 16.5.1 Vector normal y plano tangente. 

Se pueden justificar estas definiciones como sigue: sea e una curva que queda en 
la superficie z = f(x, y) y que pasa por el punto (xo, Yo, zo) como se ve en la figura 
16.5.2. La curva e se puede describir mediante las ecuaciones paramétricas de la forma 

x = g(t), y = h(t), z = f(x, y) = f[g(t), h(t)], 
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16.5 EL PLANO TANGENTE Y LA RECTA NORMAL 925 

z 

y 

x Figura 16.5.2 

en la que to corresponde al punto (xo, Yo, zo). Si r = xi + yj + zk, entonces un vector •. 
tangente a e es 

dr = dx i + dy j + dz k 
dt dt dt dt 

= g'(t)i + h'(t)j + [fAx, y)g'(t) + fy(x, y)h'(t)]k; . (4) 

nótese que se ha empleado la regla de la cadena para calcular dz/dt. Suponemos que no 
todas las componentes de dr/dt son cero. Entonces 

N . ~: (to) = fAxo, yo)g'(to) + fy(xo, yo)h'(to) 

- [f.(xo, yo)g'(to) + fy(xo, yo)h'(to)] = o. 
Por tanto N es perpendicular al vector tangente a e en too Como e podría ser cualquier 
curva diferenciable que quede en la superficie z = f(x, y) y que pase por (xo, Yo, Zo), es 
natural referirse a N como un vector normal a la superficie z = f(x, y) en el punto 
(xo, Yo, zo)· Además, como dr(to)/dt . N = O para todas las curvas e, entonces los 
vectores tangente deben estar en un plano cuya normal es N, y que es el plano definido 
por las ecuaciones 1 ó 2. Es natural llamar a este plano el plano tangente a la superficie 
z = f(x, y) en el punto (xo, Yo, zo)· 

La normal a la superficie z = f(x, y) en el punto (xo, Yo, zo) es la recta que pasa 
por ese punto y que es paralela al vector N. Entonces, la normal está definida por las 
ecuaciones paramétricas 

x - Xo = fx (xo, yo)t, 

Y - Yo = fy (xo, yo)t, 

z - Zo = - t, 

donde - 00 < t < 00, o bien, está definida por las ecuaciones simétricas 

y - Yo = Z - Zo 

fy(xo, Yo) -1 

(5a) 

(5b) 
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926 DERIVACiÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 

EJEMPLO 1 

Determinar un vector normal, el plano tangente y la recta normal al punto (1, 2, 2) en 
el hemisferio z = (9 - X2 - y2)112. 

N otemos primero que 

Zx = !(9 - X2 - y2)-1/2 ( - 2x), por lo que zx(1,2) -!; 

Zy = !(9 - X2 - y2)-1I2 ( - 2y), porloque zy(1, 2) -1. 

Empleamos la ecuación 3 y vemos que un vector normal en (1, 2, 2) es 

N = - ! i - j - k. 

Entonces la ecuación del plano tangente en (1, 2, 2) está dada por la ecuación 2: 

-!(x - 1) - (y - 2) - (z --:- 2) = 0, 

o bien 

x + 2y + 2z = 9. 

La forma simétrica de la recta normal en (1, 2, 2) es consecuencia de la ecuación (5b): 

x - 1 y-2 z-2 
----=T = ---=-1 = ---=-1' 

El vector normal , el plano tangente y la recta normal se muestran en la figura 16.5.3. 
Nótese que N apunta desde la superficie hacia adentro del hemisferio. Un vector normal 
también, igualmente satisfactorio, que apunta hacia afuera es - N = ~i + j + k. En 
realidad, cualquier múltiplo de N distinto de cero puede servir de vector normal. Por 
último, nótese que N es paralelo al radio vector (jp desde el origen hasta el punto 

Plano tangente 

x+ 2y + 2z =9 

2L 
I 
I 
I 

-~----~-
-3 r--

Recta normal 
x -1 y- 2 2 - 2 -=r- = -::¡ = -::¡ 

2 / 

/ 

y 

3 / . ¿ z= J9-X2_y2 

Figura 16.5.3 

P(l, 2, 2) . Intuitivamente parece correcto que un vector normal en un punto de un 
hemisferio o de una esfera debe quedar a lo largo de la recta desde el centro hasta el 

punto. -
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16.5 EL PLANO TANGENTE Y LA RECTA NORMAL 927 

z N=VF 

F(x, y , z) = e 

y 

Figura 16.5.4 

Con frecuencia sucede que no se nos da la fórmula explícita z = f (x, y) de una 
superficie, sino que en su lugar se da una ecuación implícita F(x, y, z) = C, una 
constante, y se nos dice que esta ecuación define una superficie, como se muestra en 
la figura 16.5.4. En este caso podemos demostrar que el vector 

N = V' F (x, y, z) = Fx(x, y, z)i + F/x, y, z)j + FzCx, y, z)k (6) 

es perpendicular a la superficie F(x, y, z) = C en el punto (x, y, z) de dicha superficie. 
Nuevamente, sea x = g(t), y = h(t) , z = t(t) una representación paramétrica de cualquier 
curva e diferenciable que quede en la superficie F(x, y, z) = c. En esta curva, tenemos 
que 

<I>(t) = F[g(t) , h(t) , l(t)] == C por lo que 

Al calcular d<I>/dt mediante la regla de la cadena obtenemos 

d<I> 
dt 

dr 
N' - = O 

dt ' 

d<I> == O 
dt . (7) 

(8) 

en la cual dr/dt es un vector tangente a la curva C. Así, en consecuencia, en cualquier 
punto (xo, Yo, zo) de la superficie, el vector N = V'F(xo, Yo , Zo) es perpendicular al vector 
tangente a cualquier curva diferenciable que quede en la superficie y que pase por ese 
punto. El plano tangente en (xo, Yo, Zo) es 

V F(xo, Yo, zo) . [(x - xo)i + (y - yo)j + (z - zo)k] O, 

o bien 

Fx(xo , Yo, Zo)(x - xo) + Fy(xo, Yo, Zo)(y - Yo) + FzCxo, Yo , zo )(z - Zo) O. 
(9) 
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Figura 16.5.5 

La normal que pasa por (xo, Yo, Zo) es 

o sea 

x - Xo 

Y - Yo 

Z - Zo 

FxCxo, Yo, zo) t, 

Fy(xo, Yo, zo) t, 

Fl(xo, Yo, Zo) t 

x - Xo 

FL(xo, Yo, Zo) 

Y - Yo 

Fy(xo, Yo, zo) 

Z - Zo 

Fl(xo, Yo, Zo)' 

(lOa) 

(lOb) 

Nótese que para una superficie representada por Z = f (x, y) podemos escribir que 

F(x, y, z) = f(x, y) - z = o. 
Entonces 

Fz = - 1, 

y la ecuación 6 para el vector normal, la ecuación 8 para el plano tangente, y las 
ecuaciones 10 de la recta normal, se reducen a las ecuaciones 3, 2 Y 5, respectivamente. 
Por esta razón en general es más sencillo describir superficies en la forma implícita 
F(x, y, z) = e, quedando sobreentendido que en la vecindad del punto (xo, Yo, zo) de 
interés, se puede despejar una de las tres variables en la ecuación implícita en términos 
de las otras dos. Regresaremos a las ecuaciones implícitas en la sección 16.8. 

EJEMPLO 2 

Determinar el plano tangente y la recta normal, ambos en el punto (1, -2, -(6) de la 
hiperboloide de dos mantos Z2 - X2 - y2 = 1 (véase figura 16.5.5). 

Hacemos que F(x, y, z) = - x2 - y2 + Z2. Entonces Fx = - 2x, Fy = -2y, Fz = 2z, 
y entonces 

N = grad F(l, -2, -V6) = -2i + 4j - 2V6k. 

Por tanto, la ecuación del plano tangente es 

-2(x - 1) + 4(y + 2) - 2V6(z + V6) O 

o bien 

-x + 2y - V6z 1. 

La ecuación de la recta normal es 

x - 1 = -2t, 

o sea 

y + 2 = 4t, 

x - 1 

- 2 

z + V6 = - 2V6t, 

y + 2 
4 

z + V6 

-2V6 ' • 

-00 < t < 00, 
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EJEMPLO 3

¿Cuáles son los puntos de intersección de la recta normal a la elipsoide

que

(11)
lOa)

que pasa por el punto (-v6, 13, ...J2), con la esfera
10b)

En la figura 16.5.6 se muestran la elipsoide y la esfera. Un vector normal en el
punto (x, y, z) de la elipsoide lo da N = (2x/36)i + (2y/9)j + (2z/4)k. Por tanto, las
ecuaciones paramétricas de la recta normal que pasa por el punto (-v6, 13, ...J2)son

2 V6
x- V6 = 36 V6t = 18 t,

las
nte. 2
ícita

y - V3 = 9 V3t, (13)

) de 2 V2
nos z - V2 = -V2t =-t

4 2 '
para -00 < t < co, Para determinar los valores de t en los cuales la recta representada
por las ecuaciones 13 interseca a la esfera de la ecuación 12, sustituimos las ecuaciones
13 en la ecuación 12. Esto da

ela 1t2 + 4t - 25 = 0,

2z, entonces

y

Figura 16.5.6 x
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3(62 
t = -3 ± 2 Y3" == 3.8191, -9 .8191. 

Con las ecuaciones 13 obtenemos los dos puntos de intersección con la esfera, que 
corresponden a los dos valores de t, y que son P,(2.9692, 3.2020,4.1147 Y P2(1.1133, 
-2.0473, -5 .5289). 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 10 determinar el plano tangente y la 
recta normal a la superficie dada y en el punto dado. 

1. z = 3xz + 2xy + y2, (1, 1, 6) 

2. z = 4xy, (2, -1, - 8) 

3. 3xz + 2yZ + ZZ = 6, (O, 1, 2) 

4. z = eZx senTIy, G,!,~) 
5. X"Z + y"Z + (_Z)l /Z = 6, (1,9, -4) 

6. Zl + y' + X' - 6xyz = 0, (2, 1, 3) 

7. 2xz - xz + yZ - zy = -5 , (1,3,4) 

8. XZ + 2y - ZZ = 4, (2, 0, 2) 

9. z = xZln(2yZ - 1) + eXY , (1,1, e) 

10. z = xey1x, (1, -2, e-Z) 

11. Sea (xo, Yo, zo) un punto sobre la elipsoide 

(véase figura 16.5.7). Demostrar que la ecuación del 

Figura 16.5.7 

plano tangente en (xo, Yo, zo) es 

Xo Yo Zo 
-;¡ix+b2Y+~z=1. 

12. Sea (xo, Yo, Zo) un punto de la hiperboloide de un manto 

(véase figura 16.5.8). Demostrar que la ecuación del 
plano tangente a (xo, Yo, Zo) es 

Xo Yo Zo 
-;¡ix+b2Y-~z 1. 

y 

Figura 16.5.8 

13. Demostrar que el plano tangente en cualquier punto 
(xo, Yo, lO) de la superficie del cono 

(figura 16.5.9) pasa por el origen. 
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Figura 16.5.9 

14. Deducir la ecuación del plano tangente y de la recta 
normal al cilindro circular:xl + l = 13 en el punto 
(2,3, ex). 

15. (a) Determinar el plano tangente en el punto 
(xo, Yo, zo) para la superficie x2/3 + 1/3 + Z2/3 = 
a2/3

. 

(b)Demostrar que la suma de los cuadrados de las 
intersecciones del plano tangente con los ejes de 
coordenadas es a2

, independientemente de la elec­
ción de (xo, Yo, zo)· 

16. (a) Determinar el plano tangente a la superficie 
xyz = a3

, a > O, en el punto (xo, Yo, zo) . 

(b) Demostrar que el volumen del tetraedro que forma 
el plano tangente y los planos coordenados es 
9a312, independientemente de la elección de 
(xo , Yo, zo)· 

17. (a) Determinar el plano tangente a la superficie 
XII2 + y ll2 + ZII2 = a 1/2 en el punto (xo, Yo, Zo) . 

(b) Demostrar que la suma de las intersecciones del 
plano tangente con los ejes coordenados es a, 
independientemente de la elección de (xo, Yo, zo). 

18. Suponer que las superficies F(x, y, z) = O Y 
G(x, y, z) = O se intersecan definiendo una curva; 
véase la figura 16.5.10. 

(a) Demostrar que un vector tangente a esta curva en 
el punto (xo, Yo, zo) está dado por 

u = V F(xo, Yo, zo) X V G(xo, Yo, zo) 

[(FyG, - F,Gy)i + (F,Gx - FxG,)j 

+ (FxGy - FyGx)kl i<xo.yo.zo)· 

(b) ¿ Cuál es la forma de u si las superficies están 
definidas por z = f(x, y) y z = g(x, y)? 

16.5 EL PLANO TANGENTE Y LA RECTA NORMAL 931 

x vG 

Figura 16.5.10 

Curva de 
intersección 

En los problemas 19 a 22 comprobar que el punto dado está 
en la curva de la intersección de las dos superficies y 
determinar la recta tangente en ese punto (véase problema 
18). 

19. x(l+ ~/ ~~=) 
, 7' 7 

O, 2x - 3y + 4z = 4, 

20. X2 + y2 + Z2 = 14, 
z = 2X2 - 4x + y2 - 4y + 9, (1,2, 3) 

21. z = 4xy, z = 2xy + 2x - 5y - 13, 
(2, - 1, -8) 

X2 
22. z = --

4 
(2, 3, O) 

y2 X2 y2 
+ - - + - + Z2 = 2, 

9' 4 9 

23. Se tienen las superficies 

y X2 + y2 + (z - 4)2 = 4. 

Comprobar que las superficies se intersecan en 
(O, O, 2). Demostrar que no es posible construir una 
recta en este punto empleando la teoría desarrollada 
en el problema 18. ¿Por qué? 

24. ¿En qué punto de la superficie z = 3X2 + 2xy + l la 
recta normal es paralela al vector 6i + 4j - 2k? 

25. Determinar en forma analítica en cuáles puntos de la 
elipsoide x2/a2 + y2/b2 + z2fc2 = 1 (figura 16.5.7) el 
plano tangente es 

(a) horizontal, 

(b)paralelo al plano yz, 

(e) perpendicular al vector i + j + k. 
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26. (a) Determinar la curva de la intersección de la esfera 
:x? + i + Z2 = a2 con el cilindro circular :x? + i 
= a2/4, donde z >0. 

(b) Demostrar que en cada punto de esta curva de la 
intersección, el ángulo entre los planos tangentes 
a esas dos superficies es el mismo, y calcular ese 
ángulo. 

27. Demostrar que sifes diferenciable, entonces en cada 
punto (xo, Yo, zo) de la superficie z = xf(y/x), el plano 
tangente pasa por el origen. Nótese que el problema 
10 es un caso especial de esta relación funcional. 

28. ¿En qué puntos de la superficie z = f(x, y) es horizon­
tal el plano tangente? 

Ángulo entre una curva y una superficie 

Supongamos que la curva r = f(t)i + g(t)j + h(t)k inter­
seca a la superficie F(x, y, z) = O en el punto (xo, Yo, zo) 
que corresponde a t = too El ángulo entre la curva y la 
superficie se define como el que existe entre el vector 
tangente a la curva y el plano tangente a la superficie en 
(xo, Yo, zo) (véase figura 16.5.11). Este ángulo es el com­
plemento del que forman el vector tangente a la curva y el 
vector normal a la superficie. 

z 

F(x,y,z)=O 

x 

Figura 16.5.11 

Plano 

tangente 

y 

29. Determinar el punto (xo , Yo, zo) en el que la curva r = 
2 cos TIti + 2 sen TIt j + 6tk interseca a la paraboloide 
z = r + y', y determinar el ángulo de la intersección. 

30. Comprobar que la curva r = tti + 3 cos(TI/3)tj + 
W - 1)2k interseca a la elipsoide X2 + y'/9 + z2/4 = 

3 en el punto (1, -3,2), Y determinar el ángulo de la 
intersección. 

16.6 MÁXIMOS Y MíNIMOS DE FUNCIONES. 
DE DOS VARIABLES 

En esta sección ampliaremos la discusión de los máximos y mínimos de funciones de 
una variable (secciones 4.1 y 4.2) a funciones de dos variables. 

DEFINICIÓN 16.6.1 Se dice que una función f de dos variables tiene un máximo 
relativo, o local, en (xo, Yo) si existe una vecindad de (xo, Yo) tal que 

f(xo, Yo) ~ f(x, y) (1) 

para todos los puntos (x, y) que están en la vecindad y también en el dominio de 
f . Se dice que f tiene un mínimo relativo o local en (xo, Yo) si existe una vecindad 
de (xo, Yo) tal que 

f(xo, Yo) :5 f(x, y) (2) 

para toda (x, y) en la vecindad y en el dominio de f. Se dice que la función tiene 
un extremo relativo, o local, en (xo, Yo) si tiene ya sea un máximo relativo o un 
mínimo relativo en (xo, Yo) . 
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Figura 16.6.1 

Para la superficie z = f(x, y) un máximo relativo corresponde a la cumbre de una 
colina y un mínimo relativo al fondo de un valle (véase figura 16.6.1). Si una función 
f de una variable tiene un extremo local en un punto interior xo, entonces f' (xo) = O, 
o bien f'(xo) no existe (teorema 4.1.1). El resultado correspondiente cuando f es una 
función de dos variables se enuncia en términos de V' f. 

Teorema 16.6.1 

Si f es función diferenciable de dos variables y si f tiene un extremo relativo en 
un punto interior (xo, Yo) de su dominio, entonces 

(3) 

Demostración . Considere la función g(x) = f(x, Yo); véase la figura 16.6.2, en la cual 
(xo, Yo) = (O, O). Como f tiene un extremo relativo en (xo, Yo), se infiere que g tiene un 

z = 

z = f(x, y) 

Figura 16.6.2 

extremo relativo en xo. Es más, g'(x) = fx(x, Yo) existe en Xo y, por tanto, g'(xo) = 
fx(xo, Yo) = O. De modo semejante, empleando la función h(y) = f(xo, y) podemos 
demostrar que fy(xo, Yo) = O. Por consiguiente, V' f(xo, Yo) = O. 

En ese punto tenemos que D¡J(xo, Yo) = V' f(xo, Yo) . A = O, donde A es un vector 
unitario arbitrario. Esto es, en un extremo relativo de una función diferenciable f, la 
razón de cambio de f en cualquier dirección es cero (véase figura 16.6.3). También, 
el plano tangente en el punto (xo, Yo, zo) en la superficie z = f (x, y), es 
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" 
z =f(x, y) 

\ 
Y 

-------L> 

Tangente horizontal 

X D).f(O, O) = O 

Figura 16.6.3 

y esto se reduce a 

y 

Figura 16.6.4 

Z = zo. 

Por tanto, en un extremo relativo el plano tangente a la superficie es horizontal. D 

Al igual que para una función de una variable, el teorema 16.6.1 es una condición 
necesaria, pero no suficiente, para que exista un extremo relativo de una función 
diferenciable. Esto se muestra mediante el paraboloide hiperbólico z = f(x, y) = 
-x2 + y2 que está dibujado en la figura 16.6.4. Es claro que fx(O, O) = fiO, O) = O. 
Sin embargo, f no tiene máximo relativo ni mínimo relativo en (0, O). 

Un punto en el que fes diferenciable y V f(x, y) = O, o un punto en el que f no 
es diferenciable, se llama punto crítico * de f. También nos referiremos a un punto en 
el cual fes diferenciable y V f(x, y) = O como un punto estacionario de f. Un punto 
estacionario de f que no es un extremo se llama punto silla, terminología que encaja 
con naturalidad en la superficie en forma de silla de montar que se ve en la figura 16.6.4. 
Dado el problema de determinar los extremos relativos de una función f en un dominio 
no acotado, o en el interior de un dominio acotado, debemos determinar los puntos 
críticos de f y a continuación investigar esos puntos para ver si dan un máximo relativo, 
un mínimo relativo, o ninguno de los dos casos. 

EJEMPLO 1 

Determinar los puntos críticos de la función 

f(x, y) = X2 + l. 

* La definición de punto crítico en esta sección no corresponde por completo a la definición de la sección 
4.2, en la cual también se clasificaban los puntos de los extremos como puntos críticos. En esta ocasión, 
deseamos tratar con puntos frontera por separado (en la sección 16.7) y, por tanto, no los clasificaremos como 
puntos críticos. 
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Como f es diferenciable para toda x y y , sólo necesitaremos determinar los puntos 
en los cuales fxCx, y) y fy(x, y) son iguales a cero. Tenemos que 

fAx, y) = 2x, f y(x, y) = 2y, 

y por tanto al hacer que fxCx, y) = 0, y que fy(x, y) = 0, nos encontramos con que el 
único punto crítico es (O, O). Como feO, O) = ° y f(x, y) > ° para (x, y) "* (O, O) , 
entonces se sigue que f tiene un mínimo relativo en (0, O). En la figura 16.6.5 se muestra 
un dibujo de z = X2 + y2, que confirma que f tiene un mínimo relativo en (O, O) . • 

EJEMPLO 2 

¿En qué puntos, si es que los hay, la función 

tiene un máximo o un mínimo relativo? 
Primero, observemos que como f(x, O) = X

2/3, Y feO, y) = y2/3 , la función f no tiene 
derivadas parciales en (0, O). Para (x, y) "* (O, O) tenemos que 

2x 2y. 
Vf(x , y) = 3(X2 + y2)2/3 i + 3(X2 + y2)2/3 J, (x , y) # (O, O), 

la cual nunca es igual a O. Así, (0, O) es el único punto crítico. Como feO, O) = 0, y 
f(x, y) > ° para (x, y) "* (O, O), entonces f tiene un mínimo relativo en (O, O). En la 
figura 16.6.6 aparece el dibujo de z = (x2 + y2)1!3 .• 

Para determinar los puntos estacionarios de una función f diferenciable debemos 
determinar los puntos (x, y) en los cuales 

f x(x, y) = ° y f y(x, y) = O. (4) 

Esto fue bastante fácil en los ejemplos 1 y 2. Sin embargo, si las ecuaciones 4 no son 
lineales en x y y, podrá dificultarse resolverlas para encontrar los puntos críticos. En 
realidad, podría ser necesario recurrir a un procedimiento numérico para resolver esas 
ecuaciones. Aquí nos enfocaremos a la teoría de los máximos y mínimos de funciones 
de dos variables y no a procedimientos numéricos para resolver dos ecuaciones 
simultáneas. Por tanto, sólo emplearemos ejemplos y problemas para los que sea 
posible resolver las ecuaciones 4 con relativa facilidad . 

Para ver si un punto estacionario (xo, Yo) de z = f(x, y) es un punto silla, un punto 
máximo relativo o un mínimo relativo, necesitamos una generalización del criterio de 
la segunda derivada para funciones de una variable (teorema 4.2.4). Presentaremos una 
deducción parcial de esta generalización, basada en la segunda derivada direccional. 

Supongamos que f tiene segundas derivadas parciales continuas, y sea 

Figura 16.6.5 

x 

Figura 16.6.6 
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un vector unitario en una dirección arbitraria. Entonces, la segunda derivada direccio­
nal en la dirección A es 

DU(x, y) Dx[DA!(x, y)] 

Dx[fx(x, y)A¡ + fix, y)A2]. 

Al calcular las derivadas direccionales de fx y fy por separado, obtenemos 

DU(x, y) = (fxix , y)A.¡]A.¡ + (fxix, y)A.¡]A.2 

+ (fyix, y)A.2]A.¡ + (fyiX , y)A.2]A.2• 

La hipótesis de que f tiene segundas derivadas continuas quiere decir que fx/x, y) = 
f yix, y). En consecuencia, 

D'i f(x, y) = fxx(x, y) Ay + 2fx/x, y) A¡A.2 + fyy(x, y) A~ . (5) 

Si ahora consideramos al punto estacionario (xo, Yo) Y hacemos que 

(6) 

entonces 

Primero supondremos que A.¡ *- O. Podemos entonces escribir 

(7) 

en la que m = A.2/A.¡ es la pendiente de una recta que pasa por el punto (xo, Yo). Como 
A y > 0, se infiere que el signo de D'i!(xo, Yo) es igual al signo de la expresión cuadrática 
Q(m) = A + 2Bm + Cm2

• 

Si B2 - AC > 0, entonces Q(m) tiene dos ceros reales diferentes, y por tanto es 
positiva para algunos valores de m y negativa para otros. Así, en algunas direcciones 
la traza de f tiene un mínimo en (xo, Yo), mientras que en otras tiene un máximo. Por 
consiguiente, (xo, Yo) es un punto silla. 

Por otro lado, si B2 - AC < 0, entonces Q(m) no tiene ceros reales y, por tanto, 
siempre tiene un signo, que es igual al signo de A y C. Por tanto, si B2 

- AC < 0, 
entonces (xo, Yo) es un punto extremo. Si A > ° y C > 0, entonces Q(m) > ° para toda 
m, y (xo, Yo) es un punto mínimo relativo, mientras que si A < O Y C < 0, entonces Q(m) 
< ° para toda m y (xo, Yo) es un punto máximo relativo. 

Si B2 - AC = 0, entonces Q(m) tiene un solo cero repetido, pero no cambia de 
signo. En este caso no se puede llegar a conclusión alguna (véase problema 36). 

Por último, si A¡ es cero, entonces se supone que A.2 *- ° y se repite esencialmente 
el mismo argumento, pero con los papeles de A.¡ y A.2 invertidos. Podemos resumir estos 
resultados en el teorema siguiente: 
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Teorema 16.6.2 

(Criterio de la segunda derivada) 

Sea f una función de dos variables con segundas derivadas parciales continuas 
en la vecindad de (xo, Yo) Y se supone que Vf(xo, Yo) = O. Sean A, By C como en 
la ecuación 6. 

(a) Si B2 
- AC < 0, donde A < ° y C < 0, entonces (xo, Yo) es un punto máximo 

relativo. 
(b) Si B2 

- A C < 0, donde A > ° y C > 0, entonces (xo, Yo) es un punto mínimo 
relativo. 

(c) Si B2 
- AC > 0, entonces (xo, Yo) es un punto silla. 

(d) Si B2 
- AC = 0, entonces no se puede llegar a conclusión alguna sin hacer 

más investigaciones. 

En los siguientes ejemplos se mostrará el empleo de este teorema. 

EJEMPLO 3 

Para la función 

f(x, y) = X2 + 2xy - 2y2 + 3x + 4 

determinar todos los puntos estacionarios, y clasificarlos en puntos silla, máximos 
relativos o mínimos relativos. 

Los puntos estacionarios se determinan mediante 

fxCx, y) = 2x + 2y + 3 = 0, fy(x, y) = 2x - 4y = O. 

La única solución de esas ecuaciones es x = - 1, Y = - t y, por tanto, (-1, -t) es el 
único punto estacionario de f. Para clasificarlo calcularemos las segundas derivadas 
de f; así, f xx(x, y) = 2; fxy(x, y) = 2, y fyy(x, y) = -4. En la notación del teorema 
16.6.2, tenemos que A = 2, B = 2, y C = - 4 y, por tanto B2 - AC = 12 > O. Por lo 
que (-1, -t) es un punto silla. -

EJEMPLO 4 

Para la función 

f(x, y) = !y3 + x2y - 2X2 - 2y2 + 6 

determinar todos los puntos estacionarios y clasificarlos como puntos silla, máximos 
relativos o mínimos relativos. 
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Los puntos estacionarios son las soluciones de
\t

2) o,fx(x, y) = 2xy - 4x = 2x(y

fy(x,y) = y2 + X2 - 4y = O.

De la primera ecuación, la solución debe ser x = O, Ó y = 2. Si x = O, entonces la
segunda ecuación es y(y - 4) = O,Ysus soluciones son y = OYY = 4. Si Y = 2, entonces
la segunda ecuación es x2 = 4 Y x = ±2. Por tanto, hay cuatro puntos estacionarios,
que son (O, O), (0,4), (2, 2) Y (-2, 2).

A continuación determinamos las segundas derivadas:

fxx(x, y) = 2y - 4, fxy(x, y) = 2x, fyy(x, y) = 2y - 4.

Si evaluamos a fxx, i; y fyy en cada uno de los puntos críticos y a continuación
empleamos el teorema 16.6.2, obtendremos los resultados que aparecen en la tabla 16.1.

Tabla 16.1 Clasificación de los puntos estacionarios del ejemplo 4

Punto A B C B2 -AC Conclusión

(O, O) -4 O -4 -16 Máximo relativo
(0,4) 4 O 4 -16 Mínimo relativo
(2,2) O 4 O 16 Punto silla
(-2,2) O -4 O 16 Punto silla

En muchas aplicaciones nos interesa el valor máximo o mínimo de f en un dominio
dado. Se dice que la función tiene un máximo absoluto, o global en (xo, Yo) si f(xo, Yo)
2: f(x, y) para toda (x, y) en el dominio de f. Igualmente, se dice que tiene un mínimo
absoluto, o global en (xo, Yo) si f(xo, Yo) ~ f(x, y) para toda (x, y) en el dominio de f.
En general, una función no necesita tener un máximo o un mínimo absoluto en una
región dada. Sin embargo, de acuerdo con la versión bidimensional del teorema 2.6.2,
toda función que sea continua en una región cerrada y acotada debe tener un máximo
absoluto y un mínimo absoluto en esa región. Para buscar el máximo absoluto, digamos,
de f debemos proceder en forma semejante a cuando se tiene una función de una
variable. Se estudia f en sus puntos críticos y en los puntos frontera del dominio de f.
Con frecuencia sólo hay una o dos posibilidades y se puede determinar, de acuerdo con
el contexto del problema, que un punto crítico debe dar el máximo o el mínimo absoluto
que se desea. -

EJEMPLO 5

Determinar las dimensiones del paralelepípedo rectangular de volumen máximo cuyos
lados son paralelos a los ejes, y que se puede inscribir en la elipsoide

X2 l Z2-+-+-=l.
16 9 4

(8)
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y 

Figura 16.6.7 
x 

En la figura 16.6.7 se dibujan la elipsoide y el paralelepípedo rectangular. Sea V 
el volumen del paralelepípedo, y sea (x, y, z) su vértice en el primer octante. Entonces, 
por simetría, 

v = 8xyz. (9) 

El punto (x, y, z) queda en la elipsoide y, entonces z = 2(1 - x2/16 - i/9)1I2. Por tanto 

V = 16xy 1 - ~ - L ( 
2 2) 1/2 

16 9 ' 
(10) 

en la que (x, y) queda en el cuarto de la elipse x 2/16 + y2/9 S 1, donde ° S x S 4, Y ° S Y S 3. Se infiere de la ecuación 1 ° que V = ° en las fronteras de la cuarta parte 
de la elipse. 

Para determinar los puntos estacionarios, calculamos Vx y Vy : 

V
x 

= 16
Y

(1 _ X2 _ y2)1I2 _ 16X2Y(1 _ X2 _ y2)-1 /2 
16 9 16 16 9 ' 

V
y 

= 16x (1 _ X2 _ y2) 1/2 _ 16Xy2(1 _ X2 _ y2) -1 /2 
16 9 9 16 9 

Hacemos que Vx = 0, Vy = ° y multiplicamos cada ecuación por (1 - x2/16 - y2/9)1/2, 
Y con ello obtenemos 

( 
X2 y2) 16y 1 - - - - - x2y 
16 9 

0, 

( 
X2 y2) 16 16x 1 - - - - - - xy2 = O 
16 9 9 . 

Una solución de esas ecuaciones es x = 0, y = O; sin embargo, esto corresponde a un 
paralelepípedo de volumen cero. Así, suponiendo que x *- O Y Y *- 0, dividimos la 
primera ecuación entre y, la segunda entre x y combinamos los términos para obtener 

16 
2X2 + - y2 = 16, 

9 
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PRqBLEMAS 

32 
X 2 + 9 y2 = 16. 

Podemos despejar a x restando dos veces la primera ecuación de la segunda 

4 
3X2 = 16, por lo que x = \13' 

Para x = 4/...[3 tenemos que 

9 ( 16) Y2 = - 16 - 2 -
16 3 ' 

por lo que y = \13. 

Empleamos la ecuación 10 para calcular el valor correspondiente de V, que es 

4 ( 1 16 1) 1/2 64 
V = 16 \13 \13 1 - 16 3 - "9 3 = \13' 

Como los puntos frontera dan un volumen cero, y como, a excepción de (O, O) hay sólo 
un punto crítico en la cuarta parte de la elipse, llegamos a la conclusión de que el 
volumen máximo del paralelepípedo rectangular es 64/...[3 ;:;; 36.95 unidades al cubo .• 

Para terminar esta sección haremos notar que, aunque hemos limitado nuestra 
discusión a funciones de dos variables, las ideas se generalizan con facilidad a 
funciones de varias variables. En particular, si f es diferenciable, entonces los puntos 
estacionarios están dados por Vf(r) = O. Naturalmente, el enunciado del criterio de la 
segunda derivada que aparece en el teorema 16.6.2 se complica. Sin embargo, las ideas 
acerca de la segunda derivada direccional Di!(r) siguen siendo válidas, pero en un 
mayor número de dimensiones. Estas generalizaciones se describen en algunos libros 
de cálculo avanzado y de la teoría de la optimización. 

En los problemas 1 a 22 localizar todos los puntos estacio­
narios de la función f y aplicar el teorema 16.6.2 para 
clasificarlos como puntos silla, o máximos o mínimos 
relativos. 

7. f(x, y) = 3 + x - X2 - 2xy - 2y2 

8. f(x, y) = X2 - y2 + 3x 

9. f(x, y) = yeX 
- y 

10. f(x, y) = !y2 + 1 - cos x 

1. f(x, y) = 7 - 2x + 6y + 2X2 + 3y2 11. f(x, y) = ylnx + 3X2 - 2y, x>o 

2. f(x, y) = 1 + 3x + 2y - X2 + xy - 2y2 12. f(x, y) = 3x) + xy - 2x - ~y2 

3. f(x, y) = X2 - 3xy - 2y2 13. f(x, y) = xy + X2 + y) 

4. f(x, y) = 5 + 3x + 6y - 3X2 - 2y2 14. f(x, y) = 2x) + 2xy2 + 3X2 + y2 - 5 

5. f(x, y) = x + 6y + h 2 + xy + 3y2 15. f(x, y) = eX' seny 

6. f(x, y) = 4 + 2x + 6y - X2 + 2y2 16. f(x , y) = - lx4 + xy2 - !y4 + 7 
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17. f( x , y) e - (x2+ y2) 

18. f(x,y) 
1 _ + y2 +x 
X 

19. f(x, y) lnlyl + X2 + !y2 + 2xy - 3 

20. f(x, y) 
1 
- y3 + 3x2y 
9 

+ 9X2 + y2 + 9 

21. f(x, y) = x3 + xy2 + X2 + y2 + 1 

22. f(x, y) = ~ + 3y2 - 2y + 6 

En varios de los problemas siguientes es necesario reducir 
al mínimo o aumentar al máximo determinada cantidad 
positiva como, por ejemplo, una distancia. Con frecuencia 
resulta que el álgebra es algo más sencilla si en lugar de 
ello s610 se estudia el problema equivalente de reducir al 
mínimo o aumentar al máximo el cuadrado de la cantidad. 
En el problema 34 se demuestra que esos problemas son 
equi valentes. 

23. Si la suma de tres números positivos es a, ¿cuáles son 
sus valores si la suma de sus cuadrados debe ser 
mínima? 

24. Demostrar que la caja rectangular de volumen máxi­
mo que se puede inscribir en una esfera de radio a es 
un cubo y determinar sus dimensiones y su volumen. 

25. Determinar el punto del plano ax + by + ez = d que 
queda más cerca del origen y demostrar que el vector 
del origen a ese punto es normal al plano. 

26. Determinar las dimensiones de una caja de longitud l, 
ancho b y altura h, de volumen fijo V, que está abierta 
en la parte superior, y que requiere la cantidad mínima 
de material. 

27. Suponer que una caja rectangular con su tapa abierta 
debe tener un volumen de 6 ft3. Si el material del 
fondo cuesta $1.50/ft2 y el material de los lados cuesta 
$1.00/ft2, calcular las dimensiones de la caja que 
hacen mínimo el costo. 

28. Demostrar que entre todos los paralelepípedos rectan­
gulares de una determinada área de superficie, el cubo 
es el que tiene el volumen máximo. 

29. Método de los mínimos cuadrados. Supongamos 
que se da un conjunto de N puntos (X¡, Y¡), donde 
N > 2; deseamos trazar una recta y = mx + b de tal 
modo que y¡ = mX¡ + b tengan una aproximaci6n 
razonable a Y¡ para cada Xi' ¿C6mo debemos escoger 
m y b? En el método de los mínimos cuadrados, el 
criterio de selecci6n consiste en reducir al mínimo la 
suma de los cuadrados de los errores: 

30. 

31. 

N 

S ¿ (Y¡ - y¡)2. 
;= 1 

La recta que resulta se conoce como la recta de los 
mínimos cuadrados. 

(a) Demostrar que si se minimiza S se llega a las dos 
ecuaciones siguientes para m y b: 

(i) 

(b) Determinar la recta de los mínimos cuadrados para 
el conjunto de puntos (O, O), (1, -1) Y (2, ~) Y hacer 
un dibujo de los puntos y de la recta. 

(c) Para la recta de los mínimos cuadrados se tiene que 
y¡ = mX¡ + b, en la que m y b satisfacen las 
ecuaciones (i) y (ii). Demostrar que de acuerdo a 
la ecuaci6n (ii) la suma de las desviaciones, 
~- l (Y¡ - Yi) es cero y comprobar este resultado 
para el ejemplo específico de la parte (b). 

Emplear el procedimiento descrito en el problema 29 
para determinar la recta de los mínimos cuadrados 
para el conjunto de puntos (-2, O), (-1, 2), (O, 3) Y 
(1,3). Hacer un dibujo de los puntos y de la recta. 

En el problema 29 describimos un procedimiento para 
determinar una recta en el plano xy que se aproxime 
a un conjunto de puntos (X¡ , Y¡), i = 1, 2, . .. , N. En 
este problema veremos c6mo se debería aproximar 
una funci6n f mediante un polinomio ao + a IX + a2x2 
+ ... + a"x" en un intervalo a :s x :s b. Un 
procedimiento útil es seleccionar los coeficientes ao, 
al , .. . , an de tal modo que se minimice el cuadrado 
del error promedio. El error es la diferencia entre la 
funci6n y el polinomio, o sea 

En = f [f(x) - (ao + a1x 

+ a2x2 + .. . + anx n »)2dx . 

¿ C6mo se debe seleccionar an si a = -1, b = 1 Y 
(a) n = 1, (b) n = 2? 

32. Una compañía telef6nica desea construir una estaci6n 
central de conmutaci6n para reducir al mínimo la 
suma de los cuadrados de las distancias desde la 
estaci6n hasta cada uno de los suscriptores de su 
servicio. Si los domicilios de los suscriptores son 
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(Xi, Yi), i = 1,2, ... , N, ¿en dónde se debe ubicar la 
estación? 

33. Dos fabricantes de guantes, en mutua competencia, 
tienen ganancias PI y P2 que dependen de la produc­
ción de cada uno y de la de su competidor, de acuerdo 
con las fórmulas 

PI = 40ql - qr - !qL 

P2 = 60q2 - 2q~ - !qr· 

En este caso, ql y q2 se miden en miles de pares de 
guantes, y PI Y P2 son decenas de dólares. 

(a) Si las dos compañías trabajan independientemente 
para elevar al máximo sus ganancias individuales, 
determinar los niveles de producción ql y q2, las 
ganancias individuales PI y P2, Y la ganancia total 

PI + P2· 

(b) Si las dos compañías trabajan en conjunto para 
hacer máxima la ganancia total PI + P2, determinar 
las producciones correspondientes, las ganancias 
individuales y la ganancia total. 

34. Suponer que f(x, y) > O. Sea g(x, y) = f2(X, y). 

Deseamos demostrar que si g tiene un punto estacio­
nario en (xo, Yo), entonces f tiene un punto estaciona­
rio en (xo, Yo) Y que el tipo de punto estacionario de f 
es el mismo que el de g. 

(a) Demostrar que si gixo, Yo) = gy(xo, Yo) = O, enton­
ces f x(xo, Yo) = f.v<xo, Yo) · Por tanto f tiene un 
punto estacionario en (xo, Yo)· 

(b)SeaA I = gxx(xo, Yo), BI = gxy(xo, Yo), CI = gyy(xo, 
Yo) , A 2 = f xx(xo, Yo), B2 = f xy(xo, Yo), Y C2 = f yy(xo, 
Yo) . Demostrar que A I Y A2 tienen el mismo signo, 
o bien ambas son cero, y que 

Como f(xo, Yo) > O, entoncesBt - AICI y B~ -
A2C2 tienen el mismo signo e ambas son cero. Por 
tanto, el carácter del punto estacionario de f es el 
mismo que el de g. 

*35. Considerar la función 

f(x,y) 

(a) Demostrar que f tiene un mínimo relativo en el 
origen en cada recta y = mx. 

(b) Demostrar que f(O, 13) > f(O, O) = O para toda 13 
*" O Y que f (o:, 20:2

) < O para toda o: *" O. 

La parte (b) muestra que aun. cuando f tiene un 
mínimo relativo en el origen de cada trayectoria 
recta y = mx, no puede tener un mínimo relativo 
en (O, O). Sin embargo, ello no contradice al teore­
ma 16.6.2, o a la discusión que conduce a ese 
teorema. Nótese que en este caso la ecuación 5 se 
transforma en 

Dif(O, O) = 2 sen2 S, 

por lo que es O cuando S = O Y TI. También, 
obsérvese que B2 - AC = O en el teorema 16.6.2 
y por tanto el teorema no conduce a conclusión 
alguna. 

36. En este problema demostraremos que si (xo, Yo) es un 
punto estacionario de f(x, y), y si B2 - AC = O, 
entonces no se puede llegar a conclusión alguna acer­
ca del tipo de punto que tiene (xo, Yo). 

(a) Demostrar que para cada una de las funciones 
siguientes, un punto estacionario es (O, O) Y que 
B2 - AC = O. 

f(x , y) = x 4 + y4, 

g(x, y) = -(x4 + y4), 

h(x, y) = x 4 _ y4. 

(b) Demostrar que f(O, O) ::; f(x, y) para toda (x, y); 

por tanto (O, O) corresponde al valor mínimo de f. 
Igualmente, demostrar que g(O, O) ::; g(x, y) para 
toda (x, y); por tanto, g(O, O) corresponde al valor 
máximo de g. 

(c) Demostrar que en cualquier disco alrededor de 
(O, O) hay puntos (x, y) tales que h(O, O) < h(x, y), 

y puntos (x, y) tales que h(O, O) > h(x, y); por tanto, 
(O, O) es un punto silla para h. 
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16.7 PROBLEMAS DE EXTREMOS CON 
RESTRICCIONES 

Con frecuencia deseamos calcular los máximos o los mínimos relativos de w = f(x, y) 
sujeta a la restricción (o condición lateral) de que el punto (x, y) quede en una curva 
g(x, y) = O. O bien, podemos querer calcular los máximos o los mínimos relativos de 
w = f(x, y, z) sujeta a la restricción de que el punto (x, y, z) quede en la superficie 
representada por g(x, y, z) = O. Nos referiremos a esta clase de problemas como 
problemas de extremos con restricciones. 

Un problema de éstos surgió en el ejemplo 5 de la sección 16.6 cuando buscábamos 
el máximo de V = 8xyz sujeta a la condición de que el punto (x, y, z) quedara en la 
superficie de la elipsoide 

(1) 

en el primer octante. En ese caso tan sólo despejamos a z de la ecuación 1 y la 
sustituimos en la ecuación de V, para obtener a V como una función de dos variables. 
Acto seguido empleamos las técnicas que desarrollamos en la sección 16.6 para 
funciones de dos variables, para determinar el valor máximo de V. Para este ejemplo 
en especial fue posible despejar a z y sustituir en la ecuación de V. Sin embargo, éste 
no siempre es el caso. La función g puede ser demasiado complicada como para que 
podamos desarrollar una fórmula explícita para z en términos de x y y, o para cualquiera 
de las variables en términos de las otras dos. 

Nos gustaría desarrollar una teoría alterna para determinar los máximos y mínimos 
de una función de varias variables sujeta a una condición de restricción de las variables 
para la que no necesitemos emplear dicha condición para eliminar a una de las 
variables. Mostraremos el procedimiento para una función de dos variables. Así, 
examinaremos el problema de determinar los máximos y mínimos relativos de w(x, y) 
sujeta a la restricción de que el punto (x, y) quede en la curva representada por g(x, y) 
= O. Supondremos que f y g tienen primeras derivadas parciales continuas. 

Sea C la curva definida por g(x, y) = O, y, recordemos que el vector 

Vg(x, y) = gAx, y)i + gy(x, y)j (2) 

es normal a C en cada punto de ella. Suponemos que Vg(x, y) =1= O en los puntos de C. 
A cqntinuación supondremos que la curva C tiene la representación paramétrica 
x = x(t), y = 'y(t) y entonces g[x(t), y(t)] == O. Consideremos w = f(x, y). En la curva C, 

w = f[x(t), y(t)] (3) 

es una función de una variable. Por último, supongamos que w tiene un extremo en to 
que corresponde al punto Xo = x(to), Yo = y(to). Como w es diferenciable, sabemos que 
dw(to)/dt = O. A continuación calculamos dw/dt empleando la regla de la cadena: 

(4) 
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y, en particular, 

Como el vector 

dw(to) 

dt 

dx. dy. 
- 1 + - J 
dt dt 

(5) 

es tangente a la curva e, entonces, de acuerdo con la ecuación 5, Vf(xo, Yo) es normal 
a la curva e en el punto (xo, Yo). También, sabemos que V g(xo, Yo) es perpendicular a 
la curva C. Por tanto, estos dos vectores gradiente son paralelos en (xo, Yo). Como 
Vg(xo, Yo) *- 0, existe un escalar A tal que 

(6) 

Así, para buscar los puntos de g(x, y) = O en los cuales f(x, y) tiene un extremo relativo 
sólo necesitamos tomar en cuenta los puntos en los que V f y V g son paralelos, esto es, 
los puntos para los que V f y V g satisfacen la ecuación 6. La restricción g(x, y) = O Y 
las dos ecuaciones provenientes de la ecuación vectorial Vf(x, y) = A Vg(x, y) propor­
cionan tres ecuaciones para x, Y y A. 

En la figura 16.7.1 se muestra una interpretación geométrica del caso en el que se 
busca un máximo de f(x, y) sujeto a la condición g(x, y) = O. En el punto en el que 
f(x, y) es máximo y g(x, y) = O, las curvas de nivel de f y la curva de restricción son 
tangentes y, por tanto, sus vectores normales son paralelos. 

Al parámetro A se le llama multiplicador de Lagrange, y el procedimiento que 
seguimos es el método de los multiplicadores de Lagrange. Aunque hemos descrito 
este método sólo para funciones de dos variables, se generaliza para el caso en que f 
y g son funciones de más de dos variables. 

C:g(x, y) =0 

CUNaS de nivel 

{(x, y ) = c ' 

x 

Figura 16.7.1 
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Teorema 16.7.1 

Sean f y g funciones de varias variables con primeras derivadas parciales 
continuas. Si f(r) tiene un extremo relativo en ro sujeto a la restricción g(r) = 
O, entonces 'il f(ro) y 'il g(ro) son paralelos. Por tanto, siempre que V g(ro) =1= O, 
existe un escalar A tal que 

(7) 

Para el caso en el cual f y g son funciones de tres variables, la interpretación 
geométrica del teorema 16.7.1 es la siguiente: en un punto (xo, Yo, zo) de la superficie 
g(x, y, z) = O en el que f tiene un extremo relativo el vector gradiente V f(ro) es paralelo 
al vector normal 'ilg(ro) a la superficie g(x, y, z) = O. Por analogía con el caso de dos 
dimensiones que se ve en la figura 16.7.1 , una superficie de la familia f(x, y, z) = e es 
tangente a la superficie g(x, y, z) = O en el punto (xo, Yo, zo). 

EJEMPLO 1 

Determinar el mínimo y el máximo de 

w = f(x, y) = X2 + y2 (8) 

sujeto a la restricción 

g(x, y) = X2 - xy + y2 - 3 = O. (9) 

Mostraremos cómo resolver este problema de máximo y mínimo con restricciones 
empleando el método de los multiplicadores de Lagrange y también por eliminación 
directa. Primero usaremos el' de los multiplicadores de Lagrange. 

Buscamos valores de x, y y A tales que V f(x, y) = A 'ilg(x, y) y g(x, y) = O. Tenemos 
que 

v f(x, y) = 2xi + 2yj, Vg(x , y) (2x - y)i + (-x + 2y)j , 

así que 

2x A(2x - y) (lOa) 

y 

2y = A(-X + 2y). (lOb) 

Estas dos ecuaciones, junto con la restricción (9) nos da tres ecuaciones para x, y y A. 
El modo más sencillo de proseguir es eliminar a A de las ecuaciones 10, con lo que 
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obtenemos una relación entre x y y que podemos sustituir en la restricción (9). 
Observemos primero que si y = 2x, entonces el lado derecho de la ecuación lOa es cero 
y, por tanto, debemos tener que x = O. Esto a su vez implica que y = O. Sin embargo, 
(O, O) no cumple con la restricción (9). Así que podemos excluir la posibilidad y = 2x. 
Análogamente, trabajando con la ecuación lOb, nos encontramos con que podemos 
excluir la posibilidad y = x/2. 

Para y '" 2x Y y '" x/2, podemos despejar a X. de las ecuaciones 10, obteniendo 

Por tanto 

o sea 

así que 

2y 2x 
2x - y -x + 2y" 

2x( -x + 2y) = 2y(2x - y) 

y = ±x. 

Sustituyendo este resultado en la restricción (9), obtenemos 

y = x: 

y = - x: 

X2 - X2 + X2 - 3 = O por lo que x = ±V3, y = ±V3, 

X2 + X2 + X2 - 3 = O por lo que x = ±l, Y = ::¡::1. 

Así, debemos ver cada uno de los cuatro puntos (-/3, -/3), (--/3, - -/3), (1, - 1) Y 
( - 1, 1). Evaluamos f en cada uno de ellos: 

f(V3, V3) = 3 + 3 = 6, 

f(l, - 1) = 1 + 1 = 2, 

f( - V3, -V3) = 3 + 3 = 6 

f( - 1, 1) = 1 + 1 = 2. 

Llegamos a la conclusión de que el máximo con restricción de f es 6 y se presenta 
en (±-/3, ±-/3), y que el mínimo con restricción de fes 2 y se presenta en (±l, ±l). 

Compararemos este procedimiento con el método de eliminación. Despejando a y 

de la ecuación 9 obtenemos 

y 
x ± Vx2 - 4(X2 - 3) 

2 

x V3 = - ± - V4 - X2 
2 2 ' 

x ± V12 - 3X2 

2 

-2 ::; x ::; 2. 
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A continuación sustituimos y en la ecuación (8) para w: 

(11) 

Para determinar el máximo y el mínimo de w debemos estudiar las dos funciones que 
corresponden al signo ± de la ecuación 11, empleando las técnicas para localizar los 
máximos y los mínimos de las funciones de una variable. Para este problema, el cálculo 
es definitivamente más tedioso que el empleo de los multiplicadores de Lagrange. -

EJEMPLO 2 

Emplear el método de los multiplicadores de Lagrange para determinar las dimensiones 
del paralelepípedo de volumen máximo y aristas paralelas a los ejes, que se puede 
inscribir en la elipse 

X2 y2 Z2 
-+-+-=l. 
16 9 4 

(12) 

Este problema lo resolvimos en el ejemplo 5 de la sección 16.6 eliminando una de 
las variables. Recordemos que deseamos encontrar el máximo de V = 8xyz sujeto a la 
restricción (12) donde x, y, z positivas. Sea g(x, y, z) = x2/16 + y2/9 + z2/4 - 1, Y 
f (x, y, z) = 8xyz. Deseamos entonces calcular x, y, z y A tales que V f(x, y, z) = 
A Vg(x, y, z) y que (x, y, z) satisfaga la restricción (12). Tenemos que 

Vf(x, y, z) = 8(yzi + xzj + xyk), V ( ) x. 2y . z k 
g xyz =-I+-J+-

" 8 9 2' 

y entonces 

x 
8yz = A-

8' 
2y 

8xz = A 9' (13) 

Como x> 0, y> ° y Z > 0, podemos despejar a A de cada una de las ecuaciones 13. 
Las primeras dos dan y2 = 9x2/16, y la primera y la última dan Z2 = x2/4 . Sustituyendo 
i y Z2 en la restricción 12, obtenemos 

X2 19x2 1 X2 
-+--+-- 1 
16 9 16 4 4 
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y por tanto 

16 
X2 = -

3 

y x = 413. Los valores correspondientes de y y z son 13 y 2/13. Éste es el único 
candidato para ser punto máximo, y del contexto del problema queda claro que el punto 
(4/13, 13, 2/13) es el volumen máximo de V. 

Es el mismo resultado que se obtuvo en el ejemplo 5 de la sección 16.6; sin 
embargo, este último cálculo es algo más sencillo que nuestro primer cálculo .• 

EJEMPLO 3 

Calcular el mínimo y el máximo de 

f(x, y) = X2 - xy + y2 - 3x (14) 

en el dominio X2 + y2 :::; 9. 
Descompondremos el problema en dos partes. Primero, determinaremos los extre­

mos relativos de f en el conjunto abierto X2 + y2 < 9 Y después encontraremos los 
extremos relativos de f en la frontera X2 + i = 9. Tenemos que 

fAx, y) = 2x - y - 3, f y(x, y) = - x + 2y. 

Haciendo que fix, y) y fy(x, y) sean cero, se obtiene x = 2, Y = 1. El punto (2, 1) 
pertenece al conjunto X2 + y2 < 9, Y entonces es un candidato para punto máximo o 
mínimo. 

A continuación pasaremos al problema de máximo o mínimo con restricción para 
f en la frontera, 

Tenemos que 

Vf(x,y) 

de modo que 

g(x, y) = X2 + y2 - 9 

(2x - y - 3)i + (-x + 2y)j, 

2x - y - 3 = 2Ax, 

-x + 2y = 2Ay. 

o. (15) 

Vg(x, y) 2xi + 2yj, 

(16) 

Si x = 0, entonces la primera de las ecuaciones 16 queda satisfecha si escogemos 
y = -3, Y la segunda se satisface si hacemos que A = 1. Como (O, -3) también 
satisface la restricción (15), es un segundo c.andidato para ser punto máximo o mínimo. 
Si y = 0, entonces de acuerdo con la segunda ecuación 16, x = O. Sin embargo, (O, O) 
no cumple con la restricción (15). 
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Para x 1= ° Y Y 1= ° podemos despejar a 'JI. de cada una de las ecuaciones 16, y 
obtenemos 

Por tanto 

y entonces 

'JI. = _2x_-----=:....y _-_ 3 
2x 

- x + 2y 

2y 

y(2x - y - 3) = x( - x + 2y), 

X2 = y2 + 3y. 

Sustituyendo X2 en la restricción (15) obtenemos 

2y 2 + 3y - 9 = 0, 

así que 

y = - 3 y Y = l 

. L,os valores correspondientes de x se calculan con la ecuación 17 

y = -3: 

3 
y = 2: 

X2 = ( - 3)2 + 3( -3) por 10 que x = O; 

X2 = Gr + 3G) por lo que x = ±3~. 

(17) 

ASÍ, los puntos (0, 3), (3{:f12, i) y (-3{:f/3, i) de la frontera son candidatos a ser 
puntos máximo o mínimo. Nótese que ya habíamos visto que (0, - 3) es un candidato. 
Para determinar el máximo o mínimo de f evaluamos f en los cuatro puntos (2, 1), 
(O, -3), (3{:f12, i ), y (- 3{:f12, i). Tenemos así 

f(2,1) = 4 - 2 + 1 - 6 = -3, 

feO, - 3) = O - ° + 9 - O = 9, 

f(3V3 ~) = 27 _ 9V3 + ~ _ 9V3 = 9 _ 27V3 == - 2.69 
2 '2 4 4 4 2 4 ' 

f( -3V3 ~) = 27 + 9V3 + ~ + 9V3 = 9 + 27V3 == 20.69. 
2'2 4 4 4 2 4 

Entonces, el máximo de fes 9+ 27{:f/3 =20.69, y se presenta en ( - 3..J312, i); el 
mínimo de f es -3 y se presenta en (2, 1). Nótese que el punto máximo está en la 
frontera del dominio X2 + i :s 9, y que el punto mínimo está en el Interior. 

En la figura 16.7.2 se muestra la gráfica de f(x, y) = X2 - xy + y2 - 3x en el 
dominio X2 + i :s 9 .• 
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PROBLEMAS 

Máximo en 

( -3 ../3 3 ) 
- 2 -'2 ' 20.69 

y 
- ---- - p 

Figura 16.7.2 

En resumen, hay dos métodos generales para atacar los problemas de máximo con 
restricción. El "método directo" consiste en despejar una de las variables de la ecuación 
con restricción en términos de las demás y sustituir después esa variable en la función 
para la que se busca el extremo. Como reducimos el número de variables en uno, este 
método parece adecuado. Sin embargo, como hemos visto en el ejemplo 1 aquí, y en 
el ejemplo 5 de la sección 16.6, los cálculos se pueden hacer tediosos. 

El método de los multiplicadores de Lagrange es indirecto porque se introduce una 
nueva variable, que es el multiplicador "A de Lagrange, además de todas las variables 
originales. Podría uno creer que se da este paso en una dirección equivocada. Sin 
embargo, como se muestra en los ejemplos 1 y 2, el método de los multiplicadores de 
Lagrange rara vez, si es que alguna vez, es más complicado, y con mucha frecuencia 
es más fácil que el método directo. Desde luego que esto no significa que siempre sea 
fácil resolver las ecuaciones resultantes para encontrar los posibles puntos máximo y 
mínimo. A veces es necesario recurrir a procedimientos numéricos para resolver las 
ecuaciones; sin embargo, los ejemplos y los problemas que se tienen aquí no lo 
necesitan. A pesar de todo, en el método de Lagrange sólo necesitamos resolver las 
ecuaciones V f(x, y) = "A Vg(x, y) y g(x, y) para encontrar los puntos (x, y, "A) . En el 
método directo debemos resolver la ecuación g(x, y) = O para encontrar a y como una 
función de x , o a x como una función de y. 

Es posible ampliar la teoría de los multiplicadores de Lagrange directamente a 
problemas en los que hay más de una restricción. Por ejemplo, podemos querer 
determinar el máximo de w = f(x, y, z) sujeto a las restricciones g (x, y, z) = O Y 
h(x, y, z) = O. Sin embargo, no discutiremos esta generalización. 

En los problemas 1 a 24 emplear el método de los multi­
plicadores de Lagrange. 

2. Calcular el máximo y el mínimo de f(x, y) = lx en 
la elipse x2/a2 + l/b2 = l . 

1. Calcular el máximo y el mínimo de f (x, y) = xy en 
la elipse .x:-/a2 + l /b2 = 1. 

3. Calcular el mínimo de f(x. y) = .x:-/a2 + l/b2 en la 
hipérbola xy = 1. 
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4. Calcular el máximo y el mínimo de f(x, y, z) 
= x - y + Z en la esfera J? + i + Z2 = 9. ¿En qué 
puntos de la esfera se alcanza el máximo y el mínimo? 

5. Calcular el máximo y el mínimo de f(x, y, z) 
= 2x + 2y - zenlaesferaJ? + i + Z2 = 9. ¿En qué 
puntos de la esfera se alcanza el máximo y el mínimo? 

6. Calcular el máximo y el mínimo de f (x, y) = x2i en 
la elipse x2/a2 + i /b2 = 1. 

7. Calcular el máximo y el mInlmo de f(x, y , z) 

= x + y - z en la elipsoide J?/4 + i /4 + Z2 = 1. ¿En 
qué puntos de la elipsoide se alcanza el máximo y el 
mínimo? 

8. Calcular el máximo y el mllllmo de f(x , y, z) 
= 3x - y + 2z en la elipsoide X2 + i /4 + z2/3 = l . 
¿En qué puntos de la elipsoide se alcanza el máximo 
y el mínimo? 

9. Calcular el máximo de f (x, y, z) = xyz en la esfera 
X2 + i + Z2 = a2. 

10. Calcular el máximo de f(x, y, z) = xyz en la superficie 
x3 + l + Z3 = 1. 

11. Calcular el mínimo de f(x, y, z) = x3 + l + Z3 en el 
plano x + y + z = 1. 

12. Calcular el mínimo de f (x, y, z) = x4 + l + Z4 en el 
plano x + y + z = 1. 

13. Determinar la distancia minima del origen a la recta 
ax + by + e = o. 

14. Determinar la distancia mínima del origen al plano 
ax + by + ez = d, d * O. 

15. Determinar el vector tridimensional r = xi + yj + zk 
tal que r . r = a2 y x + y + Z es un máximo. 

16. Demostrar que el rectángulo de perímetro fijo que 
tiene área máxima es un cuadrado. 

17. Demostrar que de entre todos los paralelepípedos 
rectangulares con una determinada área de superficie, 
el cubo es el que tiene volumen máximo. (Problema 
28 de la sección 16.6.) 

18. Si la suma de tres números positivos es a, ¿cuáles son 
sus valores, si la suma de sus cuadrados debe ser 
mínima? (Problema 23 de la sección 16.6.) 

19. Demostrar que si f(x, y), sujeta a la restricción 
g(x, y) = O, tiene un valor extremo en (xo, Yo) entonces 

¡.(xo, Yo,)g,(xo, Yo) - ¡y(xo, Yo)g.(xo, Yo) = o· 

20. Sean al, a2, . .. , an números positivos. Determinar el 
máximo de 

sujeta a la restricción 

xi + x~ + .. . + x~ = 1. 

21. (a) Si la suma de dos números positivos es e, ¿cuáles 
son sus valores, si la raíz cuadrada de su producto 
debe ser máxima? 

(b)Demostrar que si a y b son números positivos, 
entonces (ab)I12 ::s (a + b)/2. 

22. (a) Si la suma de tres números positivos es e, ¿cuáles 
son sus valores si la raíz cúbica de su producto 
debe ser máxima? 

(b)Demostrar que si a, b y e son positivos, entonces 
(abe)I13 ::s (a + b + e)/3 . 

23. Si al, a2, .. . , an son números positivos, demostrar 
que 

Sugerencia: véanse los problemas 21 y 22. 

24. Se construye un silo en forma de cilindro circular de 
radio r y altura h, con una tapa cónica de altura H . Si 
están fijos el radio y el volumen de este silo, ¿cómo 
se deben seleccionar h y H para que sea mínima el 
área de la superficie? 

25. Determinar el máximo y el mínimo de f(x, y) = 
x2/a2 + i /b2 en el dominio x2 + i ::s ? Suponer que 
a2 > b2

• 

26. Calcular el máximo y el mInlmo de f(x , y) = 
x2 - xy + i + 4y + 1 en el dominio X2 + y2 ::s 16. 

27. Calcular el máximo y el mínimo de f(x , y) 
4x2 - xy + y2 + yen el dominio x2 + i/4 ::s 1. 

28. Determinar el máximo y el mínimo de f (x, y) 
x 4 - y4 en el dominio x2/a2 + l /b2 ::s 1. 

29. Calcular el máximo y el mínimo de f(x , y) = 

(~)l + J?y - 2x2 
- 2i + 6 en el dominio X2 + i ::s 

36. Nótese que f es la función que se describió en el 
ejemplo 4 de la sección 16.6. 
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16.8 FUNCIONES IMPLíCITAS 

Con frecuencia hemos visto que las funciones que deseamos investigar están definidas 
de forma implícita. Por ejemplo, podemos tener definida implícitamente a y como una 
función de x en la ecuación g(x, y) = 0, o tener a z definida implícitamente como una 
función de x y y mediante la ecuación h(x, y, z) = O. En la sección 3.7 discutimos cómo 
calcular dy/dx cuando se define a yen forma implícita como una función de x mediante 
la ecuación g(x, y) = O. A continuación ampliaremos esas técnica.s a funciones de varias 
variables. Por el momento dejaremos a un lado la cuestión de cuándo una ecuación, 
como h(x, y, z), define realmente a z como una función de x y y, y cuándo es 
diferenciable esa función. Comenzaremos con un ejemplo. 

EJEMPLO 1 

Supongamos que existe una función diferenciable z = f(x, y) definida por la ecuación 

h(x, y, z) = x 4 z - 2xy3 + yz3 - 8 = O. (1) 

Comprobar que z = 2 cuando x = 1, y = 1,y calcular az/ax y az/ay en el punto (1, 1). 
Primero demostraremos, por sustitución directa, que el punto (1, 1, 2) satisface 

realmente la ecuación 1: 

h(l, 1, 2) = 1(2) - 2(1)(1) + 1(8) - 8 = 2 - 2 + 8 - 8 = O. 

Para calcular az/ax, mantenemos constante a y y derivamos la ecuación 1 con respecto 
a x. Esto da 

Por tanto, 

az az 
4x3z + x 4 - - 2y 3 + 3yz2 - O. 

ax ax 

az 

ax 

2y 3 - 4x 3z 

x 4 + 3yz2 ' 
(2) 

siempre que el denominador no sea cero. Para calcular az/ax cuando x = 1, y = 1, 
debemos emplear el hecho de que conocemos el valor correspondiente de z, que es 
z = 2. Tenemos entonces 

:: (1, 1) 
2(1) - 4(1)(2) 

1 + 3(1)(4) 

De igual forma calculamos az/ay manteniendo constante a x y derivamos la 
ecuación 1 con respecto a y. Con ello obtenemos 
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y por consiguiente 

az 6Xy2 - Z3 

ay x 4 + 3yz2' 
(3) 

siempre que, de nuevo, el denominador no sea cero. Cuando x = 1, Y = 1, tenemos que 

az 6(1)(1) - 8 2 
ay (1 , 1) = 1 + 3(1)(4) = -13' • 

A continuación consideraremos algunos casos generales. 

Una ecuación con dos variables 

Supongamos que la ecuación g(x, y) = O define a y como una función derivable de x, 
y que y = f(x). Deseamos deducir una fórmula para dy!dx en términos de las derivadas 
de g. Como y = f(x) es una solución de g(x, y) = O, tenemos 

g [x , f(x)] == O, 
d 

por lo que dx g[x, f(x)] == O. (4) 

A continuación calculamos esta derivada mediante la regla de la cadena: 

.!!:. [x, f(x)] = ag(x, y) dx + ag(x, y) dy == O, 
dx

g 
ax dx ay dx 

(5) 

se comprende que y = f(x). Siempre que gy(x, y) *- O, podemos despejar a dy/dx de la 
ecuación 5 y obtener 

~ 
dx 

_ gx(x, y) 

gix, y) 
(6) 

Nótese que éste es un enunciado más general del procedimiento que se usó en la sección 
3.7 para calcular la derivada de una función definida en forma implícita. Para calcular 
dy/dx a partir de la ecuación (6) para determinado valor de x, debemos conocer el valor 
correspondiente de y que se obtiene al despejarla en la ecuación g(x, y) = O. Puede ser 
necesario recurrir a procedimientos numéricos para llevar a cabo lo anterior. 

EJEMPLO 2 

Suponer que la ecuación 

1T 
g(x , y) = 5ye Y + 2 sen 2" (x + y) + x - 3 = ·0 (7) 
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define a y como una función derivable de x, y que y = f (x). Demostrar que x = 1, 
Y = ° satisface la ecuación 7 y calcular dy/dx para x = 1. 

Primero 

1T 
g(l , O) = ° + 2 sen 2" + 1 - 3 = O. 

Acto seguido podemos calcular g,,(x, y) y g,(x, y) y sustituir en la ecuación 6. Sin 
embargo, en lugar de memorizar la fórmula (6), preferiríamos llevar a cabo los cálculos 
en forma directa. Así, al considerar que y es una función de x, derivamos la ecuación 
7 con respecto a x: 

Despejando a dy/dx de esta ecuación, obtenemos 

1T 
1T cos 2" (x + y) + 1 

dy 

dx 1T 
S e y (1 + y) + 1T cos 2" (x + y) 

En x = 1, Y = 0, y entonces tenemos que 

dy (1) 
dx 

1T cos 1T/2 + 1 
S + 1T cos 1T/2 

Una ecuación con tres variables 

1 

S· • 

(8) 

Supongamos que la ecuación h(x, y, z) = ° define a z como una función diferenciable 
de x y y, donde z = f(x, y). Deseamos deducir fórmulas para Zx y Zy en términos de las 
derivadas de h. Como z = f(x, y) es una solución de h(x, y, z) = 0, entonces 
h[x, y, f(x, y)] = 0, así que 

ah[x, y, f(x, y)] = O 
ax 

y ah[x, y, f(x, y)] = O. 
ay 

(9) 

A continuación calculamos la derivada parcial con respecto a x empleando la regla de 
la cadena: 

ah[x, y, f(x, y)] 
ax 

ah(x, y, z) ax 
ax ax 

+ ah(x, y, z) ay + ah(x, y, z) az = O (10) 
ay ax az ax 
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en donde se sobreentiende que, Z = f(x, y). Ahora bien, ax/ax = 1, Y ay/ax = O, ya que _ 
y se mantiene constante para calcular la derivada parcial con respecto a x. Despejando 
a az/ax de la ecuación 10, obtenemos 

az 
ax 

h,,(x, y, z) 

hz(x, y, z)' 

siempre que hzCx, y, z) =1= O. Un cálculo semejante demuestra que 

az 
ay 

hy(x, y, z) 

hz(x, y, z) 

Para el ejemplo 1 tenemos que 

y entonces 

h(x, y, z) = x 4z - 2xy 3 + yz3 - 8, 

hAx, y, z) = 4x3z - 2y 3, 

hy{x, y, z) = -6xy2 + Z3, 

hz(x, y, z) = x 4 + 3yz2. 

(11) 

(12) 

Si sustituimos hx, hy y hz en las ecuaciones 11 y 12, obtendremos las ecuaciones 2 y 3, 
respectivamente. 

Dos ecuaciones con cuatro variables 

Supongamos que las dos ecuaciones F(x, y, u, v) = O Y G(x, y, u, v) = O definen a u y 
v como funciones diferenciables de x y y, o sea que u = f (x, y) y v = g(x, y). Deseamos 
deducir fórmulas para ux' uy, V x y v y en términos de las derivadas de F y G. Como 
u = f(x, y) y v = g(x, y) son soluciones de F(x, y, u, v) = O y G(x, y, u, v) = O, tenemos 

F[x, y, f(x, y), g(x, y)] == O y G[x, y, f(x, y), g(x, y)] == O. (13) 

Nuevamente observamos que las derivadas parciales de esas funciones con respecto a · 
x y a y también son cero. Determinamos las derivadas parciales con respecto a x ' 
empleando la regla· de la cadena: 

aF[x, y, f(x, y), g(x, y)] 
ax 

aF(x, y, u, v) ax aF(x, y, u, v) ay 
---'--"-=---'----'---"- - + -

ax ax ay ax 

aF(x, y, u, v) au aF(x, y, u, v) av 
+ -+ -

au ax av ax 

- 0, (14) 
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aG[x, y, f(x, y), g(x , y)] 
ax 

aG(x, y , u, V) ax aG(x, y, u , V) ay 
----'-~-'---'--~ - + -

ax ax ay ax 

+ aG(x, y, u, V) au + aG(x, y, u, V) av 
au ax av ax 

- 0, (15) 

en donde se sobreentiende que u = f (x, y) y v = g(x, y). De nuevo, ax/ax = 1 Y 
ay/ax = O. Las ecuaciones 14 y 15 nos proporcionan dos ecuaciones algebraicas 
lineales no homogéneas para Ux y vx' que son 

(16) 

Siempre que FuGv - FvGu =1= O, podemos despejar a Ux y Vx de esas ecuaciones, 
obteniendo 

u = x 

- FxGu + FuGx 
FuGu - FuGu ' 

(17) 

Así, para evaluar a Ux y V x en un punto (x, y), debemos (a) determinar los valores 
correspondientes de u y v resolviendo el sistema de ecuaciones simultáneas 
F(x, y, u, v) = O Y G(x, y, u, v) = O; (b) determinar las derivadas parciales Fx, Fu, Fv, 
Gx, Gu Y Gv, Y evaluarlas en el punto (x, y, u, v); y (c) a continuación evaluar Ux y Vx 

empleando las ecuaciones 17. 
Se procede de igual forma para deducir las fórmulas de uy y v y y se obtiene 

v = - FuGy +FyGu 
y FuGv - FvG" 

(18) 

En la práctica no se necesita recordar las ecuaciones 17 y 18, sino más bien llevar a 
cabo los cálculos en forma directa, como se muestra en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 3 

Se definen las variables u y v como funciones diferenciables de x y y mediante las 
ecuaciones 

F(x, y, u, v) = X2 + Y - u2 + 2v = 0, (19) 
G(x, y, u, v) = xy + 2x - y + 3uv + 10 = O. 

Comprobar que x = 1, y = - 1, u = - 2, v = 2 es una solución de estas ecuaciones y 

"calcular uy y v y en x = 1, y = - 1. 
Comprobaremos que (1, - 1, - 2,2) es una solución de estas ecuaciones 19, por 

sustitución directa: 
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F(l, - 1, - 2,2) 

G(l, -1, -2,2) 

1 - 1 - 4 + 4 = O, 

-1 + 2 + 1 - 12 + 10 = O. 
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A continuación derivamos cada una de las ecuaciones 19 con respecto a y, recordando 
que x se mantiene fija y que u y v son funciones de x y y. El resultado es 

1 - 2uuy + 2vy O, 

x - 1 + 3vuy + 3uvy O. 

Por tanto, 

-2uuy + 2vy 

3vuy + 3uvy 

-1, 

1 - x. 
(20) 

La solución de estas ecuaciones es 

3u + 2(1 - x) 
uy = 6u2 + 6v 

2u(1 - x) - 3v 
v = 

y 6u 2 + 6v ' 
(21) 

de modo que, empleando el hecho de que u = - 2 Y v = 2 cuando x = 1 Y Y = - 1, 
obtenemos 

y 

-6 + O 

24 + 12 

o 6 
vy(l, -1) = 24 + 12 

1 
6' 

1 

6' • 

Las ideas que se han desarrollado en estos casos se pueden extender con facilidad 
para el caso de m ecuaciones con n variables (donde m < n) que definen a m variables 
como funciones diferenciables de las n - m variables restantes . Resumiremos Jo que 
se necesita comprender para calcular la derivada o las derivadas parciales de una 
función o de funciones definidas en forma implícita. 

1. Dadas m ecuaciones con n variables (m < n), decidir qué variables serán 
independientes y cuáles dependientes. En el ejemplo 3, x y y fueron las variables 
independientes y u y v las dependientes. El número de variables dependientes 
es igual al número (m) de ecuaciones. 

2. Suponer que las ecuaciones definen a las m variables dependientes como 
funciones de las n - m variables independientes para determinado dominio de 
las variables independientes. 

3. Derivar cada una de las ecuaciones con respecto a una de las variables inde­
pendientes, manteniendo fijas las demás variables independientes. 

4. Las ecuaciones resultantes siempre son lineales en las derivadas parciales de 
las variables dependientes con respecto a la variable independiente seleccionada 

http://carlos2524.jimdo.com/



958 DERIVACiÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 

y, por tanto, se pueden despejar con facilidad. Los resultados tienen sentido 
siempre que los denominadores no sean cero. 

Una. vez comprendido este proceso, no nos debe preocupar el tratar con cualquier 
combinación de números de ecuaciones y de variables, siempre que, desde luego, el 
número de ecuaciones sea menor que el número de variables. Es más, no hay necesidad 
de memorizar fórmulas. Hasta que se llegue a comprender este proceso, existe el 
peligro de confundir los casos y las fórmulas complicadas. Lo que es peor, puede no 
comprenderse cómo tratar algún caso nuevo. 

Para cerrar esta sección enunciaremos y discutiremos brevemente un teorema que 
asegura que una ecuación g(x, y) define a y como una función derivable de x. Especí­
ficamente nos preguntamos: Dada una ecuación g(x, y) = O Y un punto (xo, Yo) que 
satisfaga a esta ecuación, ¿existe alguna función derivable Y = f(x) tal que fo = Yo Y 
g[x, f(x)] == O para x en un intervalo abierto que contenga a xo? 

Teorema '16.8.1 

(Teorema de la función implícita) 

Supongamos que g(x, y), gxCx, y) y gy(x, y) son continuas en la vecindad de un 
punto (xo. Yo) tal que g(xo, Yo) = O, Y que gy(xo. Yo) ?:f= O. Entonces existe una función 
Y = f (:Ii) en algún intervalo abierto que contiene a xo tal que f (xo) = Yo Y 
g[x, f(x)] == O; la función f es derivable y 

!!:l. = _ gix, y) 

dx gy(x, y)" 

Nótese que el teorema dice que f está definida en algún intervalo abierto que 
contiene a xo; no nos dice el tamaño del intervalo. Así, el teorema sólo nos da un 
resultado ''local''. Esto se muestra en la figura 16.8.1. Mostraremos, mediante algunos 
ejemplos sencillos, que se necesitan condiciones como las del teorema 16.8.1 para 
obtener el resultado que se enuncia allí. 

Sea la función 

g(x, y) = X2 + y2 + 1 = O. (22) 

Y 

YO 

--rY=f(X) -- ...... " , 
I \ 

I Y \ 
I r1:" 'VA J 
\ (XO, YO) / , / 
'~_/ 

g,g"gy 
continuas 

x 

xO 
Figura 16.8.1 
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Es claro que g, gx Y gy son continuas dondequiera, y que g(x, y) = 2y sólo es cero en la 
recta y = O. Sin embargo, no existe ninguna función derivable y = f(x) que satisfaga 
la ecuación 22, ya que no hay ningún punto (xo, Yo) en el plano tal que ro + ya + 1 = O. 

A continuación, consideremos 

g(x, y) = X2 + y2 = O. (23) 

El único punto que satisface esta ecuación es el (O, O) . Sin embargo, no existe ninguna 
función derivable Y = f(x) que satisfaga la ecuación 23 y la condición feO) = O. Nótese 
que mientras g, gx Y gy son continuas dondequiera, gy(x, y) = 2y, Y por tanto es cero en 
(O, O). 

Por último, consideremos la ecuación 

g(x, y) = X2 + y2 - 1 = O. (24) 

El punto (O, 1) satisface la ecuación 24. De nuevo, g, gx Y gy son continuas dondequiera, 
y ahora gy(O, 1) = 2, de manera que existe una función derivable Y = f(x) que satisface 
a feO) = 1 Y a la ecuación 24 en algún intervalo que contiene a O. Esta función es 
Y = f(x) = "1 -r , para - 1 < x < 1. Análogamente, la solución de la ecuación 24 
que pasa por (O, - l)es Y = - "1 -r, para - 1 < x < 1. Sin embargo, como gy(x, y) 
= 2y es cero en la recta Y = 0, no debemos esperar que allí se tenga una función 
derivable que satisfaga la ecuación 24 y la condición de que f(l) = O. En realidad, no 
hay tal función. 

El teorema de la función implíCita se generaliza directamente al caso de n variables 
y m ecuaciones, donde m < n. Sin embargo, no continuaremos con este tema. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 12 determinar las derivadas que se 
piden. Suponer que la(s) ecuaci6n(es) define(n) a la(s) 
variable(s) necesaria(s) como funci6n(es) diferenciable(s) 
de las variables restantes. 

9. (X2 + 2y2)2 + 2(x2 + 
12, Zy 

10. X2 - y2 + 2uv = O, 
Ux y Vx 

PROBLEMAS 959 

2xy = O; 

dy 
1. eX sen Y + 2 Y cos x = 3, dx 

11. X2 - y2 + u2 - v2 = O, xyuv = 4; 

dy 
2. eXY cos 2x + X2 - 3y = 4, 

dx 
X2 y 

3. - + arc tan - = 6, 
Y x dx 

4. X2 + 3y2 + 2z2 - 3xyz + 2yz + 4xy - 1 = 

O, Zx 

5. 3xy - z + eH' - 2y2 + 4 = O, 

6. z = é Xsen(3y - 2z), Zx y zy 

7. sen(x + y) + cos(y + z) + sen(x + z) = 1, 

Uy y vy 

12. eXu + eYv - uv = 1, yu + xv + cos 2y = 

3; Ux Y Vx 

13. Suponer que la ecuaci6n 

X2 - xy + y3 - 2x + 1 = O 

define a y = f(x) con una segunda derivada continua 
en la vecindad de x = 2. Comprobar que f(2) = 1 Y 
calcular (a) l' (2), Y (b) f"(2). 

14. Suponer que la ecuaci6n g(x. y) = O define a y como 
una funci6n doblemente derivable de x. Determinar a 
d2y/dx2 en términos de las derivadas parciales de g. 
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960 DERIVACiÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 

15. Suponer que la ecuación 

x 2"+ xy + 4y2 - 3yz - Z3 = 2 

define a z = f(x, y) con segundas derivadas parciales 
en una vecindad del punto (1, -1). Comprobar que 
x = 1, Y = - 1 Y z = 2 satisface esta ecuación, y 
calcular f x, f xx' f y y f xy en este punto. 

16. Suponer que la ecuación g(x, y, z) = O define a z como 
una función de x y y con segundas derivadas parciales . 

(a) Determinar a Zxx en términos de las derivadas par­
ciales de g. 

(b) Determinar a Zxy en términos de las derivadas par­
ciales de g. 

17. Siz = f(x, y) y g(x, y ) = O define ay como una función 
derivable de x, deducir una ecuación para dzldx en 
términos de las derivadas parciales de f y g. 

18. Las ecuaciones f (x, u, v) = O Y g(x, u, v) = O definen 
a u y a v como funciones derivables de x. Deducir 
ecuaciones para du/dx y dv/dx. 

19. Suponer que la ecuación F(x, y, z) = O defi!le las 
funciones diferenciables z = f(x, y) , y = g(x, z) y 
x = h(y, z) . Demostrar que 

ah(y , z) . ag(x , z) . af(x, y) = - 1. (i) 
ay az ax 

Esta ecuación se escribe con frecuencia en la forma 
más sencilla 

ax . ay . az = - 1 
ay az ax ' 

(a) 

en la que cada expresión se debe interpretar en el 
sentido dado por la ecuación (i) . Nótese también, de 
la ecuación (ii), el error que se comete si por casuali­
dad se simplifica a una ax "de arriba" con una ax "de 
abajo" y de igual manera para ay y az. 

20. Suponer qüe la ecuación 

PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 4 evaluar la función dada en los 
puntos dados, y determinar el dominio de esa función. 

21. 

define a las funciones diferenciables z = f(x, y), y = 

g(x, z) y x = (h, z) . Calcular zx' yz y Xy en el punto 
(1 , - 1, 2) Y comprobar que en este punto x yYzZk = -1. 

(a) Emplear la derivación implícita para demostrar 
que si 

x = r cos e, y = r sen e, 

entonces 

ar 
- = cos e 
ax ' 

ar 
- = sene, 
ay 

(i) 

ae sen e ae 
ay 

cos e 
ax r r 

(b)Emplear los resultados de la parte (a) para demos­
trar que si w = f (r, e), entonces 

aw aw aw sen e 
= - cose - ---

ax ar ae r ' 
aw aw aw cos e 

= - sene + ---
ay ar ae r 

(c) Demostrar que 

1 a w 1 a2w + - - . 
r r r2 ae2 

Este cálculo es mucho más fácil que despejar a 
r = (r + y2)1I2 ya e = arc tan(y/x) de las ecuaciones 
(i) para después calcular Wxx + W yy. 

22. Considerar la transformación de coordenadas 

23. 

x = cosh u cos v, y = senh u sen v. 

(a) Demostrar que las familias de curvas u = constan­
te y v = constante son elipses e hipérbolas, respec­
tivamente, en el plano xy. 

(b)Emplear la derivación implícita para demostrar 
que Ux = vy y que uy = -Vx ' 

Suponer que x = f (u, v) y que y = g(u, v) y que es 
posible despejar a y y a v como funciones diferencia­
bies de x y y . Determinar a Un yy, V x y v y en términos 
de las derivadas parciales de f y g. 

1. <I>(x, y) = ln(x2 - y2)3/2; 
(a) (1, O), 
(b) (5,4) 
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2. F(x, y, z) = exp(Vx2 + y2 + Z2); 
(a) (a, a, a), a > O 
(b) (a - I , a- I , a- I

), a > O 

3. <j>(x, y, z) = arc tan ( 3; - 2y 2); 
- Z + x 

(a) (1,1,1), 
(b) (a -I, b - I, el) 

4. g(x ,~) = sen x senh y + cos x cosh y; 

(a) \~, In 2) , (b) (~, In 3) 

En los problemas 5 a 8 identificar el o los puntos de 
discontinuidad de la función dada. Definir la función en 
esos puntos para hacerla continua, si es posible. 

5. f(x, y) 
X2 - 2y 

2x - Y 

x3 + y2 

X2 + y2 
6. f(x, y) = Vx2+Yi 

7. f(x,y) = I I I nx - y 

(
x2 _ y2) 

8. f(x , y) = cos Ixl + Iyl 

En los problemas 9 a 12 determinar las primeras derivadas 
parciales con respecto a cada una de las variables inde­
pendientes. 

9. f(x , y) = In[(x2 + y2)1I2] 

10. F(u, v) = e" oos u - uv 

11. g(" s, t) = st2sen ('s - t) 

12. F(u , v, w) = v arc tan (u - w) 

En los problemas 13 a 16 comprobar que Zxy = Zyx. 

13. z = COS(X2 - y2) 

15. z = eXY senxy 

14. z = X5y 2 - X2y5 

16. z = In(4x2 + 4y2) 

En los problemas 17 a 20, determinar si las funciones dadas 
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann (véase pro­
blema 31, sección 16.2). 

17. u(x , y) = -x3 + 3xy2, v(x, y) = y3 - 3x2y 

18. u(x, y) = 3X2 + 2y - 3y2 - 1, 
v(x , y) = 6xy + 2y 

19. u(x , y) = sen(wx - y), v(x, y) = x2e"Y 

20. u(x ,y) = ex2 -y2cos2xy, v(x ,y) = ex2 - y2sen2 xy 

En los problemas 21 a 24, determinar el conjunto de todas 
las funciones z = f(x, y) que tengan la propiedad dada. 

21. Zy = 2x 3y - 2 cos 2y 

22. Zx = l + (sen x )ecos x 
x 

23. Zy = x/(x2 + y 2) 

3y 
24. Zx = VI _ (3x _ 5y)2 

PROBLEMAS 961 

En los problemas 25 a 28, expresar f(x + h, Y + k) en la 
forma de la ecuación 11, sección 16.3. Determinar 
,(x, h, k)y mostrar que, -70 cuando (h, k) -7(0, O). 

25. f(x , y) = x 3 - 3y2 

27. f(x , y) = eXY - x 2y 

26. f(x ,y ) = 2x2y + 7y3 

28. f(x , y) = y cos x 

En los problemas 29 a 32 determinar la diferencial de la 
función dada. 

29. Z = yeCOS2x 30. Z = In[(x2 + y2)1/2 ] 

31. w = Z2 arc sen(x - y) 
X2 

32. w = eX cos(yz) In -
y 

En los problemas 33 a 36 emplear la regla de la cadena para 
determinar dvdt o dw/dt. 

33. z = senh(xy - y2) , X = t, Y = tl/2 

34. z = In( Vx 2 + y2 - 1) , x = (, y = t2 

35. w = x2yz - xy2z + xyz3, X = t, 
Y = t2, z = ( 3 

36. w = x2eY In(cos z), x = (2 , Y = t - I, 
z = t 

En los problemas 37 a 40 emplear la regla de la cadena para 
calcular las primeras derivadas parciales de z o w con 
respecto a r y as. 

37. z = x 3y, X = e' sen s, y = eS cos , 

38. z In(x2 + y2), X = , + s, 
y = , - s 

X2 y2 z 
39. w = ~ - ¡; - ~, x = rs , y = r2+s, 

z = , - s; a, b, e son constantes 

x = r, y = s, 

z = r + s; a, b, e son constantes 

En los problemas 41 a 44 calcular la derivada direccional 
de la función dada en el punto dado y en la dirección dada. 
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962 DERIVACiÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 

41. f(x, y) = xy2, (1,1), u = (2, -3) 

42. f(x, y) = X3y - 2x2y2 + y, 
(3 , 4) , hacia (-1, 2) 

43. g(x, y, z) = X2 are tan(zy), 
(1, O, 2), u = (4,1 , - 2) 

44. g(x, y, z) = z senh xy, (1, 1, 1), 
hacia (1,3, -2) 

En los problemas 45 a 48 determinar el vector unitario A 
en la dirección en la que la función dada crece con mayor 
rapidez y determinar la razón de cambio de la función en 
esa dirección en el punto dado. 

45. f(x, y) = xy2, (3, -2) 

(1, 1) 

47. g(x, y, z) = X2 are sen (zy) , (1, O, - 4) 

48. g(x , y, z) = z senhxy, (0 , 2, 1) 

En los problemas 49 a 52 comprobar que el punto dado 
queda en la curva de la intersección de las dos superficies 
dadas y determinar la recta tangente en este punto. 

49. 2x - y = O, X2 + y2 + z = 9, (1,2,4) 

50. X2 - y2 + z = 5, 
Z2 = (x - 2)2 + (y - 1)2, (5, 5, 5) 

X2 y2 Z2 
51. "4 + "9 - "4 = 1, x + z = 2, (1,3 , 1) 

52. X2 -1- y2 + Z2 = 9, z = eY,(Ys, O, 1) 

En los problemas 53 a 56 localizar y clasificar los puntos 
estacionarios. 

53. f(x, y) = x2y - 3xy2 + 4xy 

54. f(x, y) = senx - xy 

55. f(x, y) = e-h4r 

56. f(x, y) = senh x cos y, 
O:5y:5 'll' 

-'ll':5x:5'll', 

En los problemas 57 a 60 determinar las derivadas indica­
das empleando la derivación implícita. 

57. X2 - 3xy2 + 2y3 = 6; y' 

58. xy + senxy = 2; : 

59. z - e,eoshx + In(x2 - Z2) = 5; z., X z 

60. u = x are tan u - y3; u., uy 

61. Determinar el plano tangente y la normal en el punto 
(3, O, 1) de la superficie (x2/4) + (y2/9) - (z2/4) = 2. 

62. Determinar el plano tangente y la normal en el punto 
(1,1,1) de la superficie z = ~ - 3xy2 + 2x. 

63. Calcular la razón de cambio de f(x, y) en el punto 
(1,3) en la dirección en la que g(x, y) = (r/4) + (y2/9) 
crece más rápidamente. 

64. Emplear diferenciales para estimar el error en el vo­
lumen de una caja rectangular que tenga 1 % de error 
en la altura, 2% de error en la longitud, y 3% en el 
ancho. 

65. Calcular las dimensiones del rectángulo de área má­
xima cuyos lados son paralelos a los ejes coordena­
dos, que se puede inscribir en la elipse (r/25) + 
(y2/144) = 1: 

(a) empleando multiplicadores de Lagrange; 

(b) sin emplear multiplicadores de Lagrange. 

66. Se va a construir un tanque cilíndrico vertical metáli­
co para contener 5l2'll' litros de agua. Calcular las 
dimensiones del tanque que requerirá la mínima can­
tidad de metal (de espesor uniforme) para construirlo: 

(a) empleando multiplicadores de Lagrange; 

(b) sin emplear multiplicadores de Lagrange. 

67. Un automóvil rojo y uno azul arrancan eri el punto P. 
El rojo se dirige a N600W y el azul va hacia N45°E. 
En el tiempo T, el coche rojo está a 100 km de P y se 
mueve a una velocidad de 60 km/h; el azul está a 120 
km de P y se mueve con una velocidad de 70 km/h. 
Calcular a qué velocidad se separan entre sí en el 
tiempo T. 
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Capítulo 17 

La operación matemática fundamental de integración 
se presenta en numerosos casos. Hasta ahora, sin em­
bargo, todas nuestras integrales han sido unidimensio­
nales, o sencillas. Esto es, los problemas que hemos 
visto siempre se pueden formular de tal manera que se 
necesita la integración sólo con respecto a una variable. 
A continuación estudiaremos cómo y cuándo el proce­
so de integración se puede generalizar a más dimensio­
nes. Encontraremos que se puede lograr la 
generalización de modo natural y directo, y que las 
integrales multidimensionales comparten las mismas 
propiedades básicas que las integrales sencillas. Esto 
nos permitirá tratar muchos problemas que dependen 
de modo intrínseco de dos o más variables. La mayor 
parte de este capítulo se ocupa de la evaluación de 
integrales en dos o tres dimensiones, junto con varios 
ejemplos de sus aplicaciones. 

17.1 INTEGRALES DOBLES 

En el capítulo 6 estudiamos la integral definida de una 
función de una variable. Las integrales impropias y las 
aplicaciones de la integración se han tratado en los 
capítulos siguientes. A continuación veremos cómo 
definir y usar las integrales de funciones de varias 
variables . En las primeras cuatro secciones de este 
capítulo restringiremos nuestra atención a funciones de 
dos variables, pero en las secciones 17.5 a 17.7 estu­
diaremos la integración para funciones de tres varia-

, 

CALCULO 

Integrales 
múltiples 
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964. INTEGRALES MÚLTIPLES 

bIes. La generalización a mayores dimensiones es relativamente directa, pero no se 
verá en este libro. 

Supongamos que se da una función f acotada en el rectángulo R: a ::S x ::S b, 
e ::S y ::S d, que se muestra en la figura l7.1.la. Para definir la integral de f sobre R, 

y 

d 

R 

e 
x 

a b 

Figura 17.1.1a 

seguiremos esencialmente el mismo procedimiento que describimos en el capítulo 6 
para la integral de Riemann de una función de una variable. Para desarrollar integrales 
unidimensionales empleamos con frecuencia la interpretación de tales integrales como 
áreas. Análogamente, con frecuencia resulta útil considerar a las integrales de las 
funciones de dos variables, en forma intuitiva, en términos de volúmenes, y mencio­
naremos esto de vez en cuando. Sin embargo, la definición de f sobre R es tan sólo 
analítica y no depende de ideas geométricas. 

Comenzaremos tomando una partición de los intervalos [a, b] en el eje x y [e, d] 
en el eje y: 

a = Xo < Xl < X2 < ... < Xm-l < X m = b; 

e = Yo < YI < Y2 < .. . < Yn-l < Yn = d. 
(1) 

La localización de los puntos de subdivisión Xi (i = 1, . . . , m - 1) Y Yj (j = 1, ... , 
n - 1) es arbitraria; en particular, no necesitan tener igual espaciamiento en los ejes 

x y y . Esto se muestra en la figura 17 .1.lb para el caso en el cual m = 7 Y n = 6. 

Figura 17.1.1b 

Y6=d 
Y5 
Y4 
Y3 

Y2 

Y¡ 
yo=c 

y 

R 
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17.1 INTEGRALES DOBLES 965 

A continuación trazamos las rectas x = x¡ y y = Yj paralelas a los ejes coordenados, y 
con ello dividimos el rectángulo R en subrectángulos, como se indica en la figura 
l7.1.1c. 

d 
Y=Ys -
y=:>:¡ -
Y=Y3 -

Y=Y2 -
Y=Y¡ -

e 

y 

a 

I I I I I x 

I I I I 
I x = X2 I x = X4 IX = X6 

x = XI X = X3 x = Xs 

Figura 17.1.1c 

Un subrectángulo típico está acotado por las rectas x = x¡_¡, X = Xi' y = Yj-¡, Y = Yj' y 
se representará mediante Rij (véase figura 17.1.2). 

Y=Yn =d 

Y=Yj 
y= Yj-l 

y = yo= e 

y 

-1--1- -
1 __ 1_-

1. I ----'-óy · _ _ _ __ _ ~ J 

_1._L_I __ I __ 
1 1 I I 

H 
óX¡ 

X=Xm 

x 

El conjunto de subrectángulos 

Figura 17.1.2 Un subrectángulo R¡j típico. 

~ = {R¡J, l = 1, .. . ,m, j = 1, ... ,n (2) 

constituye una partición del rectángulo R original. El área del subrectángulo R¡j es 

(3) 

Para medir la "finura" de la partición ~ es conveniente emplear el número II~II definido 
como 

(4) 

II~II es la longitud de la diagonal más larga de todos los subrectángulos R¡j y se conoce 
como la norma de ~. 
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966 INTEGRALES MÚLTIPLES 

Para una partición dada tl seleccionaremos en forma arbitraria un punto estrella 
Pij = (xij, yij) en cada uno de los rectángulos cerrados Rij , evaluaremos la función f en 
Pij y formaremos el producto f (Pij)Mij' Si f (Pij) > 0, entonces este producto es el 
volumen de una caja rectangular, paralelepípedo, de altura f (Pij) y con área de sección 
transversal M ij . Podemos ver en forma intuitiva el volumen de esta caja como una 
aproximación al volumen de la región cilíndrica acotada por el plano xy por abajo, por 
la superficie z = f (x, y) por arriba y por los planos x = Xi-!> X = Xi' Y = Yi-! Y Y = Yi 

a los lados. Esto se muestra en la figura 17.1.3. Procediendo de igual forma para cada 

Figura 17.1.3 

xi-l 
x'l' , 

Xi 

X 

z z= f(x, y) 

y 

pij 

subrectángulo y sumando a continuación todos estos productos, obtenemos la suma de 
Riemann 

¿ f(Pij) tlA ij = f(Pil) tlA ll + ... + f(P!n) tlAmn , 
i=l ... .. m (5) 
j=l, .. . ,n 

o en forma breve 'i,¡ ,d (Pij)Mij, en donde se sobreentiende que la suma se extiende a 
todos los valores permisibles de i y de j. Para una función f no negativa, esperamos en 
forma intuitiva que la suma (5) sea una aproximación al volumen de la región 
tridimensional acotada por abajo por el rectángulo R en el plano xy, por arriba por la 
superficie z = f (x, y) y a los lados por los planos x = a, x = b, Y = e y y = d (véase 

y 

Figura 17.1.4 
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17.1 INTEGRALES DOBLES 967 

figura 17.1.4) para el caso en el que m = n = 2. Si bien con frecuencia es útil pensar 
en las sumas de Riemann en términos de volúmenes de esta forma, subrayamos que 
podemos formar la suma (5) independientemente de los signos de los diversos términos 
y sin referirnos a ideas geométricas. Sin embargo, no la interpretaremos como volumen 
a menos que f (x, y) 2: O. 

Como en el caso de las integrales unidimensionales, deseamos examinar el com­
portamiento de la suma de Riemann (5) a medida que la partición!:!.. se hace más y más 
fina, esto es, cuando II!:!..II ~ O. Si existe el límite de la suma (5) cuando II!:!..II ~ O, 
independientemente de cómo se forme la partición, e independientemente de cómo se 
seleccionen los puntos estrella, entonces se dice que f es integrable sobre R. Al límite 
se le da el nombre de integral de f sobre R y se representa mediante 

I ( f(x , y) dA = ~mo _ ¿ f(Pij) !:!..A¡j' 
JR 11 11 ..... ¡-l, .. . ,m (6) 

j= l, ... ,n 

Se usan dos signos de integración para indicar que es una integral bidimensional o 
integral doble. Esto también se indica designando al elemento de integración mediante 
dA, (por el área). Por otro lado, si no existe el límite de la suma de Riemann que aparece 
en la ecuación 6, entonces se dice que f no es integrable en R. 

EJEMPLO 1 

Sea f (x, y) = k para todos los puntos (x, h) de R. Demostrar que f es integrable sobre R. 
Para toda partición de R y toda selección de puntos estrella tenemos que f (Pij) = 

k. Así, 

¿ f(Pij) !:!..A¡j 
i=l .. . .. m 
j=l , ... ,n 

k ¿ !:!..A¡j = k(b - a) (d - e). 
i=l , . ..• m 
j=l , ... ,n 

Como en este caso todas las sumas de Riemann tienen el mismo valor, en consecuencia 

lím ¿ f(Pij) !:!..A¡j = k(b - a) (d - e), 
11&11-->0 ¡=l , ... ,m 

j=l, . .. ,n 

de modo que f es integrable sobre R, y 

I IR f(x, y) dA = I IR k dA = k(b - a) (d - e). 

Nótese que si k > O entonces k(b - a)(d - e) es el volumen de un paralelepípedo 
rectangular de altura k y base (b - a) por (d - e) .• 

EJEMPLO 2 

Sea f definida en R de tal modo que 
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968 INTEGRALES MÚLTIPLES 

f (x, ) = { 1 si x y y son ra.cionales; 
y -1 en caso contrano. (7) 

Demostrar que f no es integrable sobre R. 
Para toda partición de R siempre es posible seleccionar un punto estrella en cada 

subrectángulo tal que f (Pij) = 1. En este caso la suma de Riemann correspondiente es 
¡jj1~Aij = (h - a)(d - e). Por otro lado, para toda partición también siempre es posible 
seleccionar otro punto estrella en cada subrectángulo tal que f (Pij) = - 1, en cuyo caso 
la suma de Riemann correspondiente tiene el valor - (h - a)(d - e). Así, sin importar 
lo pequeña que sea II~ I I , las sumas de Riemann no tienden a un sólo número como 
límite. En consecuencia, f no es integrable sobre R .• 

Los ejemplos 1 y 2 muestran que algunas funciones son integrables sobre un 
rectángulo R mientras que otras no. El teorema siguiente es algo análogo al teorema 
6.2.1 y sirve para identificar una extensa clase de funciones integrables. 

Teorema 17.1.1 

Supongamos que r está acotada en el rectángulo R y que es continua allí, excepto, 
a lo más, en los puntos que queden en un número finito de arcos suaves 
rectificables. Entonces f es integrable sobre R. 

Recuérdese que los arcos suaves rectificables son aquellos que tienen una tangente 
que los puede recorrer en forma continua y que son de longitud finita . V éanse en las 
secciones 15.6 y 15.7, para discusiones más completas sobre estos términos. Las 
gráficas de 

y <1> (x ), a :5 X :5 b, (8) 

y de 

x = l\J(y), e :5 Y :5 d, (9) 

o del sistema paramétrico 

x = <I>(t), y = l\J(t) , o: :5 t :5 ~, (lO) 

son suaves y rectificables si <1>' y I\J' son continuas en los intervalos dados, y en el caso 
de las ecuaciones 10, <I>,2(t) + 1\J'2(t) nunca es cero en [o:, 13]. 

El teorema 17 .1.1 es suficientemente general como para garantizar la integrabili­
dad sobre rectángulos de casi cualquier función acotada que aparezca en un curso 
elemental en la mayor parte de las aplicaciones. La demostración es semejante a la del 
resultado correspondiente que aparece en el capítulo 6 y se omite aquí. 

http://carlos2524.jimdo.com/



17.1 INTEGRALES DOBLES 969 

EJEMPLO 3 

Supongamos que f está definida en el rectángulo R: lxi ~ 2, Iyl ~ 1 del siguiente modo: 

X2 + y2 :5 1; 

f(x, y) (x, y) E R Y X2 + y2 > 1 (11) 

(véase figura 17.1.5). Determinar si f es integrable sobre R. 

h z=x2 + y2 

1 I -1--)1 
II 1/ 1 

1 

y 

x Figura 17.1.5 

Como f está definida por dos expresiones polinomiales, está acotada en el rectán­
gulo R y es continua, excepto quizá en el círculo X2 + y2 = 1. De acuerdo con la figura 
17.1.5 es claro que en realidad f es discontinua en todos los puntos del CÍrculo. Sin 
embargo, el círculo es un arco suave rectificable de longitud 21T y, por tanto, la función 
f satisface las condiciones del teorema 17.1.1. Por lo que f es integrable sobre R .• 

La integración en una dimensión se lleva a cabo en intervalos, y en dos dimensiones 
el análogo natural del intervalo es el rectángulo. Sin embargo, es importante poder 
integrar en otras regiones bidimensionales como triángulos, círculos, etc., y es por eso 
que volvemos a la cuestión de definir una integral doble sobre una región más o menos 
arbitraria del plano. Representaremos con n la región de interés y supondremos que 
está cerrada y acotada. Esto significa que la frontera de n está en n , y que se puede 
encontrar un rectángulo R que contenga por completo a n (véase figura 17.1.6). 
Además, supondremos que la frontera de n consta de un número finito de arcos suaves 
rectificables, descrito cada uno por ecuaciones de la forma (8), (9) ó (10) . 

Supongamos ahora que se da una funeión f que satisface las hipótesis del teorema 
17.1.1 acerca de n. Definimos entonces una nueva función g del siguiente modo: 

( ) _ { f (x, y), 
g x, y - o, 

(x, y)en Q; 

(x; y)en R pero no en Q 
(12) 

Figura 17 .1.6 
La región acotada n 
está contenida en el 
rectángulo R. 
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z z = f(x. y) 

y 

x o. 

Figura 17.1.7 

Como g es igual a f siempre que f esté definida (esto es, en a), y como g está definida 
en una región más grande, llamaremos a g una extensión de f de a a R. Además, g es 
continua en R excepto, a lo más, en dos conjuntos de puntos, que son 

1. los puntos de a en los que f es discontinua; 
2. la frontera de a. 

Ambos conjuntos de puntos satisfacen las condiciones del teorema 17.1.1 y, por tanto, 
existe la integral de g sobre R. Por último, definimos que la integral de f sobre a tiene 
el mismo valor que la integral de g sobre R, esto es 

f L/(X, y) dA = f L g(x , y) dA, (13) 

en la que g está dada por la ecuación 12. Además, como la extensión de f es cero fuera 
de a, no hay diferencia si seleccionamos cualquier rectángulo R, siempre que contenga 
a a. La ecuación 13 es válida para cualquiera de esas R. Con ello, hemos obtenido el 
siguiente resultado. 

Teorema 17.1.2 

Sea n una región acotada en el plano xy cuya frontera consta de un número finito 
de arcos suaves rectificables. Si f es continua en a excepto (a lo más) en un 
conjunto de puntos que estén en un número finito de arcos suaves rectificables, 
entonces f es integrable sobre a, y el valor de la integral está dado por la ecuación 
13. 

En la discusión anterior de las integrales dobles, hemos indicado la posible 
interpretación de algunas integrales como volúmenes. En realidad, los volúmenes se 
definen en términos de integrales. Considere el cilindro cuya sección transversal en el plano 
xy es la región a y cuyo eje es paralelo al eje z. El volumen V de la parte de este cilindro 
que queda arriba del plano xy y abajo de la superficie z = f (x, y) se define como 

v = fInf(x, y) dA, (14) 

siempre y cuando f sea integrable sobre a (véase figura 17.1.7). 
Si f (x, y) = 1 para todo punto de a, entonces la ecuación 14 da el volumen de 

una región cilíndrica de espesor unitario y de sección transversal a. Así, V = A . 1, 
donde A es el área de a. De acuerdo con la ecuación 14, entonces 

A(a) = fin dA. (15) 

http://carlos2524.jimdo.com/



17.1 INTEGRALES DOBLES 971 

Otra interpretación importante de una integral doble de una función no negativa p 
es cuando se considera a p(x, y) como la densidad* (masa por unidad de área) de una 
película continua de algún material que ocupa la región n. Entonces p(x7, y7)Mij es 
aproximadamente igual a la masa del elemento M ij, y la suma de Riemann 

L p(x,*, yt) ¿lA ij 
i=l •.. .• m 
j=l •.. .• n 

(16) 

es aproximadamente igual a la masa total M de la región n. Si p(x, y) y n satisfacen 
las condiciones del teorema 17.1.2, entonces la suma (16) tiene un límite cuando 
!!¿l! ! ---7 O, Y la masa total de la hoja delgada está dada por 

M= fL p(x, y) dA. (17) 

A veces es posible evaluar integrales dobles mediante el empleo directo de la 
definición. Como este método es tedioso en una dimensión, y lo es más todavía en el 
caso de integrales dobles, casi nunca es satisfactorio este modo de determinar el valor 
de la integral doble. En la sección siguiente desarrollaremos un método que es mucho 
más conveniente. También hay métodos numéricos, semejantes a los que se estudiaron 
en la sección 6.6 para el caso de integrales simples, pero no los trataremos aquí. 

Para terminar esta sección enunciaremos algunas propiedades de las integrales 
dobles, que con frecuencia son útiles. Cada propiedad es directamente análoga a una 
propiedad de las integrales simples, que se estudiaron en la sección 6.3. 

Teorema 17.1.3 

Supongamos que f y g son integrables sobre n. 

(a) Linealidad. Si C¡ y C2 son cualesquiera constantes, entonces ctf + C2g 
también es integrable sobre n y 

J Jn [ctf(x, y) + C2g(X, y)] dA 

= c1J t f(x, y) dA + C2 J t g(x, y) dA. (18) 

Este resultado se generaliza a la suma de cualquier número finito de términos. 
(b)Si f (x, y) 2: O en n, entonces 

J Jn f(x, y) dA 2: O. (19) 

* En mecánica del medio continuo la existencia y la definición de una función densidad son cuestiones muy 
delicadas, y exigen una discusión cuidadosa. Este tratamiento queda fuera del alcance de este libro y, por 
tanto, supondremos simplemente que se da esta función densidad. 
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(e) Comparación. Si f (x, y) 2:: g(x, y) sobre n, entonces 

f fn f(x, y) dA 2:: f fu g(x, y) dA. 

(d) La función If I también es integrable sobre n, y 

I f L f(x, y)dA I $ f In I.f(x, y)1 dA . 

(e) Si If (x, y)1 $ M en fi para una constante M, entonces 

I f L f(x,y)dA I $ MA, 

donde A es el área de n. 

Teorema 17.1.4 

(Aditividad) 

(20) 

(21) 

(22) 

Supongamos que n se compone de dos partes nI y n2 que no se traslapan; 
supongamos además que nJ> n2 y también n están acotadas por un número finito 
de arcos suaves rectificables. Si existen cualesquiera dos integrales de las si­
guientes tres, entonces también existe la tercera, y 

f L f(x, y) dA = f t, f(x, y) dA + f fn, f(x, y) dA . (23) 

Este resultado se generaliza a la descomposición de n en cualquier número finito 
de partes nJ> .. . , fin que no se traslapen. ¡ 

Las figuras 17 .1.8, 17.1.9 Y 17.1.10 muestran el contenido del teorema 17.1.4. Si 
desea uno integrar sobre la región n que aparece en la figura 17.1.8, casi con seguridad 
será útil separar a fi en partes que no se traslapen y a continuación integrar en cada 
una de las partes por separado. Las figuras 17.1.9 y 17.1.10 muestran dos maneras 
fáciles de descomponer a n en cuatro partes que no se traslapan, y que son más 
convenientes para la integración. 

Figura 17.1.8 Figura 17.1.9 Figura 17.1.10 
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PROBLEMAS 

1. Sea f (x, y) = 2xy y sea R el cuadrado O:::: x :::: 2, 
O :::: y :::: 2. Subdividir a R en cuatro sub rectángulos 
mediante los puntos de partición Xo = O, XI = 1, X2 = 

2 Y Yo = O, YI = 1 Y Y2 = 2. Formar la suma de 
Riemann correspondiente si 

(a) Pij es el centro de cada subrectángulo, 

(b)Pij es la esquina inferior derecha de cada subrec­
tángulo, 

(c) Pij es la esquina superior derecha de cada subrec­
tángulo. 

2. Sea f (x, y) = 2x2 -l y sea R el rectángulo O:::: x :::: 
3, O :::: Y :::: 2. Subdividir a R en seis subrectángulos 
mediante los puntos de partición Xo = O, Xl = 1, X2 = 

2, X3 = 3, Y Yo = O, YI = 1 Y Y2 = 2. Formar la suma 
correspondiente de Riemann si 

(a) Pij está en el centro de cada subrectángulo, 

(b) Pij se selecciona en cada sub rectángulo de modo 
que f (Pij) sea tan grande como sea posible, 

(c) Pij se selecciona en cada sub rectángulo de modo 
que f (Pij) sea tan pequeña como sea posible. 

3. Sea f . (x, y) = x2y y sea R el rectángulo O :::: x :::: 2, 
O :::: Y :::: l. Determinar la suma correspondiente de 
Riemann si Pij es el centro de cada subrectángulo, y R 
se divide en 

(a) dos cuadrados idénticos, cada uno de área 1, 

(b)ocho cuadrados idénticos, cada uno de área ¡, 
(c) treinta y dos cuadrados idénticos, cada uno de área 

1 
16' 

4. Sea f (x, y) = sen x cos Y y sea R el rectángulo O :::: x 
:::: 'lT, O :::: Y :::: 'lT/2. Determinar la suma de Riemann 
correspondiente si Pij es el centro de cada subrectán­
gulo, y R se divide en 

(a) dos cuadrados idénticos, cada uno con un área de 
('lT/2)2, 

(b) ocho cuadrados idénticos, cada uno con un área de 
('lT/4)2, 

(c) treinta y dos cuadrados idénticos, cada uno con un 
área de ('lT/8)2. 

En los problemas 5 a 8 emplear la parte (c), (d) o (e) del 
teorema 17.1.3 para determinar una cota superior de la 
cantidad indicada. 

17.1 INTEGRALES DOBLES 973 

5 'f f 1 dA donde n : X2 + y2 ::; 1 . Jo 2X2 + y2 + 4 ' 

6·1 fL sen(2x - 3Y)dAI, donde n : O ::; x ::; 

2, O::; y::; 5 

donde n : X2 + y2 ::; ! 

8. fL xy dA, donde n : 1 ::; x ::; 2, 1 ::; Y ::; 3 

A veces es posible calcular el valor de una integral identi­
ficándola como el volumen de una figura sólida elemental 
que se conoce de la geometría. Usar este método para 
evaluar las integrales de los problemas 9 a 12. 

9. I In -19 -? -y2 dA, donde n es el cuarto de círculo X2 

+ l :::: 9, y x ~ O, Y ~ O. 

10. I In (6 - 3x - 2y)A, donde n es el triángulo acotado 

por los ejes coordenados y la recta 3x + 2y = 6. 

11. I In (6 - 3~)dA, donde n es el círculo X2 + l 
:::: 4. 

12. I In (3 - ~y)dA, donde n es el rectángulo O :::: x :::: 2, 

O:::: y:::: 4. 

13. Demostrar la parte (b) del teorema 17.1. 3: si f es 
integrable sobre n, y si f (x, y) ~ O sobre n, entonces 
I In f (x, y)dA ~ O. 

Sugerencia: ¿Qué puede decir el lector acerca del 
signo de cada una de las sumas de Riemann asocia­
das? 

14. Suponiendo que se haya demostrado la parte (b) del 
teorema 17.1.3, demostrar la parte (c) de ese teorema. 

Sugerencia: considerar I In[f (x, y) - g(x, y)]dA. 

15. Si f es integrable sobre n, es posible demostrar que 
Ifl también es integrable. Suponiendo que lo anterior 
sea cierto, y suponiendo la parte (c) del teorema 
17.1.3, demostrar la parte (d) de ese teorema. 

16. Suponiendo que se han demostrado las partes (c) y (d) 
del teorema 17.1.3, demostrar la parte (e) del mismo. 
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y 

'IIJ 
e I I l 

a b 

(a) 

y 

d 

c ~B 
I I x 

a b 

(b) 

Figura 17.2.1 
(a) Integraci6n con res­
pecto a y manteniendo 
fija a x.(b )Integraci6n 
con respecto a x, man­
teniendo fija ay. 

17.2 INTEGRALES ITERADAS 

En la sección anterior definimos a la integral doble J Jnf (x, y) dA para una amplia clase 
de funciones f y regiones n. La discusión sigui6 un desarrollo muy semejante al del 
capítulo 6, en el que se trató la integral definida J: f (x) dx de una función de una 
variable. En el capítulo 6 el siguiente paso fue desarrollar un método para evaluar 
integrales empleando una antiderivada F(x) del integrando f (x), y recurriendo al 
teorema fundamental del cálculo, el teorema 6.4.3. Es natural que busquemos extender 
este procedimiento a las integrales dobles y con ello obtener un método para evaluarlas. 

Al calcular las derivadas parciales de una función f de dos variables mantenemos 
constante a una de las variables mientras derivamos con respecto a la otra. La operación 
inversa a la derivación parcial implica integrar con respecto a una variable manteniendo 
constante a la otra. Por ejemplo, supongamos que f (x, y) se define en el rectángulo R: 
a' ::s, x ::s, b, e ::s, y ::s, d. Entonces 

g(x) = r f(x, y) dy (1) 

es el resultado de fijar a x para integrar a f (x, y) con respecto a yen el intervalo e ::s, 
y::s, d, como se ve en la figura 17 .2. 1a. La notación g(x) indica que el valor de la integral 
en general depende de x, pero no depende de y. Análogamente, 

h(y) = J: f(x, y) dx (2) 

se obtiene manteniendo constante a y e integrando con respecto a x desde a hasta b 
(véase figura 17.2.1b). Se puede emplear el teorema fundamental del cálculo para 
evaluar a g(x) y h (x), puesto que implican integrar sólo con respecto a una variable. 

~JEMPLO 1 

Sea f (x, y) = 1 + 2xy + 3x2y1 para O ::s, x ~ 4 Y 1 ::s, Y ::s, 3. Determinar 

g(x) = f f(x, y) dy y h(y) = f f(x, y) dx. 

Tenemos que 

g(x) f (1 + 2xy + 3X2y3) dy 

(y + xy2 + ~ X2y4) I y=3 

• . 4 y =l 

243 3 
(3 + 9x + 4 X2) - (1 + x + ¡ X2) 

= 2 + 8x + 60x2
, O::s, x::s, 4. (3) 
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Análogamente 

h(y) f (1 + 2xy + 3X2y 3) dx 

(x + x2y + X3y 3) I :~: 
= 4 + 16y + 64y 3, 1 :5 Y :5 3 .• (4) 

Ahora se pueden integrar las funciones g y h en los intervalos a :::; x :::; b Y e :::; y 
:::; d, respectivamente. Esto da 

f g(x) dx f [f f(x, y) dyJ dx (5) 

y 

f h(y) dy = f [f f(x, y) dx J dy. (6) 

A las integrales de las ecuaciones 5 y 6 se les llama integrales iteradas. Hemos 
introducido paréntesis rectangulares en esas ecuaciones para subrayar el orden de las 
operaciones; en la ecuación 5 se integra primero con respecto a y y después con respecto 
a x, mientras que en la ecuación 6 se invierte ese orden. Es importante comprender que 
cada una de las integra.ciones del lado derecho de las ecuaciones 5 y 6 es con respecto 
a una variable única. Así, todos los métodos que se han presentado hasta ahora para la 
evaluación de las integrales de funciones de una variable son aplicables para la 
evaluación de estas integrales iteradas. Obsérvese que la integración se lleva a cabo 
desde adentro hacia afuera, como lo indican los paréntesis rectangulares de las ecua­
ciones 5 y 6. En general omitiremos esos paréntesis y representaremos las integrales 
iteradas (5) y (6) mediante 

f r f(x, y) dy dx y r f f(x, y) dx dy, (7) 

respectivamente. 

EJEMPLO 2 

Sea f (x, y) como la del ejemplo 1. Calcular 

10
4 f f(x, y) dy dx y f f f(x, y) dx dy. 
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En el ejemplo 1 determinamos que 

g(x) = f f(x, y) dy = 2 + 8x + 60x2, 

y que 

h(y) f f(x, y) dx 4 + 16y + 64y 3, 1 ~ y ~ 3. 

Así, 

f f f(x, y) dy dx f g(x) dx 

(2x + 4X2 + 20x 3
) I : 

8 + 64 + 1280 1352. 

De manera semejante, 

f f f(x, y) dx dy f h(~) dy 

(4y + 8y2 + 16y4)1: 

= (12 + 72 + 1296) - (4 + 8 + 16) = 1352. • 

Para el caso que se vio en el ejemplo 2, el cálculo directo muestra que los dos 
conjuntos de integrales iteradas dan el mismo resultado. En otras palabras, el orden en 
el que se llevan a cabo las dos integraciones no importa. Esto hace que surja la pregunta 
de si siempre son iguales los dos conjuntos de integrales iteradas en la ecuación 7, Y si 
es así, si también tienen el mismo valor que la integral doble S SR f (x, y) dA que se 
estudió en la sección 17.1. Si la respuesta a esta pregunta es "sí, " entonces las integrales 
iteradas son un medio de evaluar las integrales dobles. 

Podemos dar una discusión geométrica de la relación que existe entre las integrales 
iteradas y las dobles cuando f (x, y) 2: O en R. Considere la región U, que se muestra 
en la figura 17 .2.2, acotada por el plano xy, la superficie z = f (x, y), y los cuatro planos 
x = a, x = b, Y = e, y y = d . En la sección 17.1, el volumen V de esa región se definió 
como la integral doble de f sobre R: 

v = J L f(x, y) dA . (8) 
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Z 

/Z=f(X, Y) 

.....-------x = xo 

a 
xo 

b 
x 

Figura 17.2.3 El área de la sección transversal 
sombreada es g(xo) = J ~f(xo, y) dy. 

A continuación veremos la interpretación geométrica de las integrales iteradas (7). 
Primero, de acuerdo con la figura 17.2.3, 

g(xo) = r f(xo, y) dy 

es el área de la sección transversal de U que corresponde a x = xo. Así, expresando a 
la integral de g(x) desde x = a hasta x = b en términos de una suma de Riemann, 
tenemos que 

f
b m 

a g(x) dx = ~ ~ g(xn Lh¡. (9) 
lIall-+O 

Se puede considerar que cada término de la suma es el volumen de una hoja delgada 
cuyas caras tienen un área g(x7), y cuyo espesor es t:..x¡ (véase figura 17.2.4). La suma 
de Riemann en la ecuación 9 da por lo tanto una aproximación al volumen V de la región 
U. En el límite la aproximación se hace exacta y tenemos por consiguiente, 

Figura 17.2.4 El volumen de la placa delgada 
es g(xi) ó.x¡. 

z 
= f(x , y) 
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y 

[2. 
a b 

(a) 

y 

y = <P2(x) 

r8 
I y=<p¡(x) I x 

a b 

(b) 

y 
y = <P2(x) 

I~ 
I Y = <p¡ (x) I 
I Ix 

a b 

(e) 

Figura 17.2.6 

v = f g(X) dx f r f(x, y) dy dx . (l()) 

Del mismo modo, 

h(yo) = f f(x, Yo) dx 

es el área de la sección transversal de U para y = Yo (véase figura 17.2.5). Entonces se 
puede obtener también V integrando h(y) desde Y = e hasta Y = d. Esto corresponde a 

z=f(x, y) 

y 

Figura 17.2.5 El área de la sección transversal 
sombreada es h(yo) = H fex, yo) dx. 

aproximar el valor de V por medio de hojas delgadas de espesor Áy¡ y área h(yj). Con 
ello obtenemos 

n Id 
V = !~ ~ h(yt) I:ly¡ = e h(y) dy 

II ~ II'-+O 

= r f fex , y) dx dy. (11) 

Las ecuaciones 8, 10 Y 11 establecen que el mismo volumen V se obtiene mediante 
cada conjunto de integrales iteradas, así como mediante la integral doble. Con ello 
debemos esperar que sea válida la igualdad entre esas tres integrales, al menos cuando 
f sea no negativa y satisfaga las condiciones de continuidad del teorema 17.1.1. En 
realidad todo esto es cierto; además, esta relación es válida para una clase de integrales 
mucho más amplia en la que la región puede no ser rectangular y el integrando puede 
ser no negativo. Para discutir este resultado, más general y útil, debemos, sin embargo, 
extender el empleo de las integrales iteradas a regiones no rectangulares. 

Primero consideremos una región n que consta de los puntos (x, y) tales que 

y (12) 

en la cual <1>1 y <1>2 son funciones dadas. La figura 17 .2.6 muestra algunas regiones típicas 
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de esta clase. Supongamos que f (x, y) es continua para cada punto de a. Entonces,
para cada x fija en a ::5 x ::5 b, podemos integrar f (x, y) con respecto a y desde la
frontera inferior de a hasta la superior, esto es, desde y = <p¡(x) hasta y = <P2(X). El
resultado es

f
cp,(X)

g(x) = f(x, y) dy.
,l>I(x)

(13)

Obsérvese que los límites de integración varían con la posición de x en el intervalo
a ::5 x::5 b, pero siempre están dados por <p¡(x) y <P2(X), respectivamente. Para completar
la integración sobre la región a, integraremos a g(x) desde a hasta b; con ello
obtenemos

f
b fb fcp,(X)

g(x) dx = f(x, y) dy dx.
a a 4>¡(x)

(14)

Representar el proceso de integración del siguiente modo puede resultar de ayuda:
Supongamos que la región a se debe cubrir con losetas delgadas rectangulares de
dimensiones dx y dy (véase figura 17.2.7a). La integración con respecto ay corresponde
a la formación de una fila de losetas paralela al eje y, como se ve en la figura 17.2.7b.

y y y
y= c/>2(X) Y=c/>2(X) Y=c/>2(X)

l2J
~

.~
"ni: I' ,

~I
I y = c/>l(X) I

x
Iy= c/>l(x)l"'-- I

x
I y= c/>l(X) I

I I I dx I I I x

a b a b a b

(a) (b) (e)

Figura 17.2.7 (a) Un elemento de área dx dy.(b )Banda de elementos paralela al eje y.
(e) La región n cubierta por bandas paralelas al eje y.

Entonces la integración con respecto a x corresponde a poner muchas filas de esas, lado
a lado, hasta cubrir por completo a la región a.

A continuación consideraremos una región a que se describe mediante las desi-
gualdades

e ::5 Y ::5 d, (15)

donde I\I¡ y 1\12 son funciones dadas. La figura 17.2.8 muestra algunas regiones típicas
de este tipo. Entonces se puede repetir la deducción que conduce a la ecuación 14,
intercambiando los papeles de x y y. Tenemos que

f"'2(Y)
h(y) = f(x, y) dx

",¡(y)
(16)
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y
x= ¡J¡l(Y)

y

d -i-
~"~:)~~-"<')

e

_U"w)
x x

(b) (e)

x

(a)

Figura 17.2.8

y

I
d Id f'II2(Y)h(y) dy = f(x, y) dx dy,
e e 1jI¡(y)

(17)

que corresponde a las ecuaciones 13 y 14, respectivamente. En términos de la cubierta
de la región n compuesta por las losetas, esto corresponde a formar primero una sola
hilera de losetas paralelas al eje x, y a continuación cubrir a n con muchas filas de ésas
colocadas lado a lado (véase figura 17.2.9).

y y y

X=¡J¡l(Y)

n z =,)wj,
d ---~:,~ ::<"7 ~_~~.:~w)O=dy =dy

II
dx x = ¡J¡2(Y) x= oJ¡2(Y)

e ____ J

x x x

(a) (b) (e)

Figura 17.2.9 (a) Un elemento de área dx dy.(b )Banda de elementos paralela al eje x.(c )La región n cubierta por
bandas paralelas al eje x.

No hay un término con aceptación universal para representar a una región n que
se describa mediante al menos uno de los conjuntos de desigualdades (12) ó (15). Como
es conveniente poder llamar a esas regiones con un nombre, a cada una la llamaremos
región están dar .

Pasaremos ahora a la cuestión de si las integrales iteradas del lado derecho de las
ecuaciones 14 y 17 son iguales a la integral doble J Jn! (x, y)dA que se definió en la
sección 17.1. Basándonos en nuestro estudio anterior acerca de este problema cuando
la región n es un rectángulo y ! (x, y) 2: O, parece razonable esperar que las integrales
iteradas sean verdaderamente iguales a la integral doble. El teorema que sigue da un
conjunto simple de condiciones, adecuadas en la mayor parte de los casos, que asegura
la igualdad de las integrales iteradas y las dobles.
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Teorema 17.2.1 

Si f es continua en una región n definida por a :::; x :::; b, 4>¡(x) :::; y :::; 4>2(y) , 
donde 4>¡ y 4>2 tienen derivadas continuas en a :::; x :::; b, entonces 

f i fb f<h(X) 
f(x, y) dA = f(x, y) !iy dx. 

n a 'h(x) 
(18) 

Si f es continua en una región n definida por tV¡(y) :::; x :::; tV2(Y), e :::; y :::; d, 
donde tVl y tV2 tienen derivadas continuas en e :::; y ::::!d, entonces 

f i ' fd fI\l2(Y) 
f(x, y) dA = f(x, y) dx dy. 

n e I\I¡{Y) 
(19) 

El significado del teorema 17.2.1 es que da un medio para evaluar integrales 
dobles; se evalúan las integrales iteradas correspondientes enforma sucesiva integran­
do con respecto a una variable a la vez. Se escogen las hipótesis del teorema 17.2.1 de 
tal modo que se facilite llegar a la conclusión, partiendo del teorema 17.1.2, de que 
existe la integral doble J Jnf (x, y) dA. Es posible deducir versiones más generales del 
teorema 17 .2.1; sin embargo, aun la demostración del teorema 17.2.1 es bastante 
complicada y no la estudiaremos aquí. 

EJEMPLO 3 

Calcular el valor de 

f In (2y - X2) dA, (20) 

en la que n es la región O :::; x :::; 2, X2 :::; y :::; 9 - x. 
En la figura 17 .2.10 se muestra la región de integración, y es una región estándar 

de la forma (12). Así, remplazaremos a la integral doble (20) por un conjunto de 
integrales iteradas en las que se lleva a cabo la integración con respecto a y: 

f In (2y - X2) dA = f r- x 

(2y - X2) dy dx. 

Evaluando la integral interior en la ecuación 21 obtenemos 

f9-X (2y _ X2) dy = (y2 _ X2y )\9-X 
.x2 x2 

[(9 - xy - x2(9 - x)] - [(X2)2 - X2X2] 

81 - 18x - 8X2 + x 3
• 

(21) 
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x 

Figura 17.2.10 

y entonces la segunda integración de la ecuación 21 produce el resultado 

f L (2y - X2) dA = f (81 - 18x - 8X2 + x 3
) dx 

(81X _ 9X2 _ ~ x 3 + :4) 1: 
64 

162 - 36 - 3 + 4 

326 

3 . • 

EJEMPLO 4 

Una hoja delgada de material cuya densidad (masa por unidad de área) es proporcional 
al cuadrado de la distancia al origen, ocupa la región triangular n acotada por el eje x, 
la recta y = x y la recta y = 2 - x. Calcular la masa total M de la hoja. 

En la figura 17.2.11 se muestra la región n y se puede describir mediante las 
desigualdades 

y s x s 2 - y, Osysl. (22) 

y 

(1, 1) 

Figura 17.2.11 
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La densidad es p(x, y) = k(x2 + y2), donde k es una constante de proporcionalidad. De 
acuerdo con la ecuación 17 de la sección 17.1, la masa total M se calcula integrando a 
p(x, y) sobre n. Podemos evaluar esta integral doble mediante un conjunto de integrales 
iteradas, llevando a cabo la integración con respecto a x debido a que las desigualdades 
(22) son de la forma (15). Con ello obtenemos 

M = f In p(x, y) dA = k { r-y 

(X2 + y2) dx dy. (23) 

Evaluando esas integrales iteradas encontramos que 

M = k {(~3 + x y2)1:-Y dy 

= k { [(2 ~ y)3 + (2 _ y) y2 _ ~3 - y3J dy 

= k { (~ - 4y + 4y2 - ~ y3) dy 

= k (~ - 2 + ~ - ~) = ~ k .• 

EJEMPLO 5 

Calcular el volumen del sólido en el primer octante que está delimitado por el plano 
xy, el plano yz, el plano y = x y el cilindro z = 4 - . y2. 

El sólido tridimensional cuyo volumen se busca se muestra en la figura 17.2.12. 
La región n de integración en el plano xy es el triángulo acotado por el eje y, la recta 
y = x y la recta y = 2. Se muestra en la figura 17.2.13 Y se puede describir por las 
desigualdades 

o s x s y, o s y s 2. 

Para cada punto (x, y) en n, la altura del sólido es la distancia del plano xy al cilindro 
z = 4 - y2 . Por tanto, el volumen V está dado por 
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Figura 17.2.12 

Figura 17.2.13 

= f (4 - y2)X 1: dy 

= f(4 - y2)ydy 

8 - 4 = 4. 

y 

y=2 
21---....;;...-----,. 

x 

Obsérvese que la región n de integración también se puede describir por las 
desigualdades 

o :5 X :5 2, X :5 Y :5 2. 

Así, también se puede calcular V mediante la integral 

v = f f (4 - y2) dy dx (24) 
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en la que la integración con respecto a y se lleva a cabo primero. 
También se puede calcular V integrando en el plano yz. En este caso a es la región 

. del primer cuadrante acotada por los ejes coordenados y la parábola z = 4 - y2 que se 

y 

Figura 17.2.14 

ve en la figura 17.2.1 4. La altura del sólido es ahora la distancia desde el plano yz hasta 
el plano y = x. Así, V está dado por 

v = f f-y2 

y dz dy. (25) 

Puede verificar el lector que las ecuaciones 24 y 25 también producen el valor 
V = 4 .• 

Como hicimos notar en la sección 17.1, el área A de la región a está dada por 

Si se describe a mediante las desigualdades (12), entonces, según la ecuación 18, 
tenemos que 

A f
b f<l>2(X) 

dy dx 
a <I>¡(x) 

f [<P2(X) - <p¡(x)] dx. 

Esta expresión es equivalente a la del área de una región que obtuvimos mucho antes 
(ecuación 2, sección 7.1). Desde luego, hay un resultado correspondiente si a se 
describe mediante las desigualdades (15). 

Como en el caso del ejemplo 5, puede suceder que la región a de integración se 
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(1, 1) 

x=l 
!l. x 

l--t> 

Figura 17.2.15 

puede describir por cualquiera de los conjuntos de desigualdades (12) o (15). En este 
caso, son válidas las ecuaciones 18 y 19 y, por tanto, se puede escoger cualquier 
conjunto de integrales iteradas como medio de evaluar la integral doble. En otras 
palabras, la integración se puede llevar a cabo en cualquier orden. En el ejemplo 5 había 
poca o ninguna diferencia al escoger cualquiera de las integrales iteradas para evaluar. 
Sin embargo, a veces un conjunto puede ser mucho más fácil que el otro, como se verá 
en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 6 

Evaluar la integral 

f In e-x' dA, 

en la que D es el triángulo en el primer cuadrante acotado por el eje x, la recta x = 1 
Y la recta y = x (véase figura 17.2.15). 

Si tratamos de integrar primero con respecto a x tendremos que 

f In e- x' dA = { fe-x' dx dy. (26) 

Como es imposible evaluar la integral interior del lado derecho de la ecuación 26 
en términos de funciones elementales, tendríamos que recurrir a procedimientos numéc 
ricos, o quizá a un desarrollo del integrando en series de potencias. Por otro lado, si 
invertimos el orden de integración tendremos 

f In e-x' dA = { J: e-x' dy dx, (27) 

y sucede que esto es mucho más fácil, ya que el integrando e-x2 es constante durante la 
primera integración. Así, tenemos que 

f In e-x' dA = J
I ¡y=x 

e-x' y dx 
o y=o 
(1 , Jo e-X x dx 

Si la región de integraciónD no es una región estándar, entonces debe uno buscar 
subdividirla en dos o más regiones menores, DI> ... , Dn, cada una de las cuales sea 
estándar. Entonces, de acuerdo con el teorema 17.1.4, 
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J L f(x, y) dA = J L, f(x, y) dA + ... + J L. f(x , y) dA, (28) 

en la que cada una de las integrales del lado derecho se puede evaluar mediante 
integrales iteradas. Es natural que, aun si a es una región estándar, siempre se puede 
subdividir la región de integración y emplear el teorema 17.1.4 si con ello se simplifi­
can los cálculos . 

EJEMPLO 7 

Formular integrales que sean equivalentes a la integral doble 

J L (2y + x) dA, 

en la que a es la región delimitada por los ejes coordenados, la recta y = 7 - x y la 
parábola y = 1 + X2 (véase la figura 17.2.16). 

y 

(2.5) 

4 

3 y= 7 - x 

2 

x 

Figura 17.2.16 

Con una inspección de la figura puede uno ver que a no es una región estándar. 
Un modo de subdividir a en subregiones normales es trazar la recta vertical que pase 
por el punto de intersección de la parábola con la recta y = 7 - x , como se ve en la 
figura 17.2.17. Entonces, cada una de las regiones al y a2 es una región estándar de 
la forma (12). Para localizar el punto de intersección resolvemos en forma simultánea 
y = 1 + X2 y y = 7 - x, con lo cual se obtiene x = 2, Y = 5. Entonces 

J L (2y + x) dA = J L, (2y + x) dA + J Jn, (2y + x) dA 

fo2 fo1+X
2 

(2y + x) dy dx 

+ f f-x (2y + x) dy dx. . (29) 
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PROBLEMAS 

y 

(2,5) 
5 

y= 1 +x2 

4 : 

2 

I 
I 
I 
I 
I n2 ni : 
I 
I 
2 

y=7-x 

x 

4 6 7 

Figura 17.2.17 

Otro modo de subdividir a a es mediante la recta horizontal y = 1, como se ve en 
la figura 17.2.18, Entonces 

J L (2y + x) dA = J L; (2y + x) dA + J Jn; (2y + x) dA 

f f-Y 
(2y + x) dx dy 

Js f7-Y 
+ (2y+x)dxdy. 
1~ 

(30) 

Ninguna de estas integrales es difícil de evaluar, pero probablemente sea un poco más 
fácil emplear la ecuación 29 . • 

y 

(2,5) 

Figura 17.2.18 

En los problemas 1 a 10, hacer un dibujo de la región de 
integración y evaluar la integral dada. 1. f f (3x - 2y) dx dy 2. r f 3xy dy dx 
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3. I' L (1 + x2y2) dx dy 

4. f2 f2 x(l - y) dy dx 

5. f f (2x - 5y) dy dx 
o x' 

6. r f-x' (y2 - X2) dy dx 
-1 o 

7. t 2 r o y 2xe-Y dx dy 8. r i"nx y dy dx 

9. f'2 r o o y senx cos y dx dy 

10. fl2 I~x o o ysenx dy dx 

En los problemas 11 a 14, se da una integral doble en 
determinada región O. En cada caso, 

Ca) formular una o más integrales iteradas equivalen­
tes a la integración con respecto a y que se haga 
primero, 

(b)formular una o más integrales iteradas equivalen­
tes a la integración con respecto a x que se haga 
primero, 

(c) evaluar la integral o integrales que se formularon 
en la parte (a) o (b) . 

11. f fn2xy dA, donde O está acotada por las gráficas de 

y = Xl y de x = l. 

12. f fn(2x - y)dA, donde O está acotada por la recta y = x 

y la parábola x = 2 - l. 

13. f fn(2x - y)dA, donde O es el triángulo acotado por 

y = 3x, y = xl2 y x + 3y = 10. 

14. f fn(1 - l)dA, en la que O está acotada por las 

parábolas x = l y x = 1 + ~ y2. 

En los problemas 15 a 20, 

(a) hacer un dibujo de la región de integración, 

(b)formular una o más integrales iteradas equivalen­
tes a aquéllas en las que se invierte el orden de 
integración, 

(c) evaluar ya sea la integral dada o la(s) que se 
determinaron en la parte (b). 

17.2 INTEGRALES ITERADAS 989 

JI 11 -x' dy dx 15. Iv;; Jv;; 
16. senx2 dx dy 

-1 o 

1 i. (4 f2 v'f+Y3 dy dx 
Jo Vx 

18. ft JI X- 3/4 Y 116 eX dx dy 
Jo y213 

o 1 y , 

19. f f'x (x - 2y) dy dx + f f-x (x - 2y) dy dx 

20. ft JI eX - 1 dx dy 
Jo y x 

21. La región O , acotada por y = r y y = fi, está 
constituida por una hoja delgada de ml'\terial con 
densidad p(x, y) = k(r + l) donde k es una constante 
de proporcionalidad. Calcular la masa total de O. 

22. La región O está acotada por y = 6 - x2, y = x y el 
eje y. Está constituida por una hoja delgada de mate­
rial cuya densidad p(x, y) = kx, donde k es una 
constante de proporcionalidad. Calcular la masa total 
deO. 

23. La región O está comprendida entre las parábolas y = 
X2 Y y = 8 - 3X2. Está constituida por una hoja delgada 
de material cuya densidad es p(x, y) = ky, donde k es 
una constante de proporcionalidad. Calcular la masa 
total de O. 

24. La región O está acotada por x = l y x = l + 2. Está 
constituida por una hoja delgada de material cuya 
densidad p(x, y) = kx, donde k es una constante de 
proporcionalidad. Calcular la masa total de O. 

25. Calcular el volumen de la región acotada por los 
planos coordenados, los planos x = 3 Y Y = 2 Y la 
superficie z = 16 - x2 - l. 

26. Calcular el volumen de la región acotada por el plano 
xy, el plano xz, el cilindro y = 1 - x2 y el plano 
z = 2 + x + y. 

27. Calcular el volumen de la región del primer octante 
acotada por el plano xy, el plano yz, el plano y = 1, el 
cilindro y = x2 y la paraboloide z = 4 - X2 - l. 

28. Calcular el volumen de la región que está arriba del 
plano xy, abajo de la superficie z = 4 - y2, Y dentro 
del cilindro acotado por los planos y = 0, x = 2 Y 
Y = x. 

29. Calcular el volumen de la región acotada por los 
cilindros y = Z2 Y Y = ~ Y por los planos x = ° y 
x = 9 - 2y - z. 
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30. Calcular el volumen de la región del interior de los 
dos cilindros X2 + i = a2 y X2 + Z2 = a2. 

31. Calcular el volumen de la región limitada por los 
planos coordenados, el plano x + y = a, y la superficie 
X2 + i + Z = a2. 

Figura 17.3.1 

17.3 APLI.CACIONES DE LAS INTEGRALES DOBLES 

En las secciones 17.1 Y 17.2 hemos notado que se pueden emplear las integrales dobles 
para el cálculo de masas y volúmenes. En esta sección indicaremos algunas aplicacio­
nes más y también daremos ejemplos adicionales de la formulación y evaluación de 
integrales en dos dimensiones. 

Centro de masa 

Considere una partícula de masa m cuya ubicación en el plano xy está dada por el vector 
de posición r = xi + yj (véase figura 17.3.1). Entonces, el primer momento,* o 
momento lineal de la partícula con respecto al origen es el vector L, definido mediante 

L mr 
(1) 

mxi + myj. 

Obsérvese que las dimensiones del momento lineal son masa X longitud. 
Para un sistema de n partículas con masas mk Y vectores de posición r(k) = Xki + 

yJ para k = 1,2, .. . , n, como se indica en la figura 17.3.2, el momento lineal L con 
respecto al origen es la suma de los momentos lin~ales de las partículas por separado. 
Así, 

n 

L mk(xk i + Ykj) 
k=! 

n n 

i L mkxk + j L mkYk' 
k=! k =! (2) 

¿ Cómo extender este concepto partiendo de un conjunto finito de partículas a una 
hoja delgada y continua de material que ocupa una región a en el plano xy, y que tiene 
una densidad de masa p(x, y) por unidad de área? Para definir el momento lineal con 
respecto al origen, del material en a, subdividimos a a en elementos pequeños y 

* Es preferible decir momento de primer grado, pero con frecuencia usamos esta terminología por brevedad 
(N. del R. T) . 

http://carlos2524.jimdo.com/



17.3 APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DOBLES 991 

x 

ms 

Figura 17.3.2 

consideramos uno típico. El momento lineal de ese elemento con respecto al origen 
está dado aproximadamente por 

(3) 

en la cual Pij(x7, yj) es un punto arbitrario del elemento y Mij es el área del elemento 
(véase figura 17.3.3). Entonces el momento lineal de todo el material en n está dado 
aproximadamente por 

y 

L = 2: Li¡ 
¡,i 

i,¡ 

Figura 17.3.3 

¡,j 
(4) 

Las sumas del lado derecho de la ecuación 4 son sumas de Riemann y, por tanto, 
podemos pasar al límite en esta ecuación, siempre que p(x, y) y n satisfagan las 
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condiciones del teorema 17.1.2. Definimos así el momento lineal del material de n con 
respecto al origen del siguiente modo: 

L = ¡fin x p( x, y) dA + j f In y p( x, y) dA . (5) 

Es útil hacer que 

Ly = f In x p( x, y) dA. (6) 

Llamaremos a esta cantidad el momento lineal del material de n con respecto al eje y . 
En la ecuación 6 el factor x es la posición, o brazo del momento, del elemento de área 
dA con respecto al eje y y p(x, y) dA es la masa del elemento. Igualmente, 

Lx = f InYP(x , y)dA (7) 

es el momento lineal con respecto al eje x. Entonces la ecuación 5 se transforma en 

(8) 

Nótese que Ly es la componente de L en la dirección i y que Lx es la componente a lo 
largo de j. Si parece extraño, recuérdese que el brazo del momento en Ly es x y que el 
brazo del momento en Lx es y. 

También es posible calcular el momento estático Lo del material de n con respecto 
a algún punto Po(xo, Yo). Sólo tiene uno que cambiar el factor x en Ly, por x - Xo, y el 
factor y en Lx por y - Yo. Así, 

Lo = ¡fin (x - Xo)p(x , y) dA + j f In (y - Yo)p(x, y) dA, (9) 

que es análoga a la ecuación 5. 
El centro de masa del material de n se define como el punto Q(x, Y) con respecto 

al cual el momento lineal es cero . Así, el centro de masa es el "punto de equilibrio" de 
la masa de n. Para calcular x y y remplazamos a Po por Q y hacemos que Lo = O en la 
ecuación 9. Con ello obtenemos 

¡fin (x - x)p(x, y) dA + j f In (y - y)p(x, y) dA = o. (10) 

Los coeficientes de i y j del lado izquierdo de la ecuación 10 deben ser cero. Del 
coeficiente de i encontramos que 

f In (x - x)p(x, y) dA o (11) 
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de donde 

en la cual 

x = J L x p(x, y) dA 

J L p(x,y)dA 

M = f Lp(X, y) dA 

es la masa total de n. De igual modo 

-y = 
J L y p(x, y) dA 

J L p(x,y)dA 

(12) 

(13) 

(14) 

Además, si sustituimos Ly y Lx de las ecuaciones 12 y 14 en la ecuación 8, obtenemos 

L = M(xi + Yj). (15) 

La interpretación de la ecuación 15 es que el momento lineal del material de n es el 
mismo que el momento lineal de una partícula única de masa igual a la masa M total 
de n ubicada en el centro de masa (x, Y). 

EJEMPLO 1 

Sea n el triángulo en el primer cuadrante, acotado por los ejes coordenados y la recta 
(x/a) + (y/b) = 1, donde a > O Y b > O (véase figura 17.3.4). Supongamos que el 
material de n tiene una densidad p(x, y) = k(2b - y), donde k es una constante. Esto 
significa que la densidad disminuye en forma lineal cuando aumenta y. Calcular el 
centro de masa del material de n. 

Con objeto de emplear las ecuaciones 12 y 14 para las coordenadas (x, Y) del centro 
de masa, necesitamos calcular la masa total M y los momentos lineales Ly y Lx con 
respecto a los ejes y y x respectivamente. La masa M es 

M = f L p(x, y) dA = k f L (2b - y) dA . (16) 

Esta integral doble se puede evaluar mediante integrales iteradas en las que la primera 
integración puede ser con respecto a x o a y. Si integramos primero con respecto a y, 
entonces, de acuerdo con la figura 17 .3.4, para cada x fija debemos integrar desde el 
límite inferior, y = O, hasta el superior, y = b[l - (x/a)]. A esto sigue la integración 
con respecto a x desde O hasta a. Tenemos entonces 

Figura 17.3.4 
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{ a { b[l-(xlal ] 

M = k Jo Jo (2b - y) dy dx 

la ( y2) I b[l - (xla)] 
= k 2by - - dx 

O 2 O 

(17) 

Según la ecuación 6, el momento lineal Ly está dado por 

{a ( b[l -(xla l] 

Ly = k Jo Jo x(2b - y) dy dx 

{ ( 1 )l b
[1- (Xla)] 

= k J: 2bxy - 2 xy2 O dx 

Así, la coordenada x del centro de masa es 

_ 7 ka 2b2/24 7 
x = 5kab2/6 = 20 a. 

Análogamente, de acuerdo con la ecuación 7, tenemos que 

la (b[l-(x lal] 

Lx = k O Jo y(2b - y) dy dx 
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l
~ ( 1) I b[l - (xla) ] 

k by2 - - y3 dx 
o 3 o 

y, por tanto, 

kab3 /4 3 
Y = 5kab2/6 = 10 b. • 

Centro de gravedad y centroide 

Hay otros dos puntos que se definen de manera análoga al centro de masa, que son el 
centro de gravedad y el centroide de una región n bidimensional. Para definir el 
centro de gravedad, la única diferencia es que la densidad de masa p(x, y) se remplaza 
por la densidad de peso w(x, y), donde 

w(x, y) = p(x, y)g(x, y), (18) 

y g es la aceleración debida a la gravedad en el punto (x, y). Si (x', y') es el centro de 
gravedad, entonces las ecuaciones correspondientes a las 12 y 14 son 

f 10 xw(x, y) dA J 10 yw(x, y) dA 

x* y* J 10 w(x, y) dA ' J 10 w(x, y) dA . (19) 

Si g es constante, entonces se puede sacar de las integrales en estas últimas ecuaciones 
y se puede simplificar. Así, 

si g es constante, entonces x' = x y y* = y. 

En otras palabras, el centro de gravedad coincide con el centro de masa cuando el 
campo gravitacional es uniforme. 

El centroide de una región n bidimensional es una propiedad puramente geomé­
trica de la misma y no tiene que ver con masas ni con pesos. Si (~, y) es el centroide de 
n, entonces se define a ~ y y mediante las ecuaciones 
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pOI

f L xdA Lyi f L dA
A' (20)

f LYdA Lxy f L dA
A' (21) T,

\t0
\

-{}
~I

Figura 17'.3.5
En cada caso el cen-
troide queda en el eje
de simetría.

x

que son semejantes a las ecuaciones 12 y 14 del centro de masa. Ciertamente, supóngase
que n está ocupada por una hoja delgada de material de densidad uniforme, esto es,
p(x, y) es constante. Entonces la densidad se puede sacar del signo de integración y se
puede simplificar en las ecuaciones (12) y (14) para x y)l, quedando las ecuaciones 20
Y 21. Así,

.' A - A -
SI P es constante, entonces x = x y y = y; .

esto es, si la densidad es constante, entonces el centro de masa es igual que el centroide.
La determinación del centroide se simplifica si n tiene un eje de simetría, porque

entonces el centroide debe quedar en él (véase figura 17.3.5). Por ejemplo, el centroide
de un triángulo isósceles queda en la altura perpendicular aliado desigual. Si n tiene
dos ejes de simetría, el centroide debe quedar en ambos y, por tanto, es su punto de
intersección. Así, el centroide de un círculo o de un rectángulo es el centro.

EJEMPLO 2

Localizar el centroide de la región semicircular n definida por x2 + y2 S a2 donde
y 2: O (véase figura 17.3.6)

y

a

x

Figura 17.3.6

Debido a la simetría de la región con respecto al eje y, tenemos que

i; = f L x dA = O,

•
E

1.

e
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por tanto ~ = O Y tan sólo debemos calcular y. Para ello necesitamos 

f ( (a (~ 
Lx = J./ dA = 2 Jo Jo y dy dx 

fa" (a 2 
- X2) dx 

2 
- a3 
3 . 

También 

A = f In dA = !1TaZ, 

ya que es el área del semicírculo. Así, de acuerdo con la ecuación 21 , 

EJEMPLO 3 

Ubicar el centroide de la región triangular n en el primer cuadrante, acotada por los 
ejes coordenados y por la recta (x/a) + (y/b) = 1. Nótese que es la misma región que 
la del ejemplo 1; se muestra en la figura 17.3.4. 

Sabemos, de la geometría elemental, que 

Además, 

Análogamente, 

A = f In dA 
ab 
2· 

x dA = X dy c!x f 1 l
a lb[l -<x,al) 

n O O 

b - --(
x
2 X3) la 

2 3a O 

f 1 l
a lb[l -<x,al) 

y dA = Y dy dx 
n O O 

~)Ia + 3 2 a a O 

b
2 (a ( X)2 "2 Jo 1 - ~ dx 

http://carlos2524.jimdo.com/



998 INTEGRALES MÚLTI PLES 

Así, de acuerdo con las ecuaciones 20 y 21, tenemos 

a 
3' 

Si comparamos estos resultados con los del ejemplo 1 queda claro que el centro 
de masa y el centroide pueden estar en distinto lugar cuando la distribución de masa 
es no uniforme. En realidad, como en este caso, las dos coordenadas del centro de masa 
pueden ser distintas de las correspondientes al centroide, aun cuando la densidad sólo 
varíe en una dirección. -

Momento de inercia 

Supongamos una vez más que una región n del plano xy está ocupada por una delgada 
membrana de material cuya densidad (masa/área) es p(x, y). El momento de inercia 
(o segundo momento*) del material en n con respecto al eje x se define como 

(22) 

Análogamente, el momento de inercia con respecto al eje y es 

Iy = J In X2 p(x, y) dA. (23) 

Por último, el momento de inercia con respecto al origen, al que con frecuencia se le 
llama momento polar de inercia, es 

J In (X2 + y2)p(X, y) dA 

Ix + Iyo 
(24) 

Obsérvese que para calcular los momentos de inercia Ix e Iy a partir de las ecuaciones 
22 y 23, empleamos el cuadrado de la coordenada apropiada de la posición del elemento 
de masa p(x, y) dA, y no la primera potencia, como corresponde para el momento lineal. 
De acuerdo con las ecuaciones 22, 23 y 24, es fácil de ver que las dimensiones de los 
momentos de inercia son masa X (longitud)2. 

El radio de giro con respecto al eje x, que se representa con Rx, es la distancia al 
eje x a la cual se debe concentrar toda la masa M de la región n para producir el mismo 
momento de inercia que la masa real distribuida. Así, 

R 2 = Ix 
x M· (25) 

* Es preferible decir momento de segundo grado, pero con frecuencia usarnos esta terminología por brevedad 
(N. del R. T.). 
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De modo semejante, el radio de giro con respecto al eje y está dado por 

EJEMPLO 4 

R 2 = !x. 
y M· (26) 

Se tiene una placa delgada cuya forma es la de un triángulo rectángulo con lados de 
longitudes a, by >/a2 +b2

• Si la placa tiene densidad p(x, y) = k uniforme, calcular el 
momento de inercia de la placa con respecto alIado de longitud b. También, calcular 
el radio de giro con respecto a este eje. 

Si ubicamos la placa en el plano xy como se muestra en la figura 17.3.7, vemos 
entonces que ocupa la misma región triangular n que teníamos en los ejemplos 1 y 3. 
Además, el momento de inercia pedido es justamente Ir Entonces 

f

a fb[l - (X lal) 
Iy = k X2 dy dx 

O O 

La masa total de la placa es 

1 
M = "2kab, 

y entonces el radio de giro Ry está dado por la ecuación 26: 

R2 = ka3b/12 a2 

y kab/2 6· 

Así, 

a 
Ry = V6 == 0.4082 a .• 

EJEMPLO 5 

Una placa delgada cuya densidad es proporcional a la distancia al eje y ocupa la región 

x 
- I---->---t> 

Figura 17.3.7 
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Figura 17.3.8 

y 

~~------~+-----.---~-y=4 

4 t 

n 

pdA 4- y 

3 dy==: frJ 
2 

I I 
I I 
dx 

x 

n que se muestra en la figura 17.3.8 que está acotada por la recta y = 4 Y la parábola 
y = X2 . Calcular el momento de inercia de esta placa con respecto a la recta y = 4. 

La función de densidad es p(x, y) = klxl, en la cual k es una constante de 
proporcionalidad; se necesita el valor absoluto porque la distancia y la densidad son 
cantidades intrínsecamente no negativas. El elemento de integración dA = dx dy se 
muestra en la figura 17.3.8, y su posición con respecto a la recta y = 4 es 4 - y, que 
es entonces el brazo del momento en este problema. Así, el momento de inercia 1 pedido 
es 

1 = f L (4 - y)2 p( x , y) dA 

= k f In (4 - y)2lx l dA. 

Como n es simétrica con respecto al eje y y el integrando es una función par de x , 
podemos calcular 1 integrando sobre la parte de n para la cual x > O, Y después 
multiplicando por dos el resultado. En consecuencia, 

f2' f4 1 = 2k (4 - y)2 lxl dy dx . 
o x' 

Además, podemos remplazar ahora a Ixl por x en el integrando, porque x > O en la parte 
de n que estamos integrando. Con todo ello obtenemos finalmente 

1 = 2 k (2 f4 (4 - Y Y x dy cix 
Jo x' 

= 2k (2 _ (4 - y)3 14 
x dx 

Jo 3 x' 

2k f2 = -- (4 - X 2)3 X dx 
3 o 
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_ 2k (4 - x 2)4j2 
3 8 o 

64k 

3 . • 

El momento de inercia es una cantidad importante en la mecánica, especialmente 
en los casos en los que interviene la rotación en torno a un eje. Recuérdese que la 
energía cinética E de una partícula de masa m que se mueve con velocidad v es 

E = !mllvW. (28) 

Supongamos ahora que la partícula gira en torno a un eje fijo (véase figura 17.3.9) con 
velocidad angular ú) constante. Entonces Ilvll y ú) están relacionadas por 

Ilvll = [ú), (29) 

donde 1 es la distancia (constante) del eje de rotación a la partícula. Combinando las 
ecuaciones 28 y 29, obtenemos 

(30) 

en la cual 1 = ml2 es el momento de inercia de la partícula con respecto al eje de rotación. 
Para distribuciones planas de masa, las ecuaciones 28 y 30 se sustituyen por 

expresiones más generales en las que intervienen integrales. Para un cuerpo rígido que 
se mueve en línea recta con velocidad Ilvl l constante, la ecuación 28 queda sustituida 
por 

E ! IlvW J Jn p(x, y) dA 

= ! Mllvl12
• 

(31) 

Similarmente, para un cuerpo rígido que gira con una velocidad angular constante ú) 

en el plano del cuerpo, en lugar de la ecuación 30 tenemos 

E = !ú)2 J In t2(x, y)p(x, y) dA 

(32) 

en las que l(x, y) es la distancia del eje de rotación al punto (x, y), y la integral en la 
ecuación 32 es el momento de inercia del material en n con respecto al eje dado (véase 
figura 17.3.10). De acuerdo con las ecuaciones 32 y 31, respectivamente, vemos que 
en las dos expresiones para la energía cinética, el momento de inercia (para un 
movimiento rotatorio) y la masa (movimiento lineal) aparecen del mismo modo. Así, 
el momento de inercia mide la resistencia de un cuerpo a la rotación, del mismo modo 
que la masa mide su resistencia al movimiento lineal. 

Eje de 
rotación 

Figura 17.3.9 

Eje de 
rotación 

[(x, y) 

Figura 17.3.10 
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PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 5 localizar el centroide de la región 
dada. 

1. La región semi elíptica acotada por el eje x y la gráfica 
de (x2/a2) + (y2/b2) = 1 para y ~ O. 

2. La región acotada por el eje x y la parábola y = 1 
(~/a2). . 

3. La región acotada por el eje x y la gráfica de y 
sen x para O :s x :s 1T . . 

4. La región acotada por el eje x y un arco de la cicloide 
x = a(t - sen t), y = a(1 - cos t), para O :s t:S 21T. 

5. El triángulo cuyos vértices están en (O, O), (a, O) y 
(O, a). 

6. El cuadrado O :s x :s a, O :s y :s a está ocupado por 
una distribución de masa cuya densidad es p(x, y) = 
k(2a - x - y). Localizar el centro de masa, y observar 
que está en distinto lugar que el centroide del cuadra­
do. 

7. El rectángulo O :s x :s a, O :s y :s a está ocupado por 
una distribución de masa cuya densidad es p(x, y) = 
k(2b - y). Localizar el centro de masa y observar que 
queda en distinto lugar que el centroide de ese rectángulo. 

8. Se tiene una placa con la forma de un triángulo cuyos 
vértices están en ( - bl2, O), (bl2, O) y (O, h) . Tiene una 
densidad p(x, y) = 1 - (y/h)2. 

(a) Localizar el centro de masa de la placa. 

(b) Localizar el centroide de la región triangular. 

9. Una placa rectangular cuyas dimensiones son b y h 
tiene una densidad uniforme k. 

(a) Calcular el momento de inercia con respecto a uno 
de los lados de longitud b. 

(b) Calcular 61 momento de inercia con respecto a uno 
de los lados de longitud h. 

(c) Calcular el momento de inercia con respecto a una 
recta que pasa por el centro de la placa y que es 
paralela alIado de longitud b. 

(d) Calcular el momento polar de inercia con respecto 
a una esquina de la placa. 

(e) Calcular el momento polar de inercia con respecto 
al centro de la placa. 

Sugerencia: Puede resultar útil elegir coordenadas 
distintas para las diferentes partes de este problema. 

10. Una placa en forma de un triángulo rectángulo tiene 
una densidad k uniforme y sus lados son a, a y -.J2 a. 

(a) Calcular el momento de inercia con respecto a uno 
de los lados iguales. 

(b)Calcular el momento de inercia con respecto a la 
hipotenusa. 

(e) Calcular el momento polar de inercia con respecto 
al vértice opuesto a la hipotenusa. 

(d)Calcular el momento de inercia con respecto a la 
altura perpendicular a la hipotenusa. 

(e) Calcular el momento polar de inercia con respecto 
al centro de la hipotenusa. 

Sugerencia: Resulta de ayuda escoger coordena­
das distintas para las diferentes partes de este 
problema. 

11. Se tiene una placa en forma de un triángulo isósceles 
cuya base es b y cuya altura es h. La densidad k es 
uniforme. 

(a) Localizar el centroide. 

(b)Calcular el momento de inercia con respecto a la 
base. 

(e) Calcular el momento de inercia con respecto al eje 
de simetría del triángulo. 

(d)Calcular el momento de inercia con respecto a la 
recta paralela a la base y que pasa por el centroide. 

12. Se tiene una placa de densidad k uniforme que está 
acotada por el eje x y la parábola y = 1 - (x2/a2

). 

(a) Calcular el momento de inercia y el radio de giro 
con respecto al eje x. 

(b)Calcular el momento de inercia y el radio de giro 
con respecto al eje y. 

13. Una placa de densidad uniforme k está acotada por la 
elipse (x2/a2) + (y2/b2) = l. 

(a) Calcular el momento de in~rcia y el radio de giro 
con respecto al eje x. 

(b)Calcular el momento de inercia y el radio de giro 
con respecto al eje y. 

(e) Calcular el momento polar de inercia. 

En los problemas 14 al 17 se dan una región n, una 
densidad p(x, y) y una recta l. Formular, pero no evaluar, 
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una integral que represente al momento de inercia del 
material en n con respecto a l. 

14. n: X2 + y2 :S a2; p(x, y) = k; [:y = -a. 

15. n: O :S X :S 'lT, O :S Y :S senx; p(x, y) = 1 - y; 

'lT 
[:x = 2. 

X2 y2 
16. n: - 2 + - :S 1· p(x, y) = k; [:x = -a. 

a b2 ' 

17. n: {X2 + (y - 1)2 :S 1} n {(x - 1)2 + y2 :S 1}; 
p(x , y) = k(X2 + y2); [;x = O. 

18. Centro de masa de un cuerpo compuesto. Suponga­
mos que una distribución de masa ocupa la región n 
del plano xy, y que n se puede separar en dos partes 
que no traslapan, ni y n2 (véase figura 17.3.11). 

y 

x 

Figura 17.3.11 

Supongamos que los centros de masa de las dos par­
tes, respectivamente, son (XI> YI) Y (X2, Y2), y que las 
masas de ni y n 2 son MI y M 2 , respectivamente. Si 
(x, .Y) es el centro de masa de la región total n, demos­
trar que 

Así, el centro de masa de una región de forma com­
plicada se puede calcular dividiendo esa región en 
subregiones de forma más sencilla. 

En los problemas 19 a 22 emplear el resultado del proble­
ma 18 para localizar el centro de masa del material en la 
región dada. 

19. La región que se muestra en la figura 17.3.12, donde 
p(x, y) = k. 

20. La región que se muestra en la figura 17.3 .13, donde 

.~ 
b x 

x 

Figura 17.3.12 Figura 17.3.13 

p(x, y) = kl en la pieza inferior y p(x, y) = k2 en la 
. pieza horizontal cruzada. 

21. La regi ón se muestra en la figura 17.3.14, Y 
p(x, y) = k. 

y 

:~} 
I 
I 
I 
I 

a 

Figura 17.3.14 

22. La región se muestra en la figura 17.3.15, y 
p(x, y) = k. 

-a 

-b 

Figura 17.3.15 

23. Teorema de los ejes paralelos para el momento de 
inercia. Supongamos que el plano de la región n en 
la figura 17.3.16 está ocupado por una distribución de 
masa descrita por una función densidad p dada. Sea 'Y 
una recta dada en el plano y r la recta paralela a 'Y que 
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i' 

pasa por el centro de masa de O . Sean I-y e Ir los 
momentos de inercia de O con respecto a 'Y y a r, 
respecti vamente. 

r 

Figura 17.3.16 El teorema de los ejes paralelos: 
I-y = Ir + l2M. 

(a) Demostrar que 

1, = Ir + 12M, ( i) 

donde l es la distancia entre 'Y y r, y M la masa 
total de O. 

Sugerencia: seleccionar los ejes coordenados como 
se muestra en la figura 17.3.16. 

(b)Emplear los resultados del problema 9(a, c) para 
comprobar que (i) es cierta para el caso que se 
considera allí. 

(c) Emplear los resultados del problema 11(b, d) para 
comprobar que (i) es cierta para el caso que se 
considera allí. 

24. Emplear el teorema de los ejes paralelos (problema 
23) para calcular e! momento de inercia de una placa 
circular de radio a y de densidad k uniforme con 
respecto a una recta tangente. Comparar con el pro­
blema 14. 

25. Una placa en forma de un 'triángulo rectángulo tiene 
densidad uniforme k y sus lados son a, a y fi a. 
Mediante el teorema de los ejes paralelos (problema 
23) y los resultados de los problemas 5 y 10, calcular 
el momento de inercia con respecto a la recta paralela 
a la hipotenusa y que pasa por el vértice opuesto. 

26. Una placa de densidad uniforme k tiene la forma de 
una elipse con semieje mayor a y semieje menor b. 

(a) Emplear el teorema de los ejes paralelos (problema 
23) y los resultados del problema 13 para calcular 
el momento de inercia de la placa con respecto a 

la recta tangente a la elipse en un extremo del eje 
mayor. Comparar con el problema 16. 

(b) Calcular el momento polar de inercia con respecto 
a un extremo del eje mayor. 

27. Teorema de Pappus. Las coordenadas (~, J) del cen­
troide de la región O del plano xy son 

Suponer que O no cruza ninguno de los ejes coorde­
nados, aunque los puede tocar; suponer también que 
O puede describirse mediante las desigualdades tanto 
de la forma (12) como de la forma (15) de la sección 
17.2. 

(a) Demostrar que 

J ( x dA =~, 
Ja 27T 

donde Vy es el volumen del sólido formado al girar 
a O alrededor del eje y. A continuación demostrar 
que 

~ 
27TA' 

ella cual A es el área de O. 

(b) De igual forma, demostrar que 

A Vx 

y = 27TA' 

en la cual Vx es e! volumen de! sólido que se forma 
al girar a O en torno al eje x. 

Los resultados de las partes (a) y (b) se conocen 
como "teorema de Pappus." Si Vx> Vy y A se pueden 
calcular con facilidad, entonces el teorema de Pap­
pus es un método cómodo para ubicar e! centroide 
deO. 

En los problemas 28 a 30 emplear el teorema de Pappus 
para localizar el centroide de la región O dada. 

28. O es e! triángulo cuyos vértices están en (O, O), (a, O), 
(O , b). 

29. O es un semicírculo con radio a. 

30. O es el cuarto de círculo x2 + i ::S a2 donde x 2:: ° Y 
Y 2:: O. 
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17.4 INTEGRACiÓN EMPLEANDO COORDENADAS 
POLARES 

Hasta ahora hemos estudiado las integrales dobles y su evaluación empleando integra­
les iteradas en un sistema de coordenadas rectangulares. Sin embargo, las integrales 
iteradas se pueden calcular también en otros sistemas de coordenadas, para evaluar las 
integrales dobles y a veces es más sencillo hacerlo así. En esta sección estudiaremos 
el empleo de las coordenadas polares (r, 8) para evaluar las integrales dobles. 

Para representar mediante coordenadas polares a puntos del plano, de manera 
esencialmente única, se requiere ahora que r 2: O, Y que 8 quede en un intervalo 
conveniente de longitud 2'lT, en general O ~ 8 ~ 2'lT, Ó - 'lT ~ 8 ~ 'lT. Nótese que esto 
es un punto de vista distinto al del capítulo 14. 

En coordenadas cartesianas, la región básica elemental es el rectángulo; la región 
correspondiente en coordenadas polares es el llamado rectángulo polar 

R : a ~ r ~ b, (1) 

que se muestra en la figura 17.4.l. 
Supongamos ahora que deseamos evaluar la integral de una función f sobre el 

rectángulo polar R. Primero, tomamos una partición ~ de R que consta de subrectán­
gulos polares más pequeños R jj , donde i = 1, . .. , m y j = 1, . .. , n (véase figura 
17.4.2) . La norma II~ II de la partición ~ es la longitud de la diagonal más larga de todos 
los subrectángulos en ~. Un subrectángulo polar típico Rij está acotado por los arcos 
de dos círculos r = rj - l Y r = r j , y por los segmentos de dos rectas radiales, 8 = 8j - 1 Y 

y 

/ 
/ 

7 
--

O=d 

y 

x 

O= c 
r = b 

1005 

x 

Figura 17.4.1 Un rectángulo polar R. Figura 17.4;2 Una partición de R en 
sub rectángulos polares. 

http://carlos2524.jimdo.com/



1006 INTEGRALES MÚLTIPLES 

ej. Sea Mij el área de Rij, y escojamos un punto estrella P~{r7, e j) en forma arbitraria 
en cada subrectángulo, y formemos la suma de Riemann 

¿ f(r¡*, en ~A¡j. 
i=l •...• m 
j=I , ... ,n 

(2) 

Si f es continua en R excepto, a lo más, en un conjunto de puntos que queden en 
un número infinito de arcos suaves rectificables, entonces, de acuerdo con el teorema 
17.1.2, 

f ( f(r, e) dA = lím ¿ f(r¡*, en ~A¡j' 
JR lIall--+O ¡=l, .... m 

j= l.. . .,n 

(3) 

Además, el valor límite es el mismo, independientemente de cómo se lleve a cabo la 
partición, de cómej"se escojan los puntos estrella y de cómo II~ II ---7 O. Así, podemos 
llevar a cabo esos pasos de cualquier modo que escojamos y, si seleccionamos un m~do 
que sea más conveniente, podemos remplazar a la integral doble (3) por integrales 
iteradas con respecto a r ya e. 

Lo primero que se necesita es una ecuación para Mij. El subrectángulo polar típico 
Rij que se ve en la figura 17.4,3 es la parte del anillo circular entre r = rj_ 1 Y r = r j que 
abarca el ángulo ~ej' Así, su área Mij está dada por 

2~ 2 ~ 
'ITr, 2'IT - 'ITr¡_1 2'IT 

_ 1(2 2) - 2: r j - r¡_1 ~ej 

1 
= 2: (r¡ + r¡ _I )(r¡ - r¡ _I) ~ej 

1 
= 2: (rj + r¡_I) ~r¡~ej 

= fj~r¡~ej , (4) 

en la que ~¡ = (rj + rj_I)12 es el radio medio del subrectángulo polar Rjj . 

y 

x 

Figura 17.4.3 Un subrectángulo 
polar típico. 
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El siguiente paso consiste en seleccionar los puntos estrella Fij. Hacemos que Fij 
sea el centro del subrectángulo polar Rij y, entonces sus coordenadas son r; = r¡ , y 
e; = ej , donde ej = (ej + ej - l )12. Entonces la ecuación 3 se transforma en 

J f f(r, e) dA= lím ¿ fU¡,8¡)f¡tlr¡l1e¡. 
R 11 <1. 11 .... 0 ¡=l , ... ,m (5) 

¡= l, ... ,n 

Por último, consideraremos el límite del lado derecho de la ecuación 5. Refinamos 
la partición primero en la dirección r haciendo que I1r¡ ----7 O y que m ----7 00; esto 
corresponde a integrar con respecto a r teniendo fija a e. A continuación refinamos la 
partición en la dirección de e haciendo que l1ej ----7 O y n ----7 00 , lo que corresponde a 
integrar con respecto á e. De este modo, la integral doble se evalúa mediante un 
conjunto equivalente de integrales Íteradas: 

J L f(r, e) dA = r r f(r, e)r dr d6. (6) 

Nótese especialmente que en las integrales iteradas del lado derecho de la ecuación 6, 
el elemento de área dA se sustituye por r dr de, no tan sólo por dr de. 

Del mismo modo que en las coordenadas rectangulares, podemos extender el 
empleo de las integrales iteradas en coordenadas polares a muchas regiones que no sean 
rectángulos polares. Por ejemplo, supongamos que la región a de la figura 17.4.4 está 
definida por 

y 
6=d 

/ 
I 

I 

__ 6=c --
x 

Figura 17.4.4 

e:::; e :::; d, (7) 

donde <PI y <I>~ son continuas en [e, d]. Entonces, en lugar de la ecuación 6 tenemos 

f f f
d f4>2(8) 

. f(r, 6) dA = f(t, 6)r dr d6. 
11 e 4>,(0) 

(8) 

Como en el caso de las coordenadas rectangulares, se puede representar el proceso 
de integración que se indica en el lado derecho de la ecuación 8 suponiendo que la 

1007 
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1008 INTEGRALES MÚL T I PLES 

y 

2 

x 

Figura 17.4.5 

región /). se debe cubrir con pequeñas losetas que tienen la forma de rectángulos polares 
(véase figura 17.4.4). La integración con respecto a r corresponde a la formación de 
una cuña delgada de esas losetas, que va desde la frontera interior r = <p, (e) hasta la 
frontera exterior r = <p2(e). Entonces, la integración con respecto a e corresponde a 
colocar muchas de esas cuñas lado a lado hasta que la región !l quede cubierta por 
completo. 

La interpretación de la integral 

J In f(r, e) dA (9) 

depende, desde luego, de lo que represente f (r, e) . Por ejemplo, la integral (9) podría 
dar el valor de un volumen, de una masa o de un momento, como se vio en las secciones 
anteriores. Si f (r, e) = 1 para cada punto de!l, entonces la expresión (9) es justamente 
el área A de !l. En este caso, la ecuación 8 da 

I

d I 4>,(6) 
A = r dr de. 

e 4> ,(6) 
(10) 

Se puede llevar a cabo inmediatamente la integración con respecto a r, y el resultado 
es 

A - de 
I

d r21 4>,(6) 

e 2 4>,(6) 

= ~ f [<p~(e) - <PI(e)] de. 

Esto es consistente con el resultado que se obtuvo antes en la sección 14.3 . 

EJEMPLO 1 

Calcular la masa total M del sector del anillo 

!l: 1 :S r:S 2, 
TI o:se:s-
2 

si la densidad (masa/área) está dada por p(r, e) = sen 2e (véase figura 17.4.5) . 
La masa M está definida por la integral de p(r, e) en la región dada. Así, 

M = J In p(r, e) dA 

f /2 f (sen 2e)r dr de . 

(11) 

Para calcular M integramos primero con respecto a r manteniendo constante a e y 
después integramos con respecto a e. Obtenemos 
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17.4 INTEGRACiÓN EMPLEANDO COORDENADAS POLARES 1009 

M = f/2 (sen 2e) ~I: de 

(rr /2 3 
Jo 2 sen 2e de 

= ~ ( _ co~ 2e) 1:/
2 

= ~ (1 + 1) 3 ~ 
4 2· 

EJEMPLO 2 

La región n está fuera del círculo r = 3 Y dentro de la cardioide r = 2(1 + cos e). 
Supongamos que n está ocupada por un material cuya masa por unidad de área p(r, e) 
es inversamente proporcional a la distancia al origen . Calcular la masa M del material 
y las coordenadas (x, Y) del centro de masa. 

-3 

Figura 17.4.6 

La región n se muestra en la figura 17.4.6. La función densidad es 

k 
p(r, e) = - , 

r 

en la cual k es una constante de proporcionalidad, así que la masa total está dada por 

M = f In p(r, e) dA. 

Para obtener integrales iteradas equivalentes necesitamos describir a n por desi­
gualdades de la forma (7) y ello requiere que determinemos los puntos de la intersec­
ción del círculo con la cardioide. Tenemos 
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1010 INTEGRALES MÚLTIPLES 

r = 3 = 2(1 + cos e), 

de donde se deduce que cos e = ~ y, por tanto, e = ±'Tr/3. Así, fl está definida por 

fl: 3 ::; r ::; 2(1 + cos e), 
'Tr 'Tr 

-- < e <-3 - - 3' (12) 

y en consecuencia tenemos que 

I",, /3 f2(! +COSO) k 
M = - r dr de 

-",, /3 3 r 

1",, /3 f2(! + cos O) 
2k dr de. 

o 3 

(13) 

Obsérvese que al formular la ecuación 13 hemos integrado sobre la mitad superior de 
fl y multiplicado el resultado por dos; esto se permi.te porque tanto la región de 
integración como el integrando son simétricos con respecto al eje x. 

Por último, si evaluamos las integrales de la ecuación 13. obtenemos 

(",, / 3 
M = 2k Jo (2 cos e - 1) de 

1

",, / 3 

2k(2 sen e - e) o 

2k (V3 - ~) == 1.37 k. (14) 

A continuación localicemos el centro de masa. Primero, nótese que la simetría del 
problema implica que y = O y, por tanto, sólo necesitamos calcular x = L/M. Tenemos 
entonces 

Ly I In x p(r, e) dA 

(",, /3 f 2(I+COSO) (k) 
2 Jo 3 (r cos e) -; r dr de 

1",, /3 f 20 + cos O) 
= 2k r cos e dr de. 

o 3 

Evaluando la integral con respecto a r, obtenemos 

(",, /3 
Ly = k Jo cos e [4(1 + cos e)2 - 9] de 

(",, /3 
= k Jo cos e ( - 5 + 8 cos e + 4 cos2 e) de 
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17.4 INTEGRACiÓN EMPLEANDO COORDENADAS POLARES 1011 

{'If /3 
= k Jo ( - 5 cos e + 8 cos2 e + 4 cos3 e) de. (15) 

El segundo término del último integrando se puede integrar empleando la fórmula para 
la mitad del ángulo, y el tercer término empleando el hecho de que cos2 e = 1 - sen2e. 
Tenemos así que 

Ly = k f /3 [ - 5 cos e + 4 + 4 cos 2e + 4 cos e (1 - sen2 e)] de 

{'lf t3 
k Jo (4 - cos e + 4 cos 2e - 4 sen2 e cos e) de 

( 
4 ) j 'lf/3 k 4e - sen e + sen in 2e - :3 sen3 e o 

4 
= :3 'T'ik == 4.19 k. (16) 

Por último, 

2k(3V3 - 'T'i) / 3 

2'T'i 
• ¡;;; == 3.06. I 

3v3 - 'T'i 
b x = 
M 

Cuando nos encontremos con un problema en el que intervenga la evaluación de 
una integral doble, se debe recordar que se pueden usar coordenadas ya sea cartesianas 
o polares . La selección del sistema de coordenadas se debe basar en el que facilite los 
cálculos. Si bien esto no se puede prever, la práctica resulta conveniente; además, si la 
primera selección lleva a complicaciones, vale la pena considerar si la otra podría 
acarrear una mejora. En particular, si las fronteras de la región de integración involu­
cran a CÍrculos con centro en el origen, rectas radiales, cardioides, etcétera, o si aparece 
la expresión X2 + y2 en el integrando, entonces se deben recomendar fuertemente las 
coordenadas polares. 

EJEMPLO 3 

Calcular el volumen V de la región que queda arriba del plano xy, abajo de la 
paraboloide z = 4 - X2 - y2 Y dentro del cilindro r = 2 sen e. 

En la figura 17.4.7a se muestra la región tridimensional cuyo volumen se busca. 
Este volumen, V, está dado por 

v = J L (4 - X2 - y 2) dA, (1 7) 
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z

2
x

Figura 17.4.7

y

2

1
/

n / 1
1 I

1 I
<s 1¡!:;t:-

/ 1
1

/1
/ ,-

11
//

I! x

...---z=4-x2-y2

(a)
(b)

en la cual n es la región del plano xy que queda dentro del círculo r = 2 sen e (véase
figura 17.4.7b). La región de integración

,
. ,,,, ,,

l

H
1 •••. -, ---, y

- '-- !>_ .•.•'x2

---~r~ 2 sen 8

n: O :s r :s 2 sen e,

se describe mejor en coordenadas polares y el integrando depende de la combinación
x2 + y2. Por tanto, será mejor evaluar la integral (17) empleando coordenadas polares.
Sustituyendo el elemento de integración dA por r dr de, y presentándolo en términos
de r y e, tenemos

1 I1T-- [(4 - 4 serr' er - 16] de4 o

= 4 {TI (1 - cos" e) de.Jo
La integración con respecto a e se puede llevar a cabo mediante el uso repetido de la
fórmula para la mitad del ángulo:

¡(1 + cos 2e)2J de

~ cos ze - ¡cos? 2e) de
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EJEMPLO 4 

Evaluar la integral 

17.4 INTEGRACiÓN EMPLEANDO COORDENADAS POLARES 

4 f [~ - ~ cos 2e - ~ (i + cos 4e) ] de 

4 (" (~ - ! cos 2e - ! cos 4e) de Jo 8 2 8 

4 (~8 e - ! sen 2e - ~ sen 4e) I " 
4 32 o 

5TI 

2 

(1 fv'2-7 1 = Jo y (X2 + y2) dx dy. (18) 

Si tratamos de trabajar con esa integral así como está, la primera integración (con 
respecto a x) es fácil, y obtenemos 

JI (X3 ) I v'2-7 1 = "3 + xy2 dy 
o y 

La integración que resta es lo suficientemente difícil como para que en esta etapa, si 
no es que antes, nos detengamos y consideremos otras posibilidades. Una consiste en 
invertir el orden de la integración, esto es, determinar los límites de integración de tal 
modo que integremos primero con respecto a y y después con respecto a x. Sin embargo, 
en este caso esto no ayuda, como puede comprobar el lector. 

La presencia de X2 + y2 en el integrando nos sugiere que podrían ayudarnos las 
coordenadas polares. Para reformular el problema en coordenadas polares necesitamos 
det~rminar la región de integración . Esto se puede deducir de los límites de la integral 
original (18): x va de x = .y hasta x = --'¡2 -y 2, Y de y = O hasta y = 1. La gráfica de 
x = --'¡2 _y2 es parte del círculo X2 + y2 = 2 y, por tanto, la región n de integración es 
como la que se muestra en la figura 17.4.8a; es el sector del disco X2 + y2 ::s 2 
comprendido entre el eje X y la recta y = x. En términos de coordenadas polares, las 
fronteras de n son el círculo r = f2 y las rectas e = O Y e = TI/4, como se ve en la 
figura 17.4.8b. Así, en coordenadas polares tenemos que 

(,,/4 (v'Z (,,/4 (v'Z 
1 = Jo Jo r

2 
r dr de = Jo Jo r

3 
dr de. (19) 

1013 
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y y 

I I x= V2- y 2 

_ -=--=--=- 0= =-_-=-
fl I I 

I 
x 

1 1,[2 
I 

(a) (b) 

Figura 17.4.8 

Es claro que 1 es mucho más sencilla en coordenadas polares y se puede evaluar con 
facilidad: 

1 = - de = de = -. • 
f
"/4 r4\ Vz f" /4 1T 

o 4 o o 4 

Obsérvese que al formular la integral (19) en coordenadas polares remplazamos el 
integrando original X2 + / por la expresión? equivalente, en coordenadas polares; 
remplazamos el elemento de integración dx dy por r dr de, y establecimos los límites 
de las integrales en la región adecuada de integración. Este último paso nunca se debe 
hacer empleando un proceso de sustitución mecánica. En lugar de ello, siempre se debe 
hacer un dibujo de la región de integración, para después establecer los límites que se 
necesitan para integrar sobre esta región. 

EJEMPLO 5 

Calcular el momento de inercia de una placa circular de radio a y de densidad uniforme 
p(x, y) = k, con respecto a un diámetro. 

Escogemos al origen como centro del círculo, de modo que tanto Ix como Iy sean 
el momento de inercia pedido. Además, por simetría, sabemos que Ix = Iy y, en 
consecuencia, Ix = 10/2, donde lo es el momento polar de inercia. Lo más sencillo es 
calcular lo; tenemos que 

(2" (a 
k Jo Jo r

2 
r dr de 
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4 f21T 

4 o 

Por tanto, el resultado es 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 8, hacer un dibujo de la región de 
integración y evaluar la integral dada. 

1. f f r sin e r dr de 

{"/4 e 
2. Jo Jo sen e cos e r dr de 

{"/2 {l+ ".e 
3. Jo Jo cos e r dr de 

4. f /4 1''''20 cos 2e dr de 

5. r dr de 15" / 18 f2 "'38 6. sene dr de 15" /6 f2 sen 8 

.". / 18 I 

7. {"/2f2 senerdrde 
Jo 2 scn O 

8. f" /3 {1+COS8 cos e dr de 
-,,/3 J(3/4) sec8 

'fr / 2 1 

En los problemas 9 a 12, hacer un dibujo de la región de 
integración y a continuación evaluar la integral transfor­
mándola a coordenadas polares. 

IV2f~ 9. dx dy 
o y 

]2]';;;-:;; ~ 10. o o \, X2 + y2 dy dx 

]
3/2 I~ 2 2 11. e- X e-Y dy dx 

o v3x 

• 

PROBLEMAS 1015 

rz {v'02 
U. Jo Jo (4 - X2 - y2)3/2 dx dy 

13. Calcular el área de la región dentro del círculo r = 
2a sen e y fuera del círculo r = a. . 

14. Calcular el área de la región dentro de la cardioide 
r = 1 + sene que está arriba de la recta y = ~. 

15. Calcular el volumen de la región encerrada entre el 
plano xy y la superficie z = 4 - X2 - l : 

16. Calcular el volumen de la región encerrada por las 
superficies z = x2 + l y z = 4 - x - x2. 

17. Calcular el volumen de la región acotada por el cilin­
dro r = 1 + cos e, por el plano z = 4 - Y Y por el 
plano xy. 

18. Calcular el volumen de la región que es común a la 
esfera X2 + l + Z2 = a2 y al cono r + l - Z2 = o. 

.19. Calcular el volumen común de las esferas X2 + y 2 + 
Z2 = a2 y X2 + l + Cz - a)2 = a2. 

20. Localizar el centroide de la región del primer cuadran­
te acotada por r = a sen 2e. 

21. Localizar el centroide de la región del primer cuadran­
te acotada por r = a sen 2e . 

22. Localizar el centroide de la región de los primeros dos 
cuadrantes, acotada por el eje x y la gráfica de r = e 
para O :S e :S TI. 

23. Una placa semicircular de densidad k uniforme está 
acotada por el eje x y por el arco ~ + l = a2

, y 2: o. 

Ca) Calcular el momento de inercia con respecto al eje 
x. 
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(b) Calcular el momento de inercia con respecto al eje 
y. 

(e) Calcular el momento polar de inercia .. 

24. Localizar el centro de masa del sector del anillo 
1 :S r:S 2, O :S e :S 'IT/2 si p(r, e) = sen 2 (véase 
ejemplo 1). 

25. Un anillo semicircular ocupa la región a :S r :S b, O 
:S e :S 'IT, Y su densidad es inversamente proporcional 
a la distancia al origen. Calcular 

(a) la masa, 

(b)el centro de masa, 

(c) el momento de inercia con respecto al eje x, 

(d) el momento de inercia con respecto al eje y. 

26. Un anillo circular tiene un radio interior a y un radio 
exterior b. Su densidad es inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia al centro. Calcular el 
momento de inercia con respecto: 

(a) a un diámetro, 

(b)a una recta tangente a la frontera interior, 

(c) a una recta tangente a la frontera exterior. 

Sugerencia: en las partes (b) y (c) el lector puede 
consultar en el problema 23 de la sección 17.3, el 
teorema de los ejes paralelos. 

27. Una placa semicircular de densidad k2 constante se 
une a una placa cuadrada de densidad k¡ constante, 
como se ve en la figura 17.4.9. Calcular la relación 

a p =k¡ a 

a 

Figura 17.4.9 Figura 17.4.10 

k2/k¡ para la cual el centro de masa de la estructura 
combinada esté en la frontera entre el semicírculo y 
el cuadrado. 

Sugerencia: consultar los problemas 18 y 19, sección 
17.3. 

28. Un volante de radio a, de espesor uniforme y densidad 
k constante gira alrededor de un eje que pasa por su 
centro. La velocidad angular w rad/seg es constante 
(véase figura 17.4.10). Calcular la energía cinética E 

del volante. 

17.5 INTEGRALES TRIPLES 

Es importante poder extender el concepto y los métodos de integración a funciones de 
más de dos variables y a regiones de espacios de más de dos dimensiones. Por fortuna, 
el proceso de integración se generaliza de manera directa de dos dimensiones a un 
mayor número de ellas. En esta sección estudiaremos las integrales de funciones de 
tres variables. Para hacer que esta presentación sea tan sencilla como sea posible, nos 
limitaremos a funciones que sean continuas siempre en la región de integración . 
Seguiremos el patrón de las secciones 17.1 y 17.2, de modo que nuestro estudio pueda 
ser breve; no se presentan ideas nuevas en este caso, sino tan sólo una dimensión más. 

Sea R la caja rectangular, o paralelepípedo, a ::'S x ::'S b, e ::'S :v ::'S d, p ::'S Z ::'S q que 
se ve en la figura 17.5.1 y sea f una función continua en todos los puntos en R. Nuestra 
tarea consiste en definir y mostrar cómo evaluar la integral de f sobre R. Primeramente 
subdividimos a R en una colección Ll de cajas rectangulares de menor tamaño mediante 
planos paralelos a los planos coordenados: x = x¡ donde i = 1, ... ,1- 1, Y = Yj para 
j = 1, ... , m - 1 y Z = Zk para k = 1, . .. , n - 1. Esta partición está representada en 
la figura 17.5.2. Una caja típica en Ll se representa mediante R¡jk Y está acotada por los 
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Z Z 

Z = zk - l Z = zk 

x x 

Figura 17.5.1 Figura 17.5.2 

planos x = X¡ - l' x = Xi' y = Yj-l, Y = Yj' Z = Zk-l Y Z = Zb como se ve en la figura 17.5.3. 
El volumen !1 V¡jk de R¡jk es 

Z 

x 

!1 V¡jk (x¡ - X¡-I)(Yj - Yj-¡)(Zk - Zk-l) 

!1x¡ !1Yj !1Zk ' 

y 

Figura 17.5.3 

(1) 

La norma 111111 de la partición !1 es la longitud de la diagonal más larga de todas las 
cajas de !1. 

A continuación, seleccionamos un punto estrella Pijix;, yj, zk) en forma arbitraria 
en cada caja Rijk y formamos la suma de Riemann 

2: f( P~k) !1 V i jk . (2) 
i, j , k 

Por último, veamos qué sucede con el límite de la suma (2) cuando 111111 ---¿O. Para 
todas las funciones f continuas (yen muchas otras funciones acotadas cuyos puntos 

1017 
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1018 INTEGRALES MÚLTIPLES 

de discontinuidad no sean demasiado numerosos) es posible demostrar que cuando 
Iltl ll ---70, la suma (2) tiende a un límite definido, al cual nosotros llamaremos la integral 
de f sobre R: 

J J f f(x, y, z) dV = lím ¿ f(P¡fk) AV¡jk' 
R 11 /).11--0 ¡, j. k 

(3) 

Además, el valor del límite no depende de cómo se forme la partición, ni de cómo se 
escojan a los puntos estrella, ni de cómo Iltl ll ---70. 

A la integral del lado izquierdo de la ecuación 3 se le llama integral triple, y se 
representa empleando tres signos de integración. Hay muchos casos en los que surgen 
esas integrales de modo natural. Por ejemplo, f (x, y, z) puede ser la densidad (masa 
por unidad de volumen) de un material que ocupe la caja R. Entonces cada término de 
la suma de Riemann (2) es una aproximación a la masa del material en Rijb y toda la 
suma es una aproximación a la masa de R. La masa total M de R se define como el valor 
límite de la suma de Riemann cuando Mil ---70; así, 

M = J J L f(x, y, z) dV. (4) 

Análogamente, si f (x, y, z) = 1 en cada punto de R, entonces la integral triple (3) nos 
da el volumen V de la caja R. 

El valor de la integral triple f ffRf (x, y, z) dV se puede calcular evaluando un 
conjunto de integrales sencillas iteradas, exactamente igual que en el caso bidimensio­
nal. Para poder tener una representación de lo que está implícito será útil pensar como 
sigue. Supongamos que se tiene que llenar un cuarto con pequeños tabiques en forma 
de caja. Si hacemos que Iltl ll ---70 refinando primero la red en la dirección x, llegamos 
a una integral con respecto a x . Esto corresponde a la formación de una banda de una 
sola hilera de tabiques paralela al eje x (véase figura 17.5.4a). A continuación refina-

z 

I //. - -

I .-
[1: 
: al .r _ _ --7'-___ ,;:;d'--;z<;:>.Y d y 

(J: :~~~:: - .== 

I I e d y 
I a 

bl --7 /7 b
l 

x (a) 
x 

(b) 
x 

(e) 

Figura 17.5.4 

mos la red en la dirección y, con lo cual se llega a una integral con respecto a y. Esto 
corresponde a combinar muchas bandas para formar una capa o placa paralela al plano 
xy (véase figura 17.5.4b). Por último, al refinar la red en la dirección z llegamos a una 
integral con respecto a z, y esto corresponde al apilamiento de las capas una sobre otra 
hasta que el cuarto esté completamente lleno de tabiques (véase figura 17 .5.4c). De 
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este modo obtenemos 

f f L f(x, y, z) dV = f: f: f: f(x, y, z) dx dy dz. (5) 

Obsérvese que se ha remplazado dV por dx dy dz, el volumen de un paralelepípedo 
rectangular de lados dx, dy y dz. Las integrales iteradas del lado derecho de la ecuación 
5 se deben evaluar desde el interior hacia el exterior; así, se integra primero con 
respecto a x desde x = a hasta x = b manteniendo constantes a y y a z; a continuación 
se integra con respecto a y desde y = e hasta y = d manteniendo al mismo tiempo y y 
z constantes; por último se integra con respecto a z de_sde z = p hasta z = q. Es natural 
que la integración también se puede llevar a cabo siguiendo otros órdenes (5 más); por 
ejemplo, si escogemos escribir 

f f L f(x, y, z) dV = J: f: J: f(x, y, z) dz dy dx (6) 

en lugar de la ecuación 5, entonces se lleva a cabo la integración primero con respecto 
a z, a continuación con respecto a y y por último con respecto a x. 

EJEMPLO 1 

El material de la caja 

R: O :5 X :5 3, O :5 Y :5 1, 

tiene densidad p(x, y, z) = 6 - x - y - z. Calcular la masa total M de la caja. 
De acuerdo con la ecuación 4, tenemos que 

M = f f L (6 - x - y - z) dV. 

Optamos por integrar primero con respecto a z, después con respecto a y y por último 
con respecto a x. Así 

M = f: fal f (6 - x - y - z) dz dy dx. 

Integrando con respecto a z con x y y fijas, obtenemos 

M f3 fl ( Z2) \Z=2 6z - x z - y z - - dy dx 
o o 2 z=o 

J: f (10 - 2x - 2y) dy dx. 

1019 
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A continuación, integrando con respecto a y manteniendo fija a x, encontramos que 

M = (3 (lOy _ 2xy _ yZ) I Y~l dx 
Jo y~o 

I: (9 - 2x) dx. 

Por último, la integración con respecto a x da como resultado 

que es el valor de la masa que se pidió . 
El lector puede comprobar este resultado llevando a cabo la integración siguiendo 

otros órdenes. -

La extensión de las integrales triples de cajas rectangulares a otras regiones D 
tridimensionales se maneja exactamente de la misma forma que en la sección 17.1 para 
el caso de dos dimensiones. Encerramos a D en una caja rectangular mayor R y 
definimos una función g tal que g(x, y, z) = f (x, y, z) en los puntos en D, y g(x, y, z) 
= O en los demás puntos. Definimos entonces 

J J 10 f(x, y, z) dV = J J L g(x, y, z) dV. (7) 

Con esta definición las integrales triples tienen las mismas propiedades de linealidad, 
de comparación, de aditividad, etcétera, que enunciamos para las integrales dobles en 
los teoremas 17.1.3 y 17.1.4. 

Nuestro principal interés consiste en la evaluación de las integrales triples en 
determinados tipos de regiones tridimensionales relativamente sencillas, mediante 
integrales iteradas. Supongamos que D es como se muestra en la figura 17.S.Sa; esta 
región se describe mediante las desigualdades 

D: X¡(x, y) :::: z :::: X2(X, y), (x, y) en DxY" (8) 

La región Dxy bidimensional del plano xy se llama proyección de D en el plano xy . Las 
fronteras inferior y superior de D las dan las superficies z = X¡(x, y) y z = Xz(x, y), 

respectivamente. La integral de una función f dada, en la región D se puede expresar 
como 

J J J J J J
X2(X,y) 

. f(x, y, z) dV = f(x, y, z) dz dA. 
n nx )' x¡(x.y) 

(9) 

La primera integral del lado derecho de la ecuación 9 representa una integración con 
respecto a z desde la frontera inferior hasta la superior de D (véase figura 17.S.Sb). A 
esto sigue una integral doble sobre la proyección DxY" Por ejemplo, si Dxy se describe 
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mediante 

a :s x :s b, (lO) 

como lo indican las figuras 17.5.5c y 17.5 .5d, entonces la ecuación 9 se transforma en 

J J J J
b J~2(X) I X2(X.y ) 

f(x, y, z) dV = J.(x, y, z) dz dy dx . 
n a ~,(x) x,(x.y) 

(11) 

2= 

y 

I 1 

~i 
x x 

(a) (b) 

y 

1. _ ( ) II Z- X¡X,y 

11 I 
111 y 

(d) 

Figura 17.5.5 

EJEMPLO 2 

Calcular el volumen de la región n en el primer octante, acotada por los planos 
coordenados, el plano x + 2y = 2 Y la superficie z = 4 - X2 - y2. 

y 

x 
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En la figura 17.5 .6a se muestra la región n. Su volumen V se puede calcular 
mediante una integral doble, como en la sección 17.2, pero con fines ilustrativos 
emplearemos en esta ocasión una integral triple. Lo más conveniente es proyectar a n 
en el plano xy, en cuyo caso nXY es el triángulo cuyos vértices están en (0, O) , (2, O) Y 
(0,1), que se ven en la figura 17.5 .6b. A continuación n se puede describir mediante 
el siguiente conjunto de desigualdades: 

° ::5 Z ::5 4 - X2 - y2, 

Las integrales iteradas correspondientes son 

2 

x 

x 

~x+2y=2 

(a) 

~--!:-'_-,¿ 
2 

(e) 

Figura 17.5.6 

x 
2' 

o ::5 x ::5 2. 

(6) 

n2 
3 (. \ 

I \ 
2 I \ 

I \ 
1 nI \ 
I \ 

1
1 

\ 

I Y=I \ 
y 

(d ) 

(12) 

x 
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J

2Jl-(XI2) J4 - X2 _y' 
V = dz dy dx. 

o o o 
(13) 

Obsérvese que el orden de integración es primero con respecto a z, segundo con 
respecto a y y por último con respecto a x , y que corresponde a la forma de las 
desigualdades (12). La figura 17.5.6c sugiere el proceso de integración: partiendo del 
elemento de volumen dx dy dz, la integración con respecto a z corresponde a la 
construcción de una columna paralela al eje z, la integración con respecto a y corres­
ponde a la combinación de columnas en una placa paralela al eje yz, y la integración 
con respecto a x corresponde al llenado de a con esas placas. 

Al evaluar la primera integral de la ecuación 13 obtenemos 

1

211 - (XI2) 
V = (4 - X2 - y2) dy dx, 

o o 

y a continuación las integrales restantes dan 

J

2 [ y3] 1¡- (XI2) 
V = o (4 - X2) y - "3 o dx 

J
2 (11 _ ~ x _ ~ X2 + 13 x3) dx 
o 3 2 4 24 

22 _ 3 
3 

10 13 19 
3 + 6 = 6' • 

En muchos casos puede haber más de una manera de expresar la región a en 
términos de x, y y z y, por tanto, más de una manera de llevar a cabo la integración. En 
la discusión anterior y en el ejemplo 2 se describió la región mediante 

a: Xl(X, y) :s z :s X2(X, y), <f>¡(x) :s y :s <l>Z(x) , a:Sx :s b. (14) 

También es posible describir a a mediante otros conjuntos de desigualdades, como por 
ejemplo 

a: ljJ¡ (x, z) :s y :s ljJz(x, z), X¡(x) :s z :s X2(X), a:sx:Sb, (15) 

en cuyo caso la integral tomaría la siguiente forma: 

f f f fb fXix) fIjl2(X ,Z) 
f(x, y , z) dV = f(x, y, z) dy dz dx. 

n a x l i x ) 1jI¡(x,z) 

(16) 

Obsérvese que en la ecuación 16, la primera integración es con respecto a y, que 

1023 
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corresponde a una proyección de O en el plano xz. De igual forma también es posible 
proyectarla al plano yz. 

En muchos problemas la integración real es directa, aunque a veces es tediosa. Con 
frecuencia, la parte más difícil de un problema consiste en representar a una integral 
triple mediante un conjunto de integrales iteradas en la forma que sea más conveniente, 
y establecer los límites de integración correspondientes. Casi siempre ayuda el hacer 
un dibujo, aun cuando sea primitivo, de toda o parte de la región de integración, y 
describir a O mediante un conjunto de desigualdades como las ecuaciones 14 ó 15. Con 
frecuencia, es útil dibujar tanto la región original O como su proyección en uno o más 
de los planos coordenados. N o conviene limitarse únicamente a memorizar las fórmulas 
ni debe tampoco el estudiante proceder simplemente a sustituir valores en expresiones 
como, por ejemplo, los lados derechos de las ecuaciones 11 o 16. En lugar de ello, debe 
tratar de comprender completamente los principios subyacentes y adaptarlos a cada 
caso que se presente. 

En el ejemplo 2 se puede invertir el orden de las integraciones con respecto a x y 
a y en 0Xy sin encontrar alguna dificultad especial. También es posible, aunque algo 
más complicado, integrar primero con respecto a x o a y, en lugar de con respecto a z 
como lo hemos hecho . Para ver dónde surge la complicación, supongamos que desea­
mos integrar primero con respecto a x, lo cual significa que debemos proyectar a O en 
el plano yz. En la figura 17.5 .6d se muestra la proyección Oyz. La complicación proviene 
del hecho de que el límite superior de la primera integral, la integral con respecto a x, 
depende de dónde está ubicado el punto (y, z) en Oyz. Si (y, z) está en 01> entonces se 
obtiene el límite superior de la ecuación del plano x + 2y = 2, Y si (x, y) está en O 2, 

entonces se obtiene de la ecuación de la paraboloide z = 4 - X2 - i. El hecho es que 
se debe encontrar la curva que separa a OyZ en Oi y O2, Y formular entonces dos 
integrales para cubrir la región completa de integración. Como esto complica las cosas, 
se ve que la proyección en el plano yz no ayudará y que debemos proceder de otra 
forma, lo cual hicimos. 

Momentos, centros de masa, centroides 
y momentos de inercia 

La discusión que aparece en la sección 17.3 se generaliza también en forma directa de 
dos dimensiones a tres. Considere una región O ocupada por un material cuya densidad 
(masa/volumen) es p(x, y, z). La masa total es 

M = I I In p(x, y, z) dV. (17) 

El momento lineal con respecto al origen es 

L f I In p(x, y, z)(xi + yj + zk) dV 

i I I In xp(x, y, z) dV + j I I In yp(x, y, z) dV 
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+ k J J Jn zp(x, y, z) dV 

(18) 

En ellas, Lyz es el momento lineal con respecto al plano yz, y análogamente Lxz Y LxY" 
El centro de masa del material de n es el punto con respecto al cual el momento 

lineal es cero. Se pueden deducir las ecuaciones para sus coordenadas (x, y, Z) como en 
la sección 17.3: 

x = !¡¡ = ~ J J t xp(x, y , z) dV, 

y = ;¡ = ~ J J t yp(x, y, z) dV, 

z = ti = ~ J J t zp( x, y , z) d V. 

(19) 

(20) 

(21) 

Si p(x, y, z) es constante, entonces se puede sacar de las integrales de estas 
ecuaciones y simplificar numerador con denominador. De este modo obtenemos las 
ecuaciones para las coordenadas (~, 9, ~ del centroide de n: 

i = L?z = i J J t x dV, y = L~z = i J J t y dV, 

Z ~ = i J J t z dV, (22) 

en las cuales Ves el volumen de n. 
El momento de inercia del material de n, Ix, con respecto al eje x, es 

Ix = J J t (y2 + Z2)p(X , y, z) dV. (23) 

Obsérvese que el integrando es el elemento de masa p(x, y, z)dV multiplicado por el 
cuadrado de la distancia al eje x. Del mismo modo, los momentos de inercia Iy e Iz con 
respecto a los ejes y y z son, en ese orden, 

J J t (X2 + Z2)p(X, y, z) dV, 

Iz = J J t (X2 + y2)p(X, y , z) dV. 

(24) 

(25) 

Los radios de giro Rx , Ry Y Rz con respecto a cada uno de los ejes coordenados se definen 
como en el caso de dos dimensiones: 
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(a) 

Figura 17.5.7 

EJEMPLO 3 

R 2 _ Iy 
y - M' 

(26) 

La región n, acotada por el ciHndro z = y2, el plano x + z = 1, Y el plano yz, está llena 
con un material cuya densidad (masa/volumen) es p(x, y, z), proporcional a x. Localizar 
el centro de masa del material de n. 

z 

(-1 , 1 ) .-----....,..¡......,"T"T"1~"'_t 

y y 

( b) 

La región n se muestra en la figura. 17 .5.7 a. Obsérvese primero que n es simétrica 
con respecto al plano xy. Además, como la densidad p(x, y, z) no depende de y, la 
distribución de masa también es simétrica con respecto al plano xz. Así, el centro de 
masa debe quedar en el plano xz y, por tanto, y = O. Para determinar las coordenadas 
restantes x y z mediante las ecuaciones 19 y 21, necesitamos calcular la masa total M 
y los momentos lineales L yz y Lxy-

En este problema conviene proyectar al plano yz y en la figura 17.5.7 b se muestra 
la región nyz . La región n se puede describir mediante las desigualdades 

o:::; x:::; 1 - z, y2 :::; Z :::; 1, (27) 

La densidad del material de n es p(x, y, z) = kx, donde k es una constante de 
proporcionalidad y entonces la masa total es 

M = I I In p( x, y, z) d V 

= II. JI (1 -Z kx dx dz dy. 
- 1 y2 Jo 

(28) 

Prosiguiendo con la integración, obtenemos 
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fI JI X211 -z 
M = k - 1 y2 "2 o dz dy 

k fl JI = 2 -1 y2 (1 - Z)2 dz dy 

= ~ fI _ (1 - z )311 
dy 

2 -1 3 y2 

k fI = - (1 - y2)3 dy 
6 -1 

(29) 

En el último paso de la ecuación 29 hemos aprovechado la ventaja de que el integrando 
es una función par y de que el intervalo de integración es simétrico con respecto al 
origen. Al evaluar la integral de la ecuación 29 vemos que 

k JI M = - (1 - 3y2 + 3y4 - y6) dy 
3 o 

= ~ (1 -1 + ~ - !) = ~ k 
3 5 7 105' 

A continuación pasamos al cálculo de Lyz . Tenemos 

Lyz = f f L x p(x , y , z) dV 

fI JI JI -Z k X2 dx dz dy. 
- 1 y2 o 

La integración en este caso se asemeja a la que se empleó en el cálculo de M, y 
obtenemos 

Lyz = ~ f I D (1 - z)3 dz dy 

_ ~ fI (1 - y2)4 
- 3 - 1 4 dy 
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De acuerdo con la ecuación 18, 

64k/945 4 :x = ---
16k/l05 9· 

De igual modo tenemos que 

Lxy = J J In z p(x, y, z) dV 

JI JI fl -z k z x dx dz dy. 
- 1 y' o 

Omitiremos la evaluación de esta integral , porque no difiere mucho de las anteriores 
en este ejemplo. El resultado es 

16k 
Lxy = 315' 

y en consecuencia, de acuerdo con la ecuación 22, tenemos 

16k/315 1 z =---
16k/ 105 3 

Así, el centro de masa del material de n es el punto (~, 0, ±) .• 

EJEMPLO 4 

La región n está acotada por el plano xy y la paraboloide z = 4 - X2 - y2. Si se llena 
esta región con un material de densidad constante k, calcular el momento de inercia 
con respecto al eje z. 

Las figuras 17 .5 .8a y 17 .5.8b muestran la región n y su proyección nXY en el plano 
xy, o sea, el círculo que tiene el centro en el origen y su radio es 2. El momento de 
inercia Iz está dado por la ecuación 25: 

J J J
4 x' y' 

k (X2 + y2) dz dA 
f1XY o 

De aquí en adelante el cálculo se lleva a cabo con mucho mayor facilidad si usamos 
coordenadas polares (r, e), de modo que X2 + y2 = ? Y dA = r dr de . Obtenemos así 
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z=4 -.x2 - y2 

y 

2 

.x 

-2 

.x 

(al 
-2 (bl 

Figura 17.5.8 

PROBLEMAS 

(2" ( r
6

) 1

2 

k Jo r
4 

- 6" o de 

16 k (2" de 
3 Jo 

32Tik • 3 

En los problemas 1 a 6 evaluar la integral dada. 

1. rz (3 I2 xyz dy dz dx 
J1 Jo -1 

2. f f f (xy - 2yz) dx dz dy 

(3 rz (.+y 
3. Jo Jo Jo 2xy dz dy dx 

4. (1 rz (.- 2
y 

(x - 2z) dz dx dy 
Jo J2Y Jo 

5. r r'Y rSY 
(Ti - y) dx dz dy 

1" 12 100" 1'" Z ) d d d 6. (y - z x y z 
o o o 

En los problemas 7 a 10 hacer un dibujo de la proyección 
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de la región O dada en el plano que se indica. También 
presentar un conjunto de desigualdades que describa a 
cada una de bis proyecciones que se piden: 

7. O es la región arriba del plano z = 3 Y dentro de la 
esfera X2 + i + Z2 = 16. Determinar OXY. 

8. O es la región acotada por los planos coordenados, 
por el plano x + 2z = 2 Y por el plano 3x + 2y + Z = 
12. Determinar 

(b) Orz. 

9. O es la región acotada por el plano xz, por el plano yz, 
por el plano 4x + 2y + 3z = 12 Y por el cilindro y = 
4 - Z2. Determinar 

10. O está arriba del plano y + z = 8 Y dentro de la esfera 
~ + i = 36. Determinar Oxy. 

En los problemas 11 a 16 formular, pero no evaluar, 
integrales iteradas que expresen la cantidad que se pide. 

11. La masa de la región en el primer octante acotada por 
los planos coordenados, el plano y + 2z = 2 Y el plano 
3x + 4y + 6z = 12; la densidad es p(x, y, z) = 6 - x-y. 

12. El momento de inercia, con respecto al eje z, del 
tetraedro acotado por los planos coordenados y el 
plano 2x + y + 3z = 6. La densidad es p(x, y, z) = k, 
constante. 

13. El momento de inercia con respecto a un diámetro de 
la base de un cono circular recto de altura h y radio r 
de la base. La densidad es p(x, y, z) = k, constante. 

14.. La coordenada z del centro de masa de la región que 
queda arriba del plano xy, abajo de la superficie 
z = 4 - x2 y entre los planos y = O Y Y = 4; la 
densidad es p(x, y, z) = 6 - z. 

15. La masa de la región en el interior del cilindro elíptico 
(x2/a2) +. (y2/b2) = 1 Y entre los planos z = O Y z= 
2b - y; la densidad es proporcional al cuadrado de la 
distancia al origen. 

16. El momento lineal con respecto al plano xz de la 
región acotada por un manto de la hiperboloide 
-(x2/a2) + (y2/b2) - (z2/e2) = 1 Y el plano y = 2b; la 
densidad es p(x, y, z) = k, constante. 

17. Comprobar el resultado del ejemplo 1 integrando 
primero con respecto a x, después con respecto a z y 
finalmente con respecto ay. 

18. Determinar la posición del centroide del tetraedro 

acotado por los planos coordenados y el plano (x/a) 
+ (ylb) + (ve) = 1, donde a, b y e son constantes. 

19. Formular las integrales adecuadas para resolver el 
ejemplo 2 proyectando sobre el plano yz. 

20. Una caja rectangular de longitud 1, ancho w y altura h 
tiene densidad uniformek. 

(a) Determinar el momento de inercia con respecto a 
uno de los lados de longitud l. 

(h) Determinar el momento de inercia con respecto a 
un eje que pase por el centro y que sea paralelo a 
los lados de longitud l. 

21. Determinar la posición del centro de masa de una 
pirámide de densidad uniforme k cu.ya altura es b y 
cuya base es un cuadrado de lado a. 

22. Se llena la región que queda arriba del plano xy, abajo 
del cilindro z = 9 - x2, y entre los planos y = O Y 
y = 2, con un material cuya densidad es p(x, y, z) = 

kz, donde k es constante. 

(a) Calcular la masa. 

(b) Localizar el centro de masa. 

23. Se llena la región que queda arriba del plano xy y 
abajo de la paraboloide z = 4 - ~ - y2 con material 
de densidad uniforme, igual a k. Localizar el centro 
de masa. 

24. La región O acotada por los cilindros x = 4 - Z2 Y 
y = 4 - Z2, Y por los planos x = O Y Y = O, se llena 
con un material cuya densidad es p(x, y, z) = klzl, 
donde k es constante. 

(a) Determinar la masa total de O. 

(b) Calcular el momento de inercia con respecto al eje 
z. 

(c) Determinar el radio de giro con respecto al eje z. 

25. La región entre las paraboloides z· = r + l y 
z = 8 - r - l se llena con material cuya densidad 
es p(x, y, z) = k(8 - z), donde k es constante. 

(a) Calcular la masa total. 

(b) Localizar el centro de masa. 

26. Una pirámide de altura a y con una base cuadrada de 
lado a se coloca sobre un cubo de lado a, con las 
aristas alineadas como se ve en la figura 17.5.9. Si el 
cubo tiene una densidad constante mi Y la pirámide 
tiene una densidad constante ~2, localizar el centro de 
masa de la estructura combinada. 
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EclfJ' --I a 

.J- -
./ a 

Figura 17.5.9 

27. Dos barras cuadradas de longitud 1 y una sección 
transversal de lado a se unen para formar una T, como 
se ve en la figura 17.5.10. Si la barra vertical tiene una 
densidad constante mI Y la horizontal otra densidad 

17.6 INTEGRACiÓN EMPLEANDO 
COORDENADAS CILíNDRICAS 

constante m2, determinar la ubicación del centro de 
masa de la estructura combinada. 

'¿¡::====71a 

Figura 17.5.10 

Tal como se procedió en dos dimensiones, a veces es más conveniente evaluar 
integrales en tres dimensiones mediante sistemas coordenados que no sean las coorde­
nadas cartesianas de la sección 17.5. En esta sección estudiaremos e ilustraremos el 
empleo de las coordenadas cilíndricas. 

·-Un sistema de coordenadas cilíndricas consta de las coordenadas polares (r, e) en 
un plano, junto con una tercera coordenada (z), medida a lo largo de un eje perpendi­
cular al plano re (véase figura 17.6.1). Para relacionar las coordenadas cilíndricas con 

Figura 17.6.1 
Coordenadas cilíndricas 
del punto P. 

x 

z 
P (r, 9. z) 

y 

las rectangulares se acostumbra identificar al plano re con el plano xy. Esto significa 
que la coordenada z del sistema de coordenadas cilíndricas es la misma que la 
coordenada z del sistema rectangular, y las demás coordenadas se relacionan mediante 
las ecuaciones ya conocidas 

x = r cos e, y = r sene. (1) 

Como en la sección 17.4, se pide que r ~ O Y que e esté en un intervalo de longitud 211'. 
Las superficies de nivel en los sistemas de coordenadas cilíndricas que correspon­

den a r = a, e = ex y z = e se muestran en la figura 17 .6.2a, 17 .6.2b y 17 .6.2c. Como 
se ve en esas figuras, 
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I ~~ 

1:~ ~ 
(a) 

x 

(b) 

r 
I 

el 

~ 
x 

(e) 

Figura 17.6.2 
(a) El cilindro r = a. 
(h )El semiplano 
e = a.(e )El plano 
z = c. 

r = a es un cilindro circular recto cuyo eje es el eje z y todo punto del cilindro está 
a una distancia a de este eje. 
e = a es el semiplano cuya orilla es el eje z y su traza en el plano xy es el rayo que 
forma un ángulo a con el eje x positivo. 
z = e es el plano paralelo al plano xy que contiene al punto e en el eje z. 

Se puede identificar un punto P en el espacio tridimensional como el punto donde 
se interseca un cilindro r = a, un semiplano e = a, y un plano z = e, como se ve en la 
figura 17.6.3. Siempre indicaremos las coordenadas cilíndricas de un punto en el orden 

Figura 17.6.3 Superficies coordenadas en 
coordenadas cilíndricas. 

z=c 

y 
,---~'<> 

T, e, z. Así, en coordenadas cilíndricas, el punto (a, a, e) es el punto para el cual T = 
a, e = ex y z = e. 

Cuando se emplean coordenadas cilíndricas para evaluar integrales triples, se 
considera que la región de integración está subdividida en pequeños elementos de 
volumen por medio de una familia de círculos concéntricos T = T¡, una familia de planos 
e = ej que contienen al eje z, y una familia de planos z = Zk perpendiculares al eje z. 
Un elemento típico de volumen se ve en la figura 17.6.4; está acotado por los cilindros 
r = T¡-1 Y T = T¡, los planos e = ej-1 y e = ej' y los planos z = Zk-l Y z = Zk . El volumen 
/j. V¡jk de este elemento es 

y 

x Figura 17.6.4 Un elemento de volumen en 
coordenadas cilíndricas. 
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(2) 

en donde ~¡ = (r¡ + r¡_I)12 es el radio medio del elemento. Nótese que ~¡Llr¡LlSj es el 
elemento de área en coordenadas polares que se encontró en la ecuación 6 de la sección 
17.4. En el límite, cuando la partición se hace más y más fina, el elemento de volumen 
dVes 

dV =r dr dS dz. (3) 

Así, para evaluar una integral triple 

J f In f(x, y, z) dV (4) 

mediante un conjunto de integrales iteradas en coordenadas cilíndricas, debemos: 

1. Expresar el integrando f (x, y, z) en términos de r, S y z empleando las ecuacio­
nes 1. 

2. Remplazar dV por r dr dS dz, pudiendo dr, dS y dz aparecer en cualquier orden. 
3. Fijar límites a cada integral, que sean consistentes con el orden de integración 

seleccionado en (2), para integrar en toda la región n. Con frecuencia se integra 
primero con respecto a z, lo que corresponde a proyectar a n en el plano rS. 

EJEMPLO 1 

Considere un cono circular recto sólido, de altura h y con su base de radio a. Si la 
densidad del cono es proporcional a la distancia al eje de simetría, hallar el centro de 
masa. 

Conviene escoger las coordenadas de tal modo que el vértice del cono esté en el 
origen y que el eje de simetría sea el eje z positivo (véase figura 17.6.5a). Entonces, la 
ecuación de la superficie lateral del cono es 

X2 

a2 

o sea 

entonces 

Z2 y2 
+ -

h2 a2 

r 2 

a2 

Z2 

h2 

h 
z = - r, 

a 

0, 

0, 
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x 
-a 

-a 

(a) (b) 

Figura 17.6.5 

donde O ::5 r ::5 a y O ::5 Z ::5 h. La proyección de la región de integración en el plano 
re es el círculo con centro en el origen y radio a (véase figura 17 .6.5b). Así, el cono se 
puede describir mediante las desigualdades 

hr 
- ::5 Z ::5 h, 
a 

O ::5 r ::5 a, 0::5 e ::5 21T. (5) 

La densidad está dada por p(r, e, z) = kr, donde k es constante y, por tanto, la masa 
total es 

M = f f fu p(r, e, z) dV 

1
2

'" la ih 
(kr)r dz dr de 

o o hrla 

kh - - - de 12'" (r3 r4) I a 

o 3 4a o 

= kha
3 (2'" de = 1Tka

3
h. 

12 Jo 6 
(6) 

Debido a la simetría de la región y a la distribución de masa, sabemos que el centro 
de masa está en el eje z, de modo que x = y = O. Para calcular z debemos evaluar 

Lxy = (2'" fa fh (z)(kr)r dz dr de 
Jo Jo J hrla 
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En consecuencia, 

EJEMPLO 2 

_ Lxv 
z = --=-

M 

17.6 INTEGRACiÓN EMPLEANDO COORDENADAS CILíNDRICAS 

27Tka3h2/15 

7Tka 3h/6 

(7) 

(8) 

Considerar la región O que está arriba del plano xy, dentro de la esfera? + Z2 = a2, y 
fuera del cilindro r = a/2 . Hallar el centroide de O. 

La región aparece en la figura 17 .6.6a. El centroide debe quedar en el eje z debido 
a la simetría; en consecuencia ~ = O, 9 = o, y sólo necesitaremos calcular ~. La 

z=~ 

x 
a 

(al 

(b) 

Figura 17.6.6 

proyección Ore de O en el plano re es el anillo que aparece en la figura 17.6.6b. Así, 
O queda descrita por las desigualdades 

o :S Z :S Va 2 - rZ, 
a 
-<r<a 2 - - , o :S e :S 27T. (9) 

1035 
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El volumen V de a es

f r~¡VDV = r dz da dr
a/2 o o

f r~= r Va2 - r2 da dr
a/2 o

= 211"f r Va2
- r2 dr

a/2

= 211" ( -~) (j) (a2
- r2)3/21:/2

= 2; (¡a2y/2
V311"

(10)= --a3
F4 .

Además, tenemos que

t.; = I I In Z dV

f r~r':= zr dz da dr
a/2 o o

1 f r~ .= - (a2 - r2)r da dr
2 a/2 o

= 11"f (a2
- r2)r dr

a/2

= 11"(a
2
r

2
_ ~) 1a

2 4 a/2

_ 911" 4 (11)- 64 a .

ASÍ,

=bx= 911"a4/64 3V3
Z = --a • (12)

V V311"a3/4 16'

EJEMPLO 3

La región a está acotada por abajo por el plano xy, por arriba por el cono z = r, y está
dentro del cilindro r = 2 sen e. El material de a tiene densidad p(r, e, z) = k sen e,
donde k es una constante. Calcular la masa total M de a.

En la figura 17.6.7 a aparece la región a, y su proyección are en el plano re es el
círculo que se ve en la figura 17.6.7b. Vemos en la figura que a está descrita por las
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y 

x 

(a) (b) 

Figura 17.6.7 

desigualdades 

0::5 z::5 r, o ::5 r ::5 2 sen e, o ::5 e ::5 TI. (13) 

Así, la masa total de n es 

M == J J In p(r, e, z) dV 

== k L'TT r",e L (sene)r dz dr de. (14) 

Las integrales con respecto a z y a r son fáciles de evaluar, y dan como resultado 

('TT (2~' e 
M == k Jo Jo . (sene)r

2 
dr de 

1" (2 sen e)3 
== k (sene) de 

o 3 

8k ('TT 
== 3 Jo sen

4 
e de. (15) 

La integral restante (15) se puede evaluar mediante el empleo repetido de la fórmula 
para la mitad de un ángulo. Así, 

8k 1'TT M == - (sen2 e)2 de 
3 o 

8k 1'TT (1 1 )2 == - - - - cos 2e de 
3 o 2 2 ' 

8k 1'TT (1 1 1 ) == - - - - cos 2e + - cos2 2e de 
3 o 4 2 4 
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Figura 17.6.8 
F es la fuerza 
gravitacional que 
ejerce M sobre m. 

8k1"[1 1 1(1 1 )] = - - - - cos 2e + - - + - cos 4e de 
3 0 42 422 

8k 1" (3 1 1) = - - - - cos 2e + - cos 48 d8 
3 o 8 2 8 

= - - 8 - - sen 28 + - sen 48 8k (3 1 1) 1" 
3 8 4 32 o 

8k 3 
38 TI = kTI. I (16) 

Atracción gravitatoria 

Según Newton, la fuerza F de atracción gravitacional entre dos partículas de masa m 
y M, respectivamente, está dirigida a lo largo de la recta que las une y su magnitud es 

IIFII = G;~, (17) 

en la cual R es la distancia entre las partículas, y G = 6.67 X 10- 11 N-m2/kg2 es la 
constante universal gravitacional (véase figura 17.6.8). Deseamos ahora calcular la 
atracción gravitatoria que ejerce la masa M distribuida en una región sobre ufia 
partícula de masa m. 

Figura 17.6.9 El vector de fuerza 
gravitatoria tiene una magnitud 
m(ptlV)/R2. 

x 

P(XO, YO, Zo) 
m 

_ G~:4V u. 

R 

p.(x. Y. z.) "Y 

'~l 
}----- AV 

O 

Y --

Supongamos que la región o. que se ve en la figura 17.6.9 contiene material de 
densidad p(x, y, z) y que una partícula de masa m está colocada en el punto 
P(xo, Yo, zo). Consideremos un elemento típico de volumen!::. V de 0.. La fuerza que 
ejerce la masa en !::. V sobre m es, en forma aproximada, 

Gmp(x*, y*, z*) !::.V * 
- U 

R 2(x* , y*, z*) , 
(18) 
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en la cual p' es un punto arbitrario de !J,. V cuyas coordenadas son (x', y', z') Y 
R(x', y', z') es la distancia de p' a P. u' es el vector unitario en la dirección de p' a P, 
y p(x', y', z')!J,. Ves aproximadamente igual a la masa del elemento. Como 

¡;;p = (xo - x*)i + (Yo - y*)j + (zo - z*)k, 

se infiere que 

R(x*, y*, z*) 

y 

u* = 
(xo - x*)i + (Yo - y*)j + (zo z*)k 

R(x*, y*, z*) 

Sumando sobre todos los elementos de n y pasando a continuación al límite en la forma 
usual, obtenemos 

A veces se necesita calcular una sola componente de F. Por ejemplo, si repre­
sentamos a la componente z de F mediante Fz' entonces 

-Gm J J f p(x, y, z)(zo - z) dV 
Ju R3(X, y, z) 

- Gm J J fu p(x, y, z)cos -y(x, y, z) dV 
JI R 2(x, y, z) 

(20) 

donde -y(x, y, z) es el ángulo entre el eje z positivo y la recta de p' a P. 
La ley del inverso del cuadrado contenida en la ecuación 17 gobierna también 

algunos otros fenómenos, además de la gravitación. Por ejemplo, de acuerdo con la ley 
de Coulomb en electrostática, la fuerza F entre dos partículas que tienen cargas q y Q, 
respectivamente, se dirigen a lo largo de la recta que une a las partículas, y su magnitud 
es 

(21) 

en la cual R es la distancia entre las partículas y K = 9.0 X 109 N . m2/C2
• La fuerza es 

de atracción si las cargas tienen signo contrario y de repulsión si tienen el mismo signo. 
La magnitud de la fuerza que ejerce un cuerpo n que tiene una densidad de carga 
p(x, y, z) sobre una partícula con carga q queda dada entonces por ecuaciones semejan­
tes a las ecuaciones 19 y 20. 

1039 
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EJEMPLO 4

Calcular la fuerza F de atracción gravitatoria que ejerce un casquillo cilíndrico circular
recto de radio interior a, radio exterior b, altura h y densidad k constante sobre una
partícula de masa m ubicada en el centro de una de sus bases.

Figura 17.6.10 Fuerza gravitatoria
que ejerce un
casquillo cilíndrico.

Conviene escoger el sistema coordenado como se ve en la figura 17 .6.10 para que
el eje positivo z sea el eje del cilindro y la masa m esté en el origen. A consecuencia
de la simetría del problema, las componentes x y y de la atracción del cilindro sobre la
partícula son cero y, por tanto, sólo necesitaremos calcular la componente z. que es F;
De acuerdo con la ecuación 20 tenemos que

t, = G m k J J ( cos 21jJ (r, e, z) d V,
Jn R(r,e,z)

(22)

en la cual o = 7T - 'Y.De la figura 17.6.10 vemos que R2 = r2 + Z2, Y cos ljJ = z/R,
Integrando sobre el casquillo cilíndrico obtenemos

fb fh f2" ZF, = Gmk ( 2 2)312 r de dz dr,
. "00 r+z

(23)

en la cual hemos escogido integrar primero con respecto a e, a continuación con
respecto a z. y por último con respecto a r. Así,

27T Gmk r [-(Z2 : r2)112J 1: dr

27T Gmk r [1 - (h2 : r2)112J dr
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27T Gmk [r - (h2 + r2)1 /2] 1: 
27T Gmk [b - v'h2 + b2 - a + v'h2 + a2]. (24) 

Cuando a ----7 O, 

que es la atracción debida a un cilindro sólido .• 

PROBLEMAS 

1. Emplear coordenadas cilíndricas para determinar el 
volumen dentro de la elipsoide 

1. 

2. Determinar el volumen de la región n que está dentro 
de la esferax2 + y2 + Z2 = a2 y arriba de la paraboloide 
az = ill(x2 + /). 

3. Determinar el volumen de la reglOn comprendida 
entre el interior de la hiperboloide (~fa2) + (/fa2) -
(z2fc2) = 1 Y los planos z = O Y z = k. 

4. Un cilindro circular recto de radio a y altura h tiene 
una densidad uniforme k. Determinar el momento de 
inercia 

(a) con respecto al eje de simetría; 

(b)con respecto a un diámetro de una de las bases. 

5. La región n arriba del plano xy, dentro del cono z = 
r y abajo de la paraboloide z = 6 - ? está llena con 
un material de densidad k constante. 

(a) Determinar la localización del centro de masa. 

(b) Determinar el momento de inercia con respecto al 
eje z. 

6. El material de la región n dentro del cilindro r = af2 
y la esfera? + Z2 = a2 tiene una densidad proporcio­
nal a Izl. Determinar la masa total de n. 

7. El cuarto de esfera? + Z2 :S a2 para el cual O :S e :S 

7T12 está lleno con un material cuya densidad es p(x, 
y, z) = k sen 2e. Determinar la masa total de! material. 

8. La región n arriba del plano xy, dentro del cilindro 

r = a y fuera del cono z = r está lleno con un material 
cuya densidad k es uniforme. Determinar 

(a) la ubicación del centro de masa; 

(b)el momento de inercia con respecto al eje z; 

(c) el momento de inercia con respecto al eje x. 

9. Un cono circular de densidad k uniforme tiene altura 
h y radio a en la base. 

(a) Determinar la ubicación del centro de masa. 

(b) Determinar el momento de inercia con respecto al 
eje de simetría. 

(c) Determinar el momento de inercia con respecto a 
una recta que pasa por el vértice y es perpendicular 
al eje de simetría. 

10. Un cono circular recto tiene altura 'h, radio de la base 
a y una densidad proporcional al cuadrado de la 
distancia a la base. 

(a) Determinar la masa total. 

(b) Determinar la razón alh para que el cono tenga 
masa máxima si se fija la longitud 1 de su genera­
triz. 

11. Un hemisferio sólido de radio a tiene una densidad k 
uniforme. 

(a) Determinar la localización del centro de masa. 

(b) Determinar el momento de inercia con respecto a 
la recta perpendicular a la cara plana que pasa por 
su centro. 

12. Se barrena un agujero cilíndrico de radio al2 a través 
del centro de una esfera de radio a que tiene una 
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densidad k uniforme. Determinar el momento de iner­
cia del material restante con respecto al eje de sime­
tría. 

13. La región interior del cilindro r = 2 cos S, arriba del 
plano.xy y abajo del cono z = r se llena con un material 
de densidad k uniforme. Determinar la posición del 
centro de masa. 

14. La r~gión n arriba del plano .xy y abajo de la parabo­
loide z = 4 - X2 - y2 se llena con material cuya 
densidad es p(x, y, z) = kz, donde k es una constante. 
Determinar 

(a) la ubicación del centro de masa; 

(b) el momento de inercia con respecto al eje z. 

15. La región n arriba del plano .xy y abajo de la parabo­
loide z = 9 - x2 - i está llena con un material cuya 
densidad es p(x, y, z) = k(l2 - z), donde k es cons­
tante. Formular integrales en coordenadas cilíndricas 
que expresen 

(a) la masa; 

(b) el momento de inercia con respecto al eje z. 

16. Considerar el casquillo cilíndrico a ::; r::; b, O ::; z ::; 

h, y O ::; S ::; 21T. Suponer que su densidad es 
p(r, S, z) = klr, en donde k es una constante. 

(a) Determinar la masa del casquillo. 

(b) Determinar Iz. 

(c) Determinar Ix. 

(d)Sea c = (a + b)/2 y ~ = (b - a)/2. Nótese q"\e c 
es el radio medio del casquillo y que ~ es la mitad 
de su espesor. No tomar en cuenta términos de 
orden mayor que el primero en ~ y con ello deter­
minar ecuaciones aproximadas para Iz e Ix cuando 
la pared es delgada. 

17. Un tanque hemisférico de agua tiene radio a y está 
hecho de tal modo que la cara plana es la base. 

(a) Determinar el volumen de agua en el tanque cuan­
do la profundidad es h. 

(b) Determinar la profundidad a la cual el tanque tiene 
agua hasta la mitad de su volumen. 

18. Un cilindro circular recto tiene una densidad k cons­
tante, radio a y altura h. 

(a) Determinar la;atracción gravitacional que ejerce 

este cilindro sobre una partícula de masa m ubica­
da a una distancia l al centro de una base a lo largo 
de la recta axial del cilindro. 

(*bpn el resultado de la parte (a), hacer que h -¿ O Y 
k -¿ DO de tal modo que hk siempre sea igual a una 
constante ¡.L, que puede ser la masa por unidad de 
área de un disco delgado uniforme. De este modo 
determinar la atracción de un disco sobre una 
partícula de masa m ubicada a una distancia l del 
disco, sobre la recta perpendicular a éste y que 
pasa por su centro. 

Sugerencia: er:lplear un desarrollo de Taylor de 
[a2 + (l + h)2]112 en términos de h. 

(* c X::omprobar el resultado de la parte (b) haciendo el 
cálculo directo de la fuerza necesaria. 

*19. En el resultado del ejemplo 4, en la ecuación 24, hacer 
que a -¿b y que k -¿DO de modo que (b - a)k siempre 
sea igual a una constante ¡.L. Esta constante podría 
identificarse con la masa por unidad de área de un 
casquillo uniforme delgado. Con ello determinar la 
atracción gravitatoria de un casquillo cilíndrico del­
gado sobre una masa m ubicada en el centro de una 
base del cascarón. 

Sugerencia: emplear un desarrollo de Taylor de 
(a2 + h2)112 en términos de a-b. 

20. (a) Considerar la región en el primer cuadrante del 
plano xz acotada por el eje z, la parábola z = r 
cuando O ::; x ::; a, y la recta z = a2

• Determinar ~A 
y la coordenada z del centroide de esta región. 

(b) Hágase girar la región de la parte (a) alrededor del 
eje z para formar u~ sólido de revolución, para 
determinar ~v, la coordenada z del centroide de este 
sólido. Obsérvese que ~v > ~A; así, el centroide del 
sólido de revolución está a mayor altura que el 
centroide de la región plana. 

*21. (a)Se tiene la región acotada por el eje z, la gráfica de 
z = x P para todo p > O, Y para O ::; x ::; a, y la 
recta z = a p . Proceder como en el problema 20 y 
determinar ~A y ~v para este caso. 

(b)Emplear I~s res~ltados de la parte (a) para demos­
trar que Zv > ZA para todo p > O; esto es, el 
centroide del sólido de revolución queda a mayor 
altura que el centroide de la región plana de la cual 
se obtuvo. Determinar el valor de p para el que 
~V/~A es máxima. 
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17.7 INTEGRACiÓN EMPLEANDO 
COORDENADAS ESFÉRICAS 

Además de las coordenadas rectangulares y de .las cilíndricas, existe otro sistema 
coordenado que con frecuencia es útil en problemas en los que interviene la simetría 
esférica. Estas coordenadas se llaman coordenadas esféricas, y se representan median­
te p, S Y <1> . Las coordenadas esféricas de un punto P dado se muestran en la figura 
17.7.1. 

y 

x 

Figura 17.7.1 
Coordenadas esféricas 
del punto P. 

La coordenada radial p es la distancia del origen O hasta P; p siempre es no 
negativa y es cero sólo si P coincide con el origen. La superficie p = a es la esfera que 
tiene su centro en el origen y radio a, como se ve en la figura 17.7 .2. 

El ángulo S es el mismo que en las coordenadas polares y en las cilíndricas; es el 
ángulo entre el eje x positivo y la proyección OQ de OP en el plano xy, como se ve en 
la figura 17.7 .1 . Nos restringiremos a valores de S en el intervalo O ::::; S ::::; 2'IT, o quizá 
a algún otro intervalo de longitud 2'IT. Como en las coordenadas cilíndricas, la super­
ficie S = a es el semiplano que se ve en la figura 17.7.3 que contiene al eje z y cuya 
traza en el plano xy es el rayo que forma un ángulo a con el eje x positivo. 

Por último, el ángulo <1> es el que forma el eje z positivo con la recta OP; se restringe 
al intervalo O::::; <1> ::::; 'IT. La superficie <1> = 13 es el cono (o más exactamente, un manto 
del cono) cuyo vértice está en el origen y para el que el eje z es el eje de simetría (véase 
figura 17.7.4) . El segmento de recta que va del origen a cada punto del cono forma el 
ángulo 13 con el eje z positivo. Si <1> = O, o si <1> 7' 'IT, el cono se cierra para formar el 
eje z positivo o negativo, respectivamente. Si <1> = 'IT12, el cono se aplana para formar 
el plano xy. 

Se puede identificar un punto P del espacio tridimensional como el punto de 
intersección de una esferap = a, con un semiplano S = a, y con un cono <1> = 13, como 
se indica en la figura 17.7 .5 . Siempre mencionaremos las coordenadas esféricas de un 
punto en el orden p, S, <1>. Así, en coordenadas esféricas el punto (a, a , 13) es el punto 
para el cual p = a, S = a, y <1> = 13. 

La relación entre las coordenadas esféricas (p, S, <1» y las coordenadas cilíndricas 
(r, S, z) se puede ver en la figura 17.7.6. Tenemos que 

{

' = 
6 = 6, 

z 

psen<j>, 

p cos <1>, 

(la) 

Figura 17.7.2 
La esfera p = a. 

y 
- - - -¡t:> 

Figura 17.7.3 
El semi plano e = a. 

Figura 17.7.4 
El cono <l> = 13. 

y 
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y 

Ya que 

y 

Figura 17.7.5 Superficies coordenadas 
en coordenadas esféricas. 

z 

z = p cas q, 

/' Y 
/; = r cas e 

y = r sen e 
/ = P sen q, cas e 

Q 
Figura 17.7.6 x = sen q, sen e 

[

p 

a a, 

tan <1> 
r 

O$;<1> $; 'lT. (lb) , 
z 

x = reos a, y = rsenO , (2) 

la relación entre las coordenadas esféricas y las coordenadas rectangulares es 

p sen <1> cos a, 
p sen <1> sen a, 
p cos <1>, 

(3a) 
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y 

tan e = ~ , O ::s e ::S 21T, 
x 

(3b) 

cos <l> = (2 2 2) 112' 
X + Y + z 

z o ::S <l> ::S 1T. 

EJEMPLO 1 

Calcular las coordenadas rectangulares del punto P cuyas coordenadas esféricas son 
p = 4, e = 1T/3, Y <!> = 1T/3 (véase figura 17.7.7) . 

Figura 17.7.7 
x 

z 
p 

I 
I 
I 
I 
I 
Iz=2.;3 
I 
I 
I 
I 
I y 

~-----~I------~¿> 

x =lO= ;_ I 
--;~J3- -

Sustituyendo los valores dados de p, e y <l> en las ecuaciones 3(a), obtenemos 

x = (4) G) G) = 1, 

Y (4) G) (~) = V3, 

z = (4) (~) = 2V3 .• 

EJEMPLO 2 

Calcular las coordenadas esféricas del punto P cuyas coordenadas rectangulares son 
x = 2, Y = -2 Y z = 4 (véase figura 17.7.8). 
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z 

8 = 7rr/4 y 

x Figura 17.7.8 

En este caso necesitamos emplear las ecuaciones (3b). De acuerdo con la primera 
de esas ecuaciones, obtenemos 

p = V(2)2 + ( - 2)2 + (4)2 2v6. 

De acuerdo con la segunda, tenemos que 

-2 
tan 6 = - = - 1' 

2 ' 

además, como x > ° y y < 0, 6 debe quedar en el cuarto cuadrante, y entonces 6 
7'IT/4. Finalmente, según la última de las ecuaciones (3b) , vemos que 

4 ~ . cos <l> = -- = - == 0.8165 
2v6 3 ' 

y, por tanto, <l> == 0.6155 radianes. -

Las coordenadas angulares 6 y <l> de un punto P de una esfera se pueden relacionar 
con la longitud y la latitud, respectivamente, en la superficie de la Tierra. De acuerdo 

Greenwich. 

Figura 17.7.9 
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con la figura 17.7.9, supongamos que el eje z positivo se traza desde el centro de la 
tierra y pasa por el polo norte, y que el eje positivo de x se escoge de modo que el plano 
xz, para x > 0, pase por el Observatorio Real de Greenwich, Inglaterra. Entonces, se 
puede identificar a S con la longitud, siempre que S se restrinja al intervalo [ - 71", 71"]; 
la longitud este corresponde a valores positivos de S y la longitud oeste a valores 
negativos. Al ángulo S se le conoce también como el azimut. Por otro lado, el ángulo 
<P medido desde el polo norte hacia abajo, se relaciona con la latitud, que se mide desde 
el ecuador. Si"'{ es la latitud, donde 71"/2 :s "'{ :s 71"/2, entonces <P = (71"/2) - "'{. 

Consideremos ahora el empleo de las coordenadas esféricas para la integración 
sobre una región tridimensional n. Consideremos una partición de n en elementos 
pequeños dados por una familia de esferas concéntricas P = Pi' por una familia de 
planos S = Sj que pasan por el eje z, y por una familia de conos <P = <Pk' Un elemento 
típico de volumen se muestra en la figura 17.7.10; está acotado por las esferas P = ~'i-l 

Figura 17.7.10 Un elemento de volumen 
en coordenadas esféricas. 

x 

y 

y P = Pi' por los semiplanos S = Sj-l y S = Sj y por los conos <P = <Pk-l y <Pk' Como de 
costumbre, hacemos que 

Llpi = Pi - Pi-lo (4) 

Con ello es fácil estimar el volumen Ll Vijk del elemento, del siguiente modo: para Llpi, 
LlSj y Ll<Pk suficientemente pequeños, el elemento sólo difiere en una cantidad muy 
pequeña con respecto a una caja rectangular; así, se puede calcular su volumen como 
producto de las longitudes de tres aristas contiguas, por ejemplo, los lados AB, AC y 
AD, que se ven en la figura 17.7.10. El lado AD es un segmento de recta y tiene una 
longitud Ll Pi' El lado AC es un arco de círculo de radio Pi' que subtiende el ángulo Ll<Pk 
y, por tanto, su longitud es PiLl<Pk' Por último, el lado AB es un arco de círculo de radio 
r = Pi sen <Pk que subtiende el ángulo LlSj y, por tanto, su longitud es Pi sen <PkLlSj. 
Multiplicando las longitudes de estos lados entre sí, se obtiene 

(5) 

Finalmente, en el límite cuando LlPi, LlSj y Ll<Pk tienden a cero, tenemos 

(6) 

1047 
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Con lo anterior, para eyaluar una integral triple sobre una región n empleando 
coordenadas esféricas, se escribe 

J J L f(p, e, <j» dV = J J L f(p, e, <j»p2 sen<j> dp de d<j>. (7) 

Nótese que no sólo se debe expresar a dV en términos de dp, de y d<j>, de acuerdo con 
la ecuación 6, sino que el integrando f debe escribirse en términos de p, e y <j>, y que 
se deben seleccionar los límites de las integrales de tal modo que se cubra la región n. 

EJEMPLO 3 

La densidad de un hemisferio sólido de radio a es proporcional a la distancia a la cara 
plana. Determinar el centro de masa del hemisferio. 

Seleccionaremos el sistema coordenado que se muestra en la figura 17.7 .1l. 
Entonces la cara plana del hemisferio descansa en el plano xy, su centro está en el origen 

cos <P 

y 

Figura 17.7.11 x 

y el hemisferio queda del lado del plano xy para el cual z ~ O. La densidad* está dada 
por J-L(x, y, z) = k p cos <j>, donde k es una constante de proporcionalidad. Debido a la 
simetría del problema el centro de masa debe quedar en el eje z y, por tanto, sólo es 
necesario calcular Z. Para este fin necesitamos determinar la masa total M del hemis­
ferio y su momento lineal Lxy con respecto al plano xy. El hemisferio se describe 
mediante las desigualdades 

o ::5 P ::5 a, 
1T 

O ::5 <j> ::5 -, 
2 

(8) 

* Hasta ahora hemos seguido la práctica común de usar a p para denotar la densidad. Sin embargo, en las 
coordenadas esféricas, se usa p casi universalmente para la coordenada radial. Por tanto, sólo en esta sección, 
emplearemos a fL para representar a la densidad. 
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de modo que la masa total es 

M = J J L fL(X, y , z) dV 

= J J L kz dV 

= f /2 f" lo" (kp cos <I»p2 sen<l> dp de d<l> 

(9) 

Al evaluar estas integrales iteradas obtenemos 

M = k - sen <1> cos <1> de d<l> a
4 

1""12 12
"" 

4 o o 

= k - 2'TT sen <1> cos <1> d<l> a
4 1""/2 

4 o 

::; - ka4 -- = - ka4 'TT sen2 <1> 1""/2 'TT 

2 2 o 4 . 
(lO) 

Del mismo modo el momento lineal L xy ~stá dado por 

Lxy = J J L z f.L(x, y, z) dV 

1
""/212"" la = O O O (p cos <1»( kp cos <1> )(p2 sen <1> dp de d<l» 

1
""/212"" la = k O O O p4 cos2 <1> sen <1> dp de d<l> 

= k - cos2 <1> sen <1> de d<l> a
5 

1""/2 12"" 
5 o o 

a
5 1""/2 = k - 2'TT cos2 <1> sen <1> d<l> 

5 o 

(11) 

ASÍ, 
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EJEMPLO 4 

La región n acotada por abajo por el plano z = b Y por arriba por la esfera p = a, se 
llena con material cuya densidad es inversamente proporcional a la distancia al origen. 
Determinar la masa total M de n. 

Figura 17.7.12 

En la figura 17.7.12 se muestra la región n. En coordenadas esféricas el plano 
z = b tiene por ecuación p = blcos <1> . Así, n queda descrita mediante las desigualdades 

b 
--:5 p:5 a, 
eos <1> 

0:5 6 :5 211", 
b 

O :5 <1> :5 are cos -. 
a 

(13) 

La densidad es J..L(p, e, <1» = k/p, donde k es constante. Entonces, la masa total M está 
expresada por 

M = J J In J..L(p, 6, <1» dV 

= farccos(b ' a) (Z"" fa ~ p2 sen <1> dp d6 d<l> 
Jo Jo Jb/COSe!> P 

i
arCCOS(b,a) i2." fa = k p sen <1> dp d6 d<l>. 

o o b/cose!> 

(14) 

Al evaluar las integrales en la ecuación 14 obtenemos 

k iarC COS(b, a) i2
." ( b

2
) d d M = - a2 - --2 - sen <1> 6 <1> 

2 o o cos <1> 

= - 211" (a 2 - b2 cos- 2 <I»sen<l> d<l> 
k i arCCOS(b,a) 

2 o 

( 
b2 ) I arccos(b/a) 

= k1l" -a2 cos <1> - --
cos <1> o 
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EJEMPLO 5 

br (-a2~ + a2 - b2~ + b2) 

brea - b)2. (15) 

Determinar la fuerza F de atracción gravitacional que ejerce un cono circular recto 
sólido de densidad constante k y altura h, y un ángulo en el semi vértice ex sobre una 
partícula de masa m ubicada en el vértice del cono. 

Conviene seleccionar al sistema de coordenadas como se ve en la figura 17.7.13, 
de modo que el vértice del cono esté en el origen y que su eje sea el eje z positivo. 
Entonces, el cono queda descrito por las desigualdades 

o ::=; p ::=; h sec <1>, o ::=; e ::=; 21T, 

Figura 17.7.13 

1 
1 

(16) 

m y 

x 

Por la simetría del problema, sabemos que las componentes x y y de la fuerza de 
atracción son cero. De acuerdo con la ecuación 20 de la sección 17.6, y la figura 
17.7.13, la componente z está dada por 

JJ 
(coslj¡ 

Fz = Gmk Jo ----¡¡z dV, 

en la cuallj¡ = 1T - "'. Como Ij¡ = <1> y R = p, esta integral se reduce a 

Fz = Gmk f f" fseC$ COS <1> sen <1> dp de d<l> 

(a (2" 
Gmk Jo Jo cos<l> sen <1> [hsec<l> - O]ded<l> 
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Gm k h f f" sen <1> de d<l> 

2-rrGmkh( - cos <1» 1: 
= 2-rrGmkh(1 - cos a). (17) 

Podemos expresar también a Fz en términos de la altura h y del radio de la base a 
del cono. De acuerdo con la figura 17 .7 .13, vemos que cos a = hl...ja2 +h2 y, por tanto, 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 6 calcular las coordenadas rectangu­
lares (x, y, z) del punto con las coordenadas esféricas 
(p, S, <1» que se dan. 

1. (2,¡,~) 

4. (3, 4;,~) 
( 

1T 21T) 
3. 2'6'3 

En los problemas 7 a 12, calcular las coordenadas esféricas 
(p, S, <1» del punto con las coordenadas rectangulares 
(x, y, z) dadas. 

7. (1, -1, v'z) 8. (2, O, - 2\13) 

9. (~, i, -1) 10. (v'z, v'z, - 2\13) 

(
3\13 3 3) 

11. 2v'z' 2v'z' v1 12. (_ ~ _ \13 -1) 
2' 2 ' 

En los problemas 13 a 20 deducir la ecuación en coorde­
nadas esféricas que corresponde a la ecuación dada en 
coordenadas rectangulares o cilíndricas. 

13. X2 + y 2 + (z - C)2 = c2 

14. (x - a)2 + y2 + Z2 = a 2 

X2 y2 Z2 
15. - + - - - = O 

4 4 9 ' 
Z~O 

(18) 

16. X2 + y2 = 9 

18. r = 4 

17. x = 2y, Y ~ O 

19. r = 3z 20. r = 2 cos O 

En los problemas 21 a 25 describir la gráfica de la ecuación 
dada. 

21. p cos <1> = b 

23. psen<l> = b 

22. p = 2a cos <1> 

24. p sen<l> = 2a senO 

25. (cos O + senO)p sen <1> = a 

26. Determinar el centroide de un hemisferio de radio a. 

27. Determinar el momento de inercia de un hemisferio 
sólido de radio a y densidad uniforme k 

(a) con respecto al eje de simetría; 

(b)con respecto a un diámetro de la cara plana. 

28. Determinar el momento de inercia de un cascarón 
esférico de radio interipr a, radio exterior b y densi­
dad uniforme k, con respecto a un diámetro. 

29. Un cascarón esférico de radio interior a y radio exte­
rior b tiene una densidad /L(p, O, <1» = k/p, donde k es 
una constante. Determinar 

(a) la masa del cascarón; 

(b) el momento de inercia con respecto a un diámetro. 

30. La región que está dentro de la esfera p = a y el cono 
<1> = 1T/6 tiene una densidad constante k. Determinar 

(a) la masa de la región; 

(b)el centro de masa. 
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31. La región común interior de la esfera P = 2a cos 1» y 
del cono 1» = a, donde O < a < TI/2, se llena con un 
material cuya densidad es proporcional a z. Determi­
nar la masa total en la región. 

32. La cuña esférica O ::; P ::; a, TI/4 ::; e ::; TI/3, O ::; 1» ::;TI 

se llena con un material cuya densidad es f1(p, e, 1») = 

klcos 1»1, donde k es una constante. Determinar 

(a) la masa total; 

(b)el momento de inercia con respecto al eje z. 

33. El cascarón hemisférico a/2 ::; p ::; a, z 2: O tiene una 
densidad f1(p, e, 1») = k/p, donde k es una constante. 
Determinar 

(a) la masa total; 

(b) el centro de masa; 

(e) el momento de inercia con respecto al eje z. 

34. Calcular el volumen de la región común interior de 
las esferas p = 1 Y P = 2 cos <j>. 

35. Determinar la masa de una esfera de radio a cuya 
densidad es proporcional a la distancia de un punto 
dado a la superficie. 

Sugerencia: seleccionar las coordenadas de tal modo 
que el punto dado sea el origen, y que un diámetro de 
la esfera quede en el eje z positivo. 

36. (a) Un planeta esférico de radio a tiene una atmósfera 
cuya densidad es f1 = f10e-ah, donde h es la altura 
sobre la superficie del planeta, f10 es la densidad 
al nivel del mar, y a una constante de proporcio­
nalidad. Determinar la masa total de la atmósfera 
de este planeta. 

(b) Si suponemos que la densidad es proporcional a la 
presión, entonces la densidad de la atmósfera te­
rrestre decae en forma exponencial, como se supu­
so en la parte (a), Y f10 = 1.20 kg/m3 y a =0.116 
km -l. Si se supone también que la Tierra es una 
esfera cuyo radio es de 6370 km, calcular la masa 
de la atmósfera terrestre. 

*37. Atracción gravitacional de una esfera. En este pro­
blema indicaremos cómo calcular la fuerza F de atrac­
ción gravitatoria debida a una esfera uniforme de 
radio a y de densidad constante k, sobre una partícula 
de masa m ubicada a una distancia l del centro de la 
esfera, donde l > a (véase figura 17.7.14). 

(a) Habiendo seleccionado las coordenadas como se 
ve en la figura 17.7.14, Fx = Fy = O es necesario 
sólo calcular F,. Demostrar que 

IIFII = IF,I 

la l~ lh COS I\J = Gmk - 2- p2 sen<j> de d<j> dp, 
o o o R 

e, integrando con respecto a e, que 

(a (~COS I\J 
IIFII = 2TIGmk Jo Jo ---¡¡z p2 sen<j> d<j> dp . 

(i) 

(b) Para evaluar la integral de la ecuación (i) es nece­
sario expresar a I\J y a R en términos de p y <j>. Esto 
se puede llevar a cabo empleando la ley de los 
cosenos 

f2 + p2 - 2lp cos <j> (ii) 

y la relación 

l = R cos I\J + P cos <j>, (iii) 

que se puede deducir inmediatamente de la figura 
17.7.14. Sin embargo, la integral que resulta es 

Figura 17.7.14 Fuerza gravitacional 
que ejerce una esfera sólida. 

difícil; es más sencillo evaluar a IIFII cambiando la 
variable de integración de 1» a R en la integral 
interior de la ecuación (i). Emplear las ecuaciones 
(ii) y (iii) para demostrar que 

(iv) 
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(e) De acuerdo con la ecuación (ii), demostrar que, 
para una p fija, 

R 
sen <1> d<l> = LP dR, (v) 

Y obsérvese que R = l - P cuando <1> = O, Y R = 
l + P cuando <1> = TI . A continuación demostrar 
que 

IIFII = 

TIG,;k (a (,+P p [1 
1 Jo J,-p 

[2 - p2] 
+ --¡¡¡- dR dp. (vi) 

(d)Evaluar las integrales de la ecuación(vi)y con ello 
demostrar que 

4 Gm GMm IIFII = - TIa 3k - = -- (vii) 3 [2 [2' 

donde M = 4TIa3k/3 es la masa de la esfera. Así, 
una esfera uniforme sólida atrae a una partícula 
como si toda su masa estuviera concentrada en el 
centro de la esfera. 

PROBLEMAS DE REPASO 

Sea R el rectángulo O S x S 4, 2 S Y S 8. Subdividir a R 
en seis subrectángulos mediante los puntos de partición 
Xo = O, X, = 2, X2 ·= 4, Yo = 2, Y, = 4, Y2 = 6, Y3 = 8. En 
los problemas 1 a 4 evaluar f f Rf (Pij)dA calculando la 
suma de Riemann correspondiente, suponiendo que Pij es 
el centro de cada subrectángulo. 

1. f(x, y) = {¡: O S X S 4, 
O~ x S 4, 

2. f(x, y) = X2 + y2 

4. f(x, y) = 4X2 + y 

2sys6 
6<ys8 

3. f(x, y) = xe Y 

En los problemas 5 a 8, evaluar la integral dada. 

(2 (2-' 
5. Jo Jo eY dy dx 6. f f tan X2 dy dx 

7. I In (X2 + 4y') dA, donde n es el cuadrado 

O s x s 3, O s y s 3 

(e) Suponer ahora que la esfera no es uniforme, sino 
que tiene una densidad f(p) que depende única­
mente de p. Demostrar que en este caso también 
IIFII = GMmll2. 

*38. Atracción gravitatoria de un cascarón esférico. 
Sea F la fuerza de atracción de un cascarón esférico 
uniforme de radio interior a, radio exterior b y densi­
dad constante k sobre una partícula de masa m ubicada 
a una distancia l del centro del cascarón. Deducir cada 
uno de los siguientes resultados modificando en for­
ma adecuada el procedimiento que se describió en el 
problema 37. 

(a) Si l > b, demostrar que IIFII = GMmlz2, donde M 
es la masa del cascarón. 

(b)Si I < a, demostrar que IIFII = O. 

(c) Demostrar que los resultados de las partes (a) y (b) 
siguen vigentes si la densidad del cascarón es 
variable, aunque sólo depende de p. 

39. Determinar la atracción gravitatoria de un hemisferio 
sólido de radio a y densidad k constante sobre una 
masa m ubicada en el centro de la cara plana. 

8. I In (4 - x) dA, donde n es la región elíptica 

2x' + y2 S 4 

En los problemas 9 a 12 hacer un dibujo de la región de 
integración y evaluar la integral dada. 

9. i~I' (eol' ln(senx) dy dx 
.,,/6 Jo 

11. f t GX2 + y) dy dx 

10. (4 I Y y2e'Y dx dy 
Jo -y 

J,
' J,COSh .,' 

12. x dy dx 
o .' 

En los problemas 13 a 16, para la integral doble dada sobre 
la región acotada n: 

(a) formular la integral iterada en donde primero se 
lleve a cabo la integración con respecto a y; 

(b)formular la integral iterada en donde primero se 
lleve a cabo la integración con respecto a X; 

(c) evaluar cada integral. 
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13. J L (x - 2y) dA, n está acotada por x In y, 

x = 1, y = 1. 

14. J L (2 cos x - 2y) dA, n está en el primer cuadrante 

and is bounded by y = y está acotada por x = O. 

15. J { x + Y dA, n está acotada por X2 = y, Jn xy 
x = yl13 . 

16. J L 2x ~ dA , n está en el primer cuadrante 

y está acotada por y = 1, Y = x 2, X = O. 

En los problemas 17 a 20, hacer un dibujo de la región de 
integración y evaluar la integral dada. 

17. en e r cos r 2 dr de 
Jo JI 

18. fn L (4 - r2) - 112 r dr de 

{h12 {eos e 
19. Jo Jo r2 

dr de 

fhl4fl 
20. tan e sec e dr de 

-rr / 4 o 

En los problemas 21 a 24 llevar a cabo los cambios de 
coordenadas que se indican. 

21. Pasar (2, TI/6, 1) de coordenadas cilíndricas a rectan­
gulares. 

22. Pasar (3, TI/4, 3TI/4) de coordenadas esféricas a rec­
tangulares ." 

23. Pasar (2, TI/3, TI/2) de coordenadas esféricas a cilín­
dricas. 

24. Pasar (O, 2, -f3) de coordenadas rectangulares a esfé­
ricas. 

En los problemas 25 a 28 hacer un dibujo e identificar la 
gráfica de la ecuación dada, y hacer los cambios de coor­
denadas que se piden. 

25. r 2 + Z2 = 4 a coordenadas esféricas. 

26. p = cos <p csc2 <p a coordenadas rectangulares. 

27. p = 3 sec <p a coordenadas rectangulares . 

28. X2 - 9/ + 4Z2 = 36 a coordenadas cilíndricas. 

En los problemas 29 y 30 evaluar la integral dada. Puede 

ayudar si se cambia a otro sistema de coordenadas. 

29. { Sn14 { -2 s<c e r 2 cos e dr de 
J47T /3 Jo 

30. fn'2 (ese e r S sin3 e dr de 
'fI" / 4 Jo 

En los problemas 31 y 32 calcular el volumen del sólido 
dado. 

31. Sólido acotado por arriba por X2 + / + Z2 = 4 Y por 
abajo por X2 + l = Z2 con Z 2:: O. 

32. El sólido acotado por arriba por x + Z = 5, por abajo 
por el plano xy, y que está dentro del cilindro 
X2+/=l. 

En los problemas 33 a 36 calcular la masa total M de la 
región dada. . 

33. n es el triángulo acotado por y = 2, Y = 2x, Y x = 0, 
y tiene una densidad p(x, y) = kxy. 

34. n es la región 1 :S r :S 2, ° :S e :S TI/4, Y tiene una 
densidad p(r, e) = r2 sen 2e cos 2e. 

35, n es la región acotada por arriba por r2 + Z2 = 4, por 
abajo por el plano xy, y que está dentro del cilindro 
r = 1. La densidad en n es proporcional al cuadrado 
de la distancia al eje z. 

36. n es el sólido del interior tanto de la esfera p = 5 
como del cono <p = TI/3, cuya densidad es inversa­
mente proporcional a la distancia al origen. 

En los problemas 37 a 40, determinar a X, la coordenada x 
del centro de masa de la región dada. En cada caso suponer 
que la densidad es constante. 

37. La región acotada por y = eX, y = 1, x = ° y x = l. 

38. La región del primer octante que queda dentro de la 
esfera p = 4. 

39. La cuña en el primer octante que está acotada por 
x2 + 4Z2 = 16 y por y = x. 

40. El volumen del sólido del interior tanto de y2 + Z2 = 
4 como de z = r, y que está arriba del plano xy. 

41. Calcular el radio de giro de la región del problema 37 
con respecto al eje y. 

42. Calcular el radio de giro del sólido en el problema 38 
con respecto al eje y. 

43. Calcular el radio de giro del sólido del problema 39 
con respecto al eje y. 

44. Calcular el radio de giro del sólido del problema 40 
con respecto al eje y . 
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Capítulo 18 

Con frecuencia, en el estudio de algunas partes de la 
física matemática, como por ejemplo la mecánica de 
fluidos y la teoría electromagnética, se desea manejar 
integrales sobre curvas o superficies en el espacio. 
Estas integrales se llaman integrales de línea e integra­
les de superficie, respectivamente. En aplicaciones fí­
sicas, el integrando comprende, normalmente, una 
fuerza o una velocidad, o alguna otra cantidad que se 
expresa mejor con vectores . Para manejar con eficacia 
problemas en estos campos, con frecuencia es necesa­
rio combinar la destreza analítica con la perspectiva 
geométrica o física. 

Los resultados matemáticos principales son dos 
teoremas, que se llaman teorema. de la divergencia y 
teorema de Stokes y se puede considerar que ambos son 
generalizaciones muy importantes del teorema funda­
mental del cálculo . Si se subraya de nuevo la importan­
cia del teorema fundamental de Newton y Leibniz, 
estos teoremas son la culminación de un libro de 
cálculo. También sirven para abrir el camino a vastas 
y excitantes áreas de las matemáticas y de sus aplica­
ciones, que se proyectan más allá. 

18.1 INTEGRALES DE LíNEA 

En esta sección desarrollaremos el concepto de una 
integral a lo largo de una curva en el espacio. Esta 
integral se conoce comúnmente como integral de línea, 
aunque la curva a lo largo de la cual se lleva a cabo la 

, 

CALCULO 

Integrales de 
línea y de 
superficie 
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integración puede ser muy arbitraria, y desde luego no necesita ser una recta. En este 
capítulo Isupondremos, a menos que se diga otra cosa, que la curva es suave, o suave 
por pedazos, y que tiene longitud finita, o sea, que es rectificable. 

Supongamos que la curva e está descrita mediante la ecuación vectorial 

r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k, a ::s t ::s b; (1) 

o en forma de componentes, 

x = f(t), y g(t), z - h(t), a::st ::s b. (2) 

Recordemos que si el vector tangente 

dr = dx i + dy j + dz k 
dt dt dt dt 

(3) 

es continuo para a ::s t ::s b, y si dr/dt =1= O en todo punto de e, entonces e es suave. 
También, podemos definir una función longitud de arco s = s(t) en e tal que 

ds 

dt 

y sea) = O. Entonces la longitud de la curva es 

L = f II ~; II dt = f [(~~r + (irr + (~;rJ/2 dt. 

(4) 

(5) 

Con frecuencia conviene describir a e en forma paramétrica, en términos de la longitud 
de arco s, O ::s s ::s L, así como en términos del parámetro original t. Entonces el vector 
tangente unitario T, que apunta en la dirección en que s crece es 

T = dr = dr / dt . 
ds Il dr/dtll 

(6) 

Por último, supongamos que una función vectorial F(x, y, z), o F(r) está dada en un 
dominio que contiene a la curva C. Con frecuencia llamaremos a una función vectorial 
de este tipo campo vectorial. 

Las integrales de línea se encuentran con frecuencia en las aplicaciones a la física; 
por ejemplo', se tiene el siguiente problema: supongamos que se mueve una partícula 
a lo largo de una curva e desde el punto r(a) hasta el punto r(b), debido a la fuerza 
F(r) (véase figura 18.1.1). ¿Cuál es el trabajo W que efectúa la fuerza F sobre la 
partícula? 

Podemos proceder casi como lo hemos hecho hasta ahora cuando nos enfrentamos 
a asuntos semejantes al anterior. Sea s la longitud de arco medida a lo largo de la curva 
e desde el punto inicial r(a) hacia r(b). Damos a e una partición en porciones de 
longitud Lls¡, para i = 1,2, . .. , n, y escogemos un punto estrella P7, que corresponde 
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z 

y 

x 

Figura 18.1.1 

a una longitud s7de arco, en cada porción, como se ve en la figura 18.1.2. En cualquier 
punto s de la curva, la componente de la fuerza que es tangente a la curva en la dirección 
del movimiento es (F . T)(s) . Así, (F ·T)(s7)Lls; es una aproximación al trabajo necesario 
para mover a la partícula a través de la porción Lls; de la curva e, y la suma de Riemann 

n 

L (F . T) (si) Lls; (7 ) 
;=1 

z 

y 

so 
x Figura 18.1.2 

es una aproximación al trabajo total W. Si llevamos a cabo el procedimiento acostum­
brado de límite de la suma (7), obtenemos 

W = J: (F . T) (s) ds. (8) 

Podemos expresar a Wen términos de t, y no de s, empleando las ecuaciones 4 y 6: 

fb dr(t)/dt ds 
W = a F[r(t)] ·lIdr(t)/dtll dt dt 

1059 
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fb F[r(t)]· dr(t)/dt Ildr(t)11 dt 
a Ildr(t)/dtll dt 

= fb F[r(t)] . dr(t) dt. 
a dt 

(9) 

Las integrales (8) y (9) se llaman integrales de línea de F a lo largo de la curva C. 
La forma de la integral en la ecuación 9 sugiere también la notación 

w = f F(r)· dr = f F· dr, 
(' e 

(lO) 

en la que fe destaca que la integral depende de la trayectoria de integración C. Si 

F(x, y, z) = P(x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k, 

podemos entonces escribir a Wen la forma 

w = fe P(x , y, z) dx + Q(x, y, z) dy + R(x, y, z) dz. (11) 

Si bien una integral de línea implica integrar a lo largo de una trayectoria curva en 
el espacio tridimensional, la evaluación real de esa integral no requiere ningún método 
nuevo. Nótese que las integrales de las ecuaciones 8 y 9 son simplemente integrales de 
Riemann de funciones de una variable. Por ello, se pueden evaluar determinando una 
antiderivada del integrando mediante cualquiera de los métodos adecuados o, si ello 
no se puede, mediante un procedimiento numérico como por ejemplo la regla de 
Simpson. Lo importante que hay que recordar es que todo se debe expresar en términos 
de una variable, usualmente un parámetro t o la longitud de arco s, con lo cual se reduce 
la integral de línea a una integral definida con una variable. 

También, nótese que para evaluar una integral de línea hay una dirección definida 
en la que se recorre la curva e, esto es, desde el punto inicial r(a) hacia el punto final 
r(b). Si se invierte la dirección, se ocasiona que se intercambien los límites de 
integración en la ecuación 9 y, en consecuencia, se invierte también el signo del 
resultado . 

Por último, en algunos casos se puede describir la trayectoria de integración de 
modo que no intervengan conjuntos de ecuaciones, o una parametrización, de la curva. 
En estos casos, el primer paso consiste en escoger unos parámetros adecuados para 
emplearlos en la evaluación de la integral. Para cualquier curva dada hay muchas 
parametrizaciones posibles. Es posible demostrar, aunque no lo haremos aquí, que el 
valor de la integral de línea que resulta es el mismo para todas las parametrizaciones 
de la trayectoria de integración. Desde luego, algunas parametrizaciones conducirán 
a integrales que serán más fáciles de evaluar que otras y, por tanto, se debe poner 
atención a la parametrización adecuada cuando esto sea posible. Los ejemplos siguien­
tes muestran cómo evaluar las integrales de línea e ilustran algunas de las observaciones 
anteriores. 
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EJEMPLO 1 

Calcular el trabajo efectuado sobre una partícula que se mueve a lo largo de la curva 

1 :5 t :5 2, 

desde el punto (1, 1, 1) hasta el punto (4, 2, ~). La fuerza que efectúa el trabajo es 

F(x, y, z) = yzi + xzj + xyk. 

Suponer que F se mide en libras y que las longitudes se miden en pies. 
En forma escalar, las ecuaciones de la curva son x = t2

, y = t, Z = t- 1• Así, sobre 
la curva, tenemos que 

y 

F[x(t), y(t), z(t)] = (t)(t-l)i + (t2)(t- 1)j + (t2)(t)k 

= i + tj + t3k, 

dr = (dX i + dy j + dd
z 

k) dt = (2ti + j - t- 2k) dt. 
dt dt t 

En consecuencia, 

w = fe F . dr = f (i + tj + t3k) . (2ti + j - t - 2k) dt 

f (2! + t - t) dt = /2 1: = 3 pie-libra. • 

EJEMPLO 2 

Evaluar la integral de línea de F(x, y) = yi - xj a lo largo de las siguientes trayectorias: 

1. el arco circular x = 2 cos t , y = 2 sen t, que une a (2, O) con (1, f3); 
2. la recta que conecta a (2, O) con (1, f3). 

Sea e la trayectoria de integración. Entonces 

fe F· dr = fe (yi - xj)' (dxi + dyj) = fey dx - x dy . (12) x = 2 cas 1, 
y = 2 sen I 

O ~ t ~ t 
Consideremos primero la primera trayectoria, que se muestra en la figura 18.1.3 . Sobre Figura 18.1.3 
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y = -.J3(x - 2) 
x = 2 - t, Y = Vit 
ü:st:Sl 

Figura 18.1.4 

x;2 cos(t- t). 
y ; 2 sen(t - t) 
O::s t Sf -

Figura 18;1.5 

esta trayectoria, tenemos que 

x = CoS t, dx = -2 sen t dt, 

y 

y = 2 sen t, dy = 2 cos t dt. 

También, a medida que (x, y) va desde (2, O) hasta (1, 13), el parámetro t pasa de U a 
'Tr/3. Por tanto, sustituyendo en la ecuación 12, obtenemos 

f {7r/3 
e F . dr = Jo [(2 sen t)( - 2 sen t) dt - (2 cos t)(2 cos t) dt] 

{7r/3 { 7r/3 
Jo -4 (sen2 t + cos2 t) dt = -4 Jo dt 

4'Tr -3 == -4.189. (13) 

Consideremos ahora la segunda trayectoria. La recta que pasa por los dos puntos 
dados se muestra en la figura 18.1.4; su ecuación cartesiana es y = -13(x - 2). Hay 
muchos modos en los que podemos escoger una representación paramétrica de esta 
trayectoria de integración. Escogeremos una representación paramétrica sencilla tal 
que t aumente de O a 1 cuando (x, y) pase de (2, O) a (1, 13), a saber 

c: x = 2 - t, y = V3 t, O~t~l. 

Por tanto, sustituyendo en la ecuación 12, se obtiene 

fe F· dr = f [V3 t( -dt) - (2 - t)(V3 dt)] 

V3 f (-t - 2 + t) dt 

-2 V3 == -3.464. (14) 

El hecho de que los resultados de las ecuaciones 13 y 14 sean diferentes, demuestra 
claramente que, en general, el valor de una integral de línea entre dos puntos dados, 
depende de la trayectoria e de integración que une a los dos puntos . • 

EJEMPLO 3 

Evaluar la integral de línea de F, donde F es la misma que en el ejemplo 2, a lo largo 
del arco circular X2 + y2 = 4, que conecta a (1 , 13) con (2, O). 

Notaremos que es. el mismo problema de la parte (1) del ejemplo 2, con la 
excepción de que se invierte la dirección de integración (véase figura 18.1.5). Para 
evitar posibles confusiones, nos referiremos en este caso a.la trayectoria de integración 
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como C_. Una representación paramétrica posible para esta trayectoria es 

donde O :::; t:::; 7r/3. Obsérvese que cuando t crece de O a 7r/3, el punto (x, y) se mueve 
de (1, f3) a (2, O). Por tanto 

f F· T ds = f F· dr = f y dx - x dy 
c_ ~ ~ 

= 4 dt = -. J
"!T /3 47r 

o 3 

Véase que este resultado es el negativo del que se obtuvo en la ecuación 13 del ejemplo 
2, tal como debería suceder. 

Una representación alterna de C_ es 

x = 2 sen t, y 2 cos t, 
7r 7r 
-:::; t:::;-. 
6 2 

Entonces 

f f"!T /2 47r 
F· dr = 4 (cos2 t + sen 2 t) dt = - , 

~ 7[ /6 3 

demostrando que se obtiene el mismo resultado cuando se emplean dos repre­
sentaciones paramétricas de la misma curva. 

No es necesario emplear una representación paramétrica para la cual t aumente 
durante la integración. Por ejemplo, podríamos describir a C_ mediante las mismas 
ecuaciones que en el ejemplo 2, esto es 

x = 2 cos t, y = 2 sen t, 

en las cuales ahora t disminuye de 7r/3 a O cuando se recorre la trayectoria C_. En 
consecuencia, 

f~ F· dr fo - 4 (sen2 t + cos2 t) dt 
"!T/3 

47r 

3 . • 

En muchos casos la curva e puede ser suave por pedazos; esto es, C puede estar 

1063 
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Figura 18.1.6 
Curva suave por 
pedazos. 

compuesta por un número finito de arcos adjuntos suaves eh e2, • •• , en. Por ejemplo, 
la curva e puede ser un rectángulo, un triángulo, o una curva suave por pedazos más 
general, como se ve en la figura 18.1.6. En este caso, la integral de línea de F a lo largo 
de e se define como 

fe F'dr f F· dr + f F· dr + ... + f F' dr. 
el e, e. 

(15) 

También notaremos, de acuerdo con las ecuaciones 10 y 11 , que la integral de línea 

fe P(x, y, z) dx 

es tan sólo un caso especial de fe F dr, donde F(x, y, z) = P(x, y, z)i. Análogamente 

fe Q(x, y , z) dy y fe R(x, y, z) dz 

corresponde a F(x, y, z) = Q(x, y, z)j y F(x, y, z) = R(x, y, z)k, respectivamente. 
Ilustraremos estas ideas en los siguientes ejemplos. 

EJEMPLO 4 

Evaluar la integral de línea de 

F(x, y) = sen1Txi + xyj 

a lo largo de la trayectoria que se muestra en la figura 18.1.7 . 

x= l +t, y=l - t 

O ~ t ~ 1 x = 2 + t , Y = + 
O ~ t ~ 1 

Figura 18.1.7 

La trayectoria se compone por tres segmentos de recta, y entonces tenemos 

f F' dr = f F· dr + f F · dr + f F' dr. 
e el e, e, 

La trayectoria el que conecta a (O, O) con 0, 1) es una parte de la recta y = x, que 
podemos describir en forma paramétrica mediante 
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x = t, y = t, o :5 t :5 1, 

donde dx = dy = dt. Por tanto 

f F· dr = f (sen1Tx dx + xy dy) 
CI CI 

(1 [ - COS1T1Tt + !"'3
3J 1 0

1 

= Jo (sen 1Tt + t2
) dt = 

2 1 
= :;; + 3' 

18.1 INTEGRALES DE LíNEA 1065 

La trayectoria C2 que conecta a (1 , 1) con (2, O) es una parte de la recta y - 1 = 
- (x - 1), que podemos describir en forma paramétrica mediante 

x = 1 + t , y = 1 - t, 0:5t :5 1, 

con dx = dt y dy = - dt . Por tanto 

f F· dr = (1 [sin 1T(1 + t) dt + (1 + t)(l - t)( - dt)] 
e2 Jo 

= f[sen1T(l + t) - (1 - t2)]dt 

---~--"- - t + -[
- COS1T(l + t) t

3J l1 

1T 3 o 

2 2 

La trayectoria C3, que conecta (2, O) con (3 , ~) es una parte de la recta y = 
(x - 2)/2, que se puede describir en forma paramétrica mediante 

x = 2 + t , 0 :5 t :5 1, 

con dx = dt y dy = dt/2. De aquí que 

fe
3 

F . dr = f [sen 1T(2 + t) dt + (2 + t) ~ ~ J 

= f [sen 1T(2 + t) + ~ + ~J dt 

= [- cos 1T(2 + t) + ~ + ~J 1
1 

1T 4 12 o 
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y 

4 
(2,4) 

Figura 18.1.8 

2 1 
=- +-

11' 3' 

Combinando estos resultados obtenemos 

fe F . dr = (; + ~) + ( -; - ~) + (; + ~) 

= ~ == 0.6366 .• 
11' 

EJEMPLO 5 

Evaluar 

f(X+~)dX e 1 + Y (16) 

en la cual la trayectoria de integración e es la parábola representada por y = x2, de 
(O, O) a (2,4) (véase figura 18.1.8). 

Hacemos que y = X2 en la integral (16) donde O :::; x :::; 2, Y obtenemos 

+ -- dx = x + --- dx x2y ) 12 ( x
4

) 

1 + Y o 1 + X2 . 

= (2 (x + X2 - 1 + _1_) dx 
Jo 1 + X2 

= [~2 + ~3 _ X + are tan x ] 1: 
8 8 

= 2 + - - 2 + are tan 2 == - + 1.107 == 3.774. 3 . 3 

Nótese que x desempeña el papel del parámetro t.-

EJEMPLO 6 

Evaluar .fcF . dr, donde 

F(x, y) = 3xy 2i + 2yx2 j, 

y e es el rectángulo que se ve en ~a figura 18.1.9 recorrido en sentido levógiro. 
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L;>Y

(-1, 1) C2 (2,1)

C3 Cl

I ~
-1 1

1
v

••(-1, -1) C4 (2,-1)

Figura 18.1.9

Para este problema será de utilidad aprovechar la ventaja del hecho de que la
trayectoria consta de segmentos de rectas paralelas ya sea al eje x o al eje y. Escribimos

fe F· dr = fe 3xy2 dx + 2yx2 dy,

y observamos que en los lados del rectángulo tenemos las relaciones siguientes:

C1:x = 2, dx = 0, y y varía de -1 a 1;

C2: y = 1, dy = O, y x varía de 2 a -1;

C3: x = -1, dx = O, y Y varía de 1 a -1;

C4: y = -1, dy = 0, y x varía de -1 a 2.

Por tanto

f F· dr = II 8y dy = 0,
el -1

f f.-I 3X2\-1F . dr = 3x(1)2 dx = -
e; 2 2 2

9
2'

f F· dr = (-1 2y dy = O,
e3 )1

f I2 3X2\2F· dr = 3x( -1)2 dx = -
e, -1 2 -1

9
2'

y

f
9 9

F . dr = O - - + O + - = O. 11
e 2 2
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PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 12 evaluar la integral J cF . dr a lo 
largo de la curva dada. 

1. F(x, y) = xi + yj, 
O~t~2 

r(t) = ti + sen TIt j, 

2. F(x , y) = (x - y)i + (y - x)j, r(t) 
t2i + tj, O ~ t ~ 1 

3. F(x, y, z) = xyi + y2j - zxk, 
r(t) = ti - 2tj - In t k, 1 ~ t ~ 3 

4. F(x, y) = (x2 - i)i + 2xyj, línea recta de (1, 1) a 
(3,-1). 

5. F(x, y) = ¿+Y(xi + yj), arco más corto del círculo 
X2 + i = a2, de (a, O) a (O, a). 

6. F(x, y, z) = - xi + yj + 2xyk, 
r(t) = a cos ti + b sen t j + tk, O ~ t ~ TI. 

7. F(x, y) = 2xy2i + 3 sen yj, la parábola y = x' de 
(O, O) a (2, 4). 

8. F(x, y, z) = (y + z)i + (x + z)j + (x + y)k, línea recta 
de (1, O, O) a (2,1,3). 

9. F(x, y) = yi - xj, el triángulo que une a (1, O), (O, 1) 

Y (-1, O), recorrido en sentido levógiro. 

10. F(x, y) = lxi + x2yj, el triángulo que une a los puntos 
(1, O), (1, 2), (-1, 2), Y (-1, O) recorrido en sentido 
levógiro. 

11. F(x, y) = li + x2j, el arco más corto de la elipse 
x2¡a2 + l/b2 = 1, de (a, O) a (O, b). 

12. F(x, y, z) = eX-Yi + eY+'j - xyk, línea recta de 
(1, -1,2) a (3, 3, 3). 

En los problemas 13 a 16 evaluar la integral de línea dada. 

13. f (x + y)2dx a lo largo de la recta de (O, O) a (3, 5). 
e 

14. f ldx, a lo largo de x = l de (O, O) a (4, 2). 
e 

15. f '>/ :y 2 dy, en sentido levógiro, a lo largo del 
e x +y 

círculo X2 + y2 = a2 de (a, O) a (O, a). 

f lx+ ~y Jdx,alolargodelacurvax=r,y= t, 
e 1 +xy 

de ( ,O) a (4, ). 

16. 

17. Evaluar cada una de las siguientes integrales de línea 
a lo largo de la recta de (O, O) a (a, b): 

18. Evaluar cada una de las siguientes integrales de línea 
a lo largo de la trayectoria y = x2, de (1, 1) a (2, 8): 

(a) Lx dy (b) Ly dx 

19. Evaluar 

L (2y - x) dx + (3x + y ) dy 

para cada una de las siguientes trayectorias: 

(a) La recta de (O, O) a (1, 1). 

(b) La parábola y = X2 de (O, O) a (1, 1). 

(c)Los segmentos de recta de (O, O) a (1, O) a (1,1). 

(d)Los segmentos de recta de (O, O) a (0,1) a (1,1). 

(e) La curva y =.,¡x de (O, O) a (1,1). 

20. Demostrar que 

I x __ d-":y,--- --'y'--:c-d_x 
e X2 + y2 

= 2TI, 

en la cual e es el círculo X2 + l = a2, recorrido en 
sentido levógiro. 

21. Evaluar J cF . dr, donde F(x, y) = yi + xj a lo largo 
de cada una de las siguientes trayectorias: 

(a) El arco más corto del círculo X2 + l = 4, 
de (- 2, O) a (0,2). 

(b) El complemento del arco de (a) de ( - 2, O) a (O, 2). 

22. Evaluar 

a lo largo de cada una de las siguientes trayectorias 
cerradas: 

(a) La trayectoria que se muestra en la figura 
18.1.10a. 
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(O, -2) 

(a) 

Figura 18.1.10 

x 

(2,2) 

x 
-v 

(O, -2) (2, -2) 

(b) 

(b)La trayectoria que se muestra en la figura 
18.1.10b. 

23. Evaluar f cF . dr donde F(x, y, z) = e'i + e''j + e'k, 
a lo largo de las trayectorias siguientes: 

(a) La recta de (O, O, O) a (1, 1, 1). 

(b)Los segmentos de recta que van de (O, O, O) a 
(1, O, O), a (1,1, O) Y termina en (1,1,1). 

(c) A lo largo de la curva x = t, Y = t2, z = f3 de 
(O, O, O) a (1,1,1). 

24. Un objeto se desplaza a lo largo de la elipse x2/a2 + 
i/b2 = 1 en sentido levógiro y está sujeto a la fuerza 

F(x,y) = ~(-Yi + xj). 

Demostrar que el trabajo efectuado en una órbita es 
numéricamente igual al área de la elipse. 

Masa de un alambre. 

Un alambre que tenga la forma de una curva e tiene una 
densidad pes) y una longitud L. La masa total del alambre 
es 

M = r pes) ds. 

En los problemas 25 a 29 calcular M formulando y eva­
luando la integral adecuada. 

25. Un alambre tiene la forma de un semicírculo de radio 
a. La densidad de este alambre es proporcional a la 
distancia a uno de sus extremos. ¿Cuál es la masa del 
alambre? 

PROBLEMAS 1069 

26. Para el problema 25, suponer que la densidad es 
proporcional a la distancia al diámetro que conecta los 
dos extremos del alambre. ¿Cuál es la masa del alam­
bre? 

27. Un alambre tiene la forma de una hélice 

r(t) = (2 cos t)i + (2sen t)j + 3tk, 

La densidad del alambre es proporcional al cuadrado 
de la distancia al origen. ¿Cuál es la masa del alam­
bre? 

28. Un alambre tiene la forma de una hélice 

r(t) = (a cos wt)i + (a sen wt)j + bt k. 

La densidad del alambre es kz. Calcular la masa del 
alambre desde (a, O, O) hasta (- a, O, 3bTI/w). 

29. Un alambre tiene la forma de una espiral r = e, 
O :s e :s 2TI. La densidad del alambre es proporcional 
a e. Calcular la masa del alambre. En la sección 14.3 
se describe la longitud de arco en coordenadas pola­
res . 

Centro de masa y momentos de inercia. 

Un alambre delgado de longitud L y densidad de masa p 
tiene la forma de una curva e en el plano xy. La masa total 
M del alambre es 

M= Lp(S)dS. 

El centro de masa (x, y) del alambre está expresado por 

x = ~ L x pes) ds, y = ~ L y p( s) ds. 

Si la densidad del alambre es constante, entonces el centro 
de masa es el centroide del alambre. Los momentos de 
inercia con respecto a los ejes x y y son 

1, = L X 2 pes) ds. 

30. Un alambre de densidad constante tiene la forma 

(a) de un semicírculo, x = a cos t, y = a sen t, 
O :s t :s TI; 

(b) del semicírculo de la parte (a), junto con un tramo 
recto que une a los dos extremos del semicírculo. 
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Determinar el centroide del alambre en cada caso. 
Comparar los resultados con los del ejemplo 2 de la 
sección 17.3 para un disco semicircular. Explicar por 
qué las diferencias son razonables. 

equilátero de lado a (véase figura 18.1.11). Determi­
nar la posición del centroide del alambre. 

34. Un alambre uniforme tiene la forma de un triángulo 
isósceles de base b y altura h (véase figura 18.1.12). 

31. Para el alambre del problema 30(a), determinar Ix e Iy. (a) Determinar la posición del centroide del alambre 
y comparar los resultados con los del centroide de 
la placa correspondiente (problema 11 de la sec­
ción 17.3). 

32. Para el alambre del problema 30(a), determinar el 
centro de masa, si la densidad del alambre es propor­
cional a la distancia al punto (a, O). 

33. Un alambre uniforme tiene la forma de un triángulo (b) ¿Hay un valor de h/b para el cual los dos centroides 
coinciden? 

x 

Figura 18.1.11 

x 

Figura 18.1.12 

35. Un alambre tiene densidad k uniforme, y su forma se 
ve en la figura 18.1.13. Determinarlx e Iy. 

LfY 
b l 

1 .... ---a-.t 

Figura 18.1.13 

18.2 INDEPENDENCIA DE LA TRAYECTORIA 

En la sección 18.1 hicimos notar que, en general, la integral de línea 

fe F(r) . dr 

entre dos puntos en el espacio depende de la trayectoria e al igual que de los extremos. 
Sin embargo, existe una clase numerosa de funciones vectoriales F para las cuales la 
integral es independiente de la trayectoria que une a los puntos extremos. Estas 
funciones vectoriales son de importancia especial para muchas aplicaciones. 

Antes de poder desarrollar este tema y otros relacionados, debemos describir en 
forma breve algunos conceptos geométricos para conjuntos de puntos en dos y tres 
dimensiones. Aunque no deseamos presentar todas las definiciones y notación mate­
máticos que se necesitan para una descripción rigurosa, sí deseamos dar una compren­
sión correcta, ..aunque intuitiva, de cada concepto. Recuérdese que en la sección 16.1 
presentamos los conceptos de vecindad de un punto, de conjuntos abiertos y cerrados, 
y de puntos frontera; en la sección 15.6 explicamos lo que significaba una curva suave 
por pedazos y una curva cerrada suave por pedazos. Agregaremos algo a estas ideas. 

Se dice que un conjunto abierto de puntos es conexo si dos puntos cualesquiera 
del conjunto se pueden unir mediante una curva suave por pedazos que quede comple­
tamente dentro del conjunto. En la figura 18.2.1 los conjuntos abiertos (a ), (h) y (e) son 
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21f>Y 4'f
Y ~.á~_ l Y 

...:.l r-_.J.L._, /' /1\' .... , r, /' "\: (4) ,( x t---+-J+!+---' y lit I , x 
--. )1'=-1> ----I~ --1-::-{> t 1 ---l----l> -H~-+7-----{> 

" .1 2 1 16 ,---t+--;4 I I '_1- . -r, L __ 

1 

__ '"' ~\ I / L" I 
Conjunto abierto Conjunto abierto j...... .w._ ...... Conjunto abierto Conjunto abierto 

x~o~~~o < 4 conexo x conexo inconexo 

f+fr+f<l I 
(a) (b) (e) (d) 

Figura 18.2.1 (a), (b)y (c)representan conjuntos abiertos conexos; (d)muestra un 
conjunto abierto inconexo. 

conexos; el conjunto abierto (d) no es conexo. Para nuestros fines podemos pensar que 
un conjunto conexo en dos dimensiones es un disco abierto y en tres dimensiones es 
una esfera abierta (sección 16.1). Un conjunto abierto conexo recibe el nombre de 
d()minio. 

Una curva cerrada e es simple si, al recorrer la curva desde un punto inicial y 
regresar a él no pasamos dos veces por cualquier otro punto de C. Así, una curva 
cerrada simple no se toca ni se cruza a sí misma. En la figura 18.2.2Ias curvas cerradas 

Curva cerrada. 
y pero no Simple 

y 
y 

x x 

(d) 

x 
(a) 

(b) 

Figura 18.2.2 (a) y(b )muestran curvas cerradas simples;(e )y(d) son curvas que no son simples. 

(a) y (b) son cerradas simples y (e) y (d) no lo son. Nótese que (a) es suave por pedazos. 
Cuando la trayectoria e es una curva cerrada simple en dos dimensiones, la integral de 
línea se representa comúnmente mediante 

~ F . dr o bien cPc- F . dr 

según si e se recorre en sentido levógiro o dextrógiro. 
Por último, un dominio D es simplemente conexo si toda curva cerrada simple en 

D se puede colapsar continuamente hasta llegar a un punto en D sin cruzar puntos que 
no estén en el dominio. Así, si representamos a la curva simple cerrada como un rizo 
de una cuerda, debemos poder contraer dicho rizo hasta un punto sin abandonar el 
dominio. En la figura 18.2.3 el dominio bidimensional (a) es simplemente conexo, 
pero el dominio (b) no lo es debido al agujero. Una cuerda que corresponda a, digamos 
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y y 

Re sorte 
, 
\ x 

, 
\ x, 

\ , 14 
I 

- .;'/ .. . 

\ ,4 , / ' ...... _/ ' -

(a) 

Dominio simplemente 
conexo 

x2+y2 < 16 

Dominio múltiplemente 
conexo 

I l < x2 +y2 < 16 

(b) 

Figura 18.2.3 
(a )dominio simplemente 
conexo.(h )Dominio múlti­
plemente conexo. 

X2 + y 2 = 9, no puede contraerse a un punto sin pasar a través de puntos que no están 
en el dominio. 

En general, los dominios bidimensionales con agujeros no son simplemente cone­
xos. Sin embargo, nótese que un dominio en tres dimensiones puede ser simplemente 
conexo aun cuando tenga un agujero; por ejemplo, el cascarón esférico de la figura 
18.2.4. Un ejemplo de dominio tridimensional que no es simplemente conexo es un 

x x 

Figura 18.2.4 Un dominio simplemente conexo en tres dimensiones puede tener un agujero. 

toro , o dona (ver figura 18.2.5). Se dice que un dominio que no es simplemente conexo 
es múltiplemente conexo. 

Con estas ideas topológicas en mente, podemos ahora enunciar y discutir algunos 
resultados acerca de las integrales de línea y de la independencia de la trayectoria. El 
siguiente teorema describe una clase grande e importante de integrales que tiene esta 
propiedad. 

Teorema 18.2.1 

Sean <1> y sus primeras derivadas parciales continuas en un dominio D. Sean ra y 
rb dos puntos de D, y se a C cualquier curva suave por pedazos que está en D y 
conecta a ra Y rb' Si F = V <1>, entonces fcF . dr es independiente de la trayectoria 
Cy 

(1) 
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Figura 18.2.5 Dominio múltiplemente 
conexo en tres dimen­
siones. 

x 

Resorte 

/ 

La integral de línea es independiente de la trayectoria, porque su valor está 
determinado únicamente por los valores de <j> en los extremos. En especial, si F es un 
campo de fuerzas, entonces la integral (1) es el trabajo efectuado por F al mover una 
masa de ra a rb, Y este trabajo es independiente de la trayectoria que se tome de ra a rb' 
El teorema 18.2.1 es semejante al teorema fundamental del cálculo (teorema 6.4 .3) 
porque brinda una manera de evaluar una integral de línea, calculando determinada 
función en los puntos extremos. La función <j> desempeña el papel de una antiderivada. 

Demostración. No es difícil la demostración de este problema. Por simplicidad, 
supondremos primero que e es suave y que está dada por r = r(t) = xCt)i + y(t)j + 
zCt)k, ya:::; t:::; b, donde r(a) = ra y r(b) = rb' Entonces, 

fe F(r) • dr = fe V<j>(r) • dr 

f V<j>[r(t)] • ~: dt 

J
b (a<j> dx + a<j> dy + a<j> dZ) dt 

a ax dt ay dt az dt ' 
(2) 

en las que <j>x, <j>y Y <j>z se evalúan en (xCt), yct), zct)). Sin embargo, el integrando de la 
última integral es, según la regla de la cadena, precisamente d<j>[rCt)] /dt. Por tanto 

fe F(r) • dr = f :t <j>[r(t)] dt 

<j>[r(b) - <j> [r(a)] 

<j>( rb) - <j>( r a), 

lo cual es el resultado que se deseaba. Si la curva e es suave por pedazos, entonces se 
aplica este resultado a cada uno de los arcos suaves que forman a e, y a continuación 
sumamos los resultados para obtener la ecuación 1. o 
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Si el campo vectorial F es el gradiente de una función escalar, entonces se dice 
que es un campo gradiente, o conservativo. La función <1>, o en mecánica - <1>, se llama 
función potencial. El motivo de esta terminología se debe a su uso en la mecánica. Un 
campo de fuerzas para el que el trabajo efectuado sobre una masa sea independiente 
de la trayectoria del movimiento se conoce como un campo de fuerza conservativo, y 
para ese tipo de campos la función - <1> es la energía potencial de la masa. Al final de 
esta sección estudiaremos los campos conservativos de fuerzas. 

EJEMPLO 1 

La fuerza gravitatoria que ejerce una masa M en el origen sobre una masa m en el punto 
(x, y, z) es 

() r _ GMm xi + y j + zk f x,y, z = - GMm 3 = , ,3 (3) 

en la cual , = llr ll = -YX2 +i +Z2, y G es la constante de gravitación unÍversal. 
Comprobar que 

f = GMm V (;), (4) 

y calcular el trabajo efectuado por f para mover la masa m desde el punto r¡ hasta el 
punto r2. 

Primero, 

Tenemos que 

y por simetría 

Por tanto 

a (1). a (1) . a (1) ax -;. I + ay -;. . J . + az -;. k. 

xi + yj + zk 
,3 

x 
3' , 
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y se comprueba la ecuación 4 haciendo uso de la ecuación 3. Así, el campo de fuerza 
gravitatoria es conservativo en cualquier región que no comprenda al origen. 

El trabajo W efectuado para mover la masa m de rl a r2 es independiente de la 
trayectoria, y 

w = fe f· dr fe GMm V G)' dr 

GMm fe V G)' dr 

11 '2 GMm -
, ' 1 

en las cuales '1 = Ilr lll y '2 = IIr 211. Por tanto 

W = GMm (.!. - .!.) . • 
'2 '1 

(5) 

También es cierto el inverso del teorema 18.2.1. Enunciaremos este resultado como 
un teorema sin demostración. En el problema 26 se desarrolla una demostración para 
el caso de dos dimensiones. 

Teorema 18.2.2 

Supongamos que la función vectorial F es continua en un dominio D, y-que la 
integral de línea de F es independiente de la trayectoria. Esto es, para cada par 
de puntos ra Y rb de D, la integral de línea 

fe F· dr 

tiene el mismo valor para toda curva suave por pedazos que quede en D y que 
conecte a ra y rb' Entonces, existe una función escalar <\> que es continua y que 
tiene primeras derivadas parciales continuas en D, y 

F(x. Y. z) = V <\>(x. Y. z). 

Los teoremas 18.2.1 y 18.2.2, juntos, dicen que .fcF . dr es independiente de la 
trayectoria e si y sólo si F = V<\> para una función potencial <\> . También hay una 
equivalencia entre la independencia de la trayectoria y las integrales a lo largo de curvas 
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y 

x 

Figura 18.2.6 
1ie F . dr = f e, F . 
dr - f e, F . dr. 

cerradas. Supongamos primero que JeF . dr es independiente de la trayectoria. Sea e 
una curva cerrada simple suave por pedazos y sean P y Q dos puntos de e (véase figura 
18.2.6). Sean el y e2 dos arcos de P a Q, estando constituido e por el en la dirección 
positiva, y a continuación por e2 en la dirección negativa. Independencia de la 
trayectoria quiere decir que 

J F· dr 
e, 

(6) J F· dr, 
e, 

o sea 

o. 

La última ecuación es lo mismo que 

~F'dr o. (7) 

Así, la independencia de la trayectoria implica que la ecuación 7 es válida para toda 
curva cerrada simple suave por pedazos C. La inversa de esta afirmación también es 
cierta, ya que podemos invertir el argumento que acabamos de dar para deducir las 
ecuaciones 6 ó 7. Estos resultados, junto con los teoremas 18.2.1 y 18.2.2 se pueden 
combinar en la siguiente afirmación: 

Teorema 18.2.3 

Sea F un campo vectorial continuo en D. Entonces, los tres enunciados siguientes 
son equivalentes: 

(a) F es el gradiente de una función potencial en D, F(x, y, z) = V<I>(x, y, z). 
(b) La integral de línea de F entre dos puntos cualesquiera de D es independiente 

de la trayectoria. 
(c) La integral de línea de F alrededor de cualquier curva cerrada suave por 

pedazos en D es cero. 

De acuerdo con el teorema 18.2.1 es claro que se facilita especialmente evaluar la 
integral JeF . dr si F es un campo vectorial conservativo, o gradiente. De aquí que las 
dos preguntas siguientes sean de interés: 

1. ¿Cómo se puede decir si un campo vectorial dado F es conservativo? En otras 
palabras, ¿cómo podemos saber si existe una función potencial tal que F = V<I>? 
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2. Si existe una función potencial <jJ, ¿cómo la podemos encontrar? 

Responderemos primero la segunda pregunta. Supongamos que 

F(x, y, z) = P(x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k . (8) 

Si hay un potencial <jJ tal que F = V<jJ, entonces 

a<jJ = P 
ax ' 

a<jJ = Q 
ay , 

a<jJ = R. 
az 

(9) 

Para determinar a <jJ debemos resolver, en caso de ser posible, estas tres ecuaciones 
simultáneamente. Esto se hace mediante un proceso de integración sucesiva que se 
muestra en los dos ejemplos siguientes. 

EJEMPLO 2 

Determinar si el campo vectorial 

F(x, y, z) = yzi + (xz + y)j + (xy + 2)k (10) 

es conservativo, y si es así, determinar una función potencial <jJ. 
Si existe una función potencial <jJ, entonces se debe cumplir 

<jJxCx , y, z) = yz, <jJy(x, y, z) = xz + y , <jJz(x , y, z) = xy + 2. (11) 

Una solución de la primera de estas ecuaciones es 

<jJ(x , y, z) = xyz + f(y, z), (12) 

en la cual f es una función arbitraria de y y de z, pero no de x. Sustituyendo esta 
expresión en la segunda de las ecuaciones 11 , se obtiene 

Por tanto 

Así, 

af(y, z) 
xz + = xz + y. 

ay 

af(y, z) = y 
;¡y 

1 
f(y, z) = 2 y2 + g(z). 

1 
<jJ(x, y, z) = xyz + 2 y2 + g(z), (13) 
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en la cual g es una función arbitraria de z solamente. Por último, sustituyendo esta 
expresión de <\> en la última de las ecuaciones 11, se obtiene 

xy + g'(z) = xy + 2. 

Esta ecuación será válida si seleccionamos 

g(z) = 2z + k, 

en la que k es una constante arbitraria. Sustituyendo a g(z) en la ecuación 13, obtenemos 

1 
<\>(x, y, z) = xyz + 2 y2 + 2z + k. (14) 

El lector puede comprobar, mediante un cálculo directo, que en efecto V'<\> = F. 
Como en realidad hemos formulado una función potencial <\> para F, llegamos a la 
conclusión de que el campo vectorial (10) es conservativo. -

EJEMPLO 3 

¿Es conservativo el campo vectorial 

F(x, y) = (3x2 + 2xy)i + (x + y2)j? (15) 

Si lo es, debe haber una función <\> tal que 

<\>x(x, y) = 3X2 + 2xy, (16) 

De la primera de las ecuaciones anteriores vemos que 

<\>(x , y) = x 3 + x2y +" h(y), (17) 

en la que h es una función arbitraria sólo de y. Sustituyendo esta expresión para <\> en 
la segunda de las ecuaciones 16, obtenemos 

X2 + h'(y) = x + y2 

o sea 

h'(y) = -x2 + X + y2. (18) 

Como el lado derecho de la ecuación 18 depende de x al igual que de y , es imposible 
despejar h(y) de la ecuación 18. Por tanto el campo vectorial 15 es no conservativo . -
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Regresaremos ahora a la primera pregunta, que es ¿cómo se puede decir si un 
campo vectorial dado es conservativo? Un modo consiste en simplemente tratar de 
construir una función potencial. Si se puede hacer esto, como en el ejemplo 2, entonces 
el campo vectorial es conservativo; si no es así, como en el ejemplo 3, no es conserva­
tivo. Sin embargo, es deseable tener un modo de probar las componentes de F para 
determinar si existe o no una función potencial <1>. Deseamos especialmente poder 
identificar cuándo <1> no exista, para no desperdiciar el tiempo tratando de resolver las 
ecuaciones 9 cuando sean inconsistentes. 

Para el caso de un campo vectorial en dos dimensiones 

F(x, y) = P(x, y)i + Q(x, y)j 

que tenga primeras derivadas parciales en un dominio D podemos deducir fácilmente 
una condición necesaria. Supongamos que existe una <I>(x, y) tal que 

<l>x(x, y) = P(x, y), <l>y(x , y) = Q(x, y). 

Como <l>XY = <l>yX' entonces, de acuerdo con estas ecuaciones, 

Py(x, y) = Qx(x, y) 

es una condición necesaria para la existencia de una función potencial <1>; esto es, si F 
tiene un potencial, entonces Py = Qx. Por otro lado, esta condición no es suficiente; 
aun si Py = Qx en cada punto de D, puede sin embargo no existir la función potencial 
<1>. Para garantizar la existencia de una función potencial, debemos tener otra restricción 
en D, que es que el dominio D sea simplemente conexo. Podemos enunciar el resultado 
en forma de teorema. 

Teorema 18.2.4 

(Independencia de la trayectoria) 

Sea D un dominio simplemente conexo en un espacio bi o tridimensional. Sea 

F(x, y) = P(x, y)i + Q(x, y)j (19) 

en dos dimensfones, o bien 

F(x, y, z) = P(x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k (20) 

en tres dimensiones, y supongamos que tiene F primeras derivadas parciales 
continuas en D. Una condición necesaria y suficiente para la existencia de una 
función potencial <1> tal que \7<1> = F y, por tanto, para que la integral de línea 
fcF . dr sea independiente de la trayectoria, es que 

(21) 
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y 

c: x= 2 cos8. 
y= 2 sen e 
0 :5 8:5 2". 

Figura 18.2.7 

en dos dimensiones, y que 

Ry(x, y, z) = QZ<X, y, Z), PzCx, y, Z) = Rix, y, Z), 

QxCX, y, Z) =Py(X, y, z) (22) 

en tres dimensiones. 

Hemos demostrado ya que la ecuación (21) es necesaria. En la sección 18.3 
deduciremos la suficiencia de esa misma condición para un dominio simplemente 
conexo en dos dimensiones. El caso en tres dimensiones se describirá en la sección 
18.8; véase también el problema 24. A continuación mostraremos que es crucial el 
requisito de que D sea simplemente conexo. 

EJEMPLO 4 

Considere el campo vectorial 

F(x, y) = P(x, y)i + Q(.i, y)j (23) 

definido en el dominio D: 1 < X2 + y2 < 9. Demostrar que P/x, y) = QxCx, y) en todos 
los puntos de D, pero que la integral de línea JcF . dr no es independiente de la 
trayectoria. 

El dominio D se muestra en la figura 18.2.7. Nótese que las funciones P y Q no 
están acotadas cerca del origen y, que por tanto, no es posible definir a F como una 
función continua en un dominio que incluya el origen. En consecuencia, hemos omitido 
el origen introduciendo el agujero X2 + y2 :::; 1, Y así el dominio D es múltiplemente 
conexo. 

Mediante un cálculo sencillo se demuestra que 

D. (24) 

Demostraremos que la integral de línea fcF . dr no es independiente de la trayec­
toria en D si -demostramos que 4>c F . dr '* O, donde e es la trayectoria circular x = 
2 cos S, y = 2 sen S, O:::; S :::; 21T (véase figura 18.2.7). Tenemos que 

.eh F· dr = -eh P(x, y) dx + Q(x, y) dy 
~, "Yc 

= ~ -y dx + x dy 
~ X2 + y2 
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(2" ( - 2 sen e)( - 2 sen e de) + (2 cos e)(2 cos e de) 
Jo 4 cos2 e + 4sen2 e 

(2" 
= Jo de = 21T . • 

(25) 

Para evaluar una integral de línea en un campo vectorial conservativo tenemos la 
alternativa de determinar la función potencial <1>. Como la integral de línea es inde­
pendiente de la trayectoria, puede, en algunos casos, ser más fácil seleccionar una 
trayectoria especialmente conveniente sobre la cual llevar a cabo la integración . 
Mostraremos esta posibilidad en el próximo ejemplo. 

EJEMPLO 5 

Evaluar la integral 

fe P(x, y) dx + Q(x, y) dy fe 
- y dx + x dy 

X2 + y2 (26) 

a lo largo de la trayectoria e que se muestra en la figura 18.2.8 . 

y 

,. -- -- ,~x - l)2 + (y - 3)2=4 

/" " 
I 4 ¡-- --'--\--7JY = x 

/ I _ \ / 1 

\ 3 : (p~3). C' .(3,~~ ~ 
\ 2 I . . < < ¡ 
,1 (J 'í 

" I 1 
1 ...... .L J 

( (1, 1) I 
/ J x 

Figura 18.2.8 

Nótese que P y Q son las mismas funciones que teníamos en el ejemplo 4, y que 
Py(X, y) = Qx(x, y), siempre que (x, y) =1- (O, O) . Así, si tomamos en consideración un 
dominio D simplemente conexo que incluya a la trayectoria e, digamos I < x < 4, 
O < y < 4, sabemos entonces que la integral de línea (26) es independiente de la 
trayectoria en este dominio . 

Podemos evaluar la integral de línea formulando una función potencial <1> tal que 
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<l>Ax, y) 
- y 

<l>y(x, y) 
x 

(27) 

En este caso, 

f - y ~x ++ ~ dy = <1>(3 , 3) - <1>(1,1). 
e x y 

(28) 

Por otro lado, podemos escoger simplemente una trayectoria más conveniente 
sobre la cual evaluar la integral de línea. En especial, si escogemos la trayectoria t: 
y = x, 1 ::5 x ::5 3, entonces observamos de inmediato que 

Por tanto, 

- y dx + x dy = - x dx + x dx O. 

fc
-ydX+XdY 
----''----=,--2=--.::.... O.. 

X2 + Y 

Aplicaciones a la mecánica. Veamos el movimiento de una partícula de masa m 
en un campo de fuerzas F(x, y, z). En los párrafos 1,2 Y 3 que siguen supondremos que 
el campo de fuerza es conservativo; en el párrafo 4 veremos el caso en el que ese campo 
no es conservativo. 

l. Trabajo y energía potencial. Como el campo de fuerza es conservativo, el trabajo 
W que se efectúa para mover a la partícula de cualquier punto ra a cualquier otro 
punto rb es independiente de la trayectoria y existe una función potencial <1> tal que 
F(x, y, z) = - V<I>(x, y, z). Nótese la introducción del signo menos. Tenemos que 

w = fe F· dr = fe (29) 

A la función <1> se le conoce como la energía potencial. De acuerdo con esta 
ecuación, el trabajo efectuado es igual a la energía potencial en la posición inicial 
menos la energía potencial en la posición final, a lo que a veces se le llama la 
"pérdida" de energía potencial. Si e es una curva cerrada, entonces Wes cero, ya 
que ra = rb; por tanto no hay ni pérdida ni ganancia de energía potencial de la 
partícula al final del movimiento. Así, en una trayectoria cerrada en un campo de 
fuerza conservativo, se conserva la energía potencial. . 

2. Trabajo y energía cinética. Otra manera de calcular el trabajo efectuado para 
mover a la partícula de ra a rb es emplear la segunda ley de Newton del movimiento: 
F = md2r/dt2• Entonces 

f J
b dr(t) 

W = F· dr = F[r(t)] . - dt 
e a & 
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1 fb d = 2 m a dt Il v(t)112 dt 

1 1 
= 2 mllv(b)W - 2 mllv(a)ll\ (30) 

en donde v = df/dt es la velocidad de la partícula. Como mllvW/2 es la energía 
cinética de la partícula, el trabajo efectuado para moverla de fa a fb es igual a la 
energía cinética al final menos la energía cinética al principio, a lo cual con 
frecuencia se le llama la "ganancia" de energía cinética. Si la partícula se mueve 
en una curva cerrada de tal modo que fa = fb, entonces, ya que el campo de fuerzas 
es conservativo, el trabajo efectuado es cero. En consecuencia, la energía cinética 
al final del trayecto es la misma que al principio, y en un campq defuerza 
conservativo también se conserva la energía cinética en cualquier trayectoria 
cerrada. 

3. Principio de la conservación de la energía. Si el campo de fuerzas es conservativo, 
entonces son válidas tanto la ecuación 29 como la 30. Por tanto 

1 2 mllv(a)112 

o bien 

1 1 
<I>(ra ) + 2 mllv(a)112 = <I>(rb) + 2 mllv(b)W· (31) 

De acuerdo con esta ecuación, la suma de la energía potencial y de la energía 
cinética, llamada la energía mecánica, es constante durante el movimiento de la 
partícula. Un decremento en la energía potencial debe corresponder a un aumento 
en la energía cinética, y viceversa. Resumiendo: para un campo de fuerza conser­
vativo, la energía potencial y la energía cinética se conservan por separado en 
cualquier trayectoria cerrada y su suma se conserva durante el movimiento. 

4. Campo de fuerzas no conservativo. Veamos ahora el caso en el que el campo de 
fuerzas no es conservativo. Un ejemplo de este caso es la oscilación amortiguada 
de un péndulo en un fluido viscoso (véase figura 18.2.9). Cada vez que la lenteja 
del péndulo pasa por la vertical, su velocidad es menor que la vez anterior; así, la 

1083 

lenteja tiene diferentes ve~cidades en la misma posición a diferentes tiempos, y Figura 18.2.9 Osci­
es claro que las trayectomls para alcanzar la misma posición son distintas. Si el laciones decrecientes 
campo de fuerzas es no cctnsyrvativo, entonces la ecuación 29 ya no es válida, de un péndulo simple 
porque no hay una funciéln potencial <1> cuyo gradiente sea F, pero el trabajo en el aire. 
efectuado para mover a la partícula de fa a fb lo sigue dando la ecuación 30. Sin 
embargo, en este caso debemos especificar la trayectoria que toma la partícula de 
fa a fb, ya que la velocidad en fb puede depender del tiempo que se tarda en alcanzar 
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esta posición. Aun si rb = ra, el trabajo efectuado no es cero, y entonces no se 
conserva la energía cinética en una trayectoria cerrada. Tampoco se conserva la 
energía mecánica durante el movimiento; algo de ella se convierte en energía 
térmica por disipación. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 8, determinar si el campo vectorial 
es conservativo y, si es así, determinar la función potencial 
<l> correspondiente. 

1. F(x, y) = (2xy + 6)i + (X 2 - 3)j 

2. F(x,y) = (6xy - 4y2)i + (3x 2 + 3y2 - 8xy)j 

3. F(x, y) = (y cos x + 2xeY)i 
+ (senx + x 2eY + 2)j 

4. F(x , y , z) = (2y - 2zx)i + (Z2 + 2x)j 
+ (2yz - x2)k 

5. F(x, y) = (2x + 4y)i + (2x - 2y)j 

6. F(x,y) = (6X +~) i + (In x - 2)j 

7. F(x, y, z) = (~ - e') i + (~ + 3) j 

- (xe' + :~) k 

8. F(x, y) = (exseny + 3y)i - (3x - e'seny)j 

En los problemas 9 a 14 demostrar que la integral de línea 
es independiente de la trayectoria, y a continuación evaluar 
la integral. 

9. fe (2senx + y2) dx + (2xy + eY) dy; 

(0,1) a (-rr ,2) 

10. fe (2xy 2 + 2y) dx + (2x2y + 2x) dy; 

(O, O) a (- 2, 4) 

11. fe (Z2 - Y senx) dx + (cos x - 2z) dy 

+ (2zx - 2y + z) dz; 

de (¡, 1, 1) a (-rr, O, 2) 

u. r _x_ dx + -y- dy, ,2 Je 1 + ,2 1 + ,2 
de (O, O) a (a, b) 

13. fe xe,2 dx + ye,2 dy + ze,2 dz, 

,2 = X2 + y2 + Z2; de (O, O, O) a (a, b, e) 

14. fe (yexy cos z - 2e- 2x sen -rry) dx 

+ (-rre- 2x cos -rry + xeXY cos z) dy -

(eXYsenz) dz; de (O, 1,~) a ( -1, -~, -rr) 

En los problemas 15 y 16 determinar el valor de Ci para el 
cual la integral de línea que aparece es independiente de la 
trayectoria, y a continuación evaluar la integral. 

15. fe (xy2 + Cix2y) dx + (x 3 + x2y) dy; de 

(0,0) a (1, -1) 

16. fe (ye2XY + x) dx + CiXe2xY dy; 

a (2, O) 

17. Evaluar 

de (1, 1) 

fe cos x cos y dx - senx seny dy 

en la cual e es la trayectoria octagonal que se ve en 
la figura 18.2.10. 

y 
2 (1,2) 

Figura 18.2.10 
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18. Evaluar 

fe (ex + y) dx + (e Y + x) dy 

en la cual e es la curva de (O, O) a (¡, 1) dada por 
r(t) = ri + sen tj, O :S t :S ~. 

19. Evaluar 

fe (~ + z - 4X) dx + (3 + In x) dy + x dz 

en la cual e es la curva que va de (1, O, O) a (e, 2, 1) 
definida por r(t) = er'i + 2tj + tk, O :S t :S 1. 

20. Considerar el campo de fuerza gravitacional debido a 
una masa de 200 kg ubicada en el origen. Calcular el 
trabajo que se efectúa al mover una masa de 5 kg de 
(5, O, O) a (O, 5, 2) a lo largo de la curva x = 5 cos l, 
y = 5 sen l, Z = 4lhr, O :S l:S TI/2. En este caso las 
distancias se miden en metros, y recuérdese que 
G :;;;,6.67 X 10- 11 N-m2fkg2. 

21. Demostrar que fe r . dr es independiente de la trayec­
toria y que la integral de ra a rb es (rb2 - r/)/2, en 
donde r = Ilrll. 

22. Un campo de fuerza de la forma 

F = f(r 2)(xi + yj + zk), 

en el cual f es una funci6n continua, se llama campo 
de fuerza central. ¿Por qué? Demostrar que un cam­
po de fuerza central es conservativo y que si F = 
V <1>, entonces <I>(x, y, z) = Wr"'), donde g(t) = f f (t) 

dt. Los problemas 12 y 13 son casos especiales de este 
resultado. 

23. Evaluar 

en la cual e es la recta que va de (O, 2) a (2, O). 

24. Sea 

F(x, y, z) P(x, y, z)i + Q(x, y, z)j 
+ R(x, y, z)k 

un campo de fuerza conservativo con primeras deri­
vadas parciales continuas. Demostrar que 

Ry(x, y, z) = Q,(x, y, z), 

25. 

P,(x, y, z) 

Qx(x, y, z) 

PROBLEMAS 

Rx(x,y,z), 

Py(x, y, z). 

1085 

Esto demuestra la parte necesaria del teorema 18.2.4 
para campos vectoriales tridimensionales. 

Este problema es una generalizaci6n de la técnica de 
integraci6n por partes. Supongamos que <1> y Ij¡ tienen 
derivadas parciales continuas en un dominio D tridi­
mensional. Sea e una curva suave por pedazos, r = 
r(t), a :S t:S b, de ra a rb. Demostrar que 

fe Ij¡V <1> . dr = lj¡(rb)<I>(rb) - lj¡(ra)<I>(ra) 

- fe <l>VIj¡ ' dr. 

26. En este problema haremos un esquema de la demos­
traci6n del teorema 18.2.2. Con fines de simplicidad 
s610 consideraremos el caso de dos dimensiones. Su­
pongamos que las funciones P y Q son continuas en 
un dominio D y que la integral de línea fe(p(x, y) dx 
+ Q(x, y) dy) es independiente de la trayectoria en D. 
Deseamos entonces demostrar que existe una funci6n 
<1> tal que 

<I>'(x, y) = P(x, y), <I>,(x , y) = Q(x, y). 

(a) Seleccionar un punto (a, b) en D y definir <1> 

mediante 

<I>(x, y) = . pes, t) ds + Q(s, t) dt. J
(x .V) 

(a.b) 

N6tese que <1> no depende de la trayectoria que une 
a (a, b) con (x, y). Demostrar que 

<I>(x + 6x,y) - <I>(x ' Y2 J(x+ ~x . .") 

- pes , y) ds , 
(x. y) 

en la que la integraci6n es a lo largo del segmento 
de recta de (x, y) a (x + 6x, y) como se ve en la 
figura 18.2.11. A continuaci6n emplear el teorema 
del valor medio para integrales (teorema 6.3.5) 
para demostrar que <I>(x, y) = P(x, y). 

(h) De modo análogo al argumento de la parte (a), 
demostrar que 

<1> (x , y + 6y) <1> (x , y) J(X'y+tJ. y ) 

Q(x, t) dt 
(x .y) 

http://carlos2524.jimdo.com/



10~6 INTEGRALES DE LíNEA Y DE SUPERFICIE 

y 

x 

(b) Si la partícula está en Xa cuando el tiempo es t = 
a, y en Xb cuando t = b (b > a), determinar el 
trabajo efectuado durante el movimiento. 

28. Para la partícula del problema 27, suponer que el 
campo de fuerzas es F = -la: - ev, donde v = dx/dt 
es la velocidad y e es una constante positiva. El 
término -ev representa una fuerza de amortigua­
miento. 

(a) Demostrar que el trabajo efectuado al mover a la 
partícula de Xa a Xb es 

Figura 18.2.11 
w = Jh [- kx(t) dx(t) _ e dx(t) dX(t)] dt 

y usar el teorema del valor medio para integrales 
para demostrar que <!>/x, y) = Q(x, y) . 

27. Una partícula de masa m se mueve a lo largo del eje 
x. En el tiempo t, su posición es x = x(t), y está bajo 
la acción de una fuerza F = - la:, donde k > O. 

(a) Demostrar que el campo de fuerza es conservativo 
y determinar una función energía potencial. 

" dt dt dt 

= ~k(x~ - xD -e f [d:;t)] dt. 

No es posible encontrar una función <!>(x) tal que 
<!>Ax(t)] = [dx(t)/dt]2, y por tanto, este campo de 
fuerzas es no conservativo. 

(b) Si x(t) = A sen t ya = O, b = 21T, determinar a W. 

18.3 TEOREMA DE GREEN 

En esta sección deduciremos una relación importante entre las integrales de línea a lo 
largo de curvas cerradas simples suaves por pedazos en un plano, y una integral doble 
tomada sobre la región encerrada por la curva. 

Teorema 18.3.1 

(Teorema de Green) ., 

Sea D un dominio simplemente conexo del plano, y sea e una curva suave por 
pedazos, simple y cerrada en D, que forma la frontera de una región p. Supóngase 
que P(x, y)- y Q(x, y) son continuas y que tienen primeras derivadas parciales 
continuas ·en D . Entonces 

P dx + Q dy 7' f J (aQ 
- ap )dA. 

'- n ax ay (1) 

* Este teorema debe su nombre a Oeorge Oreen (1793-1841). Nació en Nottingham, Inglaterra, y su educación 
fue escasa. Sin embargo, hizo contribuciones importantes a las matemáticas, en especial en su ensayo sobre 
la aplicación del análisis matemático a la electricidad y el magnetismo, en 1828. El teorema de Oreen aparece 
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18.3 TEOREMA DE GREEN 1087 

Demostración. No trataremos de demostrar el teorema de Green para el caso más 
general. En lugar de ello, sólo consideraremos regiones n que se puedan definir tanto 
por 

a ::; x ::; b, (2a) 

como por 

e ::; y ::; d, 
(2b) 

En la figura 18.3.1 se muestra una región como esas. Recuérdese que las regiones de 
este tipo se estudiaron en la sección 17.2, en donde se llamó región estándar a una que 
se puede describir ya sea mediante la ecuación 2a ó la 2b. 

Consideremos primero a 

fin 
ap 

-- dA. 
ay 

Según la figura 18.3.1a tenemos que 

fin 
ap 

-- dA 
ay fbfh(X) ap(x,y) 

- dy dx 
a f¡(x) ay 

f P[x, f¡(x)] dx f P[x, fz(x)] dx 

f P[x, f¡(x)] dx + f P[x, fz(x)] dx 

=~Pdx. 
Análogamente, de acuerdo con la figura 18.3.1b, obtenemos 

f ( aQ dA 
Jo ax fd Jg2(Y) aQ(x, y) dx dy 

e g¡(y) ax r Q[g2(y), y] dy r Q[g¡(y), y] dy 

r Q[gz(y), y] dy + J: Q[g¡(y), y] dy 

~QdY . 
Al sumar las ecuaciones 3 y 4 se obtiene la ecuación 1. D 

(3) 

(4) 

en este ensayo, así como las funciones de potencial, y lo que ahora llamamos funciones de Oreen en las 
ecuaciones diferenciales. Finalmente, Oreen recibió el grado de bachiller del Caius College de la Universidad 
de Cambridge en 1837, pasando a formar parte del cuerpo de profesores en 1839. Desafortunadamente, Oreen 
murió poco después. Su ensayo de 1828 tuvo muy poca difusión y permaneció prácticamente ignorado 
mientras él vivió. Se volvió a publicar hacia 1850 debido al interés de William Thomson, posteriormente 
conocido como Lord Kelvin, y gracias a quien las importantes ideas de Oreen son bien conocidas. 

x 

x 

(b) 

Figura 18.3.1 
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y

(a)

Figura 18.3.2

Podemos ampliar con facilidad este resultado a regiones que se pueden descom-
poner en una unión de subregiones de la forma (2); una de estas regiones se muestra
en las figuras 18.3.2a y 18.3.2b. Aplicaremos el teorema de Green a cada una de las
subregiones 11¡, 112 Y 113 cuyas fronteras son e¡, e, y e3, y sumaremos los resultados
para obtener

Al (P dx + Q dy) -f Al (P dx + Q dy) + Al (P dx + Q dy)'Yc, 'Yc, 'Yc
3

f r (aQ - ap) dA + f r (aQ _ ap) dAJn, ax ay J~ ax ay

+ f r (aQ - ap)" dA. (5)Jn3 ax "ay

Cada una de las líneas de puntos de la figura 18.3.2b se recorre dos veces en direcciones
opuestas; por tanto, se anulan esas contribuciones a la suma de las integrales de línea
del lado izquierdo de la ecuación 5. Así, la suma de las integrales de línea sobre e¡, C,
y e3 se reduce a la integral de línea a lo largo de e. También, la suma de las integrales
dobles sobre 111, 112 Y113es igual a la integral doble sobre 11. En consecuencia, tenemos
que para la región más general

.~ P dx + Q dy = f r (aQ - ap) dA.'Yc Jn ax ay

En la figura 18.3.3 se muestra una región aún más complicada, al igual que su
subdivisión en subregiones de la forma (2).

De acuerdo con la ecuación 1, es claro que el teorema de Green relaciona el
comportamiento de las derivadas parciales de P y Q en 11 con los valores de las propias
P y Q en la frontera. A este respecto, el comportamiento es semejante al teorema
fundamental del cálculo en la forma

fb dF(x)
a dx

F(b) - F(a),

e
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Figura 18.3.3 

en el que la integral de la derivada se relaciona con el valor de la función en los puntos 
extremos (frontera). 

Podemos emplear el teorema de Green para demostrar la parte de suficiencia del 
teorema 18.2.4 para dos dimensiones: que si Qx - Py = O, en un dominio D simplemente 
conexo, entonces la integral de línea fe Pdx + Qdy es independiente de la trayectoria. 
Se infiere de inmediato de la ecuación 1 que, si Qx - Py = O en D, entonces fe Pdx + 
qdy = O para toda curva suave por pedazos, simple y cerrada en D. De acuerdo con el 
teorema 18.2.3 esto equivale a la independencia de la trayectoria. Recordemos también 
que si F(x, y) = P(x, y)i + Q(x, y)j es un campo vectorial conservativo (F = V<I» , 
entonces la integral de línea en la ecuación 1 es cero. Es fácil confirmar que la integral 
doble correspondiente es cero. Como 

f L(~; - ~;)dA = f L[:xe;) - :ye!)JdA = O. (6) 

Por último, nótese que el teorema de Green nos suministra un segundo método de 
evaluar integrales de línea e integrales dobles. Dada una integral de línea a lo largo de 
una curva suave por pedazos, simple y cerrada, podemos evaluar ya sea la integral 
directamente, o bien emplear el teorema de Green y evaluar la integral doble corres­
pondiente. En forma alternativa, podemos evaluar una integral doble de f (x, y) 
seleccionando las funciones P y Q de tal modo que aQ(x, y)/ax - ap(x, y)/ay = 
f (x, y ), y a continuación evaluar la integral correspondiente de línea. Ilustraremos 
estos conceptos en los ejemplos siguientes. 

EJEMPLO 1 

Emplear el teorema de Green para evaluar 

~ (2x - y2) dx + (xy - 1) dy 

en la que e es el triángulo que se muestra en la figura 18.3.4. 

y 

1 y = -(x - 2)/2 

e n 

Figura 18.3.4 
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Figura 18.3.5 

Tenemos 

~ (2x - y 2) ~x + (xy - 1) dy f r [~(Xy - 1) - ~ (2x - y2)] dA Jn ax ay 

EJEMPLO 2 

f
2 f - <X-2) /2 = 3y dy dx 
o o 

= 3 (2!.! (x - 2)2 dx 
Jo 2 4 

= ~ (x - 2)31 2 
= 1 • 

8 3 o . 

Deducir una fórmula para el área de una región a acotada por una curva suave por 
pedazos, simple y cerrada e en términos de una integral de línea alrededor de e (véase 
figura 18.3 .5). 

De acuerdo con la ecuación 1, si escogemos a P y Q de tal modo que 

aQ _ ap = k 
ax ay , 

(7) 

en la cual k es una constante, entonces la integral doble es igual a k X (área de a). Así, 

, . 1 ~ 
Area de a = le ~ P dx + Q dy. (8) 

Hay muchas maneras de seleccionar a P ya Q. A continuación presentamos tres fáciles. 

1. P(x, y) = y, Q(x, y) = 0, por tanto k = -1 Y 

Área de a = ~ - y dx. (9) 

2. P(x, y) = 0, Q(x, y) = x, por tanto k = 1 Y 

Área de a = ~ x d y. (10) 

3. P(x, y) = - y, Q(x, y) = x; por tanto k = 2 Y 

, 1 ~ Area de a = - - y dx + x d y. • 
2 e 

(11) 
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EJEMPLO 3

Usar la ecuación 11 para calcular el área de la región dentro de la elipse x2/a2 +
y2/b2 = 1.

Una representación paramétrica sencilla de esta elipse es

x = a cos t, y = b sen t,

Empleando la ecuación 11 tenemos que

Área =! (21T(-bsent)(-asentdt) + (acost)(bcostdt)2 Jo
1121T- ab dt2 o

'TTab .•

No es difícil ampliar el teorema de Green a dominios múltiplemente conexos, o
sea, dominios con agujeros. Por ejemplo, consideremos la región n cuya frontera
consta de dos curvas suaves por pedazos, simples y cerradas, el y e2, como se ve en
la figura 18.3.6a.

Para aplicar el teorema de Green, hacemos un "corte," digamos de A a B, que une
a las fronteras interior y exterior e2 y el (véase figura 18.3.6b). El efecto del corte
consiste en convertir a n en una región simplemente conexa. Al aplicar el teorema de
Green a la región con el corte, y partiendo del punto A, tenemos

y y

G
n

Cl
Cl

x x
-{>

.J',

(a) (b)

Figura 18.3.6 (a) Dominio múltiplemente conexo.(b)Aplicaci6n del teorema de Green a un
dominio múltiplemente conexo.

http://carlos2524.jimdo.com/



1092 INTEGRALES DE LíNEA Y DE SUPERFICIE 

~, + LB +ck, + LJ (Pdx + Qdy) = J L (~; - ~;) dA. 

Como el corte se recorre dos veces, una en cada dirección , se anulan las integrales de 
línea a lo largo del corte, y obtenemos 

-eh (P dx + Q dy) +rh (P dx + Q dy) = J f (a
Q 

- ap) dA. (12) 'Yc, 'Yc, n ax ay 

Nótese que las curvas frontera el y e2 se recorren de tal modo que la región n 
siempre queda a la izquierda. Si seguimos esta convención, podemos entonces escribir 
el teorema de Green en la siguiente forma : 

~ P dx + Q dy = J f (a
Q 

- ap) dA, "Yc n ax ay 
(13) 

donde e es la frontera completa de n y se recorre de tal modo que n queda siempre 
a la izquierda. 

EJEMPLO 4 

Sea e una curva suave por pedazos, simple y cerrada. Demostrar que 

Al - y x { O, si e no encierra al origen; 
"Yc X2 + y 2 dx + X2 + y 2 dy = 2'IT, si e encierra al origen. 

(14) 

Esta integral de línea se estudió en el ejemplo 4 de la sección 18.2. En ese momento 
hicimos la observación de que P(x, y) = - y/(x2 + y2) Y Q(x, y) = x/(x2 + y2) son 
continuas y tienen primeras derivadas parciales continuas excepto en el origen, y que 

(x , y) 7'= (O , O). 

Si e no encierra al origen, entonces se puede emplear el teorema de Green para un 
dominio simplemente conexo, ecuación 1, y entonces 

A1 P dx + Q dy = J f (a
Q 

- ap) dA O: 'Yc n ax ay 

Supongamos ahora que e encierra al origen. Tracemos un círculo CE de radio E 

alrededor del origen, y escojamos a E lo suficientemente pequeña como para que CE 
quede dentro de e (véase figura 18.3.7). Para esta región anular se puede emplear el 
teorema de Green para un dominio múltiplemente conexo, ecuación 12, y obtenemo.s 
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~ (P dx + Q dy) + ck: (P dx + Q dy) J f (aQ - ap) dA 
n ax ay 

0, 

Por tanto, 

~ P dx + Q dy = - rh P dx + Q dy = 1; P dx + Q dy. 
e ~ e{ 

Podemos evaluar la integral de línea a lo largo de C. haciendo que x = E cos e, y = E 

sen e, ° ::::: e ::::: 21T; véase el ejemplo 4 de la sección 18.2, donde aparece un cálculo 
semejante. El resultado es 

1; ~ 
-y dx + x dy 

P dx + Q dy = 2 . 2 = 21T .• 
e e x + Y 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 4 comprobar que el teorema de Green 
se cumple calculando ambos lados de la ecuación 1. 

1. F(x, y) = yi + x2j; e es el círculo x2 + l = a2 

2. F(x, y) = yi - xj; e es el cuadrado cuyos vértices 
están en (:ta, :ta). 

3. F (x, y) = (2y - x)i + (3x + y)j; a es la región acotada 
por X2 :S y :S 1i, ° :S x :S 1. 

4. F(x, y) = xyi; n es el cuadrado cuyos vértices están 
en (O, O), (a, O), (a, a), (0, a). 

En los problemas 5 a 10 emplear el teorema de Green para 
evaluar la integral de línea dada. 

5. ~ 2 dx - 3 dy; e es el triángulo cuyos vértices están 
e 

en (O, O), (a, a) y (O, 2a). 

6. ~ 2y dx - 3x dy; e es el triángulo cuyos vértices 
e 

están en (O, O), (a, a) y (O, 2a). 

7. ~ xy dy; e es el semicírculo x2 + l = a2, y> 0, y 
e 

la recta y = 0, -a :S x:s a. 

8. ~ (xy + l)dx + (2xy + x2)dy; e es el círculo 
e 

(x - 1)2 + Y = 1. 
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9. cf> 3xy2 dx - 5x2y dy; C es el cuadrado con vértices 
e 

en (±1, ±1). 

10. cf> ¿ cos y dx + eX sen y dy; C es el rectángulo con 
e 

vértices en (±1, O) y (±1, TII2). 

En los problemas 11 a 14 emplear una de las fórmulas (9), 
(10) u (11) para evaluar el área de la región dada. 

11. El interior del círculo X2 + i = a2
. 

12. El interior de la astroide~/3 + i'3 = a2
/3. Sugerencia: 

emplear la representación paramétrica x = a cos3t, 
y = a sen3t. 

13. La región acotada por la cicloide x = a(t - sen t), 

y = a(l - cos t) , O ::s t::s 2TI, y el eje x. 

14. La región acotada por y = X2 y y = x + 2. 

15. Si <1> satisface la ecuación de Laplace, <l>xx + <l>yy = O, 
demostrar que en un dominio D simplemente conexo 

para toda curva C suave por pedazos, simple y cerrada enD. 

16. Suponer que <1> y tjJ son funciones continuas de dos 
variables con primeras derivadas parciales continuas 
en un dominio D simplemente conexo. Si C es cual­
quier curva suave por pedazos, simple y cerrada en D, 
demostrar que 

~<I>VtjJ. dr + 1{tjJV<I>' dr = O. 

17. Sea (~,J) el centroide (sección 17.3) de una regiÓn 
plana D. de área A que está acotada por una curva 
suave por pedazos, simple y cerrada. Demostrar que 

y = -~ A'ly2 dx. 
2A 'Yc 

18. El momento polar de inercia con respecto al eje z de 
una región f), del plano xy (sección 17.3) es 

Si f), es una región en un dominio simplemente conexo 
con una frontera C que es una curva suave por peda­
zos, simple y cerrada, demostrar que 

19. Considerar la integral de línea 

fe P dx + Q dy 

= ( __ X_ dx Je XZ + y Z 

y 
+ - z--z dy. 

x + y 

(a) Demostrar que Py(x, y) = Qx(x, y) para (x, y) en el 
anillo D: O < e2 < X2 + i < R2 para cualesquiera 
e> ° y R > e. 

(b) Demostrar que fep dx "+ Q dy = O, donde C es 
cualquier círculo X2 + i = a2

, a> O. 

(c) Demostrar que feP dx + Q dy = O a lo largo de 
cualquier curva suave por pedazos, simple y cerra­
da que quede enteramente dentro de D, ya sea que 
C encierre al origen o no. Comparar este resultado 
con el del ejemplo 4. 

(d)Determinar una función potencial <1> tal que 
<l>x(x, y) = P(x, y) y <l>y(x, y) = Q(x, y) para (x, y) 
=1=- (O, O). 

En los problemas 20 y 21, sea Cuna curva lisa por pedazos, 
simple y cerrada, en un dominio D;¡¡mplemente conexo, y 
sea f), el interior de C. Sean . -

dx. dy. 
T=-I+ - J 

ds ds 
y 

dy. 
N =-1 

ds 

el vector tangente unitario y el vector normal unitario hacia 
afuera, respectivamente, a la curva C (véase figura 18.3.8) . 
Se define el símbolo V1 como V1<1> = <l>xx + <l>yy, y iJ<I>/iJn 
representa la derivada direccional de <1> en la dirección de 
N. 

y 

;; x 

Figura 18.3.8 
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20. Si F(x, y) = P(x, y)i + Q(x, y)j , demostrar que 

~ F . T ds = f 1 (a
Q 

- ap) dA 

(b)~ (u au _ 
'Yc an 

u au) ds 
an 

'Yc n ax ay 
y 

= f In (uV 2u - uV2u) dA 

4lF · N ds = f 1 (ap + a
Q

) dA. 'Yc n ax ay 
(c)~u au ds = f 1 [uV 2u + (Vu)· (Vu)] dA 'Yc an n 

*21. Si u y v son funciones con segundas derivadas parcia­
les continuas, deducir las siguientes identidades: 

(a)41 au ds = f 1 V 2u dA 'Yc an n 
Las identidades (b) y (e) reciben el nombre de identi­
dades de Green. 

18.4 ÁREA DE UNA SUPERFICIE E INTEGRALES 
DE SUPERFICIE 

La meta principal de las secciones siguientes de este capítulo consiste en extender la 
relación expresada en el teorema de Green de dos dimensiones, a tres . El primer paso 
consiste ~n definir e interpretar una clase de integrales sobre superficies curvas. 
Comenzaremos mostrando cómo calcular el área de una superficie esencialmente 
arbitraria, y con ello generalizaremos el resultado que obtuvimos en la sección 7.3 para 
superficies de revolución. Procederemos de modo bastante intuitivo para evitar com­
plicaciones que sólo pertenecen a un curso más 'avanzado. 

Se puede describir una superficie S mediante una ecuación de la forma 

F(x, y , z) = O. (1) 

También, podemos expresar a una de las variables en términos de las otras dos, como 
en 

z = f(x, y). (2) 

Para una superficie S dada por la ecuación 1, el vector gradiente 

(3) 

es normal a ella. Así, una normal unitaria a S es 

N = V F = Fxi + Fyj + Fzk 
IIVFII (F; + F; + F;)J /2' 

(4) 

Obsérvese que - N = V'FI 11 V'FI I también es un vector normal unitario posible. Para una 
superficie dada por la ecuación 2, los vectores unitarios posibles son 

N 
-f i - f J. + k + x y . 

(f; + n + 1)1/2' 
(5) 
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en este caso el signo positivo da la normal que apunta hacia arriba, esto es, la que tiene 
la componente z positiva. 

Se dice que la superficie S es suave si N varía en forma continua en S. Si S está 
dada por la ecuación 1, entonces es suficiente que F tenga las primeras derivadas 
parciales continuas y que 

(6) 

para todo punto de S. Si S está definida por la ecuación 2, entonces es suficiente que f 
tenga las primeras derivadas parciales continuas en el dominio en el plano xy que 
corresponde a S. Por último, si S consta de un número finito de partes suaves unidas 
entre sí por sus orillas, entonces se dice que S es suave por pedazos. Así, por ejemplo, 
una elipsoide o una paraboloide son suaves, mientras que un cubo o un tetraedro son 
suaves por pedazos. 

A continuación deduciremos una fórmula de integrales para el área de una super­
ficie suave. Considere primero el elemento plano áS en forma de un paralelogramo, 
que se ve en la figura 18.4.1, que queda arriba de un rectángulo áR en el plano xy, 

Figura 18.4.1 !la = !lA /leos '11. 

I 

I~ N 
I 

G3 a J .y 
' f"'J I l'l b3 

ax{ "' . 
1 1 60S tiene el área d a 

1 1 1 
1 11 1 
I 1 1 1 

1 1 
I 

1 11 I 
I dX !.l d) 

x l' ~ -) 
AR tiene área 6.A --><--J. . 

y 

cuyos lados son áx y áy, Y su área ó.A = áxáy. Los lados del paralelogramo son 
paralelos a los planos xz y yz, respectivamente, y se describen mediante los vectores a 
y b, donde 

Además, la orientación del paralelogramo está dada por el vector normal unitario N. 
En términos de a y b, el vector normal unitario que apunta hacia arriba es 

N 
a x b 

Ila x bll' 
(7) 
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Recordemos que, de acuerdo con la sección 15.4, Ila X bll representa el área del 
paralelogramo, que representaremos por LlCT. Así, la ecuación 7 se puede escribir en la 
siguiente forma : 

(LlCT) N = a x b, 

y tomando la componente de la ecuación 8 en la dirección z obtenemos 

LlCT (N • k) = a x b • k 

LlX O 
O Lly 
O O 

a3 
b3 = LlX Lly = LlA. 
1 

(8) 

Si se usa la normal unitaria que apunta hacia abajo, entonces - LlCT(N . k) = LlA . Para 
permitir el uso de ambas normales introducimos el valor absoluto de N . k para que, 
en todos los casos, 

LlA 

IN·kl 
LlA 

leos "'( 1' 

en la cual "'( es el ángulo entre N y el eje z positivo. 

(9) 

Supongamos ahora que R : a ::s x ::s b, e ::s y ::s d es un rectángulo en el plano xy 

y que S es la superficie definida por 

z = f(x , y), (x , y) E R 

(véase figura 18.4.2). Supóngase que f tiene primeras derivadas continuas en R y, por 
tanto, S es suave. Como en la discusión de las integrales dobles de la sección 17.1, 

I 
I 

"'1---z = f(x. y) 

I 
1 I 

1 
1 1I 

1 

~¡ 
1I 

1 
1I 
11 

1 

I 1 
1 

y 1 1 x 
I 

I I 
1 tui 

1 
1I 1 

1 R¡j 
1 (xf.Yil 

IJ.Yj 
1 

1097 

Figura 18.4.2 Una partición del rectángulo 
R, que también es una partición de la superficie S. 

Figura 18.4.3 Aproximación de un elemento de 
superficie mediante un elemento plano tangente. 
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1098 INTEGRALES DE LíNEA Y DE SUPERFICIE 

tomamos una partición Ll de R, que consta de subrectángulos cuyos lados son paralelos 
a los ejes x y y: 

a = Xo < XI < ... < Xm = b, e = Yo < YI < ... < Yn = d. 

Un subrectángulo típico es R¡/ X¡ _I :se; x:se; Xi' Y¡ _I :se; Y :se; Y¡, cuya área es LlAij = LlX¡LlYj' 
La norma IILlII de la partición es la longitud de la diagonal más larga de todas las de los 
subrectángulos Rij. Seleccionemos un punto estrella arbitrario (x7, yj ) en Rij y constru­
yamos el plano tangente p¡j en el punto correspondiente [x7, y7, f (x;, yj )] de la superficie 
S; eso se indica en la figura 18.4.3 . Según la ecuación 5, el vector normal unitario que 
apunta hacia arriba en este punto es 

(lO) 

Sea LlO"¡j el área de aquella porción del plano tangente Pij que queda directamente arriba 
de Rij. Entonces, de acuerdo con la ecuación 9, tenemos que 

LlA¡¡ 
LlO"¡j = 

IN(xt, y¡*) . kl 
[n(xt, y¡*) + t;(xt, y¡*) + 1]1/2 LlAij . (11) 

Procediendo del mismo modo en cada uno de los subrectángulos y sumando a conti­
nuación los resultados, obtenemos la suma siguiente: 

" [f2( * *) + f2( * *) + 1]1/2 LlA,oJo. L.J x Xi , Yj y Xi , Yj 
i=l , ... ,m 

j= I , ooo ,n 

(12) 

Esta suma es una suma de Riemann en dos dimensiones, y entonces, cuando m, n --700 

y IILlII --7 O, tiende a la integral correspondiente sobre el rectángulo R: Definimos el 
valor de esta integral como igual al área A(S) de la superficie S, 

A(S) = J J [f;(x, y) + t;(x , y) + 1]1/2 dA. (13) 

R 

EJEMPLO 1 

Calcular el área de la superficie z = 4 - iX3/2 que queda arriba del rectángulo R: 1 :se; 

x:se; 3, O :se; Y :se; 2 (véase figura 18.4.4). 
En este caso fx = - X

I
/
2 Y fy = O, por lo que 
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Figura 18.4.4 

Entonces el área de la superficie está definida por la ecuación 13, 

A(S) = f f (1 + X)l /Z dA f foz (1 + X)IIZ dy dx 

R 

= 2 f (1 + X)l /Z dx = ~ (1 + X)3 /Z¡: 

= ~ (8 - 2V2) == 6.895 .• 

Como en la sección 17.1, es posible ampliar el concepto de área de una superficie a 
modo de integrar en regiones que no sean rectángulos. Si la superficie está definida por 
una ecuación de la forma 

z = f(x, y), (14) 

se dice entonces que es proyectable en el plano xy. Sea 0XY la región del plano xy que 
es la proyección de la superficie (v 6ase figura 18 .4.5a). Entonces, el área de S está dada 
por 

A(S) = f f (1 + ti + fD IIZ dAxy ; (15a) 
flxy 

los subíndices del elemento de área dAxy denotan a las variables de integración. 

1099 
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1100 INTEGRALES DE LÍNEA Y DE SUPERFICI E 

x 

x 

z 
I 
I 
I I 

___ "'-Pe S:z=f(x,y) 

I ' 
I I I I 
I I I I y 
1-1- -I--,c.. 
I I I '1 

® 
(a) 

/ / 
/ / 

/ / 
/ 

S:x=h(y,z) 

(e) 

x 

(b) 

Figura 18.4.5 Ca )Superficie proyectable 
en el plano xy.(b )Superficie proyectable 
en el plano xz.(e )Superficie proyectable 
en el plano yz. 

También, de modo alternativo, se puede escribir 

A(S) = J J Isec -yl d Axy = J J dAxy 

IN, kl 
(15b) 

0" 

Igualmente, si la superficie está darla por 

y = g(x , z), 

entonces es proyectable en el plano xz (véase figura 18.4.5b), y su área es 

JJ JJ 
dAx~ 

A(S) = Isec 131 d Axt = IN, ji 
0" 0" 

= J J [1 + g~ +g~]112 dA", 

0" 

(16) 

(17) 

en las que fl" es la región adecuada del plano xz y 13 es el ángulo entre N y el eje y 
positivo. Por último, si la superficie tiene la ecuación 

x = h(y, z), (18) 

entonces, como se ve en la figura 18.4.5e, es proyectable en el plano yz, y tiene un área 
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18.4 ÁREA DE UNA SUPERFICIE E INTEGRALES DE SUPERFICIE 1101

de superficie representada por

A(S) = f f [sec al dAyz = f f 1~~y;1
nyz 0)'1

= ff [1 + h2 + h2]1/2 dAy z yZ)

fiy, (19)

en las que OyZ es la región correspondiente en el plano yz y a es el ángulo entre N y el
eje x positivo. Desde luego, una superficie dada puede ser proyectable en dos o hasta
en los tres planos coordenados. En este caso se debe escoger, normalmente, la proyec-
ción que conduzca a la integración más sencilla.

También, una superficie puede estar definida por una ecuación de la forma

F(x, y, z) = ° (20)

y puede ser proyectable en cualquiera de los planos coordenados. Si es proyectable en
el plano xy, entonces el elemento de área de superficie da satisface la ecuación

en la que N está definida por la ecuación 4 y, en consecuencia,

IN-kl

ASÍ, el área de la superficie es

A(S) =f f (F; + F'; + F:.ya dA
IFzl x ys

(21)

Q"

en la que 0XY es la proyección de la superficie en el plano xy. Obsérvese que en el
integrando de la ecuación 21, las diversas derivadas parciales de F dependen en general
de x, y y z. Antes de evaluar la integral se debe despejar a z de la ecuación 20 en términos
de x y y, para luego sustituir a z en el integrando. Recuérdese que en la sección 16.8,
si F; -=1=0, entonces la ecuación 20 sí define a z en forma implícita como función de x
y y.

Si la superficie (20) es proyectable en los planos xz ó vz, entonces obtendremos
otras integrales que corresponden a la ecuación 21, de una manera obvia, que son

A(S) =ff (F; + F';+ J!1: ya
IF)

z d Axz

Q"

Y

A(S) = ff (F; + F'; + F:.)la dA
IFxl yZ'

0"

(22)

(23)
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1102 INTEGRALES DE LíNEA Y DE SUPERFICIE

Figura 18.4.6

respectivamente. En cada caso se debe expresar al integrando completamente en
términos de las dos variables de integración antes de evaluar la integral.

EJEMPLO 2

Calcular el área de la superficie de la parte de la paraboloide hiperbólica z = x2
- y2

que queda dentro del cilindro x2 + y2 = 4 (véase figura 18.4.6a).
En este problema f (x, y) = x2 - y2, y flxy es el disco circular con centro en (O, O)

Y radio 2 que se ve en la figura 18.4.6b. Así, de acuerdo con la ecuación 15,

A(S) = f f (1 + j2 + j2)li2 dAx y xy

n.,

f f (1 + 4x2 + 4y2)ll2 dAxy•

n,y

Conviene evaluar la integral empleando coordenadas polares. Entonces

A(S) = f:1T f: (1 + 4r2)li2 r dr de

= 21T ~ (1 + 4r2)312\2
8 3 o

= ~ [(17)312 - 1] = 36.18.

-E.

http://carlos2524.jimdo.com/



18.4 ÁREA DE UNA SUPERFICIE E INTEGRALES DE SUPERFICIE 1103 

EJEMPLO 3 

Determinar el área de la superficie de la parte del cilindro X2 + Z2 = a2 que queda dentro 
del cilindro X2 + y2 = a2 (véase figura 18.4.7). 

y 

x 

Figura 18.4.7 

Debido a la simetría del problema, podemos determinar el área de la superficie en 
el primer octante, para luego multiplicar por ocho. Para la superficie dada tenemos que 

F(x, y, z) = X2 + Z2 - a2 = O. (24) 

Entonces 

Fx = 2x, 0, Fz = 2z, 

así que 

x. z k N =- I+ - , 
a a 

en la que hemos empleado la ecuación 24 para simplificar la ecuación de N. 
consecuencia, 

y 

da 
dA xy 

IN ·kl 
a 
- dA xy , 
z 

A(S) = f f ; dA xy , 

flxy 

(25) 

en la que 'o'Xy es el primer cuadrante del disco X2 + y2 :s a2
, que se ve en la figura 

18.4.8a. Empleando la ecuación 24 podemos expresar al integrando de la ecuación 25 

y 

(a) 

y 

(b) 

Figura 18.4.8 
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1104 INTEGRALES DE LÍNEA Y DE SUPERFICIE 

en términos de x y y, y con ello obtenemos 

A(S) = (a (Va' -x' V 2 a dy dx. 
Jo Jo a - X2 

(26) 

También se obtiene la misma integral por sustitución directa en la ecuación 21. Como 
el integrando sólo depende de x, hemos escogido integrar primero con respecto ay. 
Nótese que el integrando también se hace no acotado cuando x --7 a y, por tanto, 
evaluaremos la integral mediante un proceso de límite, semejante al que empleamos 
en la sección 11.3 para integrales impropias unidimensionales. Esto es, primero 
restringimos ax de modo que O:::; x:::; a - E, en donde E es un número positivo arbitrario 
pequeño; esto corresponde a integrar en la región que se muestra en la figura 18.4.8b. 
Después hacemos que E --70. De este modo encontramos que 

A(S) = lím (a- . (VaZ-x' a dy dx 
..... 0 Jo Jo Va 2 - X2 

1, la-. a Va 2 - X2 dx 
= 1m "' / 2 2 

. .... 00 va-x 

= lím a (a-. dx = lím a(a - E) = a2• 

E--l>O Jo E--l>O 

Así, el área total es 8a2
. -

EJEMPLO 4 

La gráfica de la ecuación 

- x 2 + y2 + Z2 = 1 

es una hiperboloide de un manto (véase figura 18.4.9). Proyectando la gráfica en los 
planos yz y xz, respectivamente, formular integrales que representen al área de la parte 
de esta superficie en el primer octante entre los planos x = O Y x = l. 

y 

X2 + y2 +z2 = 1 

x Figura 18.4.9 
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18.4 ÁREA DE UNA SUPERFICIE E INTEGRALES DE SUPERFICIE 1105 

Si proyectamos en el plano yz, podemos emplear la ecuación 23, lo cual resulta en 

JJ 
(X 2 + y 2 + Z2) 1I2 

A(S) = dA yz 
x 

JJ [
2(y2 + Z2) - lJ 112 

2 2 1 dAyz> Y + z -
Oy, 

en las que ayZ es el cuarto de anillo que se ve en la figura 18.4.10. Introduciendo 
coordenadas polares en el plano yz, podemos reformular la integral del siguiente modo: 

A(S) = (vr ('11 /2 (2:2 - 1)1/2 r de dr 
JI Jo r - 1 

1T fvr (2r2 - 1) 1/2 
= - r dr . 

2 1 r 2 
- 1 

(28) 

Figura 18.4.10 

Obsérvese que la integral (28) es impropia porque el integrando se hace no acotado 
cuando r ----71. Sin embargo, no es difícil demostrar que la integral converge. 

Si optamos por proyectar en el plano xz, entonces el área de la superficie está 
representada por la ecuación 22, esto es, 

en la que axz es la que se muestra en la figura 18.4.11. Escribiendo el integrando en 
términos de x y z e insertando los límites de integración, obtenemos 

-11 i~ (1 + 2X2)1 /2 
A(S) - (2 2) 11 2 dz dx. 

00 l+x - z 

La integral interior de nuevo es impropia, pero se puede evaluar con facilidad en 
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1106 INTEGRALES DE LÍNEA Y DE SUPERFICIE 

Z 

z"= .J l +x2 
\ (1,,[2) 

n"" 

x 

Figura 18.4.11 

términos de la función arc sen; así, 

A(S) = ~ I (1 + 2X2)112 dx. 

Esta integral que resulta se puede evaluar consultando una tabla de integrales, o bien 
llevando a cabo la sustitución f2x = tan u, y el resultado es 

'TI' [v'3 1 • ¡;; ] A(S) = - - + . ¡;; ln(\12 + v 3) == 1.997 .• 
2 2 2v2 

La extensión de las integrales para el área de una superficie a integrales de otras 
funciones sobre superficies es directa. Supongamos que S está expresada por 

z = f(x, y), (x , y) E fixy , (27) 

y que <\>(x, y, z) es continua en una reglOn que contiene a S. Deseamos definir 
fJs<\>(x, y, z) da, la integral de <\> sobre la superficie S. Sea 

<p(x, y) = <\> [x, y, f(x , y)] 

y notemos que <f.(x, y) es el valor de <\> en el punto de S que queda directamente arriba 
(o abajo) del punto (x, y) en fixy" Recuérdese que, para una superficie descrita mediante 
la ecuación 27, el elemento de área de superficie es 

En consecuencia, 

f f <\>(x, y, z) da = f f <P(x, y) [1 + ji(x, y) + n(x, y)]I /2 dA xy 

s nxy 

f f <\>[x , y, f(x , y)] [1 + ji(x , y) + n(x, y)]1I2 dA xy . 

nxy 
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De igual modo, podernos generaliz·ar las demás integrales de área de superficie. 
Por ejemplo, si S es la superficie 

F(x, y, z) = 0, (28) 

y si S se puede proyectar en la región Dxy, entonces 

J J <!>(x, y, z) da 
s 

= JJ <!>(x, y, z) [F~(x, y, z) + F~(x, y, z) + F~(x, y, Z)] 1/2 d 
IFz(x, y, z)1 A xy-

(29) 

n" 

Desde luego, antes de evaluar este integrando debernos despejar a z de la ecuación 28, 
en términos de x y y, y sustituir en el integrando. 

La integral de superficie I Is<!>(x, y, z) da tiene con frecuencia una interpretación 
física. Una posibilidad es que <!> sea la densidad, o masa por unidad de área, de una 
membrana con la forma de la superficie S. Entonces I I s<!>(x, y, z) da es la masa total 
de la membrana o superficie. En la sección 18.7 se describen otras aplicaciones de las 
integrales de superficie. 

EJEMPLO 5 

Se tiene la superficie S definida mediante X2 + Z2 = a2 que queda en el primer octante 
entre el plano xz y el plano y = x (véase figura 18.4 .12a). Si la densidad de esta 
superficie está representada por p(x, y, z) = a - z, determinar la masa total M de la 
superficie. 

(b) 

(a) 

Figura 18.4.12 

La masa total es 

M = J J p( x, y, z) da. 

s 
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Como en la ecuación 25 del ejemplo 3, 

de modo que 

a 
da = - dA x y , 

z 

M = J J (a - z) ; dA x y , 

O X)' 

en la que nXY es el triángulo O :::; y :::; x, O :::; x :::; a que se ve en la figura 18.4.12b. 
Expresando a z en términos de x y y, e integrando después, obtenemos 

M = a2 J: J: (a 2 
- X2)-1I2 dy dx - a J: J: dy dx 

a2 J: (a 2 - X2) - 1I2 x dx - a J: x dx 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 10 determinar el área de la superficie 
dada. 

1. La esfera X2 + l + Z2 = a
2 

2. La parte de la paraboloide elíptica z = 4 - ~ - y2 

para la cual z 2: O. 

3. La parte del plano 

~+~+~=l 
a be' 

a, b, e > O 

que pertenece al primer octante. 

4. La parte del cilindro parabólico z = 4 - l que queda 
en el primer octante y entre los planos yz y x = 2y. 

5. La parte de la paraboloide hiperbólica x = yz que 
queda dentro del cilindro i + Z2 = a2

• 

6. La parte del plano Ax + By + Cz = D, donde C '* O, 
que está dentro del cilindro X2 + y2 = a2

. 

7. La parte del cilindro X2 + l = a
2 que está en el primer 

octante entre el plano xy y el plano z - 2y = 3. 

8. La parte de la superficie x + ~Z312 = 1 que está en el 
primer octante entre el plano xy, el plano xz y el plano 
y+z=1. 

9. La parte del cilindro cúbico y = 8 - x3 que está en el 
pri mer octante entre el plano z = O Y el cilindro z = x3

. 

10. La parte del cilindro X2 + l = a
2 que está dentro del 

cilindro (y2Ia2) + (z2Ib2) = 1. 

11. Determinar el área de la superficie lateral de un cono 
circular recto de radio R y altura H. 

En los problemas 12 a 16 determinar la masa de la super­
ficie dada con la funciÓn densidad que se menciona. 

12. El hemisferio X2 + l + Z2 = a2, z 2: O, donde 
p(x, y, z) = k(a - z), donde k es una constante posi­
tiva. 

13. El hemisferio del problema 12 en el que p(x, y, z) = 
k(x2 + l)1/2, donde k es una constante positiva. 

14. La paraboloide z = 1 - X2 -' l, z 2: O, donde 
p(x, y, z) = k(1 - z), donde k es una constante posi­
tiva. 

15. La parte del cilindro X2 + l = a2 que está en el primer 
octante entre los planos z = O Y z = y, donde 
p(x, y, z) = a-x. 

16. La parte del cono Z2 = X2 + l para la cual O :S Z :S 

a, donde p(x, y, z) = kz, en la que k es una constante 
positiva. 
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En los problemas 17 a 20 formular, pero no evaluar, la 
integral adecuada. 

17. Para el área de la superficie de la elipsoide (x2/4) + 
(i/4) + Z2 = 1. 

19. Para la masa de la parte del cilindro parabólico z = 
1 - X2, X ~ O que queda entre los planos coordenados 
y el cilindro parabólico x = 1 - i, donde p(x, y, z) 
= 1 - z. 

18. Para el área de la superficie de la parte de la esfera 
X2 + i + Z2 = a2 cortada por el plano y + Z = a. 

20. Para la masa de la parte de la paraboloide hiperbólica 
z = ~ + i que está dentro del cilindro x2 + i = a 2, 

donde p(x, y, z) = k(x2 + i) 1/2 donde k es una 
constante positiva. 

18.5 ECUACIONES PARAMÉTRICAS 
DE SUPERFICIES 

Las superficies, al igual que las curvas, se pueden describir ya sea mediante ecuaciones 
cartesianas o paramétricas. Las ventajas de emplear representaciones paramétricas son 
semejantes tanto para curvas como para superficies, a saber: constituyen un marco más 
general y unificado para su discusión. Si bien las curvas son unidimensionales y por 
consiguiente sólo necesitan de un parámetro, las superficies son de naturaleza intrín­
seca bidimensional y, por tanto, es necesario emplear dos parámetros para describirlas . 

EJEMPLO 1 

Sean 

x = Reos e sen<j> , y = R sene sen<j> , z = R cos <j>, (1) 

donde O s e s 21T, o s <j> s 1T/2, y R es una constante positiva. Para cada par de 
valores de e y <j> , las ecuaciones 1 dan valores correspondientes para x, y, z. En este 
caso, es fácil obtener una ecuación cartesiana que satisfacen esos valores de x, y y z. 
Elevando al cuadrado cada una de las ecuaciones 1 y sumando a continuación, obtenemos 

R 2 cos2 e sen2 <j> + R 2 sen2 e sen2 <j> + R 2 cos2 <j> 

R 2
, 

(2) 

que es la ecuación de la esfera que tiene el centro en el origen y su radio es R. Para las 
variaciones dadas de e y <j>, las ecuaciones 1 describen sólo al hemisferio superior 
(véase figura 18.5.1). 

Desde luego que las ecuaciones 1 son tan sólo las ecuaciones de la transformación 
de coordenadas esféricas a rectangulares que empleamos en la sección 17.7. Como se 
hizo notar allí, es fácil interpretar a e y a <j> en términos de la longitud y la latitud . -
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Figura 18.5.1 

EJEMPLO 2 

Suponer que 

x = 2 cosh u cos v, y = cosh u sen v, 

x2 + y2 + z2 = R 2 

z = 3 senh u. 

y 

'-J)=R---'~ 

(3) 

Deducir una ecuación cartesiana que satisfagan x, y y z. Determinar las coordenadas 
rectangulares del punto para el que u = In 2, v = 'IT/6. Nótese que 

(~) 2 = cosh2 U cos2 v, 

Entonces se infiere de inmediato que, 

(4) 

que es una ecuación de una hiperboloide de un manto. La superficie completa está 
cubierta si - 00 < u < 00 y O:::; v ::; 2'IT (véase figura 18.5.2). 

Figura 18.5.2 
-t-+y2 - f =1 
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y

Si u = In 2, entonces

cosh(ln 2) 1 + e-1n2) ~ (2 ~)S
- (e1n2 + 4'2
1 _ e-1n2) = ~ (2 ~) =

3senhíln 2) = _ (e1n2 4·2

En consecuencia, el punto que corresponde a los valores dados de u y v tiene las
coordenadas rectangulares x = SY3/4, y = ~,z = ~.•

Los ejemplos 1 y 2 demuestran que las superficies conocidas se pueden describir
mediante los conjuntos de ecuaciones de la forma

x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v), (u, v) E Duu, (5)

(3)
en las que i.g y h son funciones continuas dadas, de dos variables, y Duv es una región
dada en el plano uv. Para cada punto (u, v) de Duv, las ecuaciones 5 producen un punto
(x, y, z) del espacio xyz tridimensional. El conjunto de todos esos puntos es una
superficie S. Las ecuaciones 5 son una aplicación o transformación del plano uv al
espacio x, y, z, como se ve en la figura 18.5.3, o bien una representación paramétrica
de S con parámetros u y v.

as

4)

y

tá

u

x

Figura 18.5.3 Representación paramétrica de una superficie S.

A veces, como en los ejemplos 1 y 2, es posible eliminar los parámetros u y v de
las ecuaciones 5, obteniendo así una ecuación cartesiana de la forma

F(x, y, z) = o. (6)

Si se hace esto, debemos tener cuidado de comprobar que todos los puntos que
satisfacen a la ecuación 6 se obtienen de DI/v, Y si algunos de ellos se pueden obtener
más de una vez. Recuérdese que surgieron cuestiones semejantes al emplear repre-
sentaciones paramétricas de curvas.

El vector de posición r de un punto de la superficie S dada por las ecuaciones 5 es
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1112 INTEGRALES DE LÍNEA Y DE SU PERFICIE 

r=xi+yj+zk 

= f(u, v)i + g(u, v)j + h(u, v)k. 
(7) 

Si mantenemos constante a u, digamos u = UD' entonces la ecuación vectorial 

r = f(uo , v)i + g(UO' V)j + h(uo, v)k, (8) 

o las ecuaciones escalares correspondientes 

x = f(uo, v), y = g(UO' v), z = h(uo, v), (9) 

sólo dependen del parámetro único v. En consecuencia, las ecuaciones 8 y 9 son las 
ecuaciones paramétricas de una curva en la superficie S (véase figura 18 .5.4). Como 

L v 

< U=UQ 

U=UQ 

- +---+--- v= vo 

u y 

Figura 18.5.4 

esa curva está asociada con un valor particular de u, a saber, u = UD' nos referiremos a 
ella como una curva u. Igualmente, si v = va' entonces 

r = f(u , vo)i + g(u, vo)j + h(u, vo)k, (10) 

o sea, que 

x = f(u, vo), y = g(u, vo), z = h(u, vo) , (11) 

son representaciones paramétricas de una curva diferente en la superficie S. Llamare­
mos a esa curva una curva v. 

Supongamos que la curva (8), (9) Y la curva (10), (11) se intersecan en un punto 
Po de la superficie, como se ve en la figura 18.5.4. Este punto se puede identificar 
mediante sus coordenadas cartesianas (x, y, z), pero también se puede identificar 
mediante los valores Uo y va asociados con la curva u y la curva v, que se intersecan en 
ese punto. Para diferentes valores constantes de u y v, las curvas u (8), (9) Y las curvas 
v (10), (11) forman dos familias de curvas en la superficie S, como se ve en la figura 
18.5.5. Aunque puede haber algunos pocos puntos excepcionales, en forma típica un 
punto de la superficie es la intersección de una curva u y una curva v. Entonces se 
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Figura 18.5.5 Coordenadas paramétricas 
sobre una superficie S. 

x 

puede identificar este punto con los valores de u y v, respectivamente, asociados con 
esas curvas. Un ejemplo familiar de lo anterior es el empleo de meridianos de longitud 
y paralelos de latitud para localizar puntos en la superficie terrestre. En este caso, los 
polos norte y sur son puntos de excepción, porque en ellos pasan todos los meridianos 
de longitud. En consecuencia, la longitud no queda determinada de manera única en 
los polos. 

Planos tangentes y rectas normales 

Considere la curva representada por la ecuación 10, 

r = f(u, vo)i + g(u, vo)j + h(u, vo)k, 

que queda en la superficie S definida mediante las ecuaciones 5 ó 7. Derivando a r con 
respecto a u, manteniendo constante a v, obtenemos 

ar (u, vo) = af (u, vo)i + ag (u, vo)j + ah (u, vo)k, 
au au au au 

que es un vector tangente a la curva (véase figura 18.5.6). Análogamente, 

x 

y 
/-----------------~ 

Figura 18.5.6 Vector normal sobre la 
superficie S. 

(12) 

1113 
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ar af. ag • ah 
-;- (uo, v) = -;- (uo, V)I + -;- (uo, v)J + - (uo, v)k, (13) 
uV uV uV av 

es tangente a la curva dada por la ecuación 8, la cual también queda en S. Es fácil ahora 
determinar un vector normal n a S en el punto de intersección de las dos curvas si se 
calcula el producto vectorial de ar/au y ar/av en (uo, va). Así, 

j k ar ar 
n = - X - = fu gu hu au av 

fu gu hu 

Desarrollando los determinantes del lado derecho de esta ecuación llegamos a 

(14 ) 

Desde luego, todas las funciones de las ecuaciones 14 y 15 se evalúan en el punto 
(ua, va)· 

EJEMPLO 3 

Determinar un vector normal a la superficie (3) en el punto en el que u = In 2 y v = 

'lT/6. Determinar también la recta normal y el plano tangente a la superficie en este 
punto. Obsérvese que la superficie es la misma que en el ejemplo 2. 

En este caso, 

Por tanto 

r = 2 cosh u cos vi + cosh u sen vj + 3 senh uk. 

ar 2 . . 3 h k - = senhu cos VI + senh u senvJ + cos u , 
au 

ar 2 h . h . - = - cos u sen VI + COS U cos v J. av 
Si u = In 2 y v = 'lT/6, entonces 

ar (In 2 ~) 
au ' 6 

3V3 3 15 
= 4 i + sj + 4 k , 

ar (In 2 ~) av ' 6 

5 5V3 
-4 i + - 8- j , 

(16) 

(17) 

(18) 
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y

j k

(ar x ar) (In2,~)
3V3 3 15-- - -

au av 6 4 8 4

5 5V3
-- -- O

4 8

15 (-5V3i - 10j + 4k). (19)
32

Desde luego que cualquier vector proporcional a ar/au X ar/av se puede emplear
también como vector normal, por ejemplo

n = 5V3i + 10j - 4k. (20)

En el ejemplo 2, encontramos que el punto de la superficie que corresponde a
u = In 2, y v = 'IT/6 es (5Y3/4, %' ¡). Por tanto, si usamos el vector normal (20), entonces
la recta normal a la superficie en este punto es

x - 5V3/4
5V3

y - 5/8
10

z - 9/4
-4 (21)

El plano tangente es

o sea

5V3x + lOy - 4z 16. !I (22)

El área de superficie en coordenadas para métricas

Hemos visto que la ecuación vectorial (7)

r = f(u, v)i + g(u, v)j + h(u, v)k,

para (u, v) en una región Ou,v del plano u, v, es una representación paramétrica de una
superficie S. Como en la sección 18.4, se dice que S es suave si tiene un vector normal
n que varía en forma continua. Para asegurarse que esto es aSÍ, es suficiente suponer
que i. g y h tienen primeras derivadas parciales continuas y que n =1=O en toda 0uv'
Suponemos que S es al menos suave por pedazos, esto es, que consta a lo más de un
número finito de pedazos suaves, unidos a lo largo de arcos suaves rectificables, y que
la frontera de 0u.v consta también de a lo más un número finito de arcos rectificables
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suaves. En estas condiciones podemos deducir una expresión para el área de S en 
términos de una integral sobre fluv. 

El primer paso consiste en formar una partición, D. de fl"v mediante rectas paralelas 
a los ejes u y v, respectivamente (véase figura 18.5.7). Como de costumbre, la norma 
de la partición D., representada mediante Mil es la longitud de la diagonal más larga de 

{ffJi ";~C 
~Vj_¡..L::.::l 

Uj-l Ui 
u 

-1 r- aui 

Figura 18.5.7 Una partición de la 
región O"V. 

s 

y 

x 

Figura 18.5.8 La partición correspon­
diente de la superficie S. 

los subrectángulos que se forman de esta manera. La partición de fl"v induce una 
partición de la superficie S mediante familias de curvas u y curvas v, respectivamente, 
como se indica en la figura 18.5.8. La región sombreada de la figura 18.5.8, repre­
sentada mediante D.S¡j, es la parte de la superficie acotada por las curvas r(u¡_ ¡, v), 

r(u¡, v), r(u, vj - 1), Y r(u, v). Corresponde al rectángulo sombreado de la figura 18.5.7, 
acotado por las líneas u = U¡ - l. U = U¡, V = Vj-l Y v = Vj' 

A continuación, deseamos calcular el área D.uij del elemento de superficie D.Sij. 

Como se ve en la figura 18.5.9, D.Sij es aproximadamente un paralelogramo, cuyos lados 
están determinados por los vectores D.r" y D.r v' donde 

r(u¡, v¡_¡) 

r(u¡ _l> v¡) 

(23a) 

(23b) 

por tanto D.u¡j está determinado, en forma aproximada, por el área del paralelogramo, 
esto es, 

Figura 18.5.9 Aproximación a t1S¡j 
mediante un paralelogramo. 

(Ui-l. Vi) 

(Ui. Vj _¡ ) 

(Ui. Vj) 
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(24) 

Se puede obtener una ecuación más útil si observamos que 

(25) 

en las que tJ.u¡ = u¡ - U¡-l Y tJ.Vj = v j - vj _ l ' Entonces, sustituyendo en la ecuación 24 
tenemos que 

(26) 

Se aproxima entonces el área de S sumando sobre i y j para incluir la contribución 
de cada elemento de superficie. En consecuencia, 

A(S) = 2: tJ.u¡j, (27) 
¡,j 

en la cual tJ.u¡j está dada por la ecuación 26. Por último, pasamos al límite cuando 
M il ----t O y obtenemos la expresión con integrales 

A(S) ~ II drr ~ f f.,. !!:: (u, v) x :: (u, V)!! dA.. (28) 

La integral de la derecha de esta ecuación es una integral doble sobre la región nI/v del 
plano uv. Se puede evaluar remplazándola por las integrales iteradas adecuadas para, 
a continuación, integrar con respecto a cada variable a su vez. 

Para el ca~ de la esfera cuyas ecuaciones paramétricas son las expresiones (1), 
tenemos que 

r - R cos S sen <j:>i + R sen S sen <j:>j + R cos <j:>k. 

Entonces 

y 

ar 
as 

ar 
a<j:> 

- R sen S sen <j:>i + R cos S sen <j:>j , 

R cos S cos <j:>i + R sen S cos <j:>j - R sen <j:>k, 

ar ar - x - = - R2 cos S sen2 <j:>i - R2 sen S sen2 <j:>j - R2 sen <j:> cos <j:>k. 
as a<j:> 

1117 
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~
410N 

Colorado 

37° N 

109°3'W 102°3'W 

Figura 18.5.10 

Elevando al cuadrado cada componente y sumando a continuación llegamos a 

- X - = R4 sen2 <1> 
11 

ar ar 11
2 

ae a <1> ' 

o sea 

En otras palabras, el elemento de área sobre la superficie de una esfera de radio R, en 
términos de las coordenadas angulares e y <1> es 

du = R2 sen <1> de d<l> . (29) 

EJEMPLO 4 

El estado de Colorado (en Estados Unidos) está limitado por los meridianos 102°3' y 
109°3' longitud oeste y por los paralelos 3r y 41 ° latitud norte (véase figura 18 .5.10). 
Suponiendo que la Tierra es una esfera de 3960 millas de radio, calcular el área de 
Colorado. 

Empleando la ecuación 29 para el área de un elemento de superficie de una esfera, 
tenemos que 

A (S) J'I>, fe, R2 sen <1> de d<l> 
<1>1 el 

(30) 

De acuerdo con los datos, e2 - el = 7° = 0.12217305 radianei. El ángulo <1> es el 
complemento de la latitud, de modo que <1>1 = 49° = 0.85521133 radianes, y <1>2 = 53° 
= 0.92502450 radianes, respectivamente. Así, evaluando la ecuación 30, obtenemos 
que 

A(S) = 0.0066271555 R2 = 103,924 millas cuadradas. 

El área oficial del estado de Colorado es de 104,247 millas cuadradas. -

EJEMPLO 5 

La superficie que se forma al girar al círculo que se ve en la figura 18.5.11 en torno al 
eje z se llama toro; tiene el aspecto de una dona. Viendo esta figura podemos formular 
la siguiente representación paramétrica de la superficie toroidal: 

r = (R + a cos v)cos ui + (R + a cos v)sen uj + a sen vk. (31) 
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z 

y 

Figura 18.5.11 Un toro, formado al girar un círculo alrededor del eje z. 

El parámetro u es el familiar ángulo polar del pl~no xy (que con frecuencia se le 
representa mediante 8), a es el radio del círculo que se hace girar, y R es la distancia 
del eje de revolución al centro de este círculo. La cantidad R + a cos v es el radio del 
círcul-o que un punto genérico describe al girar alrededor del eje z. Para cubrir a todo 
el toro necesitamos dejar que u y v varíen en intervalos de longitud 21T, como por 
ejemplo O .::::; u .::::; 21T Y O .::::; v .::::; 21T. Calcular el área de la superficie del toro. 

Derivando la ecuación 31, obtenemos 

ar 
= -(R + a cas v)senui + (R + a cas v)cos uj, au 

ar 
av - a sen v cas ui a senv senuj + a cas vk. 

Entonces 

ar ar x -au av a(R + a cos v)(cas u cas vi + sen u cas vj + sen vk), 

y 

11 :: X :: 11 = a(R + a cos v). 

Por tanto, el área de la superficie del toro es 

A = a f'" L27r (R + a cas v) dudv 

(2'" 
21Ta Jo (R + a cas v) dv 

(32) 

(33) 

Obsérvese que el resultado es el producto (21Ta)(21TR) de las circunferencias de 
dos círculos: 21Ta es la circunferencia del círculo original y 21TR es la circunferencia 
del círculo descrito por el centro del círculo original al girar en torno al eje z .• 

1119 
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PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 6 deducir una ecuación cartesiana 
para la superficie dada. Dar nombre y describir a la super­
ficie, observando en particular si la representación para­
métrica dada describe toda la superficie definida por la 
ecuación cartesiana. 

1 x = 2u - v, y = u + 2v, z = u - v; 
- oo< u < oo, -oo < v<oo 

2. x = 2 sen u cos v, y = 3 sen u sen v, 
z=4cosu; 0:5u:52'lT, 0:5v:52'lT 

3. x=v~,y=~, 
z = uv'f+V2; - 1:5 u :51, v 2: O 

4. x = 2senhusenv, y = 2senhu cos v, 
z = 5 cosh u ; O :5 U < 00, O :5 V :5 2'lT 

5. x = senu senh v, y = 2 cos u senh v, 
z=senh2 v; O:5u:5'lT, v2:0 

6. x = u + v, y u - v, z = uv; 
-oo < u <oo , -oo<v<oo 

En los problemas 7 a 12 determinar la recta normal y el 
plano tangente a la superficie dada en el punto dado. Las 
superficies son las mismas que las de los problemas 1 a 6, 
respectivamente. 

7. x = 2u - v,y u + 2v, z u - v; 
(1,8, - ·1) 

8. x = 2senucosv,y = 3senusenv, 
z = 4 cos u; (1,~, 2\12) 

9. x=v~,y=~, 
z = uv'f+V2; (1, 1, O) 

10. 2 senh u sen v, y = 2 senh u cos v, 

5 cosh u; ( _~, 4~, 2~) 
x = 

z = 

11. x = senusenhv, y = 2 cos usenhv , 
z =senh2 v; n, O,1\¡) 

12. x = u + v, y = u - v, z = uv; (1, 3, -2) 

13. Calcular el área de los estados de la Unión Americana 
(a) Wyoming (véase figura 18.5.12); y (b) Utah (véase 
figura 18.5.13). 

14. En la superficie de la Tierra, los trópicos abarcan 

Wyoming 

1110 'W 

Figura 18.5.12 Figura 18.5.13 

desde el ecuador hasta las latitudes 23.5° norte y sur, 
las zonas templadas de las latitudes 23.5° a las latitu­
des 66.5° y las zonas polares de las latitudes 66.5° 
hasta los polos. Calcular el porcentaje de la superficie 
terrestre que queda en los trópicos, en las zonas tem­
pladas y en las zonas polares, respectivamente. 

15. (a) Demostrar que 

r = p sen <Pocos ei + p sen <Po sen ej + p cos <Pok, 

para <Po fijo, es una representación para métrica de 
un cono circular recto. 

(b) Determinar el área de la superficie del elemento 
da en términos de dp y de. 

(c) Determinar el área de la superficie lateral de un 
cono cuyo radio de la base es r y su altura es h. 

16. Considerar el toro que se describió en el ejemplo 5 y 
también un cilindro circular recto de radio R cuyo eje 
es el eje z. 

(a) Determinar el área de la superficie S¡ de la parte 
del toro que queda fuera del cilindro. 

(b)Determinar el área de la superficie S2 de la parte 
del toro que queda dentro del cilindro. 

(c) Determinar la razón a/R para la cual S¡/S2 = 2. 

17. Una rampa en espiral está determinada mediante la 
ecuación 

r = u cos vi + usenvj + cuk, 
a:5u:5b, 0:5 v .:5 2'lT, 

en la cual e es un parámetro que determina la pendien­
te de la rampa. Determinar el área de la superficie de 
esta rampa. 
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18. Formular una integral que represente ·el área de la 
superficie de la parte de la hiperboloide 

r = 2 cosh u cos vi + 3 cosh u sen vj + senh uk 

que está en el primer octante entre los planos z = O Y 
z =~. 

19. Formular una integral que represente el área de la 
superficie de la elipsoide 

r = a sen u cos vi + b sen u sen vj + ecos uk . 

20. Demostrar que 

en la cual 

18.6 LA DJVERGENCIA y EL ROTACIONAL 

El operador gradiente se define como 

E = (ax)2 + (ay)2 + (az)2, 
au au au 

F = ax ax + ay ay + az az 
au av au av au av' 

y se introdujo en la sección 16.4. Aplicando Va una función escalar f se produjo el 
vector gradiente Vf, cuyas componentes son af/ax, af/ay y af/az, respectivamente. 
En esta sección estudiaremos cómo se puede emplear V también como un operador 
sobre vectores. Si tratamos formalmente a V como un vector, entonces podemos 
qplicarlo a un campo vectorial v(x, y, z) al menos de dos formas. 

El primer modo consiste en formar el "producto escalar" de V con v como sigue: 

(1) 

A la cantidad V . v se le llama la divergencia de v y a veces se le representa con div 
v. Para un vector en dos dimensiones, 

v(x, y) = u¡(x, y)i + U2(X, y)j 

tenemos que 

v· v (2) 

Obsérvese que V . v es una cantidad escalar y no un vector. 
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EJEMPLO 1 

Determinar la divergencia de 

v(x, y, z) = 4x2yi + y2Zj - 3xyzk. 

De acuerdo con la ecuación 1 obtenemos 

a a a 
V· v = - (4X2y) + - (y2Z) + - (-3xyz) 

ax ay az 

= 8xy + 2yz - 3xy = 5xy + 2yz .• 

EJEMPLO 2 

Según la ley del inverso de los cuadrados (ejemplo 1 de la sección 18.2), la fuerza de 
atracción que ejerce una masa M en el origen sobre una masa m en (x, y, z) es 

f( ) _ GMm xi + yj + zk 
x, y, z = (2 2 2)3/2 . 

X + Y + z 
(3) 

Calcular la divergencia de f. 
Excepto por la constante de multiplicación - GMm, el primer término de V . fes 

(X2 + y2 + Z2)-312 + x( -~) (X2 + y2 + Z2)-S/2(2x) 

(X2 + y2 + Z2)-SI2 (X2 + y2 + Z2 - 3x2) 

(X2 + y2 + Z2) - S/2 (_2X2 + y2 + Z2) 

para (x, y, z) *- (O, O, O) . De igual manera obtenemos 

(x, y, z) ~ (0,0, O), 

(x, y, z) ~ (0,0, O). 

Sumando estos resultados encontramos que 

v . f = - GMm(x2 + y2 + Z2)-S /2 

X ( - 2X2 + y2 + Z2 + X2 - 2y2 + Z2 + X2 + y2 - 2Z2) 

= 0, (x, y, z) ~ (0,0, O). 
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En otras palabras, la divergencia de f es cero en todos los puntos, excepto en el origen,
en el cual no está definida porque no existen las derivadas parciales necesarias. -

Un segundo modo de aplicar Va un campo vectorial v(x, y, z) consiste en formar
el "producto vectorial" de V con v. Así,

VXv= (~ i + ~ j + s: k) X (v¡i + V2j + V3k)
ax ay az

(
av3 _ aV2) i + (av¡ _ aV3) j + (av2 _ av¡) k.
ay az az ax ax ay

(4)

El vector V X v, definido arriba, se conoce como el rotacional de v, y también se le
representa mediante rot v. Para evitar confundir el orden de los signos de los términos
en la ecuación 4 podemos expresar a V X v en notación de determinantes como sigue:

V¡

(5)v x v

j k
a a a

ax ay ñz
V2

El lector debe comprobar que se obtiene la ecuación 4 si el determinante 5 se desarrolla
formalmente a partir de los elementos del primer renglón de acuerdo con las reglas
usuales para los determinantes.

EJEMPLO 3

Determinar el rotacional de

v(x, y, z) = x2yi - 2xyzj + 2yz2k.

De acuerdo con las ecuaciones 4 ó 5, obtenemos

VXV
j k

a a a
- -
ax ay az
x2y -2xyz 2yz2

(2z2 + 2xy)i + (O - O)j + (-2yz - x2)k

= 2(Z2 + xy)i - (2yz + x2)k .•

EJEMPLO 4

Determinar el rotacional del campo de fuerzas
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f(x, y, z) _ GMm xi + yj + zk 
(X2 + y2 + Z2)3/2 

que se presentó en el ejemplo 2. 
La primera componente de V X fes 

ai3 _ ai2 = _ GMm (~ [z(x2 + y2 + Z2)-3/2] 
ay az ay 

_ ~ [Y(X2 + y2 + Z2) -312] ) 
az 

- GMm [z ( -~) (X2 + y2 + Z2)-S /2 (2y) 

- y ( - ~) (X2 + y2 + Z2)-S /2 (2z) ] 

= 0, (x, y, z) "" (0,0, O). 

Se pueden calcular igualmente las otras dos componentes de V X f. Así, V X f = O en 
todos los puntos, excepto en el origen, en el cual no está definido . -

La divergencia y el rotacional tiene interpretaciones importantes en la física, que 
exploraremos después con cierto detalle. Sin embargo, por el momento los considera­
remos simplemente como variaciones del tema de derivación. Así, se debería esperar 
que compartan ciertas propiedades con otros operadores de derivación, lo cual es 
realmente el caso. Por ejemplo, si u(x, y, z) y v(x, y, z) son campos vectoriales cuyas 
componentes tienen derivadas parciales continuas, entonces 

(6) 

y 

(7) 

Se dejan al lector las demostraciones de estas tórmulas; en la demostración no se hace 
más que escribir el lado izquierdo de cada ecuación y agrupar los términos para formar 
la expresión del lado derecho. 

Si el campo vectorial u(x, y, z) y la función escalar <\>(x, y, z) tienen derivadas 
continuas hasta de orden dos, entonces son válidas las tres ecuaciones siguientes: 

v X (V<\» rot (grad <\» O; 

V· (V x v) div(rot v) = O' , 

V· (V<\» div(grad <\» 

a2<\> a2<\> a2<\> + - + -ax2 ay2 az2 V2<\>. 

(8) 

(9) 

(10) 
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18.6 LA DIVERGENCIA Y EL ROTACIONAL 

Es directa la demostración de cada uno de estos resultados. Por ejemplo, para 
demostrar la ecuación 8, podemos sustituir a v por \7<1> en la ecuación 4. Con ello 
obtenemos 

v x (V<I» = (<I>yZ - <l>zy)i + (<I>z x - <l>xz)j + (<I>XY - <pyx)k. (11) 

Si <1> tiene derivadas parciales continuas al menos de orden dos, entonces cada compo­
nente del lado derecho de la ecuación 11 es cero, lo cual demuestra la ecuación 8. 

De igual manera, podemos tomar la divergencia de \7 X v que aparece en la 
ecuación 4; así, 

V· (V x v) 

0, 

de nuevo siempre que se pueda invertir el orden de la derivación . Con esto se demuestra 
la ecuación 9. 

La ecuación 10 es consecuencia inmediata de evaluar \7 • (\7<1» . En los problemas 
12, y del 14 a118, se pueden encontrar algunos ejemplos más en los cuales intervienen 
la divergencia y el rotacional. 

Campos irrotacionales 

Se puede describir la posición de una partícula P que se mueve en una órbita circular 
de radio a con una velocidad angular úl en radianes/segundo como se ve en la figura 
18.6.1, mediante la ecuación 

r = xi + y j = a cos últ i + a sen últ j . 

El vector de velocidad correspondiente, 

dr . . 
v = - = - úla sen últ 1 + úla cos últ J 

dt 

Figura 18.6.1 Una partícula P 
que se mueve en una 6rbita circular. 

x 

(12) 

y 

1125 
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1126 INTEGRALES DE LÍNEA Y DE SUPERFICIE

= -wyi + wxj, (13)

es tangente a la trayectoria circular que sigue la partícula, y tiene. como magnitud
Ilvll = aw. El rotacional de v es

i j k

VXv=
a a a

=2wk.- - (14)
ax ay az

-wy wx o
Así, la magnitud de V X v es el doble de la velocidad angular, y su dirección es
perpendicular al plano de rotación. En un movimiento más general, el rotacional del
vector de velocidad es una medida de la componente de la rotación.

En mecánica de fluidos se acostumbra llamar a

ti) = V X v (15)

el vector de vorticidad. Si w = O, entonces el movrrmento del fluido no tiene
componente rotacional, y se dice que el flujo es irrotacionaI. Este término también se
usa comúnmente para describir a cualquier vector cuyo rotacional es cero, aun si el
campo vectorial no tiene nada que ver con la mecánica de fluidos.

Por último, recordemos que el teorema 18.2.4 afirma, en parte, que si

aR
ay

aQ
az'

(16)
ap
az

aR
ñx.'

aQ
ax

ar
ay

en una región D simplemente conexa, entonces el vector

v = Pi + Qj + Rk

es el gradiente de alguna función potencial escalar <\>.En notación vectorial, las
ecuaciones 16 se transforman en

V X V = O, (17)

de modo que, de acuerdo con el teorema 18.2.4, si v es irrotacional en una región
simplemente conexa, entonces v = V<\>en ella. Esto es en esencia la inversa de la
ecuación 8, que afirma que un vector gradiente es irrotacional (en cualquier región).
En otras palabras, en una región simplemente conexa, un campo vectorial es irrotacio-
nal si y sólo si es conservativo, esto es, si y sólo si es el gradiente de una función
potencial escalar.

Existe un resultado algo semejante en el que intervienen la divergencia y el
rotacional. Si u = rot v, entonces la ecuación 9 afirma que div u = O. Bajo ciertas
restricciones moderadas, también es cierto lo inverso, esto es, si div u = O, entonces
hay un vector v cuyo rotacional es u. En este caso a v se le llama el potencial vectorial
de u. En el problema 19 se describe una manera de construir a v.

-PR
En le
rotac

4. '

5..

6.

7.

8.

9.

LO.

11

12.

13
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PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 10, determinar la divergencia y el 
rotacional del campo vectorial dado. 

1. v(x , y , z) = xy senz i + x2zj - Y cos z k 

2. v(x, y, z) = 2x2yi + 4y2zj + 3z2xk 

3 ( ) 
r xi + y j + zk 

• v x, y, z = - = 
r r 

r = (X2 + y2 + Z2)112 
4. v(x, y, z) = rr = r(xi + yj + zk) , 

r = (X2 + y2 + Z2)1 /2 

5. v(x, y) - ryi + rxj , r = (X 2 + y2)112 

6. v(x, y) = C2 : y2) i + C2 ~ y2) j 

7. v(x, y, z) = 2xyzi - (x 2, + y2)j + xyz2k 

8. v(x, y, z) = xyeZi + yze -xk 

9. v(x , y, z) = senx seny i + cos y senz j 

LO. v(x, y, z) 
xi + yj + zk 

X2 + y2 

+ cos z cos xk 

11. Si u(x, y, z) y v (x, y, z) son campos vectoriales dife­
renciables, y si CI Y C2 son constantes cualesquiera, 
demostrar que 

(a) V' (clu + c2v) = clV· U + c2V· v. 

(b) V X (clu + c2v) = cS x u + c2V X V. 

12. Si u(x, y, z) tiene derivadas continuas hasta de orden 
dos, demostrar que 

V x (V x u) = V(V . u) - V2U , 

en donde 

13. Si r = xi + yj + zk, y si A es un vector constante, 
demostrar que 

V x (A x r) = 2A, 

y que 

V . (A x r) = O. 

En los problemas 14 a 18, suponer que los campos vecto-

PROBLEMAS 1127 

riales u(x, y, z), y v (x, y, z) , y las funciones escalares 
<j>(x, y, z) y Ij!(x, y, z) tienen tantas derivadas continuas 
como sea necesario. Bajo esta base, deducir cada una de 
las relaciones siguientes: 

14,V'(<j>u) = (V<j»'u + <j>(V ' u) 

15. V x (<j>u) = (V<j» x u + <j>(V x u) 

16. V· (u X v) = v . (V x u) - u· (V x v) 

17. V· (<j>VIj!) = V<j> . VIj! + <j>V2IjJ 

18. V x (<j>VIj!) = V<j> x VIj! 

19. En el texto hemos hecho notar que si u = V X v, 
entonces V . u = O. En esta ocasión discutiremos el 
inverso: si V . u = O (en una región de tipo algo 
restringida), entonces existe un vector v tal que 
u = V X v. Supongamos que D es una caja rectangu­
lar abierta en el espacio xyz, y que 

u(x, y, z) = L(x , y , z)i + 
M(x, y, z )j + N(x , y, z)k 

está definida en D, y que 

aL aM aN 
V . u = - + - + - = O. 

ax ay az 
( i) 

Deseamos formar un vector 

v(x, y , z) = P(x , y, z)i + 
Q(x, y, z)j + R(x , y, z)k 

tal que u = V X v. En otras palabras, deseamos 
seleccionar a P, Q y R de tal forma que 

aR _ aQ = L 
ay az ' 

ap aR 
az ax 

ax ay 

M, 

(ii) 

A continuación se describe una manera de formar a P, 
Q y R. La deducción emplea el hecho de que si f y 
af/ax son continuas, entonces 
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a fd fq¡ -a ¡(x, y, z) dz = - (x, y, z) dz. 
x e e ax 

g(x, y) = - r N(x, T], zo) dT]. 
Yo 

(a) Sean (xo, Yo, zo) y (x, y, z) puntos en D. Seleccio­
namos a R(x, y, z) = O. Demostrar entonces que las 
primeras dos de las ecuaciones ( ii) se satisfacen en 
caso de que 

Obsérvese que v está determinado sólo hasta un vec­
tor irrotacional aditivo . También, nótese que se puede 
partir escogiendo ya sea a P ó a Q como igual a cero, 
en lugar de R. 

En los problemas 20 a 25, emplear el método del problema 
19 para determinar un vector v tal que V X v = u, o en 
caso contrario demostrar que no existe ese vector. Suponer 
que D es la totalidad del espacio xyz. 

Q(x, y, z) -J' L(x, y,~) d~, 
'o 

P(x, y, z) = J' M(x, y, n d~ + g(x, y), 
'o 

en las que g es una función arbitraria de x y y. 

(b)Emplear la ecuación (i) para demostrar que la 
tercera de las ecuaciones (ii) se satisface siempre 
que 

20. u(x, y, z) = yzi + xzj + xyk 

21. u(x, y, z) = 2xi + y j - 3zk 

22. u(x, y, z) = 2xi + y j + 3zk 

23 . u(x, y, z) = xysenz i + x 2zj - Y cos z k 

o bien 

:~ (x, y) -N(x, y, zo) , 
( 

y2ex) Z3 
24. u(x,y, z) = ye'i + .yz2 - - 2- j - 3 k 

25. u(x, y, z) = xy senz i + x 2zj + Y cos z k 

18.7 EL TEOREMA DE LA DIVERGE NCIA 

Hay muchas aplicaciones importantes de las integrales de superficie en las que inter­
vienen campos vectoriales que dependen de variables en el espacio, y posiblemente en 
el tiempo. Por ejemplo, la fuerza resultante que se ejerce a través de una superficie, o 
bien la rapidez del flujo (masa por unidad de tiempo) de un fluido a través de una 
superficie, están determinadas por integrales de este tipo. 

Supongamos que la superficie S está descrita por 

z = f(x, y), (x, y) E OXY' (1) 

Entonces, como se indica en la figura 18.7.1, en cada punto de la superficie hay dos 
vectores normales unitarios posibles, que son 

N = + - fAx, y)i - fy(x, y) j + k 
. [f;(x, y) + n(x, y) + 1)1/2' (2) 

Análogamente, si la superficie está determinada por 

F(x, y, z) = 0, (3) 

http://carlos2524.jimdo.com/
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z 

y 

x 

Figura 18.7.1 

entonces 

Fx(x, y, z)i + Fy(x, y, z)j + Fz(x, y, z)k 
N = + 2 2 2 1/2' [FAx, y, z) + Fy(x, y, z) + Fz(x, y, z)] 

(4) 

Para evitar ambigüedades, debemos seleccionar a una de esas .normales para identificar 
la dirección normal positiva en cada punto. Por ejemplo, podíamos escoger al vector 
que corresponde al signo más en la ecuación 2 o en la ecuación 4, como vector normal 
unitario positivo N. Si S es una superficie cerrada, como por ejemplo una esfera, 
siempre escogeremos el vector normal que apunta hacia afuera como positivo; en 
cualquier otro caso, la selección será arbitraria. Sin embargo, una vez hecha la 
selección de N, entonces el lado de la superficie S sobre la que queda N se llama lado 
positivo, y al otro lado se le llama lado negativo. 

En esta discusión suponemos que S tiene en realidad dos lados; a estas superficies 
se les llama orientables. No es ésta una trivialidad, ya que hay superficies que no tienen 
esa propiedad. El ejemplo más común de una superficie de un lado, o no orientable, es 
la banda de Mobius, que se puede formar con una banda rectangular larga de papel, 
torciéndola una vez y pegando los extremos. 

Supongamos ahora que se define un campo vectorial v(x, y, z) en una región xyz 

del espacio que contiene a S. Entonces (v . N)(x, y, z) es la componente de v en la 
dirección del vector normal positivo y 

J L (v . N)(x, y, z) da (5) 

es el flujo total de v a través de S desde el lado negativo al positivo. Por ejemplo, si 
v (x, y, z) es la velocidad en el punto (x, y, z) de un fluido, entonces la integral (5) es 
la rapidez (volumen por unidad de tiempo) a la cual fluye el fluido a través de la 
superficie S del lado negativo alIado positivo. Si p(x, y, z) es la densidad del fluido, 
entonces 

J L p(x, y, z)(v . N)(x, y, z) da (6) 

es la rapidez del flujo de la masa del fluido a través de S. Análogamente, si T(X, y, z) 
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representa la fuerza por unidad de área, o esfuerzo, entonces (T . N)(x, y, z) da es la 
fuerza que se ejerce a través del elemento de área da en la dirección de la normal 
positiva, y 

Fn = f L (T· N)(x, y, z) da (7) 

es la fuerza normal que ejerce el material a través de S sobre el lado positivo, sobre el 
material que está en el lado negativo. De igual manera, 

F = f L T ( x, y, z) da (8) 

es la fuerza resultante, o total, que se ejerce a través de S. 

EJEMPLO 1 

Como en el ejemplo 2 de la sección 18.6, la fuerza de atracción que ejerce una masa 
M en el origen sobre una masa m en (x, y, z) es 

xi + yj + zk 
f(x, y, z) = - GMm (2 2 2)3/2 ' 

X + Y + z 
(9) 

Si la superficie cilíndrica X2 + y2 = a2 tiene una densidad constante (masa por unidad 
de área) p, calcular la fuerza F resultante que ejerce la masa M sobre la parte del cilindro 
para la cual O :::::; z :::::; h. 

La figura 18.7.2 indica la distribución de fuerzas en el cilindro. Debido a la simetría 
de las fuerzas con respecto al eje z, las componentes netas F ¡ y F 2 en las direcciones x 
y y, respectivamente, son cero. Por tanto, sólo necesitaremos calcular la componente 
z, F 3, de la fuerza resultante sobre el cilindro . La masa de un elemento da del cilindro 

Figura 18.7.2 Atracción 
gravitatoria en un cilindro. 
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es pdO". Por tanto, empleando la ecuación 9 en la que m se remplaza por pdO", e 
integr¡mdo después en el cilindro, obtenemos 

(10) 

en donde S es la superficie dei cilindro. Aprovechando de nuevo la ventaja de la 
simetría de este caso, podemos calcular F3 si integramos sobre la parte de S del primer 
octante, para después multiplicar por cuatro. Para evaluar la integral podemos proyec­
tar ya sea sobre el plano xz o el plano yz. Escogemos este último y tenemos que 

J 
r z dA yz 

F3 = - 4GMp Jo" (a 2 + Z2)312 x/a 

-4GMp f 10" (a2 +z Z2)312 (a2 _a y2)112 dy dz 

-4GMpa [ - (a 2 + Z2)-1121:J [arc sen ~ 1] 

- 4GMpa ~ [ - (a 2 + h2)-1I2 + a-1J 
- 2'ITGMp [1 - a(a 2 + h2)-112]. (11) 

El resultado es negativo debido a que la fuerza se dirige hacia abajo (en dirección de 
z negativo). Obsérvese que la cantidad entre paréntesis tiende a 1 cuando h ---700. Así, 

F = - 2GMpk 

es la fuerza resultante en un cilindro semiinfinito. -

EJEMPLO 2 

Suponer que pasa un fluido de densidad constante p por un tubo circular de radio 
interior a. Sea y el eje del tubo, como se ve en la figura 18.7.3. Si la velocidad del fluido 
es 

(12) 

donde X2 + y2 .:s a2 , determinar la rapidez con que pasa el fluido a través de la superficie 
hemisférica S, 

y ~ o. 

El flujo del fluido a través de S es 
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Figura 18.7.3 Flujo a través de una super­
ficie hemisférica en un tubo. 

x 

p f L (v· N)(x, y, z) dcr. 

El vector normal unitario N que apunta alejándose del origen es 

N x. Y. zk =-I+-J+- . 
a a a 

Es conveniente integrar sobre el plano xz, así que 

dcr = dA n = dAxz 

IN·jl y /a 

y la región de integración Dxz es el disco X 2 + Z2 ::; a2 . Con ello, obtenemos 

f f. f r (a 2 - X2 - Z2)1 12 (y /a) 
p (v· N)(x , y , z) dcr = P Ji / a dAxz 

s fin y 

p (a 2 - r2)112 r dr de f21T fa 
o o · 

Otra vez el teorema de Green 

Como mencionábamos al principio de la sección 18.4, deseamos ampliar la relación 
que expresa el teorema de Green (teorema 18.3.1) de dos a tres dimensiones. Para 
lograrlo será adecuado escribir el teorema de Green en notación vectorial, la cual es 
esencialmente independiente de las dimensiones. Resulta que hay dos modos de 
hacerlo, que conducen a resultados importantes, y ambos se pueden considerar como 
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versiones tridimensionales del teorema de Green. Veremos ahora el primero, mientras 
que el segundo aparecerá en la sección siguiente. 

Sea e una curva suave por pedazos, simple y cerrada en el plano xy, descrita en 
forma paramétrica mediante 

x = fes), y = g(s), 

donde s es la longitud del arco medida en sentido levógiro a partir de un punto fijo en 
la curva (véase figura 18.7.4). El vector tangente T unitario en un punto P está definido 
por 

Figura 18.7.4 

T 
dx. dy. 

=-I+-J 
ds ds 

y 

y el vector normal unitario N en dirección hacia afuera es 

N = dy l. dx. 
ds ds J. 

x 
x 

Si escribimos v(x, y) = v¡(x, y)i + V2(X, y)j, Y a continuación identificamos a v¡(x, y) 

con Q(x, y) y a V2(X, y) con - P(x, y), obtenemos 

~ v . N(x, y) ds = ~ v¡(x, y) dy V2(X, y) dx 

~ P(x, y) dx + Q(x, y) dy. 

Por otro lado, si n es la región delimitada por e, entonces 

f ( (a Q - a P) dA = f ( (a v ¡ + a V2) dA 
Jo ax ay Jo ax ay 

= f In 'V. v dA. 

Con ello se puede escribir la conclusión del teorema de Green en la forma vectorial 

~ v . N ds = f L 'V • v dA. (13) 
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El lado izquierdo de la ecuación 13 es el flujo neto hacia afuera de v a través de C. El 
teorema de Green dice que esta cantidad está compensada por la integral de la 
divergencia de v en todo el interior de C. 

El teorema de la divergencia 

Para extender a tres dimensiones el resultado expresado por la ecuación 13, parece 
natural tomar en cuenta, en lugar de C y n, a una superficie cerrada S que contenga a 
la región D. Al mismo tiempo, podemos considerar que v es un campo vectorial en tres 
dimensiones . Con ello llegamos a un resultado importante que se enuncia en el 
siguiente teorema*. 

Teorema 18.7.1 

(Teorema de la divergencia) 

Sea S una superficie suave por pedazos, cerrada y orientable, con un vector 
normal unitario N, y sea D la región acotada por S. Si v(x, y, z) es un campo 
vectorial con derivadas parciales continuas en D, entonces 

J Lv. N da = J J Lv. v dV. (14) 

Demostración parcial. Obsérvese primero que 

N = (cos a)i + (cos l3)j + (cos -y)k, 

donde a , 13 y -y los ángulos entre N y los ejes x, y y z positivos, respectivamente. 
Entonces 

f Lv. N da f L V¡ cos a da + f L V2 cos 13 da + f fs V3 cos -y da. (15) 

También, 

f f Iv v· v dV f f Iv ~:l dV + f f Iv ~~2 dV + f f Iv ~~3 dV. (16) 

* Es algo incierto el origen del teorema de la divergencia. Como hemos visto, equivale esencialmente al 
teorema enunciado por Green en 1928, pero el apellido Green se reserva en general a la versión del teorema 
en dos dimensiones. El matemático ruso Mijail Ostrogradsky (1801 -1862) también empleó el resultado en 
un trabajo presentado en 1828, y resultados semejantes aparecen en un trabajo inicial de Gauss y de Lagrange. 
A veces el teorema se asocia con los nombres de Gauss y de Ostrogradsky, pero en general se le llama 
simplemente teorema de la divergencia. 
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Se demostrará ahora el teorema de la divergencia, siempre que podamos demostrar que 
los términos correspondientes de los lados derechos de las ecuaciones 15 y 16 son 
iguales, esto es, que 

f L V3 cOS -y du = f f L ~~3 dV, (17) 

y análogamente para los términos en los que aparecen VI y V2' Para demostrar la 
ecuación 17 supondremos que se puede describir a D mediante las desigualdades 

D :f(x,y)::s;z::s;g(x,y), (x, y) E nxY" 

Se dice que esa región D es proyectable en el plano xy . Como se indica en la figura 
18.7.5, la frontera S de D consta de al menos una parte inferior SI' dada por z = f (x, y), 

y 

I I 
I I 
~I 

x 

Figura 18.7.5 

y una parte superior S2 representada por Z = g(x, y). Puede también haber una parte 
lateral S3' que es una parte del cilindro con sección transversal nXY y generatrices 
paralelas al eje z. Entonces, partiendo del lado derecho de la ecuación 17 e integrando 
con respecto a z, obtenemos 

f f f aV3 f i f8(X ,y) aV3 - (x, y, z) dV = - (x, y, z) dz dAxy 
D az !l.xy f(x,y) az 

= f i V3[X, y, g(x, y)] dA xy - f i V3[X, y, f(x, y)] dA xy • 
flxy flxy 

Pasando ahora al lado izquierdo de la ecuación 17, tenemos que 
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La integral sobre S3 es cero, porque el vector normal en S3 es paralelo al plano xy; por 
tanto cos 'Y = O. En S2' cos 'Y 2::: ° y, por consiguiente (cos 'Y )da = dAxy, Y 

J J. V3 COS 'Y da = J i V 3[X , y , g(x, y)] dAxy-
S2 {1xy 

Por último, en SI' cos 'Y ::s 0, y así (cos 'Y) da = - dAxy, Y 

J J. V3 COS 'Y da = - J i V 3[X , y, f(x, y )] dAxy-
s, fixy 

En consecuencia, 

J L V3 COS 'Y da = J L xy V 3[X , y , g(x, y)] dAxy - J L xy V3[X, y, f(x , y)] dA xy · 

Así, hemos demo~!rado la ecuación 17 para regiones que son proyectables en el 
plano xy. De modo semejante, si se puede describir a D mediante 

D : h(y,z)::s x::S k(y, z), (y, z) E !lyZ 

o mediante 

D : [(x , z) ::s y ::s m(x , z) , 

esto es, si D es proyectable en los planos yz o xz, entonces se infiere que 

J L V¡ COS a da = J J 10 ~~¡ dV ) (18) 

o también 

J L V2 COS ~ da = J J 10 ~~2 dV, (19) 

respectivamente. Por último, si D es proyectable en los tres planos coordenados, 
entonces son válidas las ecuaciones 17, 18 Y 19, Y la ecuación 14 se sigue de 
inmediato. o 

La demostración que hemos presentado del teorema de la divergencia se aplica a 
regiones que son proyectables en cada uno de los tres planos coordenados. Se puede 
ampliar el teorema para regiones que se componen de un número finito de subregiones 
de este tipo, mediante un argumento semejante al que usamos para el teorema de Green 
en la sección 18.3. También se puede extender el teorema de la divergencia a regiones 
cuya frontera conste de dos o más superficies separadas. Por ejemplo, en la figura 
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y 
'-----¿>. 

(a) (b) 

Figura 18.7.6 

18 .7.6a, D es la región entre las superficies SI y S2' Entonces 

J J Iv V· v dV = J t v . N dCJ + J Lv, N dCJ, (20) 

en donde en cada una de las integrales del lado derecho de la ecuación 20, N se dirige 
hacia el brigen en SI ' y se aleja del origen en S2' También, podemos seleccionar en 
forma alternativa a N como la normal que apunta alejándose del origen en ambos casos, 
como se ve en la figura 18.7.6b; entonces, ya que si se invierte la dirección de N se 
cambia el signo de la integral sobre SI, 

J J Iv V . v dV = - J L, V • N dCJ + J Lv, N dCJ. (21) 

En las figuras 18.7.6a y 18.7.6b se muestran ambas superficies en las que se encierra 
al origen, pero la ecuación 21 es válida sea éste el caso o no. 

El teorema de la divergencia es útil en el estudio de la física y de las matemáticas 
aplicadas, para desarrollar las ecuaciones fundamentales de la mecánica de fluidos y 
de la teoría electromagnética, por. ejemplo. También se usa en la evaluación de 
determinadas integrales, porque da una expresión diferente, pero equivalente, de ellas. 
Con más frecuencia, esto brinda un medio para evaluar una integral sobre una superficie 
cerrada cuando el campo vectorial tiene una divergencia sencilla. 

EJEMPLO 3 

Determinar el valor de 

J L [(2x + yz)i +2xzj - 3xyk] • N dCJ, 
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en la cual 'S es la frontera de la región cilíndrica 

o ::::: z ::::: h. 

Notemos que S comprende los extremos del cilindro en los planos z = O Y z = h, 
así como la superficie lateraL Si representamos al vector del integrando mediante v, 
entonces 

a a a 
V· v = - (2x + yz) + - (2xz) + - ( - 3xy) = 2. 

ax ay az 

Por tanto, de acuerdo con el teorema de la divergencia y observando que el volumen 
de R es 'T'ia2h, 

f Lv . N dfY = f f Iv V· v dV = 2 f f Iv dV = 2'T'ia2h. I! 

EJEMPLO 4 

Consideremos de nuevo la fuerza proporcional al inverso del cuadrado de la distancia, 
que representa la ecuación 9 del ejemplo 1, 

xi + yj + zk 
f(x, y , z) = - K (2 2 2)3 /2' 

X + Y + z 
(22) 

donde K es una constante positiva. Determinar 

(23) 

en la que S es cualquier superficie suave por pedazos, cerrada, que contiene al origen 
(véase figura 18.7.7). 

Figura 18.7.7 La fuerza gravitacional normal 
en la superficie S es la misma que en la esfera ¡. 
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Parecerá improbable que se pueda evaluar la integral sin especificar a S con más 
precisión. Sin embargo, recuérdese que en el ejemplo 2 de la sección 18.6 demostramos 
que V . f = O para todos los puntos que no sean el origen. Para aprovechar la ventaja 
de este hecho, podemos introducir la esfera 4 cuyo centro está en el origen y cuyo radio 
es a, escogiendo a a lo suficientemente pequeño como para que 4 esté dentro de S 
(véase figura 18.7.7). Si D es la región comprendida entre 4 y S, entonces V . f = O en 
toda D. En consecuencia, aplicando a D el teorema de la divergencia, obtenemos 

J L f· N da + J L f . N da = J J lo V . f dV = 0, 

en donde N es la normal unitaria dirigida hacia afuera de D, tanto en 4 como en S. Si 
invertimos la dirección del vector normal N en 4, tenemos que 

J L f . N da = J L. f . N da, (24) 

en la cual ahora N se dirige alejándose del origen tanto en 4 .como en S. Sucede que la 
integral sobre 4 es fácil de evaluar; en realidad esto es pOLlo que hemos escogido a 4 
como una esfera. En 4 tenemos que X2 + y2 = Z2, Y 

Así, 

N x. Y. zk =- I +- J +- . 
a a a 

De acuerdo con la ecuación 24 se tiene inmediatamente que 

J L f· N da = - 41TK 

para una superficie S arbitraria que rodee el origen. Por tanto, la integral (23) es 
independiente de la superficie, de modo análogo a aquél en el que determinadas 
integrales de línea son independientes de la trayectoria. -

Por último, podemos emplear el teorema de la divergencia para obtener una 
comprensión más clara del significado físico de la divergencia. Para hacer más espe­
cífica nuestra discusión, sea v la velocidad de un fluido que ocupa determinada región 
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del espacio, y sea S una esfera pequeña con centro en el punto P, sea D el interior de 
S. Entonces, empleamos el teorema de la divergencia y calculamos el valor de la 
integral sobre D. Para ello empleamos el valor de V . v en P, y obtenemos 

f Lv. N dO" = f f Iv v· v dV == (V· v)(P) VeD), 

en la cual VeD) es el volumen de D. Si V . v es continua, entonces la aproximación 
tiende a la igualdad cuando VeD) --70. En consecuencia, obtenemos 

(V. v)(P) = lím I Is v . N dO". 
V(D}-+O VeD) 

(25) 

Así, (V . v)(P) es el flujo de salida por unidad de volumen a través de una esfera pequeña 
que rodea a P, o sea la densidad de flujo en P. Además, si el fluido no se crea ni se 
destruye en P, esto es, que no hay allí ni una fuente ni un sumidero, entonces el flujo 
neto es cero y por tanto la divergencia es cero. Si no es así, la divergencia de v es una 
medida de la rapidez con la que se crea o se destruye el fluido en P. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 4 calcular el valor de la integral dada, 
(a) mediante el teorema de la divergencia, y (b) mediante 
una evaluación directa de la integral de superficie. 

1. J Js(2xi - 3yj + 4zk) . N da, donde S es la superficie 
del cubo O::: x::: 1, O ::: y ::: 1, O ::: z ::: 1. 

2. J Js(xi + 4yj - 3zk) . N da, donde S es la superficie 
del paralelepípedo rectangular O::: x ::: 2, O ::: y ::: 3, 
O ::: z ::: 1. 

3. J Js(yzi + xzj + xyk) . N da, donde S es la superficie 
del cubo O::: x::: 1, O::: y::: 1, O::: z::: 1. 

4. J Js(x2i + lj + z2k) . N da, donde S es la superficie 
del paralelepípedo rectangular O ::: x ::: 2, O ::: y ::: 4, 
O ::: z ::: 3. 

En los problemas 5 a 10 emplear el teorema de la diver­
gencia para calcular el valor de J Js v . N da, donde v y S 
están dadas. 

s. v(x, y, z) = 2xi + yj + (1 - z)k; S es la esfera ~ + 
l + Z2 = a

2
. 

6. v(x, y, z) = -xi + (3y + l)j + (z - 2) k; S consta 
del hemisferio z = >/a2 - ? -l junto con el disco 
X2 + l ::: a

2 en el plano z = O. 

7. v (x, y, z) = x2i + lj; S es la superficie del cilindro 
x2 + l ::: 1, O::: z ::: 2, incluyendo la tapa y el fondo. 

8. v (x, y, z) = (x2 + l)i + 2xyj; S es la paraboloide 
z = 9 - x2 - l para z 2:: O junto con el disco X2 + l 
::: 9 en el plano z = o. 

9. v (x, y, z) = x2i + lj + z2k; S es la superficie del 
cilindro ~ + l ::: 4, O ::: z ::: 3, incluyendo la tapa y 
el fondo. 

10. v (x, y, z) = x3i + y3j + z3k; S es la esfera X2 + l + 
Z2 = a 2. 

En los problemas 11 a 16, calcular el valor de la integral 
dada. 

11. J Js f . N da, donde f es la fuerza de atracción, que 
varía con el inverso del cuadrado de la distancia, de 
la ecuación 22 en el ejemplo 4, S es la superficie 
hemisférica x2 + l + Z2 = a

2 donde z 2:: O Y N es el 
vector normal unitario superior. 
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12. J Js v . N du, donde v(x, y, z) = z(1 - új, S es la parte 
del plano y = O para la cual O :s x :s 1, O :6 Z :s 1, Y 
N es el vector normal unitario cuya componente y es 
positiva. 

13. J Js v . N du, donde v (x, y, z) = Uzk para alguna U 
constante positiva, S es la parte de la paraboloide 
z = a2 - X2 - l para la cual z 2= O, y N es el vector 
normal unitario superior. 

14. J Js v . N du, en donde v(x, y, z) = Uyj para deten?i­
nada constante positiva U, S es el hemisferio 
x2 + l + Z2 = a2, donde y 2= O y N es el vector-normal 
unitario con componente y positiva. 

15. J Js(xi + yj + zk) . N du, en donde S es la parte de la 
hiperboloide Z2 - ~ - y2 = 1 para la cual 1 :s z :s 
2, y N es el vector normal unitario que apunta hacia 
arriba. 

16. J Js(yzi + xzj + xyk) • N du, donde S es la parte de la 
superficie z = 4 - X2 - l que está en el primer 
cuadrante, y N es el vector normal unitario superior. 

17. Determinar la fuerza vertical total sobre el hemisferio 
x2 + l + Z2 = a2 donde z 2= O, si la fuerza por unidad 
de área es f(x, y, z) = azk, donde a es una constante 
positiva. 

18. Determinar la fuerza normal total sobre una parte del 
cilindro x2 + Z2 = a2 donde z 2= O Y O :s Y :s b, si la 
fuerza por unidad de área es f(x, y, z) = -a(a - z)k, 
en la cual a es una constante positiva. 

19. Sea v(x, y, z) = [x/(x2 + l)]i + [yl(x2 + l)]j, y sea S 
la superficie del cubo -2 :s x :s 2, -2 :s y :s 2, - 2 
:s z :s 2. Calcular el valor de J Js v . N duo 

Sugerencia: considere remplazar a S por la superficie 
¡ que consta del cilindro X2 + y2 = 1 para -2 s z :s 
2, junto con los dos discos x2 + l :s 1 para z = 2 Y 
z = -2, respectivamente. 

20. Demostrar que si v tiene segundas derivadas conti­
nuas en una región que contiene a la superficie suave 
por pedazos y cerrada S, y su interior, entonces 

f L V x v . N du = O. 

21. Demostrar que el volumen de una región D está de­
terminado por 

VeD) = ~ f L F . N du, 

PROBLEMAS 1141 

donde S es la superficie de D y F(x, y, z) 
xi + yj + zk. 

22. Si F es un vector constante, demostrar que 

f L F · N du = O 

para cualquier superficie suave por pedazos y cerrada 
S. 

23. En este problema, suponer que f (x, y, z) y g(x, y, z) 
tienen derivadas parciales continuas, al menos hasta 
el orden dos. 

(a) Determinar la divergencia de g V f. 
(b) Demostrar que 

f J. g af du 
s an 

= f f lo (gV2 f -t- Vf' Vg) dV, 

en donde afIan es la derivada direccional de f en 
la dirección del vector normal externo aS. 

(c) Demostrar que 

f J. (g af_ 19) du 
s ay¡ an 

= f f lo (g~72 f - fV2 g) dV. 

A los resultados descritos en las partes (b) y (c) se 
les llama a veces la primera y la segunda identida­
des de Green, respectivamente. Son importantes 
en el estudio de las ecuaciones diferenciales par­
ciales. Comparar estos resultados con los del pro­
blema 21 de la sección 18.3. 

24. A una función que satisface la ecuación y>2 f = O en 
una región D se le llama armónica en D . 

(a) Demostrar que si f es armónica en D, entonces 

I Is afIan du = O. 

Sugerencia : hacer que g = 1 en el problema 23(b). 

(b) Demostrar que si f es armónica en D, Y si f = O 
en cada punto de S, entonces 

I I ID ¡¡VfW dV = O. 

Sugerencia: En el problema 23(b), hacer que g = 

f · 
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(e) Bajo las condiciones de Iaparte (b), demostrar que
Vf = O en cada punto de D, Y después que f = O
en cada punto de D. Así, la única función armónica
que se anula en el límite de una región dada es la

función que es cero en toda la región, Es un teore-
ma de unicidad fundamental en la teoría de las
ecuaciones diferenciales parciales.

18.8 EL TEOREMA DE STOKES

En esta sección describiremos una segunda ampliación tridimensional del teorema de
Green, a la que se conoce como el teorema de Stokes. Se relaciona estrechamente con
el rotacional de un campo vectorial, de modo semejante a como el teorema de la
di vergencia se relaciona con la divergencia. Como en la sección 18.7, comenzaremos
expresando el teorema de Green en forma vectorial para facilitar la generalización.

Supongamos que

v(x, y) = P(x, y)i + Q(x, y)j (1)

es un campo vectorial en dos dimensiones, cuyo rotacional es

j k

Vxv
a a a-

ax ay az

P(x, y) Q(x, y) o
( aQ _ ap)k. (2)ax ay

Supongamos además que e es una curva suave por pedazos y cerrada en el plano xy,
que contiene a la región fl (véase figura 18.8.1). El vector tangente unitario a e es

dx , d»:
T=-I+-Jds ds'

y

x
é:)<Ei'+&'-dsl dsJ

. n
s

e

Figura 18.8.1
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en donde s es la longitud de arco a lo largo de e en sentido levógiro. Entonces 

~P(x,Y)dX + Q(x,y)dy = ~V'Tds (3) 

y 

f In (~; - ~;) dA = f In V X v . k dA. (4) 

Obsérvese que k es normal al plano de integración n. Así, la conclusión del teorema 
de Green se puede expresar en la siguiente forma: 

~ v . T ds = f In V x v . k dA. (5) 

Para extender este resultado a tres dimensiones podemos remplazar a n por una 
superficie S, suave por pedazos, en el espacio, acotada por una curva cerrada r (simple 
y cerrada). La normal unitaria N en S y la tangente unitaria T en r se relacionan como 
se ve en la figura 18.8.2; si se contempla a S desde el lado positivo, que es el lado en 

z 

y 

Figura 18.8.2 x 

el que queda N, entonces T está dirigida de tal modo que S está a la izquierda del 
trayecto sobre r . De este modo, llegamos al resultado importante conocido como el 
teorema de Stokes* en tres dimensiones. 

* George Gabriel Stokes (1819-1903) nació en Irlanda y se educó en Cambridge. Fue profesor lucasiano de 
matemáticas en esa universidad en 1849 y continuó en este puesto hasta su muerte 54 años después . Más que 
nadie, es el responsable de haber terminado con el aislamiento, autoimpuesto, de los matemáticos ingleses 
respecto a los desarrollos generados en el continente europeo, situación que duró un siglo o más. 

El teorema de Stokes aparecía en una carta de Thomson dirigida a Stokes en 1850, pero fue publicado 
por primera vez por Stokes, en calidad de pregunta de examen para un premio en Cambridge en 1854. 

También se recuerda a Stokes debido a su trabajo pionero en la mecánica de fluidos y por el uso de las 
series asintóticas (divergentes). Las ecuaciones de movimiento de un fluido viscoso, que son las ecuaciones 
de Navier-Stokes, llevan parcialmente su nombre en su honor. 
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Teorema 18.8.1

(Teorema de Stokes)

Si S 'es una superficie suave por pedazos y orientable, acotada por una curva
simple y cerrada I', y si v(x,y, z) tiene derivadas parciales continuas en una región
que contiene a S, entonces

ck v . T ds = f L V Xv . N da, (6)

en la cual el vector unitario tangente T en I' y el vector unitario normal N en S
se orientan como se muestra en la figura 18.8.2.

Demostración parcial del teorema de Stokes. Sea

v(x, y, z) = P(x, y, z)i + Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k.

Entonces, en términos de P, Q y R, la ecuación 6 adquiere la forma

cR P dx + Q dy + R dz

= I f [(aR - aQ)n¡ + (ap - aR)n2 + (aQ - ap)n3] der. (7)Js ay az az ax e» ay
Podemos demostrar la ecuación 7 si demostramos que

(8)

junto con las ecuaciones correspondientes para Q y R. Supongamos que S está repre-
sentada por

S : z = f(x, y), (x, y) E Oxy, (9)

en la cual Oxy es la proyección de S en el plano xy (véase figura 18.8.2). Entonces

_ - f;i - fyj + k
N - (n + n + 1)112'

En consecuencia,

r f (ap ap) I f ( ap af ap )J Js \azn2 - ayn3 do = Jf1
XY

-ih' ay - ay . 1 dAxy

- I 1 aa P[x, y, f(x, y)] dAxy,f1XY y

en la¡
Empl,
últim:

Dem

entor

y qu:

entoi

Si se
cada
son'
7, cc
supe

en u
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en las cuales hemos empleado la regla de la cadena para escribir el último término. 
Empleando el teorema de Green en el plano (teorema 18.3.1), podemos convertir a la 
última integral en flxy en una integral de línea alrededor de su frontera Cxy• Así, 

f L e~n2 - ~~n3) da = ck
xy 

P[x, y, f(x, y)] dx 

= cR P(x, y, z) dx. (11 ) 

De modo semejante, podemos demostrar que si 

s ; y = g(x, z), (12) 

entonces 

f f (-iJ Q n¡ + iJ Q n
3

) da = rfI Q dy 
s iJz iJx 'Yr (13) 

y que si 

S;x h(y, z), (14) 

entonces 

f f (aRn¡ - aRn2) da = ~ R dz. 
s ay ax ~ 

(15) 

Si son válidas las tres ecuaciones 9, 12 Y 14, lo cual significa que S es proyectable en 
cada uno de los tres planos coordenados, entonces las tres ecuaciones 11, 13 Y 15 
son válidas en forma simultánea. Sumando esas ecuaciones se obtiene la ecuación 
7, con lo cual se completa la demostración del teorema de Stokes para este tipo de 
superficies. o 

Para superficies que no son proyectables en los tres planos coordenados, con 
frecuencia se puede demostrar el teorema de Stokes subdividiendo la superficie en un 
número finito de partes que tengan esa propiedad. El teorema de Stokes también se 
puede extender a superficies acotadas por dos o más curvas (esto es, superficies con 
agujeros) empleando argumentos semejantes a los que se vieron en el teorema de Green 
para casos análogos. 

Una consecuel).cia importante del teorema de Stokes es la demostración del teore­
fna 18.2.4, tal como se re formula en la sección 18.6, o sea, que si 

VXv=o (16) 

en una región simplemente conexa D, entonces v = V' <p en D, o, de modo equivalente, 
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cRV'Tds = ü (1'7) 

para toda curva continua por pedazos y cerrada r en D. Si la ecuación 16 es válida en 
D, entonces V X V . N= Ü en cualquier superficie S en D, y la ecuación 17 es 
consecuencia del teorema de Stokes. La región debe ser simplemente conexa, ya que 
de otro modo una curva cerrada continua por pedazos y simple r podría no constituir 
la frontera completa de una superficie en D. Así, la ecuación 16 en una región 
simplemente conexa es suficiente como para garantizar que es válida la ecuación 17, 
así como las demás propiedades equivalentes a ella. 

Aun si V X v '* 0, a veces el teorema de Stokes brinda un medio para e"valuar 
algunas integrales si un lado de la ecuación 6 se puede evaluar de manera apreciable­
mente más sencilla que eLQtro. Los ejemplos siguientes ilustran esto. 

EJEMPLO 1 

Determinar el valor de la integral 

cPrV' T ds, 

en la cual 

v = y(1 + z)i + z(2 + x)j + x( -1 + y)k, 

y r está representada por las ecuaciones paramétricas 

a 
r : x = V2 cos t, 

a 
y = V2 cos t, z = a sen t , 

Comencemos representando el problema en forma geométrica. Nótese que la curva 
r queda en la esfera con centro en el origen y de radio a, ya que X2 + y2 + Z2 = a2

. 

Notemos también que y = x y, por tanto, r es el círculo de intersección de la esfera 
con este plano (véase figura 18.8.3). Para ° .:s t .:s 2'IT partimos del punto (a/-fi, a/-fi, 
O), y avanzamos una vez alrededor del círculo en la dirección que se indica en la figura. 
En otras palabras, partimos del punto inicial en el plano xy , entramos al semiespacio 
superior z > ° para seguir el arco circular hasta el punto (O, 0, a) en el eje z positivo, 
para continuar después alrededor del círculo. Es natural escoger el disco encerrado por 
r en el plano y = x como superficie S. Entonces, las normales unitarias a S están 
definidas por ± (i - j)/-fi. Para conservar la relación adecuada entre N y T, debemos 
escoger a 

N 
- j 

V2 ' 
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,_.r
~
I

(9, o, a)'

----¿

(O,O,-a)

Figura 18.8.3

como se indica en la figura 18.8.3.
No es muy difícil la evaluación de la integral dada empleando las ecuaciones

paramétricas de I', pero se necesita evaluar algunas integrales en las que intervienen
potencias de sen t y cos t. Para determinar si podemos evitar esto empleando en su lugar
el teorema de Stokes, calculamos el rotacional de v:

j k

a a a -2i + j - k.Vxv -
ax ay az

y(l + z) z(2 + x) x(-l+y)

Así,

v x v·N
-2 - 1

v'2

y

f ( v x v . N do = - ~1Ta2,Js v'2

De acuerdo con el teorema de Stokes, la integral de línea dada tiene el mismo valor, lo
cual se puede comprobar evaluándola en forma directa. -
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EJEMPLO 2

Sea

y sea S la parte de la paraboloide

para la que z 2': O. Si Nes el vector normal unitario en S con componente z positiva,
determinar el valor de

J L V x v· N da.

Es posible, y relativamente directo, evaluar la integral pedida como una integral
de superficie, como se describió en la sección 18.4. Sin embargo, en lugar de hacerlo,
transformaremos la integral de superficie en una integral de línea mediante el teorema
de Stokes. El caso geométrico se representa en la figura 18.8.4. El límite I' de S es el

círculo en el plano xy con centro en el origen y radio a. Se debe recorrer la curva I' en
la dirección que se ve en la figura, esto es, en sentido levógiro, vista desde un punto
del eje z positivo. Una parametrización conveniente de r es

o :5 t :5 27r.z = O, (18)y asen t,x = a cos t,

De

ya
obi

q
S
u
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De acuerdo con el teorema de Stokes, tenemos que 

J L V X v . N da- = cR v . T ds 

= 1: P dx + Q dy + R dz 

= 1: Z3 dx + x dy + y2 dz 

= 1:x dy, 

18.8 EL TEOREMA DE STOKES 1149 

ya que z = O y dz 
obtenemos 

O en r. Si introducimos las ecuaciones paramétricas (18), 

cPr x dy = f" (a ¿os t)(a cos t) dt 

(2" 
a2 Jo cos2 t dt 

a
2 f" G + ~ cos 2t) dt 

a2(~t+¡sen2t) 1:" 
= 7I"a2, 

lo cual también es el valor de la integral de superficie que se necesitaba. -

Como nota final observemos que el teorema de Stokes es la base de una mejor 
comprensión física del rotacional. Si v(x, y, z) es el vector de velocidad de un fluido 
en movimiento, entonces 

se llama la circulación producida por v sobre la curva r. Obsérvese que 'Y es la integral 
de la componente tangencial de v sobre la curva cerrada r, de manera que 'Y mide la 
rapidez del flujo alrededor de r. Consideremos ahora un elemento pequeño S del plano 
que contiene al punto P y que tiene un vector normal unitario N. Sea r la frontera de 
S y sea A(S) su área. Entonces, aplicando el teorema de Stokes, y aproximando el 
integrando de S por su valor en P, obtenemos 

'Y(r), = cPr v . T ds = J L V x v • N da­

=: (V X v • N)(P)A (S). 
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1150 INTEGRALES DE LÍNEA Y DE SUPERFICIE 

Despejando a (V X v . N)(P) Y tomando el límite cuando A(S) ---¿ü, obtenemos 

(V' x. v . N)(P) = lím 'Y(r). 
A(S)-+Q A(S) 

Así, en un punto P la componente de V X v en cualquier dirección N es la densidad de 
circulación, por unidad de área, en un plano que pasa por P y es perpendicular a N. 

PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 10 emplear el teorema de Stokes para 
evaluar J r v . T ds para el vector v(x, y, z) dado y la curva 
r dada. 

1. v (x, y, z) = 2zi - xj + 3yk; r es la trayectoria 
triangular de (2, O, O) a (O, 2, O) a (O, O, 3) Y a 
(2, O, O). 

2. v (x, y, z) = yi + 2xj - yk; r es la trayectoria 
rectangular de (O, O, O) a (1, 2, O), a (1, 2, 3), a 
(O, O, 3) para terminar en (O, O, O). 

3. v (x, y, z) = 3yi + 2zj - xk; r es la trayectoria 
triangular que va de (O, O, O) a (3, 1, 1), a (1, 3, 3) Y a 
(O, O, O) . 

4. v (x, y, z) = - zi + 2xj + 3yk; r es la trayectoria 
poligonal que parte de (2, -1, O) y pasa por (O, 1, O), 
(-1 , 1,2), (1, -1,2) Y termina en (2, -1, O). 

5. v (x, y, z) = -zi + 2xj + 3yk; r es la curva de 
intersección del cilindro X2 + l = 4 y el plano 
y = x, recorrida en sentido levógiro, vista desde un 
punto en el eje y positivo. 

6. v(x, y, z) = (2x - y)i + (3y + z)j + ( - z + 2x)k; r 
es la curva de intersección del cilindro x? + l =-4 y 
la esfera x2 + l + Z2 = 8 para la cual z < O, recorrida 
en sentido levógiro, vista desde el origen. 

7. v(x, y, z) = 2xi + z2j + 2yzk; r es la curva de 
intersección de la elipsoide X2 + l + 4Z2 = 4 Y el 
plano y = 2x, recorrida en sentido levógiro, vista 
desde un punto del eje x positivo. 

8. v(x, y, z) = (2xy + z2)i + x2j + 2xzk; r es la curva 
de intersección del cilindro 4x2 + l = 4 y el plano 
z = x + 2, recorrida en sentido levógiro, vista desde 
el origen. 

9. v(x, y, z) = (2xy + z)i + x2j; r es la misma curva del 
problema 8. 

10. v (x, y, z) = 2yi + (2x + z)j + 3yk; r es la misma 
curva del problema 8. 

En los problemas 11 a 16 emplear el teorema de Stokes 
para determinar el valor de f Js V X v . N dCJ para el campo 
vectorial v y la superficie S dados. 

11. v(x, y, z) = 2yzi + xzj + 3xyk; S es la parte de la 
superficie z = a2 

- X2 - l para la cual z 2: O, y N es 
el vector normal unitario que apunta hacia arriba. 

12. v(x, y, z) = 2yzi + xzj + 3xyk; S es la parte de la 
superficie z = a2 - X2 - l en el primer octante y N 
es el vector normal unitario que se aleja del origen. 

13. v (x, y, z) = xyzi + (x + z)j + (x2 - l)k; S es la 
superficie z = a2 

- X2 - l donde z 2: O y N el vector 
normal unitario que apunta hacia arriba. 

14. v(x, y, z) = xyzi + (x + z)j + (x2 - l)k; S es la parte 
de la superficie z = a2 - x2 - l en el primer octante 
y N es el vector normal unitario que se aleja del 
origen. 

15. v(x, y, z) = yz2i + 2xz2 j + xyzk; S es la superficie 
x' + y' + Z2 = a2 donde z 2: a/2 y N es el vector normal 
unitario que apunta hacia arriba. 

16. v(x, y, z) = 2lzi + 3xzj - xy2zk; S es la parte de la 
superficie x? + l + Z2 = a2 para la cual y 2: {3al2 y 
N es el vector normal unitario cuya componente y es 
positiva. 

17. Si S es una superficie acotada por la curva r y si v es 
un vector constante en una región que contiene a S, 
demostrar que <Pr v . T ds = O. 

18. Si SI Y S2 son dos superficies acotadas por la misma 
curva r, que tienen la misma orientación con respecto 
a r, y si v(x, y, z) tiene derivadas parciales continuas 
en una región que contiene a SI Y S2, demostrar que 
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I t v x v . ~ da = I L, V x v . N da. 

19. Si S es una superficie suave por pedazos y cerrada, y 

PROBLEMAS DE REPASO 

En los problemas 1 a 4 evaluar fcF 'dr a lo largo de la curva 
dada. 

1. F(x, y) = In xi + eYj; r(t) = ti + ~ j, 
1$t$2 

2. F(x, y) = xyi + (4x2 - y2)j; el arco del círculo X2 + 
y2 = 16 en el primer cuadrante de (4,0) a (O, 4). 

3. F(x, y, z) = x 2zi + yz2j + y2xk; r(t) = sen t i­
cos tj + k; ° $ t $ 71/2 

4. F(x, y, z) = (2x - z)i + (2y - x)j + (2z - y)k; la 
recta de (O, O, O) a (1,1,1) . 

En los problemas 5 a 8 evaluar la integral de línea dada. 

5. J e(x2 + y2) dx, a lo largo de la curva x = t, Y = t3
; 

0$ t $ 2. 

6. J e(r + y2)-'dy, a lo largo de la recta de (1, 3) a (2, 6). 

7. J e(x/y) dx, a lo largo de la parábola y = X2 + 1 de 
(O, O) a (3,10). 

8. J e(x3 
- y2x)dy, a lo largo de la hipérbola xy = 4 de 

(1,4) a (4,1). 

En los problemas 9 a 12 determinar si el campo vectorial 
es conservativo y si lo es, determinar la función potencial 
4> correspondiente. 

9. F(x, y) = (Ye'Y + 1 - x!Ji + (xe"y - X~2)j 
10. F(x, y, z) = zexi + In yj - cos(xy)k 

11. F(x,y,z) = 2i +senysenzj - cosycoszk 

12. F(x, y, z) = G - 6XYZ)i 

+ G - 3X2Z)j '- 3x2yk 

PROBLEMAS DE REPASO 1151 

si v(x, y, z) tiene derivadas parciales continuas en una 
región D que contiene a S, demostrar que fJs V X v 
. N da = O. Comparar este resultado con el del pro­
blema 20 de la sección 18.7. 

En los problemas 13 a 16, demostrar que la integral de línea 
es independiente de la trayectoria y a continuación evaluar 
la integral. 

13. fey(x +~)dX +x(~ +y)dY de 

(O, 1) a (1, O) 

14. fe eX sen y dx + eX cos y dy de (O, O) a 

(1, ¡) 
15. IJ (y2z + z2y) dx + (xyz + X;2) dy + 

(
x

y2 
) 2 + xyz dzde (0,0, O) ta (1,1,1) 

16. fe ~ (y2ex + Z2) dx + (yex + ~) dy + 

(x + y)z dz de (0,0, O) a (1,1,1) 

En los problemas 17 a 20 emplear el teorema de Green para 
evaluar la integral de línea dada. 

17. ~ ldx + x2dy; e es el círculo ~ + l = 1. 

18. ff2 lny dx - In x dy; e es el cuadrado con vértices 
·, e en (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2). 

19. ~ -cos2y dx + sen2x dy; e es el cuadrado con 
'Yc vértices en (O, O), (O, 71), (71, O), (71, 71). 

20. ~ - x'y dx + 6yx dy; e es la elipse ~/4 + l/9 = 1. 

En los problemas 21 a 24, (a) determinar el área de la 
región dada n, (b) emplear el problema 17, sección 18.3, 
para localizar el centroide de la región plana n, (c) emplear 
el problema 18, sección 18.3, para evaluar lo para n. 
21. La región acotada por x2/4 + l/9 = 1. 

22. La región acotada por y = 1;, y = O, x = y + 2. 
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23. La región acotada por y = eX, x = O, x = 1, Y = O. 

24. La región del primer cuadrante acotada por x = O, 
Y = O, Y Y = 1 - X2. 

En los problemas 25 a 28 determinar el área de la superficie 

dada. 

25. La parte del plano 2x + y + 3z = 6 arriba del 
rectángulo con vértices en (O, O), (O, 2) , (1, O), (1, 2). 

26. La parte de la esfera r + l + Z2 = 16 arriba del 
círculo r + l = 1 en el plano xy. 

27. La parte del cono 4(r + y2) = Z2 que queda arriba del 
triángulo cuyos vértices están en (O, O), (1 , O), (1, 1). 

28. La parte de la paraboloide r + l = z que está cortada 
por el cilindro r + (y - 1)2 = lo 

En los problemas 29 a 32, (a) determinar la divergencia y 
(b) determinar el rotacional del campo vectorial dado. 

29. v(x, y, z) = X2 yi + y2zj + z2xk 

. 30. v(x, y, z) = eXY1 i + e- X Y 1 j + ln(xyz)k 

31. v(x, y, z) = y i (X2 + y2) - lf2i + Z2(y2 + Z2)-l f2j 
+ X2(X2 + Z2) - lf2k 

32. v(x, y, z) = cos xsenyi + cos y cos zj + 
sin z cos xk 

En los problemas 33 a 36 emplear el teorema de la diver­
gencia para determinar el valor de I Is v . N da, donde v y 
S son las dadas. 

33. v(x. y, z) = xzi + yzj + z2k; S es la parte de la esfera 
x2 + l + Z2 = 1 arriba del plano xy; N es el vector 
normal unitario hacia arriba. 

34. v(x. y. z) = xyi + lj + zyk; S es la superficie del 
cilindro X2 + l = 4, O :S Z :S 1, incluyendo la tapa y 
el fondo; N es el vector normal unitario exterior. 

35. v(x, y, z) = x(2y - z)i + y(2z - x )j + z(2x - y)k; S 
es la superficie del paralelepípedo O :S x :S 3, O :S Y :S 
4, O :S Z :S 2; N es el vector normal unitario exterior. 

36. v(x, y, z) = yz2i + dj + xyk; S es la superficie de la 
esfera x2 + l + Z2 = 1 en el primer octante; N es el 
vector normal unitario que se aleja del origen. 

En los problemas 37 a 40, emplear el teorema de Stokes 
para evaluar a fe v ·T ds, o I I s V X v ·N da para el campo 
v y la curva e dadas sobre la superficie S. 

37. v(x, y, z) = (2 + z)i + (2z + x)j + (2x + y)k; S es la 
cara superior del cubo en el que -2 :S x :S 2, -2 :S 
Y :S 2, -2 :Sz :S 2; N es el vector normal unitario 
externo. 

38. v(x, y, z) = -yzi + xzj + xyk; S es la superficie z = 

X2 + y2 por debajo de z = 2; N es el vector normal 
unitario hacia arriba. 

39. v(x. y, z) = -yzi + xzj + xyk; e es el triángulo cuyos 
vértices están en (O, 0,1), (2, O, O) y (0,2, O) recorrida 
en sentido dextrógiro, vista desde el origen. 

40. v(x, y, z) = - xyi + xzj + xyk; e es la intersección de 
X2 + l = 1 Y Y = x, recorrida en sentido dextrógiro 
vista desde el eje de las y negativas. 

41. Un electrón se desplaza a lo largo de la curva x = t, 
Y = r, sujeto a una fuerza F(x, y) = (r - y)i + 
(xy2 - r y)j newtons. Calcular el trabajo efectuado 
por la fuerza F sobre el electrón en el período O :S 
t :S 2. 
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CÁLCULO AVANZADO Y ANÁLISIS 

Existen numerosos libros de cálculo y análisis, escritos 
desde varios puntos de vista, de nivel más avanzado que 
este libro. Listamos aquí algunos de ellos. Creemos que 
pueden ser muy útiles al estudiante para buscar en ellos 
las demostraciones que hemos omitido, o para proseguir 
la discusión y la elaboración de la teoría. Los títulos de 
Amazigo y Rubenfeld, y de Kaplan, tienen una orienta­
ción un poco menos teórica que los demás libros que se 
mencionan. 

, 

CALCULO 

Bibliografía 
recomendada 
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CAPíTULO 1 
1.1 Respuestas 

1. A U B = ( - 1, 4); A n B = [O, 2) 

3. A U B = Rl - {O}: A n B = 0 

5. (a) Cierto 
7. {2, 3} 

11. Sí, Sí 
15. Sí, Sí 

(b) Falso 

19. x = - 1, x = - 2 

23. x = - t x = - 5 

(e) Falso (d) Cierto 
9. [t, Ü U {1} 

13. Sí, No 
17. S = {sls < - H 
21. x:2: 1 

29. Máxima cota inferior = O; mínima cota superior = 1 
31. Máxima cota inferior = -1; mínima cota superior = 3 

1.2 Respuestas 
1. ( - 6, O) 3. (O, 1) U (1,2) 
5. (a - E, a + E) 7. [t, (0) 
9. (1, iJ 11. (-00,2) U (3, (0) 

13. (-00, O) U (t (0) 15. (!, 1) 
17. (-1,3) 19. (3,!) 
23. Igualdad si x 2::0, y ::; O, o si x ::; 0, y 2::0. 

25. Igualdad si x 2::y 2::0, o si x ::; y ::; O. 
29. Igualdad si y sólo si a ¡b2 = a2b¡ 

31. Máxima cota inferior = -2; mínima cota superior = 3 
33. No hay máxima cota inferior ni mínima cota superior. 

1.3 Respuestas 

1. Vs8 
7. Isósceles 

11. y = x 

15. 

17. 

21. x + 2y = 2 

25. (3, 2); Vs 

3. 21tl 
9. Equilátero 

13. y = 1X + ~ 

i Y 

2y = 4x-7 
x 

x+y=2 

23. 2x - y = - 6 

27. ( - 2,2); 2Vz 

, 

CALCULO 

Respuestas a I~s 
problemas de 
número impar 
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A-2 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

31. e l • l ) 

33. ~Y x+ 3y;;;' 8 

~. (8, O)~ 
Incluida la recta 

x + 3y ~ 8 

35. 

37. 

39. 

La gráfica consta 

de los ejes 

coordenados 

y 

x 

\ l/ Y 
,,).,...--, , / 

' / 8 \ .-
_1 (- 3, 5) 6 \ 1;/ /-_ \ 4 4 / 

2 "­
/ /'------ , " 

/ I 

-4 -2 

4" (x + 1)2 + (y + 3)2 < 4 
43. 5x - y = 5 

1.4 Respuestas 

x 

45. (-4,1) 

1. (a) -7 (b) 11 (e) 7 (d) -11 
3. X = (-00, 3) U (3 , 00) ; 

f(X) = (-00, O) U (0, 00) 

s. X = {x I x ~ ±3}, 
f(X) = (- 00, - ! ] U (0,00) 

7. X = [-3,3] ; f(X) = [0,3] 
9. (a) VI - (s - 1)2, O :s s :s 2 

(b) V1"=t2, - 1 :s t :s 1 
(e) VI - u-2, lul 2= 1 
(d)lwl , -l:Sw:sl 

-1 
11. 2 13. 4x + 3 + 2h 15. (x + h)x 

17. <1>(-3) = <1>(3) = 6, <1>(-1) = <1>(1) = 4 

<I>(x) = {-2~: 
2x, 

- 00 < x < -2 
-2:Sx < 2 

2:sx <00 

y y = 1>(x ) 

\: 
2 

x 

19. No 21. Sí 23. No 
25. f(x) = 6(x + 2) (x - 3) es una función de ésas. 

1.5 Respuestas 

1. [O , 00) 

3. [-3,3] 

y 

x 

LfY 
y=lx+2 1-lx - ll 

4 

x 

-4 
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5. {±2n I n = 0,1,2, .. . } 

-2 

~4 

7. {±n I n = O, 1, 2, ... } 

-2 -

9. [-1, (0) 

-1 

y 

2 
x 

y = 2x2 +x-6 

13. ( - 00, (0) LfY 
y = x(x - l)(x + 2) 

x 

CAPíTULO 1 A-3 

15. [O, 3] 

17. ( - 00, (0) 

19. ( - 00, -1)U( - 1,00) 

x 

-1
1 

----j....- -----\¡-1 

21. y 
y=f(x+2) 

+ 

x 

x 

23. [O, k], [0, 1], [0,2], [0,4],2 unidades de longitud por 

unidad de tiempo. 
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13. y
y= 2 sen 3x

2

3. y

x
x 132,,-

-1

-2

2x2 + 2y2 - 4x + 8y + 1 = O
o bien

19. 4rr 21. 611" (x - 1)2 + (y + 2)2 = ~

A-4 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR

25. Impar 27. Ninguna de las dos 29. Par ()
31. No es impar ni es par, a menos que una función sea 29. 2 sen 6 + ~

cero aondequiera.
y

y = 2 sen (8 + t)
1.6 Respuestas

8-\16 + v'23.
4

\12 + V3
7.

2 -2
V2 - v'2

2
5.

9. .r.;:;- 3 2
31. '113 sen(6 + 8); cos 8 = .r.;:;- y sen 8 = - .tr:» por

'113 '113
tanto 8 ;;:5.6952

x

11. y
y=-2cos(x-f)

2 -4

x
Respuestas a los problemas de repaso

1.-1

5.

7.

9.

11.
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5. 

x 

7. 

9. X = (-00, -1) U ( - 1,00), 
f(X) = (-00,1) U (1,00) 

y = ((x) = ~:~ 

-4 
-2 

11. X = (-00,00), f(X) = ( - 00,00) 

x 

13. X = (-00,00), f(X) = [-1,1] 

CAPíTULO 1 A-S 

15. X = (-00,00), f(X) = ( - oo,~] 

LfY 
y = {(x) = 2 - x - X2 

9 ( 1 ) ' 2 =4- X+ "2 

x 

17. ( - 00, - 4] U [4,00) 19. (-6, -1) U (2,3) 
21. ( - 00, -1] U [k, 00) 

23 . •• [ - '11" _::!: - '11" + ::!:] U [ _::!: ::!:] U 
. 6' 6 6' 6 

[ '11" - ::!: '11" + ::!:] U [2'lT - ::!: 2'11" + ::!:] U ... 
6' 6 6' 6 

25. x + 2y = 12 

27. (x + 3)2 + (y - 1)2 = 29 

29. (x + 1)2 + (y - 3)2 = 52 

31. X = (-00,00), f(X) = ... [ - 4, -3) 
U [- 2, -1) U [O, 1) U [2, 3) U ... 

¿4 
2 4 

-2 

x 

/ Y ={(x) = [[x ] + x 
.. -6 

33. X = (-x, x), f(X) = (-x, x), función impar 

~Y 
y={(x)=x(x-4)(} + 1) 

6 

x 

http://carlos2524.jimdo.com/



A-6 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR

35. X = [1,00), f(X) = {1, !, ti, ...} tan' x43. sen? x = ----
1 + tan? x

45. No

y
y=f(x) = ..L[xTI- CAPíTULO 2

2.1 Respuestas
5[2 - 5

1. Vprom = --1-' [ # 1; u = 10[-
2[3 - [2 - 12

3. Dprom = 2' t # 2; u = 20
l -

5. m = 6, 6x - y = 2
7. m = 5, 5x - y = 4
9. m = -!, x + 5y = 7

11. (a) Vins! = vprom = 32to
(b) Vins! = 3[5, Vprom = 3[5 + 72

1
i 1

4 -- x

37. X = (-00, O) U (O, (0), f(X) = (-00, (0)

uo(b) l = -
g

13. (a) u = - gt + Uo

vX2+5 - 3
15. -----

2
3x - 2

(X2 - 5)3/2 - 8
17. ;

x - 3

19. tan x + 1; 2
x - 31T/4
sen 2x - V312

21.~~;

18

-1
39.

1. - 4

7.
13.
19.

3. 3
2.2 Respuestas

x

41.

5. -t, sin límite

9. t 11. 1
15. O 17. t

23. No hay recta tangente.
. E

(c) O(E) :::s 2:
E

02 :::s :«\O, O(E) :::s 3
0.01 E

02 :::s ~' o(E) :::s ~

02:::S~, 0(E):::S2E

y = (x) = I cos(2x - ;)1 = [seo Zx ]

I

S'in límite, t
Sin límite, - 3

2 21. i
27. (a) 01 :::sio

0.1
31. 01 :::S~,

33. 01 :::s i,
x

2.3 Respuestas

1. 16 3. -1 5. -~
3Vz

7 ti 9. 3 11.-• 4 2
4 - Vz

19.~13.! 17.
4 2

21. 2
29. U

el
31. (¡

(1
Cl

2.4
En 1m
siguie
límite,

1. e
e

e
3. O,
7. 1,
9. a

11. O.

17. 1
23. 1-
31.

'\ 33. 8

2.5
1. x
3. x
7. x
9. x

11.

r
13. )
17. ~
21. a
23. j
25. 1

j
¡
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21. 2 23. O 25. 1 27. O 
29. Una posibilidad es que g(x) = O,f(x) = 1 + [2 

cuando x ----10. 
31. (a) Una posibilidad es que f (x) = g(x) = sgn(x). 

(b) Una posibilidad es quef(x) = X2 y g(x) = [2 

cuando x ----10. 

2.4 Respuestas 

En los problemas 1 a 11 se dan las respuestas en el orden 
siguiente: límite por la derecha, límite por la izquierda, 
límite. 

1. e = 2; no tiene sentido, O, 
e = -2; 

e = 1; 
O, no tiene sentido, 

--./3, --./3, --./3 
3. O, O, O 
7. 1, 1, 1 
9. O~no existe (00), 

11. O, O, O 
17. 1 
23. No existe (00) 

3.1. 

no existe 

5. O, 

13. -1 

19. V2 
25. O 27. O 

no tiene sentido 
no tiene sentido 

O, O 

15. O 
21. O 
29. ~ 

35. 0:5 .¡.¡;-

2.5 Respuestas 

1. x = -1,1; infinito 
3. x = 1,2; infinito 5. x = O; 
7. x = ±3n para n = O, 1,2, ... ; salto 
9. x = - 1,1; salto 

11. 310 
x = 2 ± para n = O, 1,2, . . . ; 

removible 

salto 

13. x = O; infinita 15. No 
17. Sí: feO) = 1 19. Sí: feO) = O 

21. a + b = e + d + e 
23. fno es continua en E = O. 
25. Un par de tales funciones esf(x) = 1 para x ~ O, 

f(x) = -1 para x < O; Y g(x) = 2 para x ~ O, Y 
g(x) = -2 para x < O; en el punto e = O. 

CAPíTULO 2 A-7 

2.6 Respuestas 

1. Intervalo no cerrado;fno está acotada y no tiene ni 
máximo ni mínimo. 

3. Intervalo no cerrado, [unción discontinua;fno tiene 
máximo; la propiedad del valor intermedio no se da 
en algunos subintervalos. 

5. Función discontinua; [ no tiene mínimo; la propiedad 
del valor intermedio no se da en algunos subinterva­
los. 

7. Intervalo no acotado, función discontinua; fno es 
acotada, no tiene máximo, y la propiedad del valor in­
termedio no se da en algunos subintervalos . 

9. Intervalo no cerrado;fno tiene mínimo; la propiedad 
del valor intermedio no se da en algunos subinterva­
los. 

ll. (-3, - 2), ( - 2, - 1), (3,4) 

13. (-2, - 1), (0,1), 

17. (1.890625, 1.8984375) 

19. (10.2109375, 10.21875) 

27. y 

(7, 8) 

---~-

(a) 

(b) 

29. 

x 

x 
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A-S RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

Respuestas a los problemas de repaso 

1. y = 4x - 2 

--

X -TI 
3. Y =--

2 

5.4 

9. -2 
13. No existe 
17. ~ 
21. 2 
25. -} 
29. ! 

I 
I 

y 

x 

. I y=~p 
I 
I 
I 

x 

I I 1T 3 .. 
X-=- ~ X="2 X=2 

7. ~ 

11. 1 
15. 1 
19. V 
23. ! 
27. No existe (+ 00) 

31. O 
33. Removible; f(l) = -TI 

35. Removible; f (O) = O 
37. (a) Sí; discontinuidad infinita 

(b) Sí; por ejemplo, 

{ 

1, 
f(x) = _1_, 

x - e 

a:Sx:Sc 

c<x:sb 

39. (3, 4), r == 3.29 

41. (a) Una de estas funciones esf(x) = l . 
X 

(b) Una de estas funciones es g(x) = ~. 
x 

(e) Una de estas funciones es h(x) = ~_ 
43. Una de estas funciones es 

f(x) = (x + 1)3(x - 2)/(x 2 - 2x) . 

y 

45. Una de estas funciones es 

X2 - 25 
f(x) = (x - 2)2 

47. Una de estas funciones es 

f(x) = {-lx~ x, 

(x - 2)2' 

x < O; 

X 2: O. 
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CAPíTULO 3 A-9

49. Una de estas funciones es

f(x) = 2(x2 - 1)/(x2 - x).

': \::
y

(e)

-1~-1
y=-x2

y=f(x) y=f'(x)x

3.2 Respuestas
1. 6x - 4 3. 20~' + 21x2 - 6
5. 16x' + 8x 7. 3x2 + 8x + 1
9. 4x' + lOx 11. 1 - 8x-2 + IOx "

2X5 - 15x4 + 24x' + 15x2 - 40x + 10
13.

(X2 - 5x + 6)2

CAPíTULO 3
3.1 Respuestas

1. 2x 3. -2x-J 5. 453 + 25
17. 1 + x-2 9.

Xli2(X + 3)17.
2(x + 1)2

15. 6x + !xII, - x-2 + 6x-41
11. ,¡+2x-3

2vx
toda x

4 + ;¡X-I/, _ ""x-213 + 7(1 - X2)
3 .l (1 + X2)2

(a) 2x - 6 (b) 4x + y = 1
(e) (3, -7); es el punto mínimo de la gráfica

3 -3x2
(a) (1 +x2~ (b) (1, &) y (-1, - &)
(e) Valor máximo en (1, &); valor mínimo en (-1, -&)

25. (a) 5x - y = 17, x - 4y = -8 (b) 19/9
27. (-3,-16),(1,4) 29. (i#),(-2,16)
31. 2x - y = 1 en (1, 1); l4x - y = 49 en (7, 49)
33. (a) t = 1, t = 2 seg (b) t = & seg
35. a = 4, b = -4 :"1. A' = 21fr

39. V = (~6)3/2; V' Vs
4\16

41. (a) f'(x) = u'(x)v(x)w(x) + u(x)v'(x)w(x) +
u(x)v(x)w'(x)

43. f'(x) = n[u(x)]"-Iu'(x)

~X-417; x~O -4x-\ x~O
19.17.

~X-2/5; x~O 21. iX3/2; x>O
21.

12x - y = 16 25. 3x + l6y = -8 23.
2x - y = i: x + y = 2; no,

15.

19.
23.
27.

29. 4x + y = 4;

31. f'( -1) = -2;

33. (9, 3)

37. (a) f'(x) = {l,2x,

(1, O), (O, 4)

f'(-a) = - b

x<O
x> O (b)No

-1
3.3 Respuestas

1. l2x2 - 12x + 10
5. - 6x-4 - W X-14/J

3. -ix-51' - 6x-'
7. 12x2 - 6

x2

11. - - 4x + e
2

y=f(x) y=f'(x)

9. h-5/2 + 6x-4 - lf-x-712

x3

13. - - x-I + e
3{

-2x
39. (a) f'(x) = 2x, '

x<O
x>O 15. ~X5/J - 3X4/J + e(b) f'(0) = O
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A-10 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

1 
17.6Yx + e 19. --- + e 

2 + x 

21. X2 - 3x + 4 

25. ~x ]12 + A 

2-'. x' - X2 - 8 
27. 3X2 - 3x - 5 

29. 144 ft -'1. (a) 50.4 m (b) 5.25 seg 

3.4 Respuestas 

l.y=-2x+5 -'.4x-3y=2 

5. y = Yo + (2xo - 3)(x - xo) 
7. T(x ; 2) = 4x - 3; ,(x; 2) = O 

9. T(x; O) = 2x - 4; 
x 

,(x; O) = 3 
4 + x 

11. T(x; 2) = - 9-; 

x - 2 
,(x; 2) = -9(x + 1)' x =,é -1 

13. 3.00593; correcto hasta la cuarta cifra decimal. 
15. 2.24344; correcto hasta la cuarta cifra decimal. 
17. 3.69 ft3; correcto hasta la primera cifra decimal. 
19. 8.280; correcto hasta la segunda cifra decimal. 

21. 4x ' + 4x ; 12x2 + 4 

'n 4x . 4 - 12x2 
- • • (X 2 + 1)2' (X2 + 1)3 

25.6x - h In - (x + 1>- 2; 
6 - h -21J + 2(x + 1) -3 

1 2 
27. (x + 2i (x + 2)3 

0.5436 
.'1. (a) 0.5436 ft3 (b) -;¡:¡- == 0.0201 

( ) (27)(0.02) = 0.02 
c 27 

3.5 Respuestas 

1. (fog)(x) = 6x + 19, -oo<x<oo; 
(g o f)(x) = 6x + 3, - 00 < x < 00 

3. (fog)(x) = -x, -l:sx<oo; 
(g o f)(x) = vz=-x2, -Y2:s x :s Y2 

S. (f o g)(x) = Yx2 - 3x + 2, -00 < x :s 1 
o 2:s x < 00; (g o f)(x) = x - 3Yx + 2, 
O:Sx <oo 

7. (f o g)(x) no existe 
(g o f)(x) = - (x - 3Yx + 6), O :s x < 00 

9. (f o g)(x) = cos 2vX2=4, -00 < x :s -2 
o 2:s x < 00; (g o f)(x) no existe 

12z 2z - 3 
11. 4(z + l)x 13. (Z2 + 1)2 15, (x + 1)~ 

17.!Vx+l', -l<x< oo 
19 . 1jx(x2 + 5)413, -00 < X < 00 

21. -1 , -4 <'x < 00 23. -16 25. Zf 

27.6(2x - 1)2 (

X + 1)99 
29.50 -2-

(x - 1)3(9x - 13) 
-'1. , ¡;:;-

v2x - 3 

-'5.8x 2 + 4(z + 1) 
-'7. -h'(x3 + 1)-312 + 3x(x3 + 1) -112 

4(1 - 3X2) 
-'9. (X 2 + 1)3 41. - f'( - x) ·B. af'(ax) 

45 . anfCnl(ax) 47.2u'(x)u"(x) 

49. 2u'(x)[u"(x)]2 + [u'(x)]2u"'(x) 

51. !ex - 2)5 + e H2x - 1)6 +- e 

55. f,.(2x + 1rl3 + e (X2 + 4)312 + e 

59. f'{g[h(x)]}g'[h(x)]h'(x) 
g(gf" - fg") - 2g'(gf' - fg') 

61. 3 
g 

63. - 8 'TT"z 65. 216 in3tseg 

3.6 Respuestas 

1. -4 sen 4x 3.4 cos 4x + 6 sen2x 

S. 2x sen 2x + 2X2' cos 2x 7. 4 sen 2x cos 2x 

9. (1 - x sec x)(sec x - tan x) 

x cos x - 2 sen x - 2 
11. -------­

(x - cos X)2 

sen x sgn (senx) 
B. (1 + cos x)l12 (1 - cos X)"2 1 + cos x 

15. -senx cos(cos x) 

17. 2 sec2( sec2 x )sec2 x tan x 
19. -lcos2x + e 

23. - cos (x + ~) + e 

27. -kcos4x + e 

21. ~ sen 3x + e 

x 
25.2 sec 2 + e 

29. ! x + !sen 2x + e 

31. -! cos X 2 + e 33. hen(x - 'TT)2 + e 

35. cos x 37. - Gr cos(~) 
39. 2a2 sec2 ax tan ax 41. sec x(tan2 x + sed x) 

43. 8 csc2 2x cot 2x 45. Y = 5 - 4 V3 (x - ~) 
47. v = 6 cos 3t + 6 sen 2t; 

a = - 18 sen 3t + 12 cos 2t 
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1 3 
49.f(x) = - - cos2x - 3senx + - - 1 

2 V2 

51. a = - Jz, b = 1 ~/4, f' (¡) = - Jz 
55. 1.0000, tres cifras decimales 

57. l.5433, una cifra decimal 

3.7 Respuestas 

1. (b)Y - 2x (c)-1 
2y - x 

3. (b) _ 4x + y 
x + 4y 

5. (b) , 1 
3y· + 1 

2 
(c) --

3 

1 
(c) -

4 

2y - 3x(x' + y 2)1 /' 
7. (b) - 2x _ 3Y(X 2 + y 2)1 /2 

9. (b) senx cos x (c) 1 
sen y cos y 

11. 6 
3 13. 
32 

17. (4 - 'lT)x + (4 + 'lT)y = 2'lT 

19. 4x + 5y = -1 

3\1'3 
59. -2- mi / hr 

5\1'3 
(c)-

3 

IS. 3x - 4y = 2 

21. ('lT - 2\1'3) (x - ~) - (3'lT - 2\1'3) (y - ~) 
= O 

27.2x 

Respuestas a los problemas de repaso 

1. 1 + !x - 112 3. -(x + 1) -2 s. ~t - 1 / 2 - 1- 2 

7. (a) 6x - h 3/2 ; (b) Y = 4x 

9. (a) 3X2 - 2x + 1; (b) Y = 41x - 113 
1 - X2 15 128 

11. (a) (1 + X2) 2; (b)y = -289 x + 289 

x 1/2 (3 - X2) 13 188 
13. (a) 2(1 + x 2)2; (b) Y = - 289 x + 289 

15. f'(x) = 4x3 + 4x; x = O 

17 f '( ) = 7X 2 - 32x + 28 . 1 179 3392 . x (X2 _ 4)2 ' X ==. , x == . 

19. (a) h' + 3x - z;.; (b) 48 
21. (a)h 5/3 + x - I - V; (b)~(4-1 /3) + -n ==0.4512 

23. (a) 2X3 - 5X2 - 4x + 2; (b) X2 + 44x + 58 

_ (X2 - 1)(7x2 + 24x3/2 + 1) 
2~.~-~~-----~ 

2X 1l2(X1 /2 + 3) 

CAPíTULO 4 A-11 

27. 3(X- 1/2 - 1)sen[3(Vx - 1)2 - 1] 

9x 3 
29. -- COS(X3/2 + 1) - -- sen(x 3/2 + 1) 

4 4Vx 
31. 2t(t' + 2t2 + 2) 

(t 2 + 1)2 

_-_2_a_x...,(_x_2 _-_1 ),-s_e_n(L.a_x_2 _+_b.!...) _-_2_x_c_o_s(L.a_x_2 _+--.:....!b) 33. 
(X 2 - 1)2 

35. -6 sen s cos 8(4 + sen2 S)2 sen[(4 + sen 2 S)3 - 1] 

37.2(x - 'lT)cos(3x3/2) sec[(x - 'lT)2] tan[(x - 'lT)2] 
- lVx sen(3x3/2) sec[(x - 'lT)2] 

39. - ~cos 3x + e 

43. -cos(x3 + 1) + e 

41. !sen2 2x + e 
45. [senx )- 1 + e 

47. (a) T(x; xo) = x~ + x¿12 
+ (3X 5 + h0 1l2) (x - xo) 

(x 3 + x 1/2) - (x~ + X¿/2) 
r(x; xo) = ~--.:.......:..:....-"-_~:.....:......:.:.c'......!. 

x - Xo 

- (3X 2 + ! X- 1/2 ) o 2 o 

(b)xo=l; T(ttl)=H 
(e) 0.01097 ; 0.5485 % error 

49. (a) T(x; XI) = x(~ ~ 1 

v XI) 
+ !(X(I;" - XOJ/2 ) (x - XI) 

[(x + l) rVx] - [(xo + 1) / Vx;;] 
r( x; XI) = ::...:......---..:...-....:....-..::...:....-=---:......-~ 

X - Xo 

(b)xl)=9; 
(e) -3.83 x 

51. (a) (1 , V2), 

53. (a) (1, 1), 

- i(x 1) \11 - XO ~ / 2 ) 

T(l\P; 9) = m 
10- \ 1.15 x 10- 3% error 

(b) y' = -V2, y" = Jz 
(b)y '= -I,y"= ;t 

CAPíTULO 4 
4.1 Respuestas 

1. Sí, e = I 3. No; e = O 5. No; ninguna e 

7. (a) Proceder como en el ejemplo l. (b) Ibl ::=; 2 

4.2 Respuestas 

1. (a) x = - 2 
(b) Decreciente en (-00, -2]; creciente en [-2, 00) 
(e) Cóncava hacia arriba en (-00,00) 
(d) x = -2 es un punto mínimo lo~ 

3. (a) x = -1, x = 3 
(b) Creciente en (-00, -1] Y [3 ,00); decreciente en 

[-1, 3] 
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A-12 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

(e) Cóncava hacia abajo en (-00,1]; cóncava hacia 
arriba en [1, 00) 

(d) x = -1 es un punto máximo local; 
x = 3 e.s un punto mínimo local 

5. (a) x = -1 
(b) Decreciente en (-00, -1) Y (-1,00) 
Ce) Cóncava hacia abajo en (-00, -1); cóncava hacia 

arriba en (-1,00) 
(d) x = -1 no es ninguno de ellos 

7. (a)x=O 
(b) Creciente en (-00, O]; decreciente en [0,00) 
(e) Cóncava hacia arriba en (-00, O] Y en [0,00) 
(d) x = O es un punto máximo local 

5n n 
9. (a) x = - TI, X = - 6' x = - 6' x = TI 

(b) Creciente en [ -n, - 5: ] y en [ -~, n } 1 decre-

. [5n n] C1ente en -6'-6 

(e) Cóncava hacia abajo en [ -n, -~ ] y en [ ~, n 1 
. [n n] cóncava hacia arriba en -2' 2 

(d) n , . l l x = -TI Y x = -6 son puntos mlnImOS oca es; 

5n . l l x = - 6 y x = TI son puntos máximos oca es. 

11. (a)x= O,x= ::I.:2,x= ::1.:213, x = ::1.:4 

(b) Decreciente en [-4, -213j, [-2, O], Y en [2, 213]; 

creciente en [-213, -2], [0,2], Y en [213,4] 

(e) Cóncava hacia arriba en [-4, -213] Y en [213,4]; 

cóncava hacia abajo en [-213, O] Y en [O, 213] 

19. (a) Mínimo en x = -1; no hay máximo 
(b) Máximo en x = O; mínimo en x = 2 

21. (a) Máximo en x = O; no hay mínimo 
(b) Máximo en x = O; mínimo en x = ::1.: 1 

23. (a) Máximo en x = TI; 
, . n 

mlnImO en x = -6 

(b) Máximo en x = ~; , . n 
mlnImo en x = -6 

25. (a) Máximo en x = ::1.:2 Y x = ::1.:4; mínimos en 
x = O Y en x = ::1.:213 

(b) Máximos en x = ::1.:2; mínimo en x = O 
27. (a) Máximo en x = O; mínimo en x = ::1.:2 

(b) No hay máximo ni mínimo 

29. 

x 

31. 

x 

-1 

(d) x = ::1.:2 Y x = ::1.:4 son puntos máximos locales; 33. 
x = O Y x = ::1.:213 son puntos mínimos locales. 

y 

13. (a) x = O, x = ::1.:2 
(b) Creciente en [-2, O]; decreciente en [O, 2] 
(e) Cóncava hacia abajo para [-2,2] 
(d) x = O es puntO máximo local; x = ::1.:2 son puntos 

mínimos locales 

15. (a) Máximo en x = -4; mínimo en x = - 2 
(~)Mínirp.o en x = -2; no tiene máximo 

17. (a) Máximos en x = -1 yen x = 5; mínimo en x = 3 
(b) No hay máximo ni mínimo 35. a 

x 

-1 

-t b = t e = 1 
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4.3 Respuestas 

l.x=y = Vk 

V ll3 

7. r = 2' 
4VII3 

h = --, 
1T 

h 
-:5 1.27 
d 

9. (a) x = h = VII3 (b) :t = 2h = (2V)1I3 

2a3 

13. 27 

15. (a) 9l ¡;:;- en el triángulo 
9 +4'13 

(b) Ninguno en el triángulo 
17. 1 :40 A.M.; 5..,[2 =7.071 millas de distancia 

19. ( - Jz, -Jz) 
23. (a) 22 ó 23 (b) 43.667 (c) 30 

25. 11 

4.4 Respuestas 

1. 1~1T:5 0.0177 ft/min 

3. 7V3 :5 12.124 in.2/min 

7. -k :5 0.0875 Ib/in.2 seg 

9. 4V3 :5 6.928 in.2/min 

13. 1~1T :5 11.310 cm3/min 

17. 2;1T :5 0.102 ft /min 

21. 1 ft /min 

4.5 Respuestas 

1. 1.2360680 3. 1.1892071 

7. 0.8603336 

15. 7.2801099 

9. 2.2889297 

17. 1.7099759 

21. Xn+l = 2xn - ax~ 

5. i 

11. 1f ft/ seg 

15. 120 cm.2/min 

19. -4.81 ft/min 

5. 0.8284271 

11. 1.4375649 

19. 2.1867241 

23. (a) Xo = 0.5 ~xn =0.8284271 para n :::=: 4 

(b) Xo = 0.1 ~Xn =0.8284271 para n:::=: 7 
(c) Xo = - 0.1 ~xn =-4.8284271 para n:::=: 6 

(d) Xo = - 0.5 ~xn = -1.0000000 para n :::=: 4 

CAPíTULO 4 A-13 

y 

x 

Respuestas a los problemas de repaso 

1. b2 < 3a 
5. Falso 7. No 

2..,[2 -1 
11. Sí, e = --4-

3. Cierto 

13. Sí, e debe cumplir con tan e = ±:·J(4/n) -1. 

9. No 

15. No. 19. e debe cumplir con sen e = - 1I1T 

21. e = (1 ± vTI)/6 

23. Puntos críticos: (-1T/2, 1), (O, O), (1T/2, 1); decrecien­
te en -1T/2 ::::; x ::::; O; creciente en O ::::; x ::::; 1T/2; cón­

cava hacia abajo en -1T/2 ::::; x ::::; O Y O ::::; x ::::; 1T/2; 

máximos globales en (-1T/2, 1) Y (1T/2, 1); mínimo 
global en (O, O). 

25. Puntos críticos: (-1, -1), (O, O), (1,1); creciente en 

-1 ::::; x ::::; 1; cóncava hacia abajo en -1 ::::; x ::::; O Y 

en O::::; x::::; 1; mínimo global en (-1, -1), máximo 
global en (1, 1). 

27. Punto crítico: (O, 1); decreciente en - 00 < x < -1 Y 

en - 1 < x ::::; O, creciente en O ::::; x < 1 Y en 
1 < x < 00; cóncava hacia abajo en -00 < x < - 1 Y 
en 1 < x < 00, cóncava hacia arriba en -1 < x < 1; 
mínimo local en (O, 1) . 

29. (a) (1, 1) 
(b) (112113, (112) + (114113» 
(e) (1TI2, 1) 
(d) (±b/2, bl2) si b :::=: O; (O, O) si b < O 

31. Triángulo equilátero cuyo lado es 2 i4/(3)114 

33. t = 4 seg, x = 40 m 
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A-14 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR

35.
dP 3'TrVr

(a) - =--
dr RVg
dP _ 6'TrR2g

(b) dv v4

(e) da, = 4v
3

dv R2g

p[1 + ('Tr/32)]
4 + ('Tr/16) y

2a
39. b'

x
37. b

r x
41. (a) 2"; (b) 4

!!:1. _bx.
47. (a) dx - ay'

con ay2 - br- = O.

250
45. 7 acres43. 4 ft

(b) los puntos críticos cumplen

CAPíTULO 5
5.1 Respuestas

1. Origen
7. Eje x

11. x = -2,

3. Ninguna de las simetrías
9. Eje x, eje y, origen

y = 1

5. Eje y

13. No hay asíntota vertical, y = 1

15. x = -1, Y = -1, Y = 1

17. x O, x
= y = -

2

19. x = O
x

21. Y = yz'
x

y = - yz

23. Cóncava hacia abajo en (-00, -1]; cóncava hacia
arriba en [-1,00); x = -1 es un punto de inflexión
Cóncava hacia arriba para toda x; no tiene puntos de
inflexión
Cóncava hacia abajo en (-00, -2); cóncava hacia
arriba en (-2,00); no tiene puntos de inflexión
Cóncava hacia abajo en [O, t]; cóncava hacia arriba

en [~' 00);x = ~es un punto de inflexión

. .' [ 7r] [37r 57r]Cóncava hacia arnba en O, 4 ' 4' 4 ' y en

25.

27.

29.

31.

[ 7;, 27r1cóncava hacia abajo en [¡, 3; ] Y en

[
57r 77rJ 7r 37r 57r 77r .4' 4 ;x = 4' 4' 4 y 4 son puntos de infle-

xión.

33.

35.

37.

39.

y

y = (x -1)2(x + 1)2

-1
(-1, O)

Mrnimo local

1
(1, O)

Minimo local

-2

y

4

3

-1
-1

-2
-3
-4

x

43

41.

x

2
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CAPíTULO 5 A-15

41. 45.

x
x

47.

x

43. y

x2/3 + y2/3

= a2/3

x

-a

(?¡, -J2)
Mfnimo local

49. y
Máximo y= sen2x Máximo

local local

(f,l) (~' 1)

1
"2

x

(O, O) tt tr
3, 2rr

Mínimo
"2

(rr, O) T (2rr, O)
local Minimo Mínimo

local local

J
(-4,2) Minimo (4,2)
Mlnimo local Minimo

local (-1, O) local

I I
-4 -3 -1 2 3 4
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A-16 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR

53.

Punto de
inflexión

5.2 Respuestas

1. Vértice (0,0); foco (O, -~); directriz y = ~

-t~
Foco (O, - ·h·)

3. Vértice (0,1); foco (O, ~); directriz y = i

Directriz
7

y= "8

x

-1

5. Vértice (-2,1); foco (-ll, 1);directriz x = -~

2y2 + 3x - 4y + 8 = ° y

x

Directriz 2
x=-lf

7. Vértice (~'~); foco G, *); directriz y = *
y

(3 39)
Foco 4' 16

1 3y = 4x2 - 6x + 9

- -~--- Directriz
2. 33

Vértice y = I6

(t, t)

x

9. 9(y - 1) = -2(x - 2)2
11. 12(y - 1) = (x - 1)2
13. 4(y + 1) = 3(x - 2)2
15. 8(x + 2) = (y - 3)2 17. y2 lOx + 5
19. 8(x - 1) = (y - 2)2

D E
23.h -2A' k= -2e' a=A,

D2 E2
'Y = e, K = F + 4A + 4e

27. (a) (cos28 2\.1'3 sen 8 cos 8 + 3 sen' 8)u2

+ (4 sen 8 cos 8 - 2\.1'3 [cos' 8 - sen26])uv
+ (sen2 6 + 2\.1'3 sen 6 cos 6 + 3 cos' 6)v2

-2(\.1'3 cos 6 + sen 6)u
+ 2(\.1'3 sen 6 - cos 6)v + 8 = °

1T 21T
(b) 6 = - ± n1T o 8 = - ± n1T

6 3

(e) v2 u - 2 para 6
1T

6

y

v
~
\
\ 2\

\
\
\ /'

X

/'

\ 2 4/'
/' \

\

5.3 Respuestas

1. Centro (O, O); focos (O, ±3); semieje mayor b= 5;
semieje menor a = 4.
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-4 

- 6 

3. Centro (1, -2); focos (1 , -2 ::!:: --15); semieje mayor 

b = 3; semieje menor a = 2 

(1, - 5) 

5. Centro (-1,3); ( La gráfica es un círculo de radio ~ ) 

fY 
2x2 + 2y2 + 4x - l2y = 5 

8 

- 4 

x 

7. Centro (2, -2); focos (2 ::!:: 2f3, -2); semieje mayor 
a = 4; semieje menor b = 2 

CAPíTULO 5 

x . 

(6, -2) 

(2, -4) 
x2 + 4y2 - 4x + l6y = - 4 

9. (x - 1)2 + (y - 2)2 - 1 
16 12 

(x - 1)2 + (y - 2)2 _ 1 11. 
16 25 

A-17 

(x - 2)2 (y - 3)2 
13. 25 + 9 = 1 

X2 y 2 

15. 25 + 21 = 1 

17. 192x 2 + 96xy + 220 y2 - 432x - 316y = 2201 

19. (b) Los focos tienden al centro. 

21. 

27. 

(e) Cuando e ~ 1 estando fija e, la elipse coincide más 
y más con el segmento de recta que une a los dos 
focos . 

i 
V3 25. (x - 1)2 + (y - 2)2 = 1 

23 -• 2 9 5 

(x + 1)2 
+ 

(y + 3)2 
1 

16 12 

5.4 Respuestas 

1. Centro (O, O); vértices (::!::4, O); pendientes ::!::~ 

y 

8 

-8 

Pendiente ~//, 

--/1 
/ 

/ 
/ 

/ x' y ' 
/ ---= 1 

/ 16 25 

b x 
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A-18 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

3. Centro (2, -2); 
pendientes ±~ 

vértices (5 , -2) Y (-1, -2); 

5. Centro(1,-3); 
pendientes ± 2 

vértices (1, -7) Y (1, 1); 

x 

~\ Pendiente -2 

7. Centro (1,3) ; vértices (-2,3) y (4,3); 
. 2-f3 

pendientes ± -3-

Pendiente 2 f 
/. 

x 

-6 
4x2 - 3y2 - 8x + 18y = 59 

X2 y2 
9.4" - "5 = 1 

(x + 1)2 (y + 1)2 1 
11. - 64/5 + 16/5 = 

13 (x + 1)2 
. 16 

(y - 2)2 
=-----"-- = 1 

9 

X2 
15. -3 + y2 = 

17. 7X2 - 24xy - 2x + 24y - 41 = O 

19. (b) Cuando e -71 la hipérbola tiende al eje transver­
sal del que se omite el segmento que une a los focos. 
Cuando e -7 00, la hipérbola tiende al eje conjugado. 

v'4i 
21. -4-

25 (x - 1)2 
. 16/9 

27. (x ~ 3)2 

(y - 2)2 
20 /9 

(y + 1)2 
16 

5.5 Respuestas 

1. x - 3y = O 

23. .ft 
1 

1 
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7. Y = 2x 

-2 

4 

y 

x2 + y2 = 4 (O, 2) - t = 7r 

2 

I 

I 1 
: 1 
/ /-2 
11 

// 
'/ 

x 

(O, -2)-t=0 

x 

\ \ 
\ \ 2 
\ \ x2 - ~= 1 
\\ 
\\ 
\ 

(x - 1)2 (y + 2)2 
13. 9 + 16 

15. Y = 2X2 - 1 

t = 7r \ 

~(-l ,l) 

-1 

t= 0 -(0, O) 

CAPíTULO 5 

y 

O,O)-t=O 

1 

y= 2x2-1 
I 
I 
O,1)-t=0 

x 

x 

y2=x3 

A-19 
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A-20 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR

19. x2 + y2 = X + Y

21. 3x - 2y - 6V2 = O

23. V3x - 2y + 1 = O

25. 2x - y-S + V2 = O

27. dy = 4 d2y = 4
-- tan 2t" -- sec' 2t

dx 3 ' dx? 9

29. dy = 4 d2y = 4
-- eot t: -- ese' t

dx 3 ' dx? 9

31. dy 2(t - 1) d2y = 2(2 - t)
-= .
dx 3t2 dx? 9t5

33. x2 + 4xy + 4y2 - 12x - 23y + 33
parábola

35. (a) x = ae b sen e,
o:se:soo

a - b eos e,y

(b)

x

x

37. (a) x a cos' e, y

(b) a
x

-a

-a

(e) X2/3 + y2/3 = a2/3

39.

O",

x

Respuestas a los problemas de repaso

1. Origen

5. y = ±1

9.

3. Eje x, eje y, origen

7. Y

x

/
/'

/' -1~
y2 - x2 = 2y - x - 1 o

( x - t)2 - (y - 1)2= t

1]

I~
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11. 

-4rr -3rr -2rr 

13. 

15. 

17. 

2rr 3rr 

x 

Directriz y = - + 

x 

(O, -2) 

Asrntotas 

y= ±2V2x - 2 

• 
Vértice (4; t ) 

Vértice (4, - t ) 
• 

Foco (4, t -J1O) 
Aslntotas y = t - t 

y=-++* 

x 

x 

4rr 

19. 

CAPíTULO 5 

x 

( Foco -2 - R, 3) 
I 

Aslntotas y = 3 ± ~ (x + 2) 
2,j2 

21. (-5 -,)5, 5) y 

23. 

2 

(- 5, 5) (-5, 3) 

y 

Vértice 

I 
-5 

5 

Vértice 
(- 5 +,)5,5) 

I~ 

Aslntotas y - 2 = ± (x - 6)/ 6 

25. 12(y + 1) = -(x - 1)2 

(x - 2)2 
27 . 4 

(y - 1)2 
25 = 1 

y2 
29. (x + 1)2 - 35 = 1 

(y - 3)2 
31. 16 

(x + 3)2 
9 

33, 3(y + 3) = ±(x - 1)2 

1 

A-21 
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A-22 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

35. (x - 3)2 + (y ~ 1)2 = 1 o bien 

(x - 3)2 + (y + 5)2 = 1 
9 

37. (y - 2)2 = 6( x + ~) 
(x - 4)2 

39. 1/4 
(y - 1)2 

15/4 
1 

41. e TI . -"6; SlX = 
V3 u + v 

2 
-u + V3 v 

y = entonces u2 + 

"-

2 

"­
"-

"-
"-

"­
(u = - 1, u = O) 

(u = o, u = -2) 
I 

I 
I 

43 . Xo < - 3 o Xo > 3 
45 . x + 2y = 13 

(~3, 8) 13 

2 

47 . Y = 9(x - 2)2 

y 

~ u 
I 

I 
(u = o, u = 2) 

y 

(9,2) 

2 t-±rr/2 

-1 

- 2 

v2 

4 
1 

x 

x 

1 - X2 
49. y = --2 -

X 

51. y - 2 = (x + 1 )213 

53. y 

55. 

(-1,2) 

- 1 

t- .!!.... - 2 

t= rr 
t =-rr 

2rr 

y 

t- ~ - 2 

t=2 

(7,6) 

x 

x 

inicial y terminal 

t=- ~ 
2 

t - rr 

x 
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CAPíTULO 6 A-23

dy = _ 157.
dx 2 cos -rrt
d2y 1
dx2 = - 4 cos' -rrt
la tangente es x = 1
dy _ ~

59. dx - 3t

d2y = _ 2
dx2 9t4

la tangente es y - ~ = ~(x - !)

31. n(2 - n)

n(n + 1)(3n2 + lln + 10)
33. 6

b2
35. (a) s; = "2 [1 + 2 + 3 + ... + (n - 1)]

n
b2

(1. = "2 (1 + 2 + 3 + ... + n)
n

b2

(b) IE.I :S 2n

b2

(e) "2CAPíTULO 6
6.1 Respuestas

b2

37. S. = 2n2 [1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1)]

= ~ (n2) =!!:. Véase el resultado del
2n2 2' problema 29.

1. -H n5. ---3. 31
n + 1

7. 1000 9. ~ 11. v'262 - 1
15. x - x2 + x3 - x4 + ... + (-1)·+1 z"

17. b : a {f(a) + f [a + b : a] +

f [a + 2( b n- a)] + ... +

f [a + (n - l~b - a)]}
~ (-1)·

19. L.J
"=2 n

6.2 Respuestas

1. 1 3. b - a
2 n

5. 2115/3553 = 0.5953 7. 5¡¡

9. (]' = m = 0.7595, s = m = 0.6345
11. (]' = m = 1.3038, s = ti = 0.9038
13. (]' = 1}-, s = i

14 (-l)k+l X2k+l21. ¿ -'----'-----
k=1 2k + 1

15. n sn (J'n (s, + (J'n) /2 Sn
10 0.610509 0.710509 0.660509 0.668384
20 0.639447 0.689447 0.664447 0.667295
40 0.653371 0.678371 0.665871 0.666894
80 0.660133 0.672633 0.666383 0.666749

17. n sn (J'n (s, + (J'n) /2 Sn
10 5.335414 5.984097 5.659756 5.649082
20 5.492248 5.816590 5.654419 5.651751
40 5.572000 5.734170 5.653085 5.652417
80 5.612209 5.693293 5.652751 5.652585

19. n sn (J'n (s, + (J'n) /2 Sn
10 -1.480000 0.120000 -0.680000 -0.660000
20 -1.070000 -0.270000 -0.670000 -0.665000
40 -0.867500 -0.467500 -0.667500 -0.666250
80 -0.766875 -0.566875 -0.666875 -0.666563

21. n Sn
10 -1.991704
20 -1.997940
40 -1.999486
80 -1.999872

http://carlos2524.jimdo.com/



17.
19.
21.

25.

A-24 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR

6.6 Respuestas

1. n Tn Sn
10 0.660509 0.664100

x x 20 0.664447 0.665759

2 2 40 0.665871 0.666346 RE
80 0.666383 0.666553

3. n Tn Sn 1.

{ x'
10 1.106616 1.107147 )

(b) 3x - 2' O ::S X < 1: 20 1.107016 1.107149 9,

F(x) = 2 40 1.107115 1.107149. x 1 ::S X ::S 2. 112x + 2' 80 1.107140 1.107149
5. n Tn Sn 13

(e) f es discontinua en x = 1; F es continua, pero no 10 0.481739 0.488480 15es derivable, en x = 1. 20 0.486952 0.488690
40 0.488267 0.488705 17

sen 2x
33. F'(x) =-- 80 0.488596 0.488706 19

1 + x2 Sn35. F(O) = O, F'(O) = 2, F"(O) = 2 7. n Tn 21
10 0.855353 0.861337

, 2x sen 2(1 + X2) 2x sen 2(1 - X2) 20 0.859639 0.861067
37. F (x) = 1 + (1 + X2)2 + 1 + (1 _ X2)2 29

40 0.860678 0.861025
39. F'(x) = 2x(1 + X2) f(1 + X2) 80 0.860933 0.861018

33

6.3 Respuestas

5.3 + ¡ 7. -2 + ~
13. Y 15. -.y

(J'11 (sn + (J'n)/2
0.826130 0.776130
0.807116 0.782116
0.796737 0.784237
0.791237 0.784987

1. 8 3. V
9. ¡ 11. -1(

23. n s,
10 0.726130
20 0.757116
40 0.771737
80 0.778737

25. 41 pie/seg

Sn
0.788103
0.786358
0.785738
0.785518

6.4 Respuestas

1. Y 3. 'Ir - 1

7 2 - Y2 + 3'1r (1 + ~). 4 4

5. O
9. !

11. x2 + ix3/2 13. 3x - sen x 15. x2 + x4

17. -6x + 11X2 - 2X4

19. 3 21. O 23. ~ 25. 4

29. (a) O (b) ~
2

n·w y
y=F(x)

9.

41. (a) F'(x) = xI~ f(s) ds (b) F'(1) = O
(e) F"(x) = xf(x) + n f(s) ds
(d) F"(l) = f(1)

Y2('Ir + 2)
43. 2

11.

13.
6.5 Respuestas

1. 1(3 + 2x)3/2 + e
S. -MI + 4t2)-2 + e

9. ~sen3(x - ¡) + e

3. H9 + X2)4 + e
7. -¡\(4 - X4)4 + e

1
11. - sec 'Ira + e

'Ir

15.

13. -!cos' 2x + e
2

15. - • r + e
1 + vx

17. +(2 + X2),/2 - t(2 + X2)5/2 + t(2 + x2)3'2 + e
(a2 + X2)'+1

19. 2( r + 1) + e ~

27. -M 29. (Y2 - l)lal
1

33.• ¡;;
v3a2
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9. n Tn Sn 
10 0.225098 0.223240 
20 0.223708 0.223244 
40 0 .. 223360 0.223244 
80 0.223273 0.223244 

11. n Tn Sn 
10 2.370394 2.386178 
20 2.387129 2.392707 
40 2.393045 2.395018 
80 2.395137 2.395834 

13. n Tn Sn 
10 3.391611 3.393424 
20 3.392987 3.393445 
40 3.393331 3.393446 
80 3.393417 3.393446 

15. n Tn Sn 
10 0.761109 0.761109 
20 0.761109 0.761109 
40 0.761109 0.761108 
80 0.761109 0.761109 

17. (a) n 2: 213 (b) n 2: 24 

19. (a) n 2: 82 (b)n2:14 

21. 0.2252BLpa 

25. (a) n Estimación del error 

10 0.0020562 
20 0.0005410 
40 0.0001285 
80 0.0000321 

(b) 10 

Respuestas a los problemas de repaso 

3.~ 5.1 - v'lo7 
9 

9. L sen[(n + 2)x + (2n - 1)] 
,, =1 

8 (_ 2)n - 1 
l1·L 2 n= 1 nx . 

7.20,144 

13. (I = 103.828, s = 71.234, S = 86.234 

15. (I = 27, s = -27, S = O 

17. (I = 48.3923, s = -20.3923, 

19. l>j - n 

21. 2~n + 2195 

25v2 n 325 
29. 4 + 6 

2 
25. -

n 

x - a cos 2a - cos 2x 
33. -

2
- + 4 

S = 11.375 

27. n 

3V3 + 2v2 
35. ---144--

V3 - 1 
39. ---

2 
41. ti 

CAPíTULO 7 A-25 

37. -2 

43. -m 45. w¡ 

8[(b
3 

)312 (a3 ) 312J 
47. 9 2" + 1 - 2" + 1 

sen(9n2/4) - sen(n2) 

49. 2 

51. Regla trapezoidal, n 2: 330; 
Regla de Simpson, n 2: 44 

53. n Trapezoidal 
10 8.747225 
20 8.763592 
40 8.764566 
80 8.764626 

55. n 
10 
20 
40 
80 

Trapezoidal 
68.29303 
70.06278 
70.47419 
70.57512 

CAPíTULO 7 
7.1 Respuestas 

l..!j 

7 + 8v2 
7. ---

6 
9.k 

3.2 

11.2\12 

Simpson 
8.856339 
8.769048 
8.764892 
8.764644 
Simpson 
71.67857 
70.65269 
70 .61134 
70.60876 

5. a¡ 

13.Jf-

15.1 17.4v2 19.~ 21.! 

23. ~ 25. A = L (~ -V3x) dx 

27. A = f [Va2=X2 - (a - Y2ax - X2)] dx 

29. a = 2413 + 1 == 3.52 

7.2 Respuestas 

64n 8n 
1. 3 3. 3 

2n 
9. 15 

17.8n 

4V3a 3 

25. -
3
-

7.3 Respuestas 

1.3V1o 

5. n (1 + 3213)3'2 - 1] 

128n 
7.-

5
-

192n 
15.-

5
-

128n 
23. -

3
-

29. ~a3 tan e 

3. Id (37)312 - (10)312] 

7.2an 2 
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A-26 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

6V3 - 4 
9. W 11. 6a 13.---

3 
L 

15. (b) -;: 1.56687, 1.54625, 1.47262, 1.31947 
4a 

17. 4.64678 19. ~ 21. 2-rrr(b - a) 

23. 76~-rr 25. ~ [(17)312 - (5)3/2] 27. 63.56045 

31. S = 2-rr f g(y) VI + [g'(y)F dy, 

8; (5Vs - 2Y2) 

33. -rr( -rr - 2) 

7.4 Respuestas 

1. (a) y (b) 2-rr ft 
3. (a) ~ ft (b) 3 ft 

loffO -} 
5. (a) y (b) 3 ft 

7. (a) 0.5 ft (b) 1f- - 6(2) - 1/3ft 

9. 6 ft-lb 

11. 47,812.5w ;: 2.988 x 106 ft-lb 13 3k 
'10 

mg R {)4 f lb 21. lOw ;: 208 lb 15. -2- 19. 55-rr x Iv t- 3 

23. 16w f3 (3 - y) ~ 1 - ~ dy 

25. (a) 2,56O,OOOw lb (b) 1,395,OOOw lb 

7.5 Respuestas 

1. (a) 1.06 X 10-4 cmlseg 
(e) 1330 dinas-seg/cm5, 0.352 cm 
(d) 7.3 X 105 

3. eos amin = (~r 
5. (a) $380.40 (b) $800.70 (e) $10.52 por hora 

7. (a) ! (b) F(t) = t/i: O ~ ~ ~ ; 
9. (a) 1 

{ 

t2/2 O ~ t ~ 1 
(b) F(t) = 2t - (t 2/2) - 1, 1 ~ t ~ 2 

1, t> 2 

13. lQ4(1 + P)-2 - 15(1 + P)-I + 15 

15. (a) 112.5 (b) 12.5 

(e) 1 

(e) 1 

Respuestas a los problemas de repaso 

17. 256-rr 
15 

3. 8-rr + y 
11. 2 

19 56-rr 
. 3 

23. (b) -rr f (1 + 

, 5. H 
'13. t 

3-rr fl (e) -2 + 2-rr x(8 - 4x) dx 
1/2 

7. if 
15. 8-rr 

21 28-rr 
. 3 

+ 2-rr f x[4 - (x - 1)2] dx 

25. (a) 

(b) -rr r (9 + ~)2 dy 

o f~ + 4-rr (20 - y)2 dy 
15 

(e) 2-rr r x( 20 - ~) dx 

f\3 

+ 2-rr x[16 - (x - 9)2] dx 
\O 

27. 2-rr 29. ~[(tt)3/2 - 1] 

31. ~ [(260)3/2 - (5)3 /2] 33. 320 ViO -rr 

35. (a) ~ (b) ~ + V3 

37. (a) 8 (b) 8 39. 216 in-lb 

41. 85~-rr ft-lb 43. 14,~00 lb 
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CAPíTULO 8 
8.1 Respuestas 

1. r1(y) = y + 3; dominio [-5, 1], imagen [-2,4] 

y 

x 

(-2,-5) 

3. r1(y) = 5 ;y; dominio (00, 3), imagen (1,00) 

y = ((x) = 5 - 2x 

5. r1(y) = 1 - '>/y -2; dominio [2, 27) , imagen 

(-4,1] 

;t (-4,27) 

24 y = {( x) = (x - 1)2 + 2 

x 

(27, -4) 

Y=r-l(x)=l -~ 

CAPíTULO 8 A-27 

1 +2y 
7. r1(y) = --; dominio (-~,~], imagen (0, 3] 

1 -y 

x 

9. r1(y) = y2 - 2; dominio [2, 3], imagen [2,7] 

y (3,7) 

6 

4 

(7,3) 

2 
(2,2) 

x 

dx dx 
11. dy = 1 13. dy = -! 

dx 1 
15. dy = 2x - 2 

dx (x + 2)2 
17. dy = 3 

dx 1 
21. dy = 3(X2 - 4) 

25. No hay función inversa 

27. (a) Sí, 

(e) Sí; 

dx 
dy 

dx 
dy 

dx .~ 
19. dy = 2 v x + 2 

dx y 
23. dy = - v'4="7 

1 
(b) No; 

\Il"=7 
1 

29. O 31. ~(x + 2)3 33.2 

(e) Sí 
4 

35. -3 
x 

37. (a) Sí 

39. b = -1 , a"" b 

(b) No 

41. (a) g integrable y g(t) siempre de un signo 
(b) g continua y g(t) "* ° 

dx 1 
(e) dy = g(x) 

43. 4b2 
- 12ac < O 
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A-28 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

8.2 Respuestas 

1 
1. --4 

x+ 
2X2 3 

5. In(x Z + 9) + -z--9 - 2 
x + x 

9 1 
• 2(x + Vx) 11. Inlxl 

15. x - I cos(lnlxl) 

19. In(x2 
- 3x + 7) + e 

21. 21n(1 + Yx) + e 
25. In 5 27. 2 In 4 

31. In
2

3 33. (_1)n-l(n - 1)! 
xn 

4x 3 

3. -4--1 
X + 

7. 
1 - X2 

x(XZ + 1) 

1 
13. xlln xl 

17. Inlx - 31 + e 

23. ! Inlsen2xl + e 
29. -Un ~ 

35. 
(n - 1)! 
(1 - x)n 

37. El mínimo es 1 enx = 1; no hay máxim!> 
39. El máximo es O en x = -rr/2; no hay mínimo 

41. -rr In 9 43. 1 = - fZ ~ 
_1 X + 2 

49. x(XZ + x + 1)sen2x 

x - + + 2 cot 2x [
1 2x + 1 ] 
x X2 + X + 1 

8.3 Respuestas 

eX + e-X 
7.---

2 

13. G - ~) e
ZIx 

17. !e2x + e 

(1 + ex )4 
21. 4 + e 

3. (1 - x )e-x - 2 sen 2x 

-e-X 

9.---
1 + e-X 

15. - e-X sen 2x + 2e- x cos 2x 

23. -sen(e-x) + e 25. In(ex + e-x) + e 

e9 - 1 
27. -3-

1 - e-z 
29. --4- 31. 1248 33. e - 1 

35. 

37. 

39. 

41. 

43. -ro de unidades cuadradas 
R 

45. f(t) = f(O)e- k, + k (1 - e-k'); 

X 

R 
L=-

k 
49. (c) Porque exp es una función continua 
51. e' 53. 1 SS. e" 

8.4 Respuestas 
1. Q(t) = 4e2t 3. u(t) = - e- 3(,-2) 

S. Q(t) = -~ + y é' 7. u(t) = t2e, f2 - 2e,f2 

9. Q(t) = Qoe'('- 'o) 

11. -11.7ln2~20.0días 
In(2/3 ) 

13. (a) Q(t) = 35.36 + 64.64 exp( -0.02828t) mg 
(b) Q, = 35.36 mg (e) 171.9 días 

15. (a) P(t) = 104 exp [ (In 2) ~] ~ 104 exp(O.3466t) 

(b) 81.92 x 1()6 (c) P(t) _ 00 

17. (b) e = (uo - T)exp( -kto) (c) T 

19. (a) T = In 2 (b) 8.67% 
r 

1 1 
21. (a) -In -- (b) 17.20 años; 25.58 años 

r 1 -lOr 
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8.5 Respuestas
1. SX In 5
S. -2x-3 - 2-' In 2

2x + 1

3. x-I 1OIn, In 10

7. 2x

9. (X2 + X + l)ln 10

4x

11. 4x

xYx(ln x + 2)
15. c r:

2vx13. (X2 + l)ln 10

17. xsen'[(eos x)(ln x) + X-I senx]
19. xl+"(2x In x + x-I + x)

3'
21. h;3 + e

42'

23. In 16 + e

14
27. In 2

10""2'
25. - 4 In 10 + e

9999 20
29. 100 In 100 31. ~

39. ¡-'(x) = log, X - 3; x> O
41. ¡-'(x) = 2a' + 1; -00 < x < 00

4
37. 51n5

8.6 Respuestas

TI TI TI TI
1.¡ 3. ¡ 5. 2 7.

6
V3 1 3x2

9'2 11. \.!"i+X2 19.
~

4 are tan (x/2) 2x21.
4 + x2 23.

V2x2 - x4

2 1 _ x are senx
25.

x~
27.

~
2 sec- x 2

29.
1 + 4 tan' x

31.
VI - 4x2

2 x
33.

(1 + 4x2)are tan 2x 35. are sen:3 + c

1 3x
37. ! are sen 2x + c 39. 6 are tan 2 + e

x41. !areseeZ+c 43. are sen(x + 1) + e

45. 3 (are sen xp + c

51. (b)

y
y = f' (x) =-I~:~:I

0-----0

x

-lo---<J--o o-

CAPíTULO 8 A-29

(e) Sí

y = {(x) = are sen (cos x)

x

11:
53. (a) are sen <X (b) "2 55. ,¡;;¡;pies

8.7 Respuestas

7. 3 eosh 3x 9. eosh x + x senh x
11. (eosh x + senh 2 x )exp( eosh x)

2 senh x - senh ' x
13 15. (4 + X2)-1/2

. (4 + senh? x)2
17. !eosh 2x + e 19. !senh 3 x + e

21. ~ lnlsenh 2xl + e 23. ~ are eosh 2x + e, x 2: ~

x
25. are senh ¡+ e

27. senh(ln 3) - senh(ln 2) _ 7-12 29. 3 In ~

31.

37.

are eosh 6 -are eosh 3
3

(a) y = are tanh x quiere deeir que x = tanh y sin res-
tricciones en y. El dominio es (-1, 1); la imagen es
(-00,00)

y = are tanh xY\
I
I
I x

-2

(b)_l_
1 - x2

39. (f) No

Respuestas a los problemas de repaso

1. (f-l)'(X) = 2x, ¡(x) = Vx, ¡-'(x) = x2
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A-30 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

3. (Jl)'(X)=x2~l' f(x) - tanx, 

r 1(x) = arc tan x 

S. x ~ O; f - l(X) vX 
b 

7. x ~ --; 
2a 

1 
f - l(X) = - [-b ± Vbz - 4a(c - x)] 

2a 
9. No tiene inversa 

1 x + 1 
11. f-l(X) = -In--

2 x - l' 
x<-l o x>l 

13. 2x1nx(ln 2)(ln x + 1) 

15. VI _ e -2' 

coth x 
19. ---;=====::::::::;==. 

V(ln senh X) 2 + 1 

1 2 
23. 2a e (ax + b) + e 

1Tsen x 

27. -1 - + e 
nTI 

31.! arc sec(x ; 4) + e 

35. 1 37. O 
x 

41. (b) x < arc tan x < -l- - z +x 
43. x = 1, eZ 

1 
17. -1-

na 

1 
21.--

cosh x 

25 _ 1_ 2"n.< + e 
. In 2 

1 
29. - TI In 2 

33. 2 arc: tan vX + e 

39. 1 

45. r = arc senh 1 ~0.8814; no; r es una raíz doble 

1 
47. 10glO e = In 10 

49. Punto crítico en x = 1; decreciente en O < x ::; 1, cre­
ciente en 1 ::; x < 00; cóncava hacia arriba en x > O; 
mínimo global en x = 1. 

SI. Puntos críticos en x = O, TI/2, 3TI/2, 2TI; creciente en 
O ::; x ::; TI/2 Y 3TI/2 ::; x ::; 2TI, decreciente en TI/2 
::; x ::; 3TI/2; mínimo local en x = O, máximo local 
en x = 2TI; máximo global en x = TI/2, mínimo glo­
bal en x = 3TI/2. Hay puntos de inflexión en x = o: y 

enx = TI - 0:, donde o: = arc sen [('<'5 - 1)/2] ~ 

0.66624. La función es cóncava hacia arriba en O ::; x 

::; o: y TI - o: ::; x ::; 2TI; es cóncava hacia abajo en 
o: ::; x ::; TI - 0:. 

y 

x 

53. Creciente en -00 < x < 00; cóncava hacia arriba en 
- 00 < x < oo. No hay puntos críticos. 

y 

CAPrTULO 9 
9.1 Respuestas 

1. ~ In(1 + 4x2
) + e 

(In X)4 
5.-

4
- + e 

y = senh x + cosh x 

x 

3. 2v¡-:¡::-e:; + e 

7. Inlsen xl + e 

9. 2 arc tan(sen x) + e 11. ! aro sen e2x + e 

13. 2 - In 2 == 1.3069 15. ~ senh5(~) + e 

17. sen(ln x) + e 19. k(7 + 2X 3)4/3 + e 

21. -In(ln 2) == 0.3665 23. ! In( cosh 2x) + e 

64(v'2 + 1) (x - 2) 
25. 15 == 10.30 27. arc sen - 2- + e 

29. 21n(x 2 + 4x + 29) + 2 arc tan (x ; 2) + e 

31. ! arc senh(2x + 4) + e 

33. !( arc tan 2 - ¡) == 0.1609 

9.2 Respuestas 

1. x sen x + cos x + e 
1 2 2 

3. --x2 COS TIX + -ZX sen TIX + - cos TIX + e TI TI TI) 

1 
5. 2 == 0.1013 

TI 
7. ~(e~12 + 1) == 2.3242 
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10 
9. 2 - 2" == 0.6466 

e 
11. 

13. 

x are tan x - ! In(l + X2) + e 

x :sen(ln x) - x eos(ln x) 
2 + e 

15. 

17. 

- 2x2(1 - X)112 - h(l - x)3/2 - H (1 - X) 512 + e 

2x(x In 2 - 1) 
(In 2)2 + e 

19. 2V3 In 3 - 4V3 + 4 == 0.8775 

10 In 10 - 9 In 9 - 1 
21. 

2 
23. ~X3(X3 - 1)3/2 - ;¡\(x3 - 1)512 + e 

41. (x + l)ln(x + 1) - x + e 

9.3 Respuestas 

TI+2 
1. 

8 
3. - !eos3x + !eos5x + e 

5. - ~ eos4/3 x + ti eoslO/3 x + e 
7. fs-x - -;. sen 4x + oh sen3 2x + e 9. Ir 

11. 2 - Vz 13. 3TI 15. - sen x - ese x + e 
8 

17. ! sen 2x - i sen 4x + e 

19. x - 1 sen 2x + i sen 4x - b sen 6x 
+ fs- sen 8x + e 

21. ! eos x - -h eos 5x + e 

23. - fs- eos 4x - b cos 8x + oh eos 12x + e 
(1 - x 2)n+1 (1- x2)n+2 

25. - + + e 
2(n + 1) 2(n + 2) 

29. 5TI 2a3 27. TI 
2 3 

9.4 Respuestas 

1 
1. - Inlsee ax + tan axl + e 

a 
3. ! tan3 x + e 

5. ! tan3 x - tan x + x + e 

7. lo see5 2x - i see3 2x + e 9. ! see5 x + e 

11. - + ese7 x + g ese5 x - ! ese x + e 

13. - ! ese x eot x - ! Inlese x - eot x l + e 

15. ! tan3/2 x + ; tan7/2 x + e 

17. !see512 x - 2 see1l2 x + e 

23. -1 eot2 x - Inlsen xl + e 

25. -! eot4 x + ! eot2 x + Inlsen xl + e 

27. -! ese x eot x + ! Inlese x - eot xl + e 

29. -! ese3 x eot x - i ese x eot x 
+ i Inlese x - eot xl + e 

CAPíTULO 9 A-31 

31. 
6 

-eot - + e 
2 

9.5 Respuestas 

1. !Care sen x + x~) + e 

3. x + e 
5Y2x2 + 5 • 

5. - x + e 
4~ 

12-~1 7. 21n -----
x 

+ Y4=X2 + e 

9. 3Yx2=9 - In(x + Yx2=9) + e 

1 1~-V31 11. ,¡;; In + e 
v3 x 

1 (4 + ViS) 13. 2ViS - V3 + 2 In 2 + V3 == 6.387 

3Vz 5\16 
15. -4- - U == 0.04004 

17. vX2=3 - V3 are see ~ + e 

19. In 3 == 1.099 

9.6 Respuestas 

33. TIab 

1. Inl-
x 

1+ e x + 1 
3. In -- + e 

I
x + 21 
x - 2 

5. In I (x + l)(x + 3) I + e 
x + 2 

1 
7. - 2(x 2 _ 1) + e 

9. x + 3 Inlx l - 2 are tan x + e 

11. 21nlx l - 4 are tan(x + 1) + e 

13. ~ In Ix - 11 - ~ are tan x + e 
4 x + 1 2 

15. ~Inlx + 21_ ~(x - 1)-1 - ~(x + 2) - 1 + e 
27 x - 1 9 9 

9.7 Respuestas 

x 1 x 
1. 18(x2 + 9) + 54 are tan 3 + e 

x 3x 3 x 
3. 16(x2 + 4)2 + 128(x2 + 4) + 256 are tan 2 + e 

x-2 1 x - 2 
5. 8(X2 _ 4x + 8) + 16 are tan - 2- + e 
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A-32 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

x - 1 1 
7. 2(x 2 _ 2x + 2) + 2 are tan(x - 1) + c 

9. x + X 
96(X 2 + 3)2 192(x2 + 3) 

1 x 
+ --:¡;:; are tan • ¡;; + c 

192v3 v3 

JI. 8(X2 \ 4) + :6lnlxl - ;2 In(x
2 + 4) + c 

4 1 
13. - Inlx - 11 - x _ 1 + 21n(x2 + x + 1) 

- ~ are tanexJj 1) + c 

Respuestas a los problemas de repaso 

1. aretan(ln x) + c 3. HIn x + 1)2 + c 5. O 

7. Is are sen x + t x ~ (X2 - ~) (X2 + n + c 

9. Inlsen X2 + eos x 21 + c 

X2 2 
ll . - (1 + X 2)312 - - (1 + X 2)512 + c 

3 15 

13. !ex - 2)2 - ~ In[x2(x + 3)] + c 

15. _ 4_ (2 eos ~ eos 1TX + 1T sen ~ sen 1TX) + c 
1T2 - 4 2 4 2 4 

17. A are tan (sed x) + c 

19. ~ eos x + neos 3x - .'\¡ eos 5x + -oh eos 9x + e 

2 X2 - 1 ( Ix - 21 ) 
21. x + In (X2 _ 4)2 + c 

23. ¡ ~:2 + 4 - 2 are senh ¡ == 0.5549 

25. -&'In 18X-312 - x- 312 Y64 - x31 + c 

27. are tan(2x + 1) + c 29. In 2 

31. In I(x + l)(see x + tanx)1 + c 

33. eos x + see x + c 35. 1T/2 

37. ! (X2 eosh X2 - senh x 2) + c 

39. x tan x + In leos x l + c 

41. In IX(X + 2) 1 + c 
x + 1 

(
X - 2 ) 43. - 2- + 4 Y X2 - 4x + 1 

11 
+ 2 In Ix + Y X2 - 4x + 1 - 21 + c 

1 
45. - In Isee(a are tan x)1 + c 

a 
8 3 

47. 2 In Ix + 11 + 3 In Ix - 11 - x _ 1 

4V2 X 
(X2 + 2). - -3- are tan V2 + c 

4 
- In 
3 

49. In [e- x (1 - ~)] + ~ + ! (1 -
3 .. 

e2x)3/2 + c 

9 3 
51. "8 V2 - 16 In (3 + 2 V2) 

53. - - ! ese - eot - + ! In ese - - eot - + c 1 [ 6 6 1 6 61J V2 2 2 2 2 

55. O 

57. ! In Itan (x/2) + 11_ tan (x/2) + c 
tan (x/2) - 1 [tan (x/2) + 1)2 

2 (~x) 59. ~ are tan V~ tan 2 + c, 

b In 1 (a - tan~) / (a + tan ~) 1 

O < a < 1; 

a = ~1 + a 
1 - a 

CAPíTULO 10 
10.1 Respuestas' 

l. y = cel' + !t3el' 

t 1 1 
3. Y = ce - 3, + - - - + -e-' 

392 

5. Y = cr I + ~ t - leos 2t + ~ sen 2t 

c + te' - e' 9 _ c - eos t 
7. Y = t2 • y - t3 

11. y = cte - ' + te-' In t 13. Y = t2e' + e' 

a> 1; 

+ c, 

15 
sent 18 + 3t2 + 2t3 

. y = f 17. Y = 6(t + 1)2 

21. Una hora 23. Q(t) = 30 - 10e - tl60 

25. (a) Q(t) = 50'Y - 50'Ye-'lIo 
1 

(b) 'Y = 10(1 _ e-6) == 0.10025 

29. Y = (~+ Ce-2<1) -1/2 
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10.2 Respuestas 

1. 3y2 - 2t3 = e 

3. y2 + In Iyl - sen 2t = e; también' y = O 

5. 3y2 - 2 In 11 + t3
1 = e 

7. are sen y - In It l = e 

9. y = Y2 In(l + t 2
) + 4 

11. Y = (3 - 2v'1+(2) ~ 1 /2 

13. Y = -1 - Yt 2 
- t - 2 

( 
- 6te 31 + 2e31 + 7) 

15. Y = -In 9 

17. Y = -(2t + 1)3'2 

1 1.3863 
19. (a) T = - In 4 == - -; 55.452 años 

r r 

(b) T = ! In [13(1 - o.)J. 175.78 años 
r (1 - 13)0. ' 

21. Y = I!. t + (be - ad) In let + di + k 
e e2 

23. (a) x = xoe - ~I 

(b) [ o.Xo (1 - e- ~I)J 
y = Yo exp - 13 

(e) Yo exp ( _ 0.;0) 
pq[e·(p-q )1 - 1 

25. x = pe .(p - q)1 _ q 

27. (a) 50.4 m (b) 5.25 seg 

uij 
29. (a) X m = 2g 

uo 2uo 
(b) tm = - (e) t = -

g g 

10.3 Respuestas 

1. (a) 1.1 , 1.22, 1.364, 1.5368 
(b) 1.105,1.23205 , 1.38578, 1.57179 
(e) 1.11,1.2442, 1.40792, 1.60767 
(d) 1.24587,1.61263 

1 + e21 

(e) Y = -2- ; 1.11070, 1.24591 , 1.41106, 

1.61277 

3. (a) 1.1,1.222,1.37533,1.57348 
(b) 1.111,1.25153, 1.43606,1.68801 
(e) 1.25299, 1.69592 

5. (a) 3.2, 3.40736, 3.62201 , 3.84387 
(b) 3.20368, 3.41478, 3.63320, 3.85888 
(e) 3.41488, 3.85908 

7. (a) 2.2, 2.42993, 2.69426, 2.99840 
(b) 2.21497,2.46469,2.75525,3 .09420 
(e) 2.46665, 3.09994 

9. (a) 7.53999 
(e) 7.86623 
(e) 7.88889 

11. (a) 5.35218 
(e) 5.36194 
(e) 5.36206 

13. (a) 7 .88906 

15. (a) 5.36206 

CAPíTULO 11 A-33 

(b) 7.70957 
(d) 7.88313 
(f) 7.88905 

(b) 5.35712 
(d) 5.36203 
(f) 5.36206 
(b) 7.88906 

(b) 5.36206 

Respuestas a los problemas de repaso 
1. Y = (ex + 1) / (ex + e-x) 

3. Y = ![tan x · + eos x + eos x Inlsee x + tan x l) 

5. Y = e,I/ (e - t) 7. Y = O 

9. Y = - Y5e 2x - 4 

11. (a) 0 .705844 
(b) 2.360865 , 2.362464 
(e) 2.362773 , 2.362775 

13. (a) 3.636682 
(b) 6.200323 , 6.200680 
(e) 6.200744, 6.200744 

15. 1.548281 , 2.319693,3.324278,4.508531 , 
5.751209, 6.905679 

In 2 
17. P(t) = Poe - k l

, k = 13.2 == 0.0525 29.6 mg 

4 1 
19. Y = 1 - e - x 21. Y = 3 (x + 1)3/2 - 3 

CAPíTULO 11 
11.1 Respuestas 

1.2 

3. 1 
5. O (no indeterminado) 

7. -1 
9. - 00 (no indeterminado) 

11.0 13. 00 

15. O 17. 00 

19. 00 21. O 

23. O 2s.!!. 
a 

27. 12 29.2 

31. - ~ 33.1 

35. O 37.0 

39. a = ±2, b = 1 
3 

41. (a) 4 (b) 3 
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A-34 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

11.2 Respuestas 

1.0 

5. 1 

19.5 
3. O 

17.1 

21. 1 

3. O 

7. O 
11.1 
15. O 
19. O 

1 
23. Ve 

25. 00 si O < q < 1; e si q = 1" , 1 si q > 1 

27. 1 si q < p; e si q = p; 00 si q > P 

29. 1 31. ! 33. 00 35. ! 
e e 

11.3 Respuestas 

1. Diverge 3. Converge; ~ 

S. Converge; 6 7. 
1 

Converge" - -, 2 

9. 7r 
Converge; "2 11. Diverge 

13. Diverge 15. Converge; 1 
17. Diverge 19. Diverge 
21. Diverge 23. Diverge 

27. n! 
b 

29. -¡--¡;z 
a + 

31. a = 2; ! In ;ji 

33. (a)p > 1 (b)p >! (c)p > 2 
(d) 1 < Ji !5 2 (e) ! < p !5 1 

35. (a) O (b) Diverge (d) 00; diverge (e) TI; converge 

11.4 Respuestas 

1. Converge 3. Diverge 
S. Converge 7. Diverge 
9. Converge 11. Converge 

13. Converge 15. Converge 
17. Converge 19. Converge 
21. Existe la integral (no es impropia) 
23. Converge sólo para 1 < p < 2 
25. Converge .sólo para -1 < p < ~ 
27. Existe la integral (no es impropia) 
29. Converge 
31. Diverge 
33. Converge sólo para 3q - p > 1 35. P > 1 

S. O 
9. O 

13. O 

17. O 
21. 1 

27. O si p !5 O; 00 si P > O 
29. e- 1I2 

31. Converge; - ~ (16)113 

33. Diverge 
35. Converge; O 
37. Converge; 1 

7.2 
11. O 
15. 1 
19. O 
23. 1 

39. Converge para p < 1, di verge para p ;:= 1 

25. e - 3/4 

41. Converge 43. Converge 
45. Diverge 47. Diverge 
49. Diverge 

CAPíTULO 12 
12.1 Respuestas 

1. (a) 3, i, ~, ~, 1f (b) Acotada (e) Monótona decre-

ciente (d) L = 2 
3. (a) O, t, i, i, ~ (b) Acotada (e) Monótona cre-

ciente (d) L = 1 
S. (a) 1, _ (2)113, (W/3, -(4)1/3, (5)1/3 (b) No acotada 

(e) No monótona (d) Diverge 
7. (a) -~, -~, -to' O, -di (b) Acotada (e) Monó-

tona decreciente para n ;:= 8 (d) L = O 
9. (a)~, ¡, ~, ¡, fs eb) No acotada (e) Monótona 

creciente para n ;:= 3 (d) Diverge a 00 

11. i 
15. O 
19. Diverge a 00 

23. O 
27. O 
31. Diverge a 00 

( _ 1)n+1 
33. an = --- , por ejemplo 

n 

35. an = Vn, por ejemplo 

1 
37. an = - , por ejemplo 

n 

39. L = 2; 
1 

N ;:= ­
E 

13. Diverge a 00 

17. Diverge a 00 

21. O 
25. ! 
29. 1 

Respuestas a los problemas de repaso 41. L = 1; 
1.0 

2 
N;:= -- 1 

E 

3. No existe el límite; el límite por la derecha es 2, 43. L = O; 
el límite por la izquierda es -2 

N ;:= In(1 /€o) 
In 2 
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3 + Vs 
45. (c) 2 = 2.618 

12.2 Respuestas 

7. Converge, s = 1 
1 

11. Converge, s = -fi + 1 

13. Converge, s = 1 
15. Converge, s = ~ 

9. Diverge 

17. Diverge 19. Converge, s = 2 
1 21. Converge para 1 < a < 3, s = --

3 -a 
1 23. Converge para 1 < a < 2, s = --

4-2a 

25. N = 8 27. N = 10,000 29. (\ ~ a~h 

33. i 

12.3 Respuestas 

1. Converge 
S. Diverge · 
9. Diverge 

3. Diverge 
7. Diverge 

11. Converge 

35. !r 

13. Converge 15. Converge para q - 2p > 1; 
diverge para q - 2p:S 1 

17. Converge 19. Diverge 
23. (b) Considerar ak = l/k Y ak = l/Jél, por ejemplo 

12.4 Respuestas 

1. Converge 
S. Converge 
9. Diverge 

13. Converge 
17. Diverge para 1 < a :s e, 

converge para a > e 
21. Converge 

25. O 
29. Converge 

12.5 Respuestas 

J. Converge 
S. Diverge 
9. Converge 

;¡" .r 
3. Blverge 
7. Converge 

11. Converge 
15. Diverge 
19. Diverge 

23. Converge 

27. 00 

3. Diverge 
7. Diverge 

11. (a) 0.0007716 < R6 < 0.0015432 

CAPíTULO 12 A-3S 

(b) S6 = 1.0811235 
(d) n ~ 27 

(c) s = 1.0822809 

B. (b) SIO' < 10.22, Slo8 < 19.43, 

15. 0'1 = 1, 0'5 = 0.6738954, 

12.6 Respuestas 

1. Converge 

SI012 < 28.64 

0'10 = 0.6263832 

3. Diverge (no se aplica el teorema 12.6.1) 
S. Converge 
7. Converge 
9. Diverge (no se aplica el teorema 12.6.1) 

11. n = 100 para Sn; n = 70 para s 
13. n = 1584 para Sn; n = 910 para s 
15. n = 8.81 X 104342 para Sn; n =2.97 X 102171 para s 
17. (b) x = ! (c) n = 3 
19. Diverge 

12.7 Respuestas 

1. Converge en forma absoluta 
3. Converge en forma condicional 
S. Converge en forma absoluta 
7. Converge en forma absoluta 
9. Converge en forma absoluta 

11. Converge en forma absoluta 
13. Converge en forma absoluta 
15. Converge en forma condicional 
17. Converge en forma absoluta 
19. Converge en forma absoluta para lal < 1; 

ge en forma condicional para a = 1; 
cualquier otro caso 

con ver­
diverge en 

21. Converge en forma absoluta para lal < 2; 
ge en cualquier otro caso 

di ver-

23. Converge en forma absoluta para toda a 

Respuestas a las preguntas de repaso 

1. Converge 
S. Diverge 
9. Diverge 

Diverge 
Diverge 
Converge en forma condicional 
Converge en forma condicional 
Converge en forma absoluta 
Converge en forma absoluta 
Converge 
Diverge 
Cierto; no 

3. Converge 
7. Converge 

11. Converge 
15. Diverge 
19. Diverge 
23. Diverge 

29. Converge 
33. Diverge 
37. Diverge 
41. Cierto 

13. 
17. 
21. 
25. 
27. 
31. 
35. 
39. 
43. 
45. Falso. Por ejemplo, hacer ak = (-l)k/k 1/3. 
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A-36 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

47. Falso. Por ejemplo, hacer ak = (-1 )k/1k. La afirma-
~ 

ción es cierta si L ak converge en forma absoluta. 
k =1 

CAPíTULO 13 
13.1 Respuestas 

1. p](x) = ~ [1 + (x - ¡) 
- (~)(x -¡r -(;) (x - ¡y] 

3. p.(x) = -1 + 2(X - ~r -~ (x - ~r 
1 

5. p.(x) = 1 - X2 + 2 x' 

1 1 1 
7 P (x) = 1 + - x - - X2 + - x 3 

• 3 2 8 16 

1 1 
9. p.(x) = 1 + 2(x - 1) - g(x - 1)2 

1 5 
+ 16 (x - 1)3 - 128 (x - 1)' 

X2 x' x6 

13. P2.(x) = 1 - 2! + 4i - 6! + . . . 
(_1)nx2n 

+ (2n)! 

15. p.(x) = -~ [ 1 + (~) + (~r + ... 

+ (~r] 
17. Pn(x) = - [x + ~2 + f + ... + :] 

x X2 x 3 

19. Pn(x) = 1 + 2 - "8 + 16 - ... 

+ ~(-_I=.!.)_n-_1 =-1 _. 3=--· 5=--· ·_·~(_2n_-_3..!...)x_n 
2nn! 

111 
21. Pn(x) 2 - ¡ (x - 1) + g (x - 1)2 - ... 

+ (-I)n (x _ l)n 
2n+1 

22 ( '11")2 2' ( '11")' 23. P2n(x) = 1 - 2! x - ¡ + 4i x - ¡ -
... + (-1)"2

2" (x _ !)2" 
(2n)! 4 

x 3 x5 x2n+1 
25. P2n + I(X) = X + 3! + 5! + ... + (2n + 1)! 

27. p.(x) = 1 - X2 + x' 

13.2 Respuestas 

1 R ( ) = (sen c)(x - '11"/4)' 
. • x 4! 

(x - '11"/2)5 
3. R5(X) = -25(sen 2c) 5! 

x 5 

5. R5(X) = (- 32cs + 160c3 
- 120c)e - el 51 

15x' 
7. R.(x) = - (16)4!(1 + c)1/2 

9x' 
9. R.(x) = (16)4!(4 _ C)S/2 

(-l)n+l(sen c)x2n+1 
11. R2n+1(X) = (2 ), ' n + 1 . 

an + 1 X"+l 

13. Rn+I(X) = (1 ) 2 - ac n+ 
( _1)n+1 2.+ 1 (x + l)n+1 

15. Rn+1(X) = e2c(n + 1)! 

(-I)n22n+1 (cos 2c)(x - 'll"/4)2n+1 
17. R2n+I(X) = (2n + 1)! 

(senh c)x2n+2 
19. R2ndx) = (2n + 2)! . 

21. (a) PI(X) = O, 

P2(x) = O, 

(b) No 

14c\l3 X2 
R(x) = __ o 

2 9' 

7 14 
(e) P3(X) = 1 + 3(x - 1) + 9(x - 1)2 

14 + - (x - 1)3 
81 

23. n = 3; 0.7742 25. n = 4; 0.1823 
x (-I)kx2k 

27. cos x = t:o (2k)! ' 

~ X2k+1 
29. senhx = ~ (2k + 1)!' 

-oo<x<oo 

-oo<x<oo 

x (-1)k22k X2k 
31. cos 2x = ~ (2k)! ' -00 < x < 00 

~ (-I)k+1 (x - 'll"/2)2k+1 
33. COSX = L (2k)' ' 

k-O + 1 . 
-00 < x < 00 

-oo<x<oo 
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13.3 Respuestas 
1. p = 1; converge en forma absoluta para - 1 ::s x ::s 

1; diverge en cualquier otro caso 
3. p = 2; converge en forma absoluta para - 5 < x < 

-1 ; di verge en cualquier otro caso 
5. p = 4; converge en forma absoluta para - 2 < x < 6; 

converge en forma condicional para x = 6; diverge 
en cualquier otro caso 

7. p = 00; converge en forma absoluta para toda x 
9. p = 1; converge en forma absoluta para -1 ::s x ::s 1; 

diverge en cualquier otro caso 
11. p = 00 ; converge en forma absoluta para toda x 
13. p = ~; converge en forma absoluta para O < x < 1; 

converge en forma condicional para x = O; diverge 
en cualquier otro caso 

15. p = 00; converge en forma absoluta para toda x 
17. p = 00; converge en forma absoluta para toda x 
19. P = t; converge en forma absoluta para -~ < x < O; 

diverge en cualquier otro caso 
21. (a) p = e (b) Diverge en ambos extremos 

13.4 Respuestas 

~ (-I)k+1 (x - 'IT)2k 
1. f(x) = ~o (2k)! ' - 00 < x < 00 

~ (-I)k+1 (x - 'IT/2)2k+1 
3.f(x)=~ (2k+l)! ,-oo<x<oo 

5. f(x) = L(-1)k2kx k, - i < x < i 
k=O 

7. f(x) = L [( -1)k2k + 2-k]xk, -i < x <! 
k=O 

9. f(x) = L (2 -k - 3)xk, - 1<x<1 
k=O 
~ (-I)kx 2k 

11. f(x) = ~ 22k(2k)! ' - 00 < x < 00 

~ (-1)k22kx zk 
13. f(x) = ~o (2k)! ' - 00 < x < 00 

~ (-1)kx Zk 
15. f(x) = ~o k! ' -00 < x < 00 

~ 32kXZk 
17. f(x) = ~o (2k)!' - 00 < x < 00 

~ 

19. f(x) = L (-1)k +1 (x - 3)\ 2 < x < 4 
k=O 

2 
21. f(x) = XZ - -x4 + 

3! [2 1] 6 5! + (3!)2 x 

[2 2] 8 - 7! + 3!5! x + 

CAPíTULO 13 A-37 

23. f(x) = 3x - 6xz + ~X3 + 5x 4 + ... 
25. [f(x)]Z = aij + 2aoalx + (2aoaz + aI)xz 

+ (2aOa3 + 2a laz)x3 

+ (2aOa4 + 2ala3 + aDx4 + 

27. (a) g(x) = L Xk+2 
k=O 

(b) h(x) = 1 + x converge para toda x 

13.5 Respuestas 
00 Xk +l 

1. f(x) = -~k + l ' -1 ::sx < 1 

00 X2k+l 

3. f(x) = 2 ~o 2k + l ' -1 < x < 1 

~ (-I)kxzk +1 
5. f(x) = ~ k!(2k + 1)' - 00 < x < 00 

7. f(x) = L (-I)k(k + 2)(k + 1)2k-1xk, 

-! < x <! 
~ (-I)kxzk+1 

9. f(x) = ~o 2Zk+I(2k + 1)' -2 ::s x ::s 2 

~ ( -1)k X2k+3 
11. f(x) = ~o (k + 1)(2k + 3)' - 1 ::s x ::s 1 

~ (-I)kx zk 
13. f(x) = ~o (2k + 2)!' - 00 < x < 00 

~ (-I)kxk +1 
15. f(x) = ~ 2k+l(k + 1)2' -2 ::s x ::s 2 

17. (a) 3.017 
(b) 200 términos si se usa una suma parcial; 100 tér­
minos si se usa el promedio de sumas parciales suce­
sivas 

1 = i (-I)k 
]9. k=O (2k + 2) !(2k + 1)' 

cinco términos 

21. 

1 == 0.48638538 

1 = i (-I)k . 
k=O k!(2k + 1)' 

1 == 0.74682 
~ ( - I)k 

23. 1 = ~o (k + I)Z2k +l; 

1 == 0.4485 

25. (c) ao = 1, al =. t, 

13.6 Respuestas 
x 

1. f(x) = 1 + 2 

ocho términos 

siete términos 

~ (-1)k - ll' 3 . 5 ... (2k - 3) 
+ ~2 2kk.! xk, P = 1 
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A-3S RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

3. f(x) = 
1 [ x . ( -1)k1 . 3 · ·5 ... (2k - 1) k] 
2: 1 + 2: 23k k' x , 

k - I • 

P = 4 
5. f(x) = x 

~ (-1)k1 . 3 . 5 . .. (2k - 1) 2k +1 _ 
+ (:I 2kk!(2k + 1) x, p - 1 

x x l · 3 . 5 . .. (2k - 1) X2k +1 
7. f(x) = ~ + ~I 2kk!(2k + 1) a2k+l ' 

p = a 
1 x l · 3 . 5 .. . (4k - 1) . 

9. f(x) = 2: + ~I 22k+ 1 (2k + 1)! X2k, 

P = 1 
x - 1 n. f(x) = 2 + -4-

= (- 1)k-1 1 . 3 . 5 . .. (2k - 3) 
+ t:2 23k - 1k! (x - 1)\ 

p = 4 
2x 

13. f(x) = 1 + '3 
~ (-1)k+'1' 4 . 7 ... (3k - 5) 

+ 22: 3kk' x\ p = 1 
k=2 . 

17. (c) :!!: (1 _ k2 
_ 3k

4

) 

2 4 64 
(d) 1 . 3 . 5 ... (2n - 1) :!!: 

2 . 4 . 6 ... (2n) 2 

Respuestas a los problemas de repaso 
1. - 1 < x < 1; c9nverge en forma absoluta en x = ± l. 
3. -1 - ...f2 < t < -1 + ...f2; diverge en t = -1 ± ff 
5. -1 < x < 1; diverge en x = -}, converge en forma 

condicional en x = l. 
7. p = O 9. p = 1/2 11. p = 1/2 

= (-1)kx 3k 
13. f(x) = ~o 2k ' -~ < x < ~ 

15. f(x) = 1 + 2 2: X2k, -1 < x < 1 

~ ( 1)k+' (b)k 
17. f(x) = ln(a) + ~I - k ~ x\ 

a I a -¡; < x < ¡; 
x 

19. f(x) = 1 + 3 
~ (-l)k - ' 2 . 5 . . . (3k - 4) k 

+ L.,¡ 3k k' x , kD2 . 
-1 <:: x < 1 

21 (1) (1) 
2 cos(l) - sen(l) 2 

. sen - cos x + 2 x 

23. 1 + x + !x2 25. -f&(c - 1) - 1I /3(x - 2)4 

x 4 

27.---
4 (e + 1)4 

x 3 2X 5 17x7 

29. tanh x = x - - + - - - + . .. 
3 15 315 

31. f(x) = 1 + x + 2X2 + .. " -1 < x < 1 

35. y(x) = Yo(1 + X2 + !x4 + ... ) = Yo ex2 

37. y(x) = 1 + 2x + (312)x2 + (2/3) x3 + . . . 
= (1 + x)ex 

39. x = 2 - (1/6)e + . . . 
41. x = - 2 + (2/9)e - (161243)é + ... 
43.0.100111 45. -0.002502 

CAPíTULO 14 
14.1 Respuestas 

1. 

3. 

5. 

7. 

9. 

L
4'i) 

r=4 

0= i 
O . Eje polar 

0= rr (-3, rr) 
- ~O • ---1> Eje polar 

r=-3 

./ 

r= -4 ~
(-4'?t) 

O- l!!. - 6 

./ O Eje polar 

./ 

b
IO=~ 

O Eje polar 

r=-2 
I 

(-2, ~ ) 

~
_3, _3:) 

r=-3 

O Eje polar 
O-- ~ 

/ - 4 
/ 

/ 
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CAPíTULO 14 A-39

11.( -2, 4;) Y(2, _5;) 45. y
rr

"4

13. (2, 5;) Y( -2, _7;) \ x
-71"

15. ( -4, 3;) Y(4, 7;)
17.(1,_5;) Y(_1,7;)
19. (2\13,2) 21. ("\1'2, - \12)
23. (-5, O) 25. (-2, -2\13)

29. (4, ~) 47.
27. (2,2\13)

31. (4, _2;) (4 2n)33. '3
35. (Vs, are tan 2)
37. y

3

x
-3 3 49.

51. y
x

41.

x

3

r = 4 sen (o +5.t-)

43. x
53. y

o x
2

r = -6 sen o r=2secO
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SS. 69. r(2 cos 6 - sen 6) = 5 71. r2(2 - sen 26) = 6 
73. (X 2 + y 2 + 2y)2 = 4(X2 + y2) 

75. (x 2 + y2)3 = 36x2y2 
x 77. d = [ri + d - 2r,r2 cos(62 - 6,)] "2 

14.2 Respuestas 

57. 1. Cardioide 

x 

59. r=3sec(e - ~ ) 
3. Caracol 

y 

x 

r=1-2cosO 

61. 
5. Cardioide 

x y 

2 

63. 

x 

-2 7. Lemniscata 

ricos 01 = 2 

65. r = 4 sen6 67. r = 2v2COS(6 - ¡) r 2 = 2 sen 28 
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CAPíTULO 14 A-41

9. Cardioide (6, j), (6, -j)17.
LfY

r=3+3senO

(~,¡),6 19. polo

x 21. (i,j), (i, -j)
23. e 21T) G, -j), polo11. Lemniscata 2' 3 '

y

(Vi, ~), (Vi, ¡)25.
x

-2 2
27. (1, ~), (1, 5:)

-z = 4 cas 20

13. Curva con pétalos 29. (2, j), (2, 5;), polo

33. e = ±; los focos están en (O, O) Y (~, O); las directrices

son x = -4 Yx = ~

x

-4 I
I

x=~

15. Caracol
35. e = ~;los focos están en (O, O) Y (-~, O); las directri-

ces son x = 2 Yx = -~

x

I
I
I

x=2

4
"5 x

I
I
I

x=- ~
-6 r=2-4senO
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1. (2, 3;), ( -2, _ 3;)

3. ( -3, ~), (3, 4;)

5. (~ _ 5V3) 7. (_~ _ 3V3)
2' 2 2' 2

9. (4, ~)
11. (4, 2;) 23.

13. círculo
-- --y=2

x

2r=--
1 + sen 8 -2 -1

6 ; el foco está en (~, O); la directriz es
15. espiral

41. r=
2 +3 cos 8 25. ¡

x =~
5 29. ;

14.3 Respuestas

~ 91T 31T3 33. (

1. 4 5.-
8 2 (

3V3 3V3 17. cardioide
37. :

7. (a) 21T+ -2- (b) 1T- -
2 41. ,

(e) 1T+ 3V3

9. é( _¡ + 9~) 11. 3V3 - 1T
x 43. J

2

13. 51T- 3V3 IS.2Vz 45.
2

17. 1Ta 19. a

V1+k2(é" - 1) 23.4a 19. lemniscata eA
21.

k
15.-

Vz r4
25. 2 2a o (sec 2e)I/2 de

1. I

29. 321Ta2 3. ¡

5
31. 4Vz1Té 33.1 - Vz

-1

A-42 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR

37. e = t; los focos están en (O, O) Y (-18, O); las direc-

trices sonx = -5 Yx = -13

35. -7/3V3 == -1.347
V3

37 -. 3

Respuestas a los problemas de repaso

x

39. e = 1; el foco está en (O, O); la directriz es y = 2

21.
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21. Hipérbola; los focos están en (O, O) Y (O, ~); las direc­

trices son y == 3 Y Y = ~; e = 3 

y 

F(O, ?f) 
9 
"2 

9 
4 

F(O, O) 

x 

23. Elipse; los focos están en (O, O) Y (4/5, O); las directri­
ces son x = -6 Y x = 34/5; e = ± 

25. r = 3 sec 6 + 3 27. r = sec 6 - cos 6 

29. x + V3y = ° 
33. (4, O) 

9'11" 
37. '2 39.2 

f3"/4 
41. L = 3 csc2 6 d6 

,,/4 

43. L = 2 1"/6 Vsec 26 d6 

2V3 
45. --3- 47. 3V3 

CAPíTULO 15 
15.1 Respuestas 

( _ 1, 3;), polo 

l.a+b=(l,-l), a-b=(-5,3), 
2a - 3b = (-13,8) 

3. a + b = (2, O), a - b = (0,2), 
2a - 3b = (-1,5) 

CAPíTULO 15 A-43 

--+ 

s. PQ = (2, -3) 
7. PQ = (-3, -4) 
9. PQ = (1, -3) , QP = (-1,3) 

11. x = i, y = -! 13. v5 
15. 5 17. v'2v'X2'+7 
19. b = ±v5( -2, 1) 21. A = ±2V3 

2s.T=~ 
2 sen6 

15.2 Respuestas 

1. a' b = -1; 
1 

cos 6 = - v'26 == -0.1961 

3. a . b = O; cos 6 = O 

3 
S. a' b = 3; cos 6 = • ¡;;-; == 0.5145 

v34 
2 

7. a' b = 8: cos 6 = v5 == 0.8944 

9. u = (-i, -!) 

11. u = (~;I' -5~;1) 
13. u = -~i + Mi 

15. u = ( - Jw, -Jw) 
17. u = ±[~i + ~j] 

3 
19. v'2 

x 
23. - v5 

27. ~i + U 

1 
21. - v5 

25. (2, -1) 

31. Ila + bll = Vi7 == 4.123; 
Ilall + IIbll = v5 + ViO == 5.398 

33. Ila + bll = V34 == 5.831; 
lIall + Ilbll = v5 + 5 == 7.236 

37. (b) En la recta que pasa por P y Q, pero no en el seg­
mento de P a Q. 

15.3 Respuestas 

1. (1, -3,5) 

S. (12, -7,7) 
9. Vi4 

15. a . b = 4; 

17. a . b = O; 

3. i + 3j + 4k 
7. 8i + 3j - 9k 

11. v'21 
4 

cos 6 = • 17 == 0.2333 
7v6 

cos 6 = O 

13. v'35 
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A-44 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

3 
19. -.~ == -0.8018 

v14 

21. _ 5_ == 0.9285 23., 
v'29 
3_i:........:...+..,!!j=-=--2_k 25. -

VI4 
_3i_ - ..... j=-=--3_k 27. 

v'19 
31. are eos ~ == 0.9553 radianes 

33. are eos ~ == 0.6155 radianes 

15.4 Respuestas 

1. -2i - 9j + 5k 3. 4i - 3j - k 
5. (a,b2 - a2b ,)k 7. i - 7j + 9k 
9. -14 11. -14i - 7j - 21k 

13. 
±(i + j + k) 

15. ví53 == 12.369 
V3 

17. 16; no 19. 

15.5 Respuestas 

1. - x + 4y + 5z = 9 
3. 8x - y - 13z = - 29 
5. 2x - y + 5z = -5 
7.y - 2z=-1 

9. x - 10y + 7 z = - 39 

- 2 

11. x = 2 + 3t, Y = - 1 + 2t, 

13. x = 2 + t, Y = - 1 + 2t, 
x - 4 Y - 2 z - 3 

15. --=-z = ---=3 = -3-

y - 6=z - 1 
1 2 

17. x = -2, 

19. x = 4 + 6t, Y = -3 - t, 

21. 3V3 == 5.196 23. Sí 
25. (-2,5, O) 'n. 6 

z '= 4 - t 

z = 3 - t 

z = 3t 

10 \110 
29. • = == 0.5923 31. - == 1.581 

v 285 2 
33. (a) El plano que pasa por el origen y que es perpendi­

cular a a. 
(b) El plano perpendicular a a, a una distancia e del 
origen. 
(e) La esfera con centro en a/2 y con radio lIalV2. 

15.6 Respuestas 

1. i + 2j - k 
S. 2i + 3j + k 

3. No existe ellírnite 

11. - 1 

13. 2ti - sen tj + 2 eos tk 

15. (2 sen 2t + 4t eos 2t)i + 3 sen tj + 12(2t - l)k 
17. ( - r' + 2e21)i + (-2 sen t - eos t)j 

+ (2t + 3t2)k 

19. ( - 3e-' - 4e21)i + (-6 sen t + 2 eos t)j 
+ (6t - 6t2)k 

21. -12t2 + 25t4 23. - 12t2 + 25t4 

25. (a) y 
x 

-2 

-4 

-6 

-8 

y= - (x+3)2 

(b)i + 4j 

Vf7 
(e) x = - 5 + T, Y = - 4 + 41', z = O 
(d)x + 4y = -21 

27. (a) 3j ~ 4k 

(b)x = 2, y = 31', Z=41' 
(e) 3y + 4z = O 

29. are eos • ~ == 0.9799 radianes 
v29 

31. (a) 

- a a 

- b 

(b) - aw sen wt i + bw eos wt j 

(e) w(a2 - b2) sen wt eos wt 

Va 2 eos2 wt + b2 sen2 wt 

15.7 Respuestas 

l. 3\110 == 9.487 3. Y 
S. 2 senh 2 == 7.254 7. i 
9. v = - sen ti + eos t j + 3k; 

a = - eos ti - sen t j 
11. v = ti - 4j + 9t2k; 

IIvll = (16 + t2 + 81f4)1/2; 
a = i + 18tk 

x 

IIvll = \110; 
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_-_s::...e_n...,:.t...,:.i_+_c"'o:::s::...t;..."J!.,.· _+::.......:.3-=k 13. m 
ti - 4j + 9t2k 

15. ) (16 + t2 + 81t4 1/2 

17. -¡\¡ 

(16 + 5184t2 + 81t4 )1I2 
19. ( 16 + t2 + 81t4)3/2 

21. labl 
(a 2 sen2 t -t- b2 cos2 t)3/2 

1 
23 •• ~ 

2 v 2a(1 - cos t)1 /2 

25. (1 + e-2x)3/2 

15.8 Respuestas 

27. (x4 + 1)3/2 

3. v = - aoo sen oot i + boo cos oot j 

a = - aoo2 cos oot i - boo2 sen oot j 

a = (a2 _ b2) 00
2 senoot COS oot 

1 (a2 sen2 oot + b2 COs2 oot)1I2 
aboo2 

a = ----~------
n (a2sen2oot + b2cos2 oot)1/2 

5. v = -(sent + ! sen2t)i + (cos t + ~ cos 2t)j 

a = -(cos t + cos 2t)i - (sent + sen 2t)j 
sen t 

a = ------
1 2(~ + cos t)1 /2 

~11 + cos ti 
a = 

n O + cos t)1 /2 
7. (a) v = aoo(1 - cos oot)i + aoo sen oot j; 

Ilv ll = 2aoo sen ~'t" es máximo cuando oot = TI, esto 

es, en la parte superior del arco 
(b) a = aoo2(sen ooti + COS oot j); lIall = aoo2; a apunta 
hacia el centro del círculo que rueda 

oot 
(d) a = aoo2 cos - ' 

1 2 ' 
9. (a) 24,900 millas 

15.9 Respuestas 

1. a, = - 2boo2 sen e, 
h = moob2sen2 e k 

3. a, = oo2[/,,(e) - /(e)], 
h = moo[f(6)]2k 

15.10 Respuestas 

oot 
a = aoo2 sen-

n 2 
(b) 29,100 millas 

ae = 2boo2 COS 6, 

ae = 2002 1'(6), 

1. Cilindro paralelo al eje x; sección transversal circu­
lar, radio 2 

CAPíTULO 15 A-45 

3. Cilindro paralelo al eje z; sección transversal hiperbó­
lica 

5. Cilindro paralelo al eje y 

7. Cono 

x 
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A-46 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

9. Paraboloide hiperbólica 

y 

11. Paraboloide elíptica 

z 

y 

x 

13. Elipsoide de revolución alrededor del eje x (esferoide 
alargada por los polos) 

z 

y 

4 
x 

15. Cono; superficie de revolución alrededor del eje z 

17. Cilindro paralelo al eje z; sección transversal elíptica 

19. Hiperboloide de un manto 

(1, -2, O) 
y 

y 

21. Cilindro paralelo al eje x; sección transversal parabó­
lica 

x 

23. Esfera, centro en (3, -1, 4); radio 4 

25. Y = 1 - X2 - Z2 

27.y4 = X2 + Z2 

29.x2 + y2 = (_Z_2 _)2 
1 + Z 2 

31. Z3 = X2 + y2 

(3, - 1, 4) 

y 

y 
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33. (a) u + 3 = v'X 
(b) u' + z' = (v'X - 3)' 
(e) (y - 3)' + z' = (v'X - 3)2 

37. x' + (z - 1T)' = (are tan y - 1T)2 

x' y' z, 
39. 4" - "9 + 16 = 1; hiperboloide de un manto 

41. (a) Cono con eje a lo largo de a y ángulo en el vérti­
ce igual a are tan A 

(b) (-A'a' + b' + e' )x' + (a' - A'b' + e')y' 
+ (a' + b' - A'e')z' 
- 2(1 + A' )(abxy + aexz + beyz) = O; 
A = tan ex 

x' y' z, 
43. - - - - - = 1, donde b' = e' - a'; 

a' b' b' 
hiperboloide de revolución alrededor del eje x, de 
dos mantos 

Respuestas a los problemas de repaso 

1. (3, -8 , 3) 3. (15, -1, 6) 

5. 12 (10, 23, 4) 7. A = ±V37/3 

9. A = ±5 11. (6 , 7, 3 In 2 + 4e) 

B. O 15. (-sen t, 12t\ 6te3t2 + lIt) 

(1, -sent) 
19. (a) (1 + sen' t)1 12 

(b) 2 1"/' eos t V1 + sen' t dt 

21. (a) (eos t, sen t) 

ih /4 

(b) ese t dt 
~ /4 

CAPíTULO 15 A-47 

23. paraboloide hiperbólica 

x 

25. hiperboloide de dos mantos 

/ (1 , 2, 0) 

fj"/ '/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

27. 2y' + 5x' + 5z' = 10 

2') . (z - 1)' + y' = (x 3 - 1)' 

31. punto de intersección: (1, O, O) 

.\J . Y - z = -1 

35.2x -5y+z = - 1 

y 
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A-48 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

37.8x + 2y - 7z = 14 39. \/393/2 
41. (a) a, = -2 aw2 eos 8 43. N 84.4°W 

ae = -2 aw2 sen 8 t = 8 horas 21 minu-
(b) h = mwr2 Uz tos 

(e) K = 2/a 

CAPíTULO 16 
16.1 Respuestas 

1. (a) O (b) O (e) 4 

1 
3. (a) 2: - 4V2 (b) 2a2a + a4 

16V2 ' 
(e) 4 + - 3-

S. (a) -2 (b) x sen x 
(d) r sens 

(e) y sen x 

a2 

7. (a) v'3 (b) a2~ 

11. -oo<x<oo, 

13. z ~ O 

17. 

19. 

- oo<y<oo 

IS.xy > O 

-3 

- 1 

c =l 
x 

x 

21. 

23. En ninguna parte 

27. En ninguna parte 

31. feO, O) = O 

16.2 Respuestas 

25. Y = ±x 

29. No 

33. o: > 2, 

I.z,=4x-3y, zy= - 3x+2y 
2y(-x2 + y2 + 1) 

3. f.ex, y) = (X2 + y2 + 1)2 

S. Dxf(x, y) = 3X2 + 8xy - 6y2; 
Dyf(x, y) = 4X2 - 12xy + 3y2 

feo, O) = O 

7. D,u = s eos(r - s) - rs sen(r - s), 
D,U = r eos(r - s) + rs sen(r - s) 

9. f.ex, y) = 2xy2 sen(x2y2) + 2x3y4 eos(x2y2) 

11. fix, y, z) = 
-2(x - 2y + z) (2X2 + 2z2 + xy + yz) 

(X2 + y2 + Z2)2 

X 
13. f,(x, y, z) = - (2 2 2)3/2 

X + Y + z 
x[2 -ln(x2 + y2)] 

15. Zx = (2 2)3/2 ' 
X + Y 

y[2 - In(x2 + y2)] 
Z = y (X2 + y2)3/2 

x Y 17. Zx = --.2--2' 
X + Y 

z =--­
y X2 + y2 

19. Zxy = Zyx = - 3 
21. Zxy = Zy, = 4xy(1 - x4y4)sen(x2y2) 

+ 12x 3y 3 eos(x2y2) 

() 6 (b) 3", (n + 1)2(n + 2) 29. a 9, 

x 
35. Z = - + F(y) 

Y 
eXY x2y2 

37. Z = ~ + y In x + ""2 + F(x) 

http://carlos2524.jimdo.com/



X3y 2 xy + 1 

39. z = - + -- + F(y) 
3 Y + 1 

16.3 Respuestas 

1. f(x + h, Y + k) = X2 + 3xy + (2x + 3y)h 
+ 3xk + rVh2 + k 2, 

r = (h2 + 3hk)/Vh2 + k 2 

3. f(x + h, Y + k) = xy2 + y2h + 2xyk 
+ rVh2 + k 2, 

2xyhk + Xk2 + hk2 
r = --''-V:-r.h72 =+==;=k~2 --

s. f(x + h, Y + k) = x seny + (seny)h ~_:-:: 
+ (x eos y)k + rVh2 + k 2, 

[(x + h)(seny)(eos k - 1) 

r = 
+ x(eos y) (senk - k) + (eos y)h senk] 

d 
6x dx - dy 

7. z = ------''-:-
3X2 - y + 2 

vJi2+Iii 

9. dz = yxy - 1 dx + (In x)x Y dy 

d 
_ -y dx + x dy 

11. z - 2 2 
X + Y 

13. dw = (eos 2y) dx + (-2 sen 2y + 3Yz) dy 

+ (2~) dz 

15. dV = (21f;h) dr + (1ft) dh 

19. 3 + 13t11l2 

21. (2t sen t + t2 eos t)exp(1 + t2 sen t) 
9Vt 

23. -4r3 + 2 + t - 7I6 

az az 
25. - = 48rs2(2r2 - S2), - = 48r2s(r2 - 2S2) 

ar as 
az 2e2' az 

27. - = --, - = ° 
as 1 + e4

' at . 

37. aF = af + af ag, aF = af + af ag 
ax ax az ax ay ay az ay 

16.4 Respuestas 

1. (x + 2y)i + 2(x + y)j 

3. (y2 - 6xz)i + 2(xy + Z2)j + (4yz - 3x2)k 
5. (eosh x tan y)i + (senhx see2 y)j 

7 7 9. -(a2 + b2) - 112 ·Vz 
lle 2 

11. - V3 == -46.927 13 - 3i + 4j 5 
.). - , 

5 

CAPíTULO 16 A-49 

_ 3i - 4j + 12k 507 
15.), - 13 ' 

bi + aj 
21. +....:V;..;a==2=+~b==2 

3 
19. Vs 

25. ° 
27. Y 31. ±(i + 3j) 

33. ¡ 4 
35. - Vs 

43. (e) e = a + a (b - a) 

16.5 Respuestas 

1.8x + 4y - z = 6; 

3x3 

39. Y =-
16 

x - 1 = 8t, Y - 1 = 4t, z - 6 = - t 
3. y + z = 3; x = 0, y - 1 = z - 2 = t 
5.6x + 2y - 3z = 36; 

x - 1 = 6t, Y - 9 = 2t, z + 4 = - 3t 
7. y - 2z = -5; 

x = 1, Y - 3 = t, z - 4 = -21 
9. ex + (4 + e)y - z = 4 + e; 

x - 1 = et, y - 1 = (4 + e)/, z - e = -1 

X Y z 
15. (a) m + m + m = a213 

Xo Yo Zo 

x y z • r 
17. (a)- + - + - = va 

VXovYoVZ;; 
19. x - 1 = 7/, Y + • = -2/, z + + = -5t 
21. x - 2 = -9t, Y + 1 = -4/, z + 8 = 4t 
23. Las normales son paralelas; las superficies s610 se in­

terseean en un punto y no en una curva. 

25. (a) (0,0, ±e) (b) (±a, 0, O) 

( 
a2 b2 

(e)± , ± , 
Va2 + b2 + e2 Va2 + b2 + e2 

± Va2 /:2 + e2) 

29. (-1, -(3, 4), 0.1306 radianes 

16.6 Respuestas 

1. (~, -1), mínimo relativo 

3. (O, O), silla 
5. (O, -1), mínimo relativo 
7. (l, -~), máximo relativo 

9. (O, O), silla 
11. (e2 , - 6e4), silla 
13. (O, O), silla; (-Ti, k), mínimo relativo 
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A-50 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR

15. (O, ±(2n - 1) ~), n = 0,1,2, ... , sillas

17. (O, O), máximo relativo
19. (-1,1), silla; (1, -1), silla
21. (O, O), máximo relativo; (-t, O), silla

a23. Cada uno es "3

25. (ad, bd, Cd), donde r2 = a2 + b2 + c2,2 ,2 ,2
27. El fondo mide 2 ft por 2 ft; la altura es de 1.5 ft

29. (b) Y = 9x + 1
12

y

9.+ 1
y= -12-2

/0 3/1 fl31. (a) ao = -, al = -, donde I; = xnf(x) dx
2 2 -1

()
_ 9/0 - 15/2 _ 3/1 _ 45/2 - 15/0

b ao - 8 ' al - 2' a2 - 8

33. (a) ql = 20, q2 = 15, PI = 287.5, P2 = 250.00,
PI + P2 = 537.50

(b) ql = ~, q2 = 12, PI = 283.56, P2 = 343.11,
PI + P2 = 626.67

16.7 Respuestas

1 El áxi ab 1 ,. ab 3 2. m ximo es 2; e rmrurno es - 2' . ab

S. El máximo es 12 en (~,~, -~); el mínimo es - 12 en

(-~, -~,~).
7. El máximo es 3 en (~,~, -~); el mínimo es -3 en

(-~, -~,~).

a3 lel
9. - 3v'3 11. b 13. -ví.i2+7)2

a e
15. x = y = z = f3 21. (a) Cada uno es "2 .

25. El máximo es ~; el mínimo es O.

27. El máximo es (8 + 3f3)/2 en (-~, f3); el mínimo es

-4/15 en (-1/15, -8/15).
29. El máximo es nf2 - 66 en (± 3f2, 3f2); el míni-

mo es - nf2 - 66 en (±3f2, -3f2).

16.8 Respuestas

1. dy =
dx

3 dy =
• dx

2]

2~

2:

S. z, =

eX seny - 2y senx
e' cos y + 2 cos X

2xY(X2 + y2) _ y3
xy2 - X2(X2 + y2)

(3y + ex+z) (3x - 4y)
2i

z =yex+Z - 1 '

7. z = cos(x + y) - sen(y + z)
y cos(x + z) - sen(y + z)

2Y(X2 + 4y2 + Z2)9. Zy = -~~--~~--~
z(2x2 + 2y2 + 3z2)

U(y2 - u2)11. u = --'-''-c--_-c'-
Y y(u2 + u2),

13. (a) -1 (b) -10
15. fx(l, -1) = b, fxx(l, -1) = lb,

f,(1, -1) = -+1, fx,(l, -1) = i&
17. dz = fxgy - gxfy

dx s,
23 z. -~. u, = ~' ux ~' uy

donde ~ = fugo - t.s.

2~
31

J

3~

3'

3'

L
~'

u =y

u(u2 + y2)
y(u2 + u2

)

4:

Respuestas a los problemas de repaso

1. (a) O
(b) In 27
Dominio: Ixl > Iyl

7r
3. (a) - ¡

(b) are tan (ac 3b - 2a)
b c - 2a2

x2

Dominio: x, y, z E RI, Z '" "2
S. Discontinua en la recta y = 2x
7. Discontinua en la recta y = x; definir f (x, x) = O.

Discontinua en las rectas y = x ± l.

5

5

5

9. f = x f = yX x2 + y2' Y x2 + y2
11. g, = s2t2 cos(rs - t)

g, = rst' cos(rs - t) + t2 sen(rs - t)
g, = +st" cos(rs - t) + 2 st sen(rs - t)

13. Zxy = 4xy COS(X2 - y2) = Zyx
15. Zxy = eXY[2xycosxy +senxy + cosxy] = Zyx
17. Sí
19. No
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21. z = X3y2 - sen 2y + g(x)
23. z = are tan(ylx) + g(x)
25. f(x + h, Y + k) = x' - 3y2 + 3x21¡. - 6yk

+ rYh2 + k2

r = (3x h2 + h3 - 3k2)/Yh2 + k;
27. f(x + h, Y + k) = eXY - x2y + (yexV - 2xy)h

+ (xexy - x2)k + r Yh2 + k:',
r = {eXY[ehy+hk+kx - (1 + xk + yh)l

- (y + k)h2 - 2xhk}/Yh2 + k2
29. dz = -2 eos x(senx)y e",,2x dx + eccs2x dy
31. dw = z2[l - (x - y)2l-1I2 dx

- z2[1 - (x - y)2l-I/2 dy + 2z are sen(x - y)dz

33. dz = (~tl/2 - 1) eosh(t3/2 - t)
dt 2
dz

35. - = 7t6 - 8r? + 12tll
dt

37. z, = e3'+'sen3s(3 eos r - sen r)
z, = e3'+' sen-s eos r(3 eos s + sen s)

2r S2 4r3 + 4rs 1
39. w, = 7 - b2 e

2r2s 2r2 + 2s 1
w, = -;;;- - b2 + ~

41. -4/vl3 43. 2/V21

45. A = (~) (4, -12); Rapidez: 4YlO

47. A = (O, -1, O); Rapidez: 4
x - 1 Y - 2 z - 4

49. -- = -- =--
1 2 -10

51. x - 1 = Y - 3 = z - 1
2 -3 -2

53. (O, O), (0,4/3), Y (- 4, O) son puntos sillas;

( - ~, ~) es un mínimo local.

55. (O, O) es un punto silla.

57 '_ 3y2 - 2x.y -
6y2 - 6xy

(X2 - Z") z senh x ezcoshx - 2x
59. L = ~~~~~~~~~~~--~~~-

x (X2 _ Z2) - (X2 - Z2) eosh x ezcoshx - 2z
2z + (X2 - Z2) eosh x ezcoshx - (X2 - Z2)

X =
z 2x - (X2 - Z2) Z senh x ezcoshx

61. Plano tangente: 3x - z = 8; recta normal:
2(x - 3)/3 = -2(z - 1)/1, Y = °

63. 1315
65. w = sv'2, 1 = 12v'2; A = 120
67. e' = rapidez de separación ;;;;103 kmJhr

CAPíTULO 17 A-51

CAPíTULO 17
17.1 Respuestas
1. (a) 8 (b) 6 (e) 18
3. (a) ~ (b) fA (e) ~

5. ~ 7. ~ 9. 97T 11. 87T
4 2 2

17.2 Respuestas

1. ° P
3

2f-
lf-

I x
1 2 v

3. '\f

5. -t

7. (In 2)2 + 2 In 2 - 1
2

7T 7T2 39. - - - --
2 16 4 y

x
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A-52 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR

[t (Vi
11. (a) JO).3 2xy dy dx

(b) [t fy
l/3 2xy dx dy

Jo Y'

(c) 5/24
[t ex

13. (a) J, J, (2x - y) dy dx
o x/2 J,4 !.(IO-X)/3

+ (2x - y) dy dx
1 «n

(2 f2Y(b) J, (2x - y) dx dy
o yI3 13 f10-3Y+ (2x - y) dx dy

2 yI3
(c) 25/3

15. (a)

x

(1 fvt=Y
(b) Jo -vt=Y dx dy; (cH

17. (a)

x

(2 (y2
(b) Jo Jo v'1+""7 dx dy; (c) ~

19. (a)

(b) (1 f2-Y (x - 2y) dx dy;
Jo y2

(e) -lo

21. 6k 23. 192V2k 25.70
35 5

27. m 29·M
a4

31. -
3

17.3 Respuestas

1• O' 4b• x = , y = 37T

5.

5' . a.x=y=3"

9. (a) k~h3 (b) k~3h (e) k:~3

(d) kbh(b~ + h2
) (e) kbh(b;2 + h2

)

11. (a) Sobre la recta del centro, a una distancia h/3 de la
base.
(b) kbh3 ( ) kb3h (d) kbh3

12 e 48 36

13. (a) I = 7Tkab3 R =!!.
x 4' x 2

(b) I = 7Tka
3
b R = ~

y 4' y 2

(c) lo = 7Tkab(a2 + b2
)

4

15. f tnx(x - ~r(1 - y) dy dx

7.

9.

[t (v'l-(x -1)2

17. k Jo JI-~ (X2 + y2)X2 dy dx

b? + hb - h2

19. x = y = 2 (2b - h)

21 - a2 + ah + (h2/3) 25. ka4

·x = O, Y = 2a + h 8

29. En el eje de simetría, a una distancia 4a/37T del lado
recto. 11.

17.4 Respuestas

1. .!f

x

13.

19.
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1T v'3 
5·"9+6 

7. ! 

r= 

1"'4 12 1T 
9. r dr da = 2" 

() f) 

f"'213 2 (1 - e-9)1T 
11. r' r dr da = 12 

1f /3 o 

(
1T v'3) 

13. a
2 "3 + 2"" 15. 81T 17. 61T 

• A 128a 
21. x = y = 1051T 

CAPíTULO 17 A-53 

1Tka4 

23. (a) -8-· (b) 1Tka
4 

(e) 1Tka
4 

8 4 

25. (a) k(b - a)1T (b) - 0- b+a x= , y-=--
1T 

k1T(b 3 - a3) 
(e) 6 

27.6 

17.5 Respuestas 

3.60 
1T 

5. ¡ 
7. -~sys~; -V7 Sx s V7 

- J7 

3z 
9. (a) O s x s 3 - -; -2 s z s 2 

4 
(b) O s y s 4 - Z2; -2 s z s 2 

z 

2 
4x + 3z = 12 

-2r----~ 
(b) 

(a ) 

II 12-2z 14-(413)Y-2Z 
11. (6-x-y)dxdydz, 

o o o 
u otras integrales equivalentes 

l
' l..,f;'C;,2lh -(hl'),¡;z;y'i 

13. 4k (X2 + Z2) dz dy 
o o o 

u otras integrales equivalentes 

dx, 

la fbv'l - (x
2

¡a
2

) 12b -y 
15. 2k (X2 + y2 + Z2) dx dy dz 

O - bv'l - (x2¡a2) O 
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A·54 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR 

17. 18 

19. f f Y

-

5y2 1'-2Y 

dx dz dy 

+ (1 (4_ y2 ("'4 _y2 _, dx dz dy 

Jo J8Y-5y2 Jo 
21. En la recta central, a una altura b/4 de la hase 
23. x = O. y = O, Z = ~ 
25. (a) 64k1T (h) x = O, Y = O, z = lj 
27. En la recta central, a la altura 

mIL. + 2m21 + m2a Z = ---!.-'--:--"---:----"-
2(m l + m2) 

17.6 Respuestas 

1. 
41Ta 2c 

3 

5. (a) x = y = O, Z = .z¡ 

2ka 3 

7. -3-

9. (a) En el eje del cilindro, a tres cuartas partes de la 
distancia del vértice a la hase 

(
h) 1Tka4h ( ) 1Tka2h(a2 + 4h 2

) 

10 c 20 
11. (a) En el eje de simetría, a 3a/8 de la cara plana. 

(h) 41Tka
5 

15 

13. (~, O, ~~;) 
15. (a) k r' f ¡:-,.2 (12 - z)r dz dr da 

(h) k (2" P (9-r2 (12 - z)r3 dz dr da 
Jo \. Jo Jo 

1Th3 

17. Ca) V = 1Ta2h - 3 
(h) h satisface (h/a)3 - 3(h/a) + 1 = O; hla ;::;:0.3473. 

19. 21TGmfL(1 - b(b2 + h2) - 112] 

( ) Z = (p + l)aP Z = (p + 2)aP 

21. a A 2p + l' v 2(p + 1) 

5. (-l,l,-Vz) 7. (2, 7;,¡) 
11. (3,~, ¡) ,. (2,~, 2;) 

13. p = 2c cos <1> 15. <1> = arc tan i 
17. a = arc tan! 19. <1> = arc tan 3 _ 
21. Plano paralelo al plano xy, y a b unidades de él; z = b 

, 23. Cilindro rodeando al eje z con sección transversal cir­
cular de radio b; r = b. 

25. Plano paralelo al eje z; x + y = a. 

27. (a) 4~~a5 (h) 4~~a5 
21Tk(b4 - a4) 

29. (a) 21Tk(b2 - a2
) (h) 3 

31. 4k1Ta4(1 - cos6 a)/3, donde k es la constante de pro­
porcionalidad 

33. (a) 31Tka
2 

, 4 

( ) 
51Tka4 

c 16 

35. 81Tka
4 

5 

(h) x = y = O, Z = 7a 
18 

37. 1TGmka. 

Respuestas a los problemas de repaso 

1. 64 

3. 16(e3 + e5 + e7
) == 20,242 

5. e2 - 3 
7. 135 
9. - (ln 2)2/2 

y 

Zv P Zv . 11. 11/120 
(h) ZA = 1 + 2(p + 1)2; ZA es máxImo 

cuandop = 1 

17.7 Respuestas 

3. (~ V3 -1) 
2' 2 ' 

http://carlos2524.jimdo.com/



13. (a) f r (x - 2y)dy dx 

(b) f' (I (x - 2y)dx dy 
1 Jtn y 

(e) 2 - (e 212) 

15. (a) (I (x 2 (x + Y)dY dx 
Jo).J xy 

l' f yllJ (x + y) (b) -- dx dy 
o y l l2 xy 

7 
(e) (5 

17. 'lT(sen 4 - sen 1) 

19. - ¡ 

21. (\13, 1, 1) 

25. p = 2; esfera 

27. z = 3; plano 

y 

23. (2,~, O) 

y 

y 

(V3 - 1) 
29.8 3 

(2 - V2)'lT 
31. 8 3 

35. k'lT(128 - 66 \13)/15 

3'lT 
39. 4 

41. R2 = e - (7/3) 
y e - 2 

CAPíTULO 18 
18.1 Respuestas 

CAPíTULO 18 A-55 

37· 2(e - 2) 

43 R2 = 36 
• y 5 

1.2 3. -~ - 31n3 == - 87.96 5. O 

9. - 2 7. 1j - 3 eos 4 == 26.29 
2ab(a - b) 

11. 3 13.64 

a3b3 a2b4 

17. (a) 6 (b) 6 
19. (a) q (b) i (e) 3 (d) 2 (e) ¡ 
21. (a) O (b) O 
23. (a) 3e - 3 (b) 3e - 3 (e) 3e - 3 

ka 2'lT 2 

25. -
2

- 27. 16V13'lT(1 + 12'lT2)k == 21645.8k 

k 
29. [(1 + 4'lT2)3/2 - 1] 3 == 85.51k 

'lTka 3 

31. Ix = - 2- ' 

kb 3 

35. Ix = 3' 

'lTka 3 

1= -
.' 2 

ka 3 

1 =-
.' 3 

18.2 Respuestas 

1. x2y + 6x - 3y + k 

3. Y sen x + x 2e·' + 2y + k 

5. No conservativo 
xy 

7. -- xe' + 3y + k 
z 

9.4(1 + 'lT) + e2 
- e == 21.24 

15'lT 7 V2 
11. 4 + 2 - 2 == 14.574 

33. (O, ~) 

13. ! exp(a2 + b2 + c2
) - ! 15.0: = 3, - ! 

17. O 19. 10 + e - 2e2 == - 2.060 23. O 

27. (a) k;2 (b) k(x~ 2- x~) 
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A-56 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS DE NÚMERO IMPAR

18.3 Respuestas

1. -'lTa2 3. i 5. O
9. O 11.

19. (d)! In(x2 + y2)

18.4 Respuestas

2'IT5. - [(1 + a2)3/2 - 1]
3

1453/2 - 1
9. 54 = 32.315

2k 3 3
13. ~ 15. ~

2 2

18.5 Respuestas
1. 3x - y - Sz; plano que pasa por el origen (superficie

entera)
3. x2 - y2 + Z2 = O; cono (parte para la cual x ~ O,

Y ~O)
5. z = xl + (y2/4); paraboloide elíptica (parte para la

cual x ~ O)
x - 1 Y - 8 z + 1

7. --=-3 = -1- = -5-; 3x - y - 5z = O

9. x - 1 = - (y - 1), z = O; x - y = O
11. x - 3/4 = z - 9/16 y = O. 3x _ 2z = J!

3 -2" 11

13. (a) 97,801 mi' (b) 84,965 mi'
15. (b) do = p sin <1>0 dp da (e) 'lTrVr2+hi

17. 'IT[bVb2+C2 - a~
+ e2 In(b + \f'b2.+Ci) - e2 ln(a + W+C2)]

19. LW fW sen u(b2e2 sen? u cos' v

+ a2e2 sen? u sen" v + a'b? cos- U)1I2 dv du

18.6 Respuestas

1. V'v = 2ysenz; V x v = -(eosz + x2)i +
xy eos z j + x(2z - sen z)k

2
3. V· v = -, r ~ O; V x v = 0, r ~ O

r
5. V' v = O; V x v = 3rk
7. V'v = 2yz - 2y + 2xyz;

V x v = xz, + (2xy - yz2)j - (2x + 2xz)k
9. V· v = eos x sen y - sen y sen z - sen z cos x;

V x v = - eos y eos z i + eos z sen x j
- sen x eos y k

21. v(x, y, z) = yzi - 2xzj
23. No existe v, ya que V . u *' O

(
X2Z2 _ y2)

25. v(x, y, z) = 2 i + xy(eos z - l)j

18.7 Respuestas

FC
.;1.

(En

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

-,1. 3. O 8'ITa3
7. O3 5.-

3

9. 36'IT 11. -2'lTK 13. 'lTUa
4

2
15. 2'IT 17. <X'lTa3 19. 8'IT

,18.8 Respuestas

1. 13 3. -16 5. -16'IT 7. O

9. O 15. 3'ITa
4

16
11. O

Respuestas a los problemas de
repaso
1. el - e'" + In 4 - 1
3. - ~ 5. 440/21 7. In ViO
9. eonservativo; <I>(x,y) = e" + x + (l/xy) + e .

11. eonservativo; <I>(x,y, z) = 2x - eos y sen z + e
13. O 15. 1 17. O 19. O
21. (a) 6 'IT

(b) (O, O)
(e) lo = 39'IT12

23. (a) e - 1
(b) (_1_, e + 1)

e - 1 4
(e) (e3 + ge - 19)/9

25. 2Vl4/3 27. Ys/2

29. (a) 2xy + 2yz + 2zx
(b) -(y2i + z2j + x2k)

[
xy2 yz2 zX2]

31. (a) - (X2 + y2)312 + (y2 + z2)312 + (X2 + Z2)312

(b) _ [(Z3 + 2zy2) i
. (y2 + Z2)3/2

+ (x3 + 2xz2) • + (y3 + 2yx2)k 'J
(X2 + Z2)3/2 J (X2 + y2)312

33. 'IT 35. 108 37. -16 39. O
41. 320/21 = 15.24
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FÓRMULAS DE DERIVACiÓN 

(En las fórmulas siguientes, D = d/dx) 

1. D(x') = r xr ~ I 

2. D(e ' ) == e' 

1 
3. DOn lx!) == -. x 

4. D(sen x) cos x 

5. D(cos x) - sen x 

6. D(tanx) se e' x 

7. D(~ec x) see x tan x 

8. D(cot x) - ese' x 

9. D(esc x) == - ese x cot x 

10. D(a') == a' In a, a > O 

11. D(senh x) == eosh x 

12. D( eosh x) senh x 

13. D( tanh x) sech' x 

14. D(sech x) - sech x tanh x 

15. D(coth x) - cseh' x 

16. D( csch x) - csch x coth x 

1 
17. D(arc sen x) = '1/1 -:x} 

1 
18. D(arc cos x) = - '1/ 2 

1 -x 

1 
19. D(arc tan x) = --2 

1 +x 

20. D(arc sec x) = Ixl ~ 

1 
21. D(arc senh x) = 'l/x2 + 1 

1 
22. D(arc cosh x) = 'l/x2 -1 

1 
23. D(arc tanh x) = - - 2 

1 -x 

24. D(arc sech x) = - . ..-------y 
x'l1 -x-

IDENTIDADES 
TRIGONOMÉTRICAS 

1. sen 1 x + cos1 X == 

2. cos( - x) cos x 

3. sen( - x) - sen x 

4. sen(x :t r) = sen x cos v :t cos x sen y 

5, cos( x :t y ) = cos x cos y + sen x sen y 

6. sen 2x 2 sen x cos x 

7. cos 2x eos2 x - sen ' x 

I - eos 2x 
8. sen' x = ---

2 

9. cos1 X 
I + eos 2x 

2 

10. sen x sen.\' 
[eos(x ~ y) - cos(x +- y)1 

2 

11. cos x cos y 

12. sen x cos y 

13. tan(.r :t y) 
, 

[cos( x .- y) + cos( x +- y) I 
2 

[sen(.>: - y) +- sen(x + v)] 

2 

tan x ::': tan Y, 

I :; tan x tan v 

14. 1 + tan ''x = sec' x 

15. 1 + cot ' x = csel x 

En todo triángulo plano cuyos lados son a, b, e y con ángulos 
opuestos A, B, C: 

16. a' = b' + e' - 2be cos A 

, . bc(senA) 
17. Area del trIángulo = 2 

Vs(s - a)(s _. b)(s - e), 

donde 2s = a + b + e 
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SERIES INFINITAS FUNCIONES HIPERBÓLlCAS FÓ

1. _1_ 0= 1 + .r + x' + ... + .r " + ..
1 - x

1. cosh- x -- senh x =
Inte

-1 < x <
2. eosh( - x) cosh x

3. senh( -x) - senh x

4. senh(x ± y) = senh x cosh y
± cosh x senh y

5. eosh(x ± y) = eosh x cosh y
± senh x senh y

-l<x<l

2. e'
.\

1 + x + 21

x"+"'+--j-
ni

-x < x < x

x'
.,. sen x = x -

31

x; (-I)"x''''1+ - - . . . + -"---'---
SI (2n + 1)1

+. -x < x < oc

4. cos x (-1)" x'"
(2n)! + ... ,

(-I)"'lx"
+ +n

= cc < x < oc

5. In(l
x' X"

+ x) = x + -- -
2 3

6. X·l x:=;

are tan x =x - +3 5

-l<x:Sl

7. (1 + x)' =

( -1)" Xl'" 1

+ + "',2n + 1

r( r - 1) , r( r - 1) ... (r - n + 1)+ rx + x- + ... + x" +2! n!' .. ,

6. J

7. J

1

8. eosh x
x2 .r ' x2/t

+ ;:;-¡. + -41• + ... + -- +
!. (2n)!

-x<x<oo

X·' x7' X2n-4-1

9. senh x = x + - + - + . . . + + . . . , - x < X < 00
3! 51 (2n + 1)!

1 x' l· 3 x; 1 . 3 . . . (2 n - 1) x 'n . 1
10. are sen x = x + - - + -- - + ... + --- +

2 3 2 . 4 5 2 . 4 ... (2n) 2n + 1

8. J

9. J
-l<x<1

10. J

11.

u.

13.

l· 14.
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FÓRMULAS DE INTEGRACiÓN 

Integrandos algebraicos 

f X' " 
1. x'dx = -- + e, 

r + 1 

f dx 
2. ~ = InJx J + e 

f 
dx 1 (x) 3. - ,--, = - are tan -

a- + x - a a 

r r' - 1 

+ e 

4. f ~ = are sen(~) + e 
a- - x - a 

5. f ~ = ¿ In I a + xl + e 
a- - x- 2a a - x 

6. f y x ' ::': a' dx l[,~ - x vx- ::': a-
2 

::': a' In lx + Yx ' ::': a'll + e 

7. f Ya ' - x ' d x 

~ [ x Ya ' - x' + a' are sen(~) ] + e 

8. f ~ = In lx + Yx ' ::': a'l + e 
X ' ::': a-

9. = - are see -f 
dx 1 (x) 

Ix I Yx ' - a' a a 
+ e 

f 
Ya 2 ::': x' 

10. dx = Va 2 ± X l 
x 

- a In 

f 
Y x ' - a' 

11. dx 
x 

+ e 

- a are seeÜ) + e 

u. f dx 
x Ya l 

::': x ' 

1 la + Ya' ::,:x' l --In - . + e 
a x 

13. f Y2ax - x' dx = x - a Y2ax _ x' 

: ~ are sen (x : a) + e 

14. f dx = 
Y2ax - X2 

are sen (x : a) + e 

f dx 
15 . . - ,- -­

(a - + x ' )"' " 

16. f (a ' - x ' )", dx 

x 

2ma' (a ' + x ' )", 
2m - 1 f dx 

+ ., ., 1) 2m a- (a - + x- '" 

Integrandos que contienen funciones 
exponenciales y logarítmicas 

17. f e ' dx = e' + e 

18. f In x dx = x In x - x + e 

19. f a' 
a'" dx = - + e 

In a ' 
a > O 

20. f xe' dx = xe' - e' + e 

21. f x In x dx = ¡ (2 In x - 1) + e 

22. f x '" e' dx = x "' e' m f x " ' e' dx 

f 
x",· , (In x)" 

23. xm(ln x)" dx = 
m + 1 

24. f e"' sen bx dx 

25. f e"' eos bx dx 

- __ n_ f x '"(ln x)" ' dx 
m + 1 

eU'(a sen bx - beos bx) 
a' + b' ' + e 

e"X(a eos bx + b senb x ) 
--~------~ + e 

a' + b2 

Integrandos que contienen funciones 
trigonométricas 

26. f sen x dx = - eos x + e 

27. feos x dx = sen x + e 

28. f sen' x dx = ~x - ¡ sen 2x + e 

29. f eos2 x dx = ~x + ¡ sen 2x + e 
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30. J sen x eos x dx = ~ sen' x + e 

31. J se e' x tlx = tan x + e 

32. J see x tan x tlx = sec x + e 

33. J tan x dx = -Inleos x l + e 

34. J ese~ x dx = - cot x + e 

35. J cot x ese x dx = - ese x + e 

36. J cot x dx = In lsenx l + e 

37. J tan ~ x dx = tan x - x + e 

38. J cof x dx = - eot x - x + e 

39. J sec x dx = Inlsee x + tan x l + e 

40. J ese x dx = In lesc x - cot x l + e 

41. J x sen x dx = sen x - x eos x + e 

42. J x eos x dx = eos x + x sen x + e 

J 
sen(m - n)x 

43. sen m x sen I1X dx = 
2(m - n) 

sen(m + n)x 

2(m + n) 
+ e 

eos(m - n)x 

2(m - n) 
44. J sen mx eos nx dx 

eos(m + n)x 

2(m + n) 
+ e 

45. J eos nlX cos nx dx 
sen(m - n)x 

2(m - n) 
sen(m 

+ 2(m 
+ n)x 

+ e 
+ n) 

46. J x"' eos x dx = xm sen x 

- m J x"' - 'senxdx 

47. J xm sen x d x -xmeosx 

+ m J x m- I eos x dx 

48. J are sen x dx = x are sen. x 

+ v~ +c 

49. J are tan x dx = x are tan x 

1 
- - In(l + Xl) + e 

2 

50. J are see x dx = x are see x 

-Inlx + ~I + e 

Integrandos que contienen 
funciones hiperbólicas 

51. J senh x dx = eosh x + e 

52. J eosh x dx = senh x + e 

53. J tanh x dx In(eosh x) + e 

54. J eoth x dx = Inlsenhx l + e 

55. J seeh ~ x dx = tanh x + e 

56. J eseh~ x dx = -eoth x + e 

57. J seeh x dx 2 are tan(e ' ) + e 

58. J eseh x dx In I tanh(~) I + e 

59. J senh~ x dx = ~(senhx eosh x - x) + e 

60. J eosh ~ x = ~(senhx eosh x + x) + e 

61. J eosh x senh x dx = ~senh2 x + e 

62. J seeh x tanh x dx = - seeh x + e 

63. J eseh x eoth x dx = -eseh x + e 
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Abscisa, 15 
Abierto(a): 

bola, 884 
conjunto, 884 
disco, 884 
esfera, 884 
intervalo, 4, 884 

Aceleración, 142, 840 
centrípeta, 848 
en coordenadas polares, 854 
normal, 847 
tangencial,847 

Achatada por los polos, esferoide, 870 
Acotado(a) : 

conj unto, 4 
función, 29, 95 
intervalo, 5 
región, 370 

Algoritmo para la raíz cuadrada, babilonio antiguo, 
237 

Ángulo: 
entre dos vectores, 791 
entre una curva y una superficie, 932 

Ángulo de fase , 54 
Antiderivada, 144, 196, 197 

como integral, 340 
de funciones hiperbólicas, 494 
de funciones trigonométricas, 177 
de potencias, 145 
de una función exponencial, 454 

Apolonio de Perga, 62, 282 
Aproximación lineal, 149 
Arco, en forma paramétrica, 285 

suave, 290 
Área, 304-313 , 317, 370-379 

como integral de línea, 1090 
como integral doble , 970 
defin ición de , 308, 3 17, 37 1, 372, 373, 378 
de una superficie, 1097, 1115 

de revolución, 399-402, 773 
en coordenadas paramétricas, 11 15 

en coordenadas polares, 767-77 1 
propiedad de comparac ión, 304 
propiedad de la suma, 304 
propiedad del rectángul o, 304 

Arquímedes, 304 
esp iral de , 749 

As íntota, 245 
de una hipérbola, 243 
hor izontal , 245 
vertical , 246 

Atracc ión: 
electrostáti ca, 1039 
grav itatoria, 1038 

Atracción grav itatori a, 1038 

, 

CALCULO 

l' 

Indice 
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por un cascarón esférico, 1054 
por un casquill c cilíndri co, 1040 
por un ci lindro sólido, 104 1 
por un cono, 1050 
por una esfera só lida, 1053 

Banda de M6b ius, 11 29 
Bernoull i, Jacob, 120, 564 , 743 
Bernoull i, Johann, 120, 425 , 590, 697 
Bola: 

ab ierta, 884 
cerrada, 884 

Bolzano, Bernhard, 100, 136 
Brahe, Tycho, 856 
Briggs , Henry, 436 

Cálculo de n , 334, 659, 734 
Campo de fuerzas no conservat ivo , 1083 
Campo vectorial, 1058 

condiciones necesar ias y sufic ien tes para, 1079 
divergencia de l, 11 2 1 
gradiente del, 1074 
iHotac ional, 11 26 
rotacional del, I 123 

Campo vectorial conservati vo, 1074 
cond ición necesar ia y sufi ciente para, 1079 

Caracol. 757, 758 
Cardioide, 754-7 56 
Cauchy, August in Louis , 74, 100 
Centrí peta : 

acelerac ión, 848 
fuerza, 848 

Centro: 
de la el ipse, 269 
de la hipérbola, 279 
del círculo, 2 1 

Centro de gravedad, 995 
Centro de masa, 992, 996, 1024, 1026, 1069 

de un cuerpo compuesto, 1003 
Centroide, 995 

integrales de línea para , 1093 
teorema de Pappus para, 1004 

Cerrado(a): 
bola, 884 
conj unto, 884 
curva, 824 
di sco, 884 
esfera, 884 
intervalo, 4, 884 

C icloide, 29 1-294 
longitud de arco, 397 
propiedades de la, 480 

Ci lindro, 863 -866 
circular recto , 864 
directr iz, 863 

generatri z, 863 
C irculación, 1149 
C írcul o: 

centro , 21 
ecuación, 21 
en coordenadas polares, 748 
radio , 21 

Cociente de diferencias, 60 
Codominio de una funci ón, 29, 880 
Coefi cientes binomi ales, 737 
Complemento de un conjunto, 4 
Componente de un vector, 780, 792 
Concavidad, 208 

hacia abajo, 208, 250 
hacia arr iba, 208, 250 

Condición ini cial, 460, 554 
Conj unto (s): 

abierto, 884 
acotado, 4, 7 
cerrado, 884 
compl emento, 4 
conexo, 1070 
iguales, 3 
intersección de, 4 
no aco tado, 4 
subconj unto, 3 
unión de, 3 
vacío, 3 

Cono, 87 1 
Conservación de la energía, 1083 
Continuidad, véCf!e también Función continua 

relación con la derivabilidad, 135- 136, 902 
de funciones vectori ales de una variable , 

829 
Continuidad por la derecha, 108 
Continuidad por la izquierda, 108 
Converge l~c ia : 

de la se rie , 643 
absoluta, 685 
condicional , 685 

de una integral impropi a, 609, 6 13 
in tervalo de, 7 15 
radio de, 7 15 

Convergencia absoluta, de series infini tas, 685 
Convergencia condi cional, de seri es infinitas, 685 
Coordenadas c il índri cas, 103 1 

elemento de volumen en, 1043 
integrac ión en, 103 1-1 042 
relación con las coordenadas esfé ri cas, 1044 
relac ión con las coordenadas rectangul ares, 

1031 
Coordenadas esfér icas, 1043 

elemento de. vo lumen en, 1047 
in tegrac ión en, 1043-1 052 
re lación con las coordcnadas cilíndricas, 1043 
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relación con las coordenadas rectangulares , 
1044 

Coordenadas polares , 743 
área de una superficie de revolución en, 774 
área en, 767-771 
círculo en, 748 
dibujo de curvas en, 753 , 764 
gráficas en, 746 
integrales iteradas en, 1008 
intersección de curvas en, 761 
longitud de arco en, 771-773 
pendiente de la curva en, 753 
rectas en, 751 
rel ac ión con las coordenadas rectangulares, 

745, 749 
secciones cónicas en, 765 
simetría en, 753 

Copérnico, Nicolás, 856 
Cotes, Roger, 36 1 
Criterio de comparación: 

para integrales impropias , 620, 623 
para se ries infinitas, 654 

Criterio de comparación límite: 
para integrales impropias, 620-623 
para series infinitas , 656 

Criterio de la integral , 668 
Criterio de la razón, 663 

para convergencia absoluta, 687 
para seri es de potencias, 715 

Criterios de convergencia para series infinitas, 654 
de comparación, 654 
de comparación límite, 656 
de la integral, 668 
de la razón, 663 , 687 
de la serie alternante, 681 
del késimo término, 650 
resumen, 69 I 

Cuadrante, 16 
Curva: 

cerrada, 824 
curvatura, 840-844 
de nivel, 882 
dibujo , 24 1-257 

en coordenadas polares, 753-766 
en forma cartesiana, 284 
en forma paramétri ca, 285, 824 
en forma vectorial, 824 
integral , 558 
longitud de arco, 394, 397, 836 
no rectifi cable, 393 , 677 
punto inicial, 824 
punto terminal. 824 
rect ificabl e, 393, 837 
simple cerrada, 1071 
suave, 290, 832 

suave por pedazos, 832 
vector principal normal a, 847 
vector tangente a, 829 

Curvas con pétalos, 759, 760 
Curvatura: 

de una curva, 840-844 
radio de, 842 

Densidad, fa ll a, 4 I 6 
probabilidad, 416 

Derivación, véase también Derivada 
de la integral, 338, 345 
de un cociente, 131 
de un producto, 13 I 
de una combinación lineal, 13 1 
de una función inversa, 430 
de una función vectorial , 829 
de una resta, 131 
de una suma, 13 J 
im¡:1 ícita, 180, 952-960 
logarítmica, 446, 471 
mediante la regla para potencias, 126, 455 

regla general izada para potencias, 164 
regl a de la cadena para, 162, 904 
Y continuidad, 135-139, 902 
Y lineali dad local, 153 

Derivada, véase también Álgebra de la derivación, 
13 1, 136-1 38; de una función compuesta, 
162, 904 

de orden superior, 14 1, 155 
regla de Leibn iz, 149 

direccional , 9 I 2 
en un intervalo, 121 
en un punto, 12 I 
notación, 143, J 56 

de Leibniz, 154 
operador, 143 
prima, 121 

parcial, 890 
segunda, 14 1, 155 

Derivada direcc ional, 9 12 
relac ión con el gradi ente, 807 

Derivada parcial , 890 
de orden superior, 895 
intercambio del orden, 895 
notación para, 89 1, 894, 895 

Descartes , René , 15, 62 
Desigualdad de Cauchy-Schwarz, 15 
Desigualdades, 8 

Cauchy-Schwarz, 15 
tri ángulo, 13- J 5. 793, 798 

Desplazami ento, como integral, 404 
Diferencial, 156, 902 
Directriz: 

de la el ipse, 765 
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de la hipérbola, 765 
de la parábo I a, 262 
de un ci lindro, 863 

Dirichlet, Peter Gustav Lejeune, 27, 689 
Disco 

abierto , 884 
cerrado, 884 

Discontinuidad: 
infini ta, 102 
osc il atoria, 103 
remov ible, 104 
salto , 101 

Distanci a: 
como integral, 321 , 405 
de un punto a una recta, 822 
de un punto a un plano, 820 
de una recta al plano, 822 
entre dos puntos del espacio, 883-884 
entre dos puntos del plano, 16 
entre dos puntos de una recta, 5 
entre dos rectas, 822 

Distribución: 
fa ll a, 416 
probabilidad, 416 

Divergencia: 
de un campo vectorial, 1121 

interpretación física, 1140 
de una integral impropia, 609 
de un'a serie , 645 
de una suces ión, 633 

Dom inio, 1071 

e: 

de una función, 29, 30, 880 
múlti plemente conexo, 1072 
simplemente conexo, 1071 

cálculo de, 451 , 458 
definición, 450 

Ecuac ión de Be rnoulli , 564 
Ecuación de Gompertz, 572 
Ecuación de onda, 897, 908 
Ecuación diferencial , 459 

de Bernoulli , 564 
linea l, 554 

so lución general , 558 
métodos numéricos, 575 -583 
variables separables, 566 

Ecuación logística, 568 
Ecuaciones al gebraicas lineales, 19 

aprox imación, 153 
ecuaciones diferenciales , 554 
función, 36 
operador, 143 

Ecuaciones cuadráti cas con dos variables , 257 
Ecuac iones de variables separables, 566 

Ecuaciones paramétr icas: 
comparación con las ecuaciones cartes ianas, 

284 
de una curva en tres dimensiones, 824 
de una recta en tres dimensiones, 8 16 
de una superfic ie, III 
en el plano, 284-294 
grá fica de las , 284, 824 
pend iente , 289 

Eje: 
conjugado, de la hipérbola, 279 
de la parábola, 262 
de revolución, 379 
mayor de la elipse, 269 
menor de la elipse, 269 
transversal, de la hipérbo la, 279 

Eje polar, 743 
Ej es coordenados, 16 

rotac ión de , 266, 284 
traslac ión de, 260 

Ejes parale los , teorema de los , para el momento de 
inercia, 1003 

Elipse, 268-275 
centro, 269 
construcción geométrica de la, 271 
directriz, 765 
eje mayor, 269 
ej e menor, 269 
excentricidad, 274, 765 
foco, 272, 765 
longitud focal , 272 
propiedad de reflexión, 275 
vértices, 269 

Elipsoide, 869 
esferoidal achatado por los polos, 870 
esferoidal alargado por los polos, 870 

Emparedado, principio del, 85, 636 
Energía: 

cinét ica, 107 1, 1082 
conservación de la, 1083 
mecán ica, 1082, 1083 
potencial, 1082 

Enteros: 
negati vos, 2 
positivos, 2 

Ep icicloide, 295 
Error, 159 

en el método de Eul er, 578 
en la regla de Simpson, 362 
en la regla Trapezoidal, 357 
relativo , 159 

Error local de discreti zac ión, 578 
Escalar, 779 
Escalar, multiplicación, 788, 797 

interpretación geométrica de la, 790 
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propiedades , 788, 797 
Escalar, triple producto, 809 

interpretac ión geométri ca del, 810 
Esfera: 

abierta, 884 
cerrada, 884 

Esfero ide : 
, achatada por los polos, 870 

alargada por los polos, 870 
Esfuerzo, 1 13 O 
Eudoxio, 304 
Euler, Leonhard, 27, 100, 193 , 425 , 575 , 627, 659, 

676 
Excedente: 

del consumidor, 4 19 
de l productor, 420 

Excentr icidad: 
de la elipse, 274 
de la hipérbola, 283 , 765 
de la parábola, 765 

Factor de integración, 558 
Factores cuadráti cos irreducibles, 539 
Fa ll a: 

densidad, 4 16 
distribución, 4 16 

Fermat, Pierre de, 15, 62, 74 
Flujo, 4 13, 11 29 

de Poiseuille, 4 \3 
en un capilar, 413-4 15 

Foco: 
de la elipse, 272 
de la hipérbola, 28 1 
de la parábola, 262 

Forma indeterminada, 588 
regla de L' Hospital para el límite de una, 590, 

599 
Fórmul a de reducc ión, 5 13 
Fracciones parciales, descomposición en, 539 
Frecuencia, 54 
Frontera, 884 
Fuerza: 

central , 859, 1085 
centrípeta, 848 
conservativa , 1074, 1083 
grav itatoria, 850, 853, 1074 
no conservat iva, 1083 

Función, 27 
acotada, 29, 95 
álgebra de la, 32 
algebraica, 53 , 80 
analít ica, 728 
armónica, 1141 
biunívoca, 427 
cóncava hacia abajo, 208 

cóncava hac ia arriba, 208 
constante, 35, 74, 122 
continua, 100, 829, 885 
continua no derivab le, 136 
continua por la derecha, 108 
continua por la izquierda, 108 
creciente, 205 , 248 
cuadrática, 35 
decreciente, 205, 248 
defin ición de, 29 
de valores reales , 28 
de varias variables, 880 
diferenciab le, 120, 90 1 
escalón, 4 1 
ex tensión de, 970 
factoria l, 42 
impar, 43-44 
implícita, 180, 958 
integrab le, 967 
inve rsa, 187 
límite de, 68 , 826, 883 
localmente lineal, 153,901 
monótona, 394 
no aco tada, 29, 95 
no creciente, 205 
no decreciente, 205 
par, 43, 55 
periódica, 47 
trascendente, 53 
valor medio (promed io) de , 333 
vectoria l, 823 

Función compuesta, 159 
continuidad, 16 1 
derivación, 162 

Función continua, 100, 829, 885 
en un intervalo, 10 1, 108 
en un punto, 101 
no derivable en ninguna parte, 136 
por la derecha, 108 
por la izquierda, 108 
propiedad de acota m iento, 1 10 
propiedad de máximo-mínimo, 11 0, 938 
propiedad del válor intermedio, I 10 
propiedades algebraicas, 101 

Función cose cante, 47 
antider ivada, 527 
derivada, 174 
hiperbóli ca, 492 
inversa, 488 

Función cosecante hiperbólica, 492 
der ivada, 495 

Función coseno, 46 
antiderivada, 177 
continuidad , 106 
derivada, 172 
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hiperbólica,492
hiperbólica inversa, 497
inversa, 482
límite, 87
ortogonalidad de, 524

Función coseno hiperbólico, 491
antiderivada,493
derivada, 493
inversa, 497

Función coseno hiperból ico inverso, 497
derivada, 497

Función cotangente, 46
derivada, 174
hiperbólica,492
inversa, 486

Función cotangente hiperbólica, 492
derivada, 495

Función cotangente inversa, 486
derivada, 486

Función exponencial, 447-459
antiderivada, 459
aplicaciones, 459-468

crecimiento de una población, 463-466
decaimiento radiactivo, 461-463
interés compuesto, 467, 468-473

a una base arbitraria, 468-473
derivada, 453
ecuación funcional para, 467
problema con valor inicial para, 467
propiedades, 449

Función gamrna, 627
Función identidad, 36, 75, 122
Función inversa, 187

continuidad, 429
derivada, 430
gráfica, 432
integral, 517
monótona, 374

Función inversa de la función cosecante, 488-489
derivada, 483

Función inversa de la función coseno, 482-484
derivada, 484

Función inversa de la función seno, 477-482
derivada, 480

Función inversa de la función tangente, 484-486
derivada, 485

Función logaritmo:
derivada de la, 474
de una base arbitraria, 472-476

Función logaritmo natural, 435-447
derivada, 437
propiedad característica, 435
propiedades, 437
relación con las funciones hiperbólicas inver-

sas, 497

Función mayor entero, 40, 70-71, 75, 91, 101
Función número primo, 35
Función potencial, 1074, 1086

condición necesaria para, 1079
existencia, 1079
vectorial, 1126

Función racional, 37
continuidad, 100, 885
fracciones parciales, descomposición de, 539
límite, 83
propia, 537

Función raíz cuadrada, 38, 91
Función renovación, 422
Función secante hiperbólica, 492
Función secante inversa, 486-488

derivada, 488
Función seno, 46

antiderivada, 177
continuidad, 106
derivada, 171
hiperbólica,492
hiperbólica inversa, 495
inversa, 477
límite, 87
ortogonalidad, 524

Función seno hiperból ico, 450
antiderivada, 493
derivada, 493
inversa, 495

Función seno hiperbólico inverso, 495-499
derivada, 496
relación con los logaritmos naturales, 499

Función signo, 40, 84, 102
Función supervivencia, 422
Función tangente, 46

antiderivada, 443
derivada, 174
hiperbólica, 492
hiperbólica inversa, 500

Función tangente hiperbólica, 492
derivada, 495
inversa, 500

Función tangente hiperbólica inversa, 500
Funciones hiperbólicas, 491-495

derivadas, 493-495
inversas, 495-499
relación con las hipérbolas, 500

Funciones trigonometricas inversas, 477-491
Funciones vectoriales de una variable, 823

continuidad, 829
diferenciación, 829
interpretación geométrica, 824
límite, 826

Gaus
Gene
Oibb
Orad
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Orad
Gráf

d
d
d
e
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Hall
Harr
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Gauss , Carl Friedrich, 304, 676, 11 34 
-Generatriz de un cilindro, 863 
Gibbs Josiah Willard. 779 
Gradiente , 91 1 

propiedades del , 916-921 
Grado de un polinomio, 35 
Gráfica: 

de una función , 30 
de una relación, 17 
dibujo de, 241-257 
en coordenadas polares, 746 

Gravedad, centro de, 995 
Green, George, 1086, 1134 
Gregory, James, 697 

Halley, Edmund, 119 
Hamilton, William Rowan, 779 
Heaviside, Oliver, 779 
Hélice, 826 
Hipérbola, 275-284 

asíntota, 277 
r entro, 279 
construcción geométrica, 280 
diámetro transversal , 279 
directriz, 765 
eje conjugado, 279 
eje transversal , 279 
excentricidad, 283 , 765 
foco , 281 , 765 
longitud focal , 281 
relación con las funciones hiperbólicas, 500 
vértices, 279 

Hiperboloide: 
de dos mantos, 870 
de un manto, 870 

Hipocicloide, 295 
Huygens, Christian, 120 

Identidades de Green, 1095, 1142 
Igualdad : 

de conjuntos, 3 
de funciones, 32 
de vectores, 781 , 797 

Imagen: 
de un punto, 28, 880 
de una función, 28, 880 
de una suma, 276 

Indefinida, integral, 340 
Independencia de la trayectoria, 1072 

condición necesaria y suficiente para, 1074 
índice, de una suma, 300 
Inducción matemática, 31 2 
Infinito(a): 

discontinuidad, 102 
límite, 93 , 96 

símbolo, 5, 93 
Integración: 

de funciones trigonométricas, 524-531 
de senos y cosenos, 517-524 
en coordenadas cilíndricas, 1031 , 1042 
en coordenadas esféricas, 1043-1052 
en coordenadas polares, 1007 
por fracciones parciales, 537-552 
por partes, 509-517 
por sustituciones, 346-354, 505-509 
por sustituciones trigonométricas, 531-537 

Integración numérica, 354-368 
regla de Simpson, 360-364 
regla trapezoidal , 355-360 

Integral: 
aproximación numérica, 354-368 
cálculo de , 3 14 
de línea, 1060 

independiente de la trayectoria, 1072 
de superficie, 1105, 1106, I 107 
definición, 315 
definida, 34 1 
derivación, 338, 345 
doble, 967, 970 
existencia de, 316 
impropia, 608 
indefinida, 340 
iterada, 975 
linealidad, 325 
propiedades, 322-335 
propiedades de comparación, 329 
propiedades de la suma, 326 
propiedades del valor medio, 332 
triple, 1018 

Integral de Riemann, 314 
Integral doble: 

existencia, 967, 970 
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propiedades, 971 
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sobre un rectángulo, 967 
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cond ición necesaria para, 19 1, 934 
punto, 190 
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Multiplicadores de Lagrange, método de los, 944 

Napier, John, 436 
Newton, Isaac, 74, 11 9, 120, 232, 299, 304, 36 1, 

696, 697, 743,857 
Nivel, curva de, 882 
No acotado(a): 
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290 
regla para la der iv ac ión, 149 
serie para n /4, 730 

N úmero rac ional, 2, 654 
Números: 
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vérti ce, 259, 262 
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elíptico, 872 
hiperbólico, 872 
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782, 797 
Paralelos(as): 

rectas , 26 
vectores, 807 

Partes , integración por, 509-517, 617, 1084 
Partición, 3 13, 965 

norma de, 314, 965 
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en forma paramétrica, 289 
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Periodo fundamental , 47 
Plano, 8 13 

tangente , 924 
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641 

Propiedad de la sum a: 
de integrales, 325, 972, 1020 
del área, 304 

Propiedad de reflexión: 
de una eli pse, 275 
de una parábola, 265 
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ecuaciones s imétricas, 816 

normal , 925 
paralela, 26 
perpendicular, 26 

Región: 
acotada, 370 
estándar, 980 
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criterio de I a razón para, 715 
derivac ión, 727 
integración, 727 
intervalo de convergencia, 715 
propiedades algebraicas, 719-727 

combinaciones lineales, 723-724 
multiplicación, 725 
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criterio de comparación límite, 656 
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estimación del, 672, 681 
telescópica, 648 
término general, 643 
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con respecto al eje x , 43, 244, 753 

con respecto al eje y, 43 , 244, 754 
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Sistema cartesiano de coordenadas, 15 , 795 
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relación con las coordenadas polares, 745 , 749 
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paramétri cos, 1\13 
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volumen, 379-392 
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Subconjunto, 3 
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monótona, 639 
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serie de, 707 
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Teorema de la divergencia, 11 34 
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Thomson, William (Lord Kelvin), 1087, 1143 
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área de la superficie, 1118 
Trab~0 , 322 , 406-408 , 1059, 1082 
Transformación, 29 

Transversal, diámetro de la hipérbola, 279 
Transversal, eje de la hipérbola, 279 
Trapezo idal, regla, 355-360 

error en la, 357 
fórmula, 356 
y método de Euler mejorado, 584 

Traslación de ejes, 260 
Traza de la superficie, 869 
Trocoide, 295 
Trigonométricas, funciones, 46-53 

antiderivadas, 172- 179 
continuidad, 106 
derivadas, 174 
gráficas , 49-50 
identidades, 50-53 
inversas, 477-491 
periodicidad, 47-48 
simetría, 48-49 

Trip le integral , 1018 
propiedades, 1020 
relac ión con las integrales iteradas, 1018 
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Unicidad del límite, 76, 636 

Valor absol uto , funció n, 39, 69, 135 
Valor medio de una función, 333 
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dependiente , 29, 880 
independ iente, 29, 880 
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cero, 797 
componente, 780: 792 
de posición, 780 
dirección, 780 
igualdad, 781 , 797 
longitud , 789, 796 
magnitud, 78 1, 789 
multiplicación por un escalar, 783 , 794 
ortogonal, 791 
paralelo, 807 
principal normal a la curva, 803 , 847 
producto escalar, 788, 797 
producto vectorial , 802 
proyecc ión, 79 1 
punto inicial , 780 
punto terminal , 780 
resta, 785, 797 
suma, 782, 797 
triple producto escalar, 809 
triple producto vectorial , 812 
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al plano, 813 -816 
pri ncipal (a una curva), 847 
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en coordenadas polares, 854 
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interpretación geométrica, 806 
propiedades, 804-809 
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Velocidad, 58-61 , 121 , 142 

de la partícula, 830 
en coordenadas polares, 855 
instantánea, 60-6 1 
promedio, 58-61 
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de la elipse, 269 
de la hipérbola, 279 
de la parábola, 259 

Volumen, 32 1, 379-392 
como una integral doble, 970 
de un sólido de revolución, 379-382 
método de las rebanadas , 382-388 
método de los casquillos cilíndricos, 388-390 

Vorticidad, vector de, 1126 
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Zeta, función , 675 
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