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Chapitre 1

Fonctions de plusieurs variables

Définition 1.0.1. Une fonction réelle de plusieurs variables est une fonction définie de R™ & valeurs
dans R.

Soit
e R" 5 R
x:('r17x27"' 31:") — f(ﬂ?)

1.1 Continuité d’une fonction réelle de plusieurs variables

Définition 1.1.1. Soit f : R™ — R wune fonction définie au voisinage d’un point a € R™, f est
continue en a € R™ si est seulement si

lim f(z) = f(a),

r—a

ou
Ve >0, dn>0, VreDy |z—a||l<n=|f(z)—fla)|<e,

avec Dy le domaine de définition de la fonction f.

Remarque 1.1.1. 1. Pourz = (1,22, - ,2,) et a = (a1,a2, -+ ,an),
Tr1 — a1
To — Q9
T —a signifie que
Ty — Ay

2. Pour une fonction d’une seule variable, il ya un seul chemin & parcourir pour joindre x a a.
Mais pour une fonction de plusieurs variables, il ya une infinité de chemins a parcourir pour
faire tendre x vers a.

3. lim x, lim lim f(z,y).
(m’y)ﬁ(a’b)f( y) # lim lim f(z, )

Exemple 1.1.1.

$2+y2’

Fag) = { Frp S @9 #00)
0, =i (I7y) = (Oa O)

Proposition 1.1.1. La fonction f est continue en a si et seulement si pour toute suite (xy,), € Dy
qui tend vers a, la suite (f(xy)),, tend vers f(a).
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Exemple 1.1.2.

11
Pour U, = <,>7 n € N*.
n'n

Proposition 1.1.2. Si la fonction f a pour limite | en a, la restriction de f a toute courbe continue
passant par a, admet la méme limite [.

Remarque 1.1.2. Pour prouver qu’une fonction de plusieurs variables n’admet pas de limite en a,
il suffit d’expliciter une restriction & une courbe continue passant par a qui n’admet pas de limite, ou
deux restrictions qui conduisent & des limites différentes.

Exemple 1.1.3.
|z +yl ‘
flay) =< 221y (z,y) # (0,0)

0, si (z,y)=1(0,0)

():iy=—-z,  (p):y==
vérifiant que

lim  f(z,y) # lim  f(z,y).

(Ivy)_)(oao) (ﬁvy)_)(oao)
(z,y)€(m) (z,9)€(72)
Théoréme 1.1.1.
lim f(z,b) =1
lim f(x,y)=1=< ¢ _
()~ (a,b) lim f (a,y) =1

Proposition 1.1.3. Si deux suites de vecteurs (Up)n et (Vi) tendent vers a telles que

lim f(Un) # lim f(Va),

n——+o0o
alors la limite absolue de f au point a n’existe pas.
Exercice 1.1.1. On désigne par f : R — R la fonction définie par :
9 . 1 .
fa)y=1 "7 Sln(;), st x#0
0, s2 z=0
1. Démontrer que f est dérivable sur R.

2. Vérifier que la fonction F : R2 — R définie par

fle)—fly)
F(x,y) = a—y dhat!
fl(z), si z=y

n’a pas de limite au point (0,0).

. . . . ‘s 1 1 _ (1 1
Solution : pour la deuxieme question on considére U,, = (M’ ﬁ) et V,, = (m, m), et

vérifiant que nEIEmF(Un) # nETwF(Vn)
Théoréme 1.1.2. Soit f,g: U C R" — R.

a. Si f et g sont continues en a € U, alors f + g et f g sont continues en a.

b. Si f est continue en a et f(a) # 0, alors — est continue en a.

f
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1.2 Dérivées partielles

Soit f:UCR" —R,acU.

/ (a) est définie par :

Lg

La dérivée partielle premiére de f par rapport a sa ¢"*¢ variable en a notée

af (a) _ hmf(a17a2>"' aaiflaai+haa/i+17"' 7a/n) —f(al,ClQ,"' 7a/n).
8:r7; h—0 h
Exemple 1.2.1. .Pour f(z,y) = 2%y, g(w,y) =2xy et g(x,y) =22,
ox oy
.Pour
Ty )
—_— 0,0
f(x,y) _ a:2+y2’ S (x,y) %( ) )
0, si (v,y)=(0,0)
of _of _
%(0,0) = 3y (0,0) = 0.

Remarque 1.2.1. Pour une fonction de plusieurs variables l’existence des dérivées partielles en un
point n'implique pas la continuité en ce point.

Définition 1.2.1. Une fonction f : U C R® — R esr dite de classe C1(U) si toutes les fonctions
dérivées partielles premiéres existent et sont continues sur U.

Corollaire 1.2.1. Si f est de classe C1(U), alors elle est continue sur U.

1.3 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Soit f: U C R" — R.
Les dérivées partielles d’ordre 2 si elles existent sont

Pr_ o (or\  #5 _ o (or\ #f _ 9 (0f
ox?  Ox; \Ox; )’ Ox;0x; Ow; \Ox; )’ Ox;j0x; Ox; \Ox;)

Exemple 1.3.1. f(z,y) = 2%y — .

Définition 1.3.1. Si toutes les fonctions dérivées partielles premiéres sont de classe C*, alors f

858@‘

est dite de classe C2.

Généralisation : la fonction f: U C R™ — R est dite de clase C*(U) ot k € N si et seulement
si les dérivées partielles jusqu’a l'ordre k existent et sont continues.

1.4 Théoréme de Schwartz

Si f:U C R® — R une fonction de classe C?(U), alors

0% f B 0% f
8:62- 3xj - &Tj 6:@

Vi,j=1,---,n; i#j ona
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1.5 Dérivées partielles d’une fonction composée
Si f:U C R® — R une fonction de classe C!(U) et

¥9: R — UCR"”
t — ) = (1), 2a(1));

est aussi de classe C', alors la fonction composée f o R U cRre i> R, est de classe C! et sa
dérivée est donnée par

(Fo0) ()= 3 g h @0, oa0) 400).

Exemple 1.5.1. - Soit h(t) = f(sint,Int) ot f(z,y) = 2® + 3wy et t > 0.
alors

_0f 0x  Of Oy

/ —_— —_—
WO =55 5t Ty o

- Soit g(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)), alors

00, ) _ 0 0 0f 0y
" = Bz ou Oy Ou

et
dg, . Of 0z _9f dy

20" = ar a0 T oy av
1.6 Dérivées directionnelles
Soit f : R™ — R une fonction définie au voisinage d'un point a = (a1, ,a,) et V= (v1,-+- , V)

un vecteur de R"™.
La dérivée directionnelle de f suivant la direction de 7 au point a, on la note f.(a) est définie par

)

f,';(a) _ hmf(al + hvy, e yan + hoyp) — flag, - ap)
h—0 h

elle est dite pente de f au point a suivant le vecteur /.
Exemple 1.6.1. Pour f(z,y) =2y et a = (z,y), ©=(1,1).
Remarque 1.6.1. Soient f : R™ — R et (e1,- -+ ,e,) la base canonique de R™.

() = 2L @)

Exemple 1.6.2. Pour f(z,y) = xy.

/ 0 , )
f(l,O)(xvy) = Fi(xvy) =Y, f(ovl)(xvy) = %(lay) = .

Remarque 1.6.2. Les dérivées partielles premiéres représentent les pentes de la fonction en un point
suivant les vecteurs de la base canonique de R™.



1.7. VECTEUR GRADIENT

Propriétés algébriques :

Si les dérivées partielles premiéres des fonctions f, g : R® — R existent, alors on a
(M) O(f+g) _0f 99

ox;  Ox; Ox;
L O(fg) oOf 9g
() dx;  Ox; g+f 0x;

0 B
(ii) Si g # 0, axgi - 9z Owi

92

1.7 Vecteur gradient

Soit la fonction f: U C R™ — R, ou les dérivées partielles premiéres
Le vecteur gradient de f au point a est défini par :

(a) (a € U) existent.
x

af

axl (a’)
grad f(a) =V f(a) = :

d f:
%(@
Propriétés :

Si les dérivées partielles de f, g : R® — R existent, alors on a
(1) V(f+g)(a) =V f(a) + Vg(a).

(it) V (fg)(a) =V f(a)g(a) + f(a) V g(a).
(i) ¥ (Dia) =

i (7 F(@3(0) ~ F@) Vg(@).
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Chapitre 2
Différentiabilité

La notion de fonction différentiable est la généralisation aux fonctions de plusieurs variables de la
notion de fonction dérivable d’une variable réelle. Bien sfir, on ne peut pas transposer directement
la définition utilisant le taux d’accroissement (impossible de diviser par un vecteur!). C’est la carac-
térisation de la dérivabilité en terme d’existence de développement limité d’ordre 1 qui se généralise
directement en dimension quelconque.

Définition 2.0.1. Soient U C R™ un ouvert non vide et f : U C R™ — R une fonction. On dit que
f est différentielle en a € U si et seulement s’il existe une application linéaire et continue L € L(U,R)

telle que
@) @)~ L —a)]
5 e —al
On peut aussi écrire, en posant x —a = h
L Wt h) — f@) L) o)
h—0 Al
h#0gn

L’application L est appelée différentielle de f en a et elle est notée Df(a) = Dy(a) = L ou df(a) =
ds(a) = L. devient

fla+h) = f(a) = Df(a) +o(h), avec lim o) _

Exemple 2.0.1. Pour f(z,y) = z2y. La différenticlle de f au point (x,y) est Df(z,y) = 2zy + 22,
en effet, soit h = (hy, hy) € R?
F(@,y) + (ha, he)) = f(a,y) = 2eyhy + 2®ho + yhT + 2xhihs + hihy,

avec
yh% + 2zhihe + h%h@

lim
(h1,h2)—(0,0) \/h% + h%

Proposition 2.0.1. Si la différentielle L d’une fonction f: U C R®™ — R existe, elle est unique.

=0.

Preuve :

Supposons qu’il existe Ly, Ly € L(U,R) telles que

o @+ ) = f(a) = La(h)|
h—0 1Al

:07

9
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et
o 0 1) = Fl@) = Law)] _
h—0 | A]]
alors L) — Lo(h
o L1 1) = La)] _
h—0 121
prenons h =twv avec t > 0 et ||v|| = 1, faisons tendre ¢ vers 0, on a
| La(tv) = La(tv)]
O_th—l;% 7 —Ll(U)—LQ(U).

Donc L; et Lo sont égales sur la sphére unité de R”, par linéairité, il suit que L; = Lo.

Proposition 2.0.2. Si f est une fonction différentiable en x € U, alors f est continue en x.

Preuve :

On a
f(@+h) = f(z) = Df(x)(h) + o(h),
il suit par linéairité de DF'(z) que
lim f(z +h) = f(x),
h—0
i.e. f est continue en x.

Définition 2.0.2. On dit que f : U C R® — R est différentiable sur U si elle est différentiable en
tout point x € U. Dans ce cas, on appelle différentielle de f la fonction
Df: UcCR" — L(U CR",R)
x= (1,22, ,x,) +— Df(x)=dfs.

Si de plus, Df est continue on dit que f est continument différentiable, ou f est de classe C .
Exemple 2.0.2. Soit la fonction
f: R — R
(z,y) — flz.y) =2 +y%
Soit h = (h1, he) € R2.

. flxy) +h) = flzy) . (T +h1)? + (y + he)? — 22 — y?
lim lim
h=0 17l (h1,h2)—(0,0) NoE
| 2zhy + 2yhs + h? + h3
1m
(hl,hz)*)(o,o) h% + h%
2xhy + 2yh
S LN

lim —
(h1,h2)—(0,0) 4/ h% + h% negligeable

forme linéaire

alors f est différentiable sur R? et sa différentielle
df (z,y)(h) = 2zhy + 2yhe =<V f,h > .

Théoréme 2.0.1. Soit f: U C R" — R une fonction.

Dans la base canonique (e1,--- ,en) Uapplication différentielle df (a) : R — L(R™,R) a pour
expression explicite si les dérivées partielles existent,
"9
Vh€R™;  df(a)(h) = é?hu:<Vﬂh>.

i=1
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Propriétés :

Soient f et g deux fonctions différentiable en un point a.
(i) d(f + g)(a) = df(a) + da(a).
(12) d(f g)(a) de(a)g(a)+f£l]6§2 d)g(?)j £ do(a)
N a)g(a) — fla a
(iii) sig(a) #0, d(L)(a) = YR 7.
9*(a)
Corollaire 2.0.1. Soit f : U C R® — RP une fonction de classe C1(U). On suppose que U est
conveze. Si toutes les dérivées partielles de f sont nulles sur U, alors f est constante sur U.

Remarque 2.0.1. Sila fonction f: U C R™ — R est différentiable en tout point x de U, alors

df (x) = Z 0/(x) dz;.
i=1

3xi
Exemple 2.0.3.
f: R — R
(x,y) — f(x,y):x?’fgf—x.

f est une fonction polynémiale en x et en y, donc f est de classe C*° sur R%. Pour (z,y) € R%, on a
df (x,y) = (32% — 1)dx — 2ydy.

Théoréme 2.0.2. Soit f: U C R" — R.
Si les dérivées partielles de f au point a € U existent, alors f est différentiable en a si et seulement
i
n O0f(x
flath) = f@) =iy 2Dy,

li =0
no0 I ’

ot h = (hi, - hn).

2.1 La différentielle d’une fonction composée

Théoréme 2.1.1. Soient E,F,G trois espaces vectoriels normés de dimension finie et U,V deux
ouverts de Fet F respectivement

v-Lv-4a.
Supposons que f est différentiable en a € U et g différentiable en f(a) € V, alors go f est différentiable
en a, de plus

d(ge f)(a) = Da(go f) = Dy(@yg° Daf = dg(f(a)) o df (a).

Preuve :
Posons k = f(a+h) — f(a), si h — a alors k — 0. On a
fla+h) = f(a) = df(a)(h) + o(h),
g(b+k) —g(b) = dg(b)(k) + o(k), b= f(a),

alors
g(f(a+h)) —g(f(a)) = dg(f(a))(f(a+h)— f(a)) + o(k),

gofla+h)—go f(a)=dg(f(a)) o df(a)(h)+dg(f(a))(o(h)) + o(k).
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11 suffit de montrer que
dg(f(a))(o(h)) + o(k) = o(h).
ie. dg(f(a))(o(h)) = o(h) et o(k) = o(h). On a

o < ldatF @)l _ ., loth)

I
< < — 0,
5] (17l

donc

et
o < ok) _ olh) [IK]
(2 I

en sait que
o(k)

lim —+~ =
Y T

et on a
I _ lldf(a)() + o] _ @), ()]
"l " IR TR
S Ot IR SOt T

k
— 0, donc M est bornée.
[l h—o0 [

D’ou k] = 0, i.e. o(k) = o(h).

0f(a)

Remarque 2.1.1. L’existence de
(“)xi

n’implique pas Uezistence de df (a).
Exemple 2.1.1.

z2+y2’

xy ,
f@w:{ P o @9 # 0.0
0, si (z,y)=1(0,0)

of o of -
%(0, 0) = a9y (0,0) = 0, mais df (0,0) n’existe pas.

Théoréme 2.1.2. Si la fonction f est linéaire, alors df (a) = f.
Proposition 2.1.1. Soit la fonction

f: ICR — RP
z — f(x):(fl(x)’vfp(x))v

ou f; est une fonction de I dans R pour chaquei=1,--- ,p.

f est différentiable en a si et seulement si f; est différentiable en a pour tout i =1,--- ,p, de plus
on a

df(a) = (df1(a),--- , dfy(a)).
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Preuve :

Soit I'application
R

5]': RP —

T
f 5

Onal — RP — R.

(=) fi(z) =6;(f(x)).
df;(a) = db;(f(a)) o df (a) = 6; o df (a) = 6;(df (a)).

Si f est différentiable en a, alors nous pouvons que §; est différentiable en tout point et en
particulier en f(a), donc f; est différentiable en a.

(<) Soit 0 : R — RP I'injection canonique.
Onaocjo fi(z) =(0,---,0, f;(x),0,---,0), donc

fz)=) o0 fi),
j=1

si f; est différentiable en a, alors o; o f; est différentiable en a, donc

p
> 0iof;
j=1

est différentiable en a.
D’ou f est différentiable en a.

2.2 Matrice Jacobienne

Soit la fonction
f: UcCR" — R?
= (21, wn) +— f@)=(fi(x),-, fp(®))
Les dérivées partielles de f en un poit a € U si elle existent, sont les vecteurs de RP dont les compo-
santes sont les dérivées partielles des composantes de f.

N (o
o |
8581' :
v ()
oxy,
La matrice Jacobienne de f en a est donnée par
of1 of1
87501(60 oz, (a)
Jfa) = : ' :
o gy ... 9%
9, @ D, (a)

Remarque 2.2.1. Si f est différentiable en a, ona

Vh e R"; df(a)(h) = Jf(a)-
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Exemple 2.2.1. Soit

f: R2 — R?
. IQ
(z,y) +— flz,y) = Bz +y,siny, e +y?).

Son matrice Jacobienne est la matrice de 3 lignes et 2 colonnes.

3 1
Jf@y)={ 0 cosy |.
2ze” 2y

Proposition 2.2.1. Si la fonction

f UcR" L RP
Z‘:(xla""xn) — f(x):(fl(x)”fp($))

est différentiable en un point a € U, alors

of: on

o, (a) D, (a) hy

df(a)(h) = Jf(a)-h = : : :
Afp Afp B
87:1 (a) --- 873371 (a)

n O
S @

n 3: P
Zi:l 3£¢ (a)h;

Définition 2.2.1. Soit f: U C R" — RP.
Lorsque n = p, on appelle Jacobien de f en a le déterminant de la matrice Jacobienne de f en
a, on notera
D(fla"‘ afn)(a)
(1, %)

ce jacobien.

Corollaire 2.2.1. Soient f : U CR" — R", g:Q CR* — R" telles que g(Q) C U. Si f et g
sont différentiables sur U et Q0 respectivement et a € et b = g(a), alors pour p = fog

D((Pl,"',@n) 7D(flv"'7fn) D(gla"'agn) a
(u, - tun) (a) = (@1, ) b). (ur, -, ) ().

Propriétés :
Soient f,g: U CR™ — RP et A € R. Si f et g sont différentiables en un point a € U, alors

L Jo(Af 4 9) = AMa(f) + Jal9).
2. Ju(f9) = f(a)Ja(g) + g(a)Ja(f).

3. Le produit scalaire = —< f(x), g(x) > est différentiable en a et sa différentielle en a est donnée
par la formule

d(< f,g >)(a)(h) =< f(a),dg(a)(h) > + < df (a)(h),g(a) > .
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4. Si p = 3 le produit vectoriel z — f(z) A g(z) est différentiable en a et la différentielle est donnée
par

d(f Ag)(a)(h) = f(a) Adg(a)(h) + df (a)(h) A g(a).
5. Soient f: U C R" — RP, ¢ :V C RP — RY. Si f est différentiable en a € U et g est
différentiable en f(a) € V, alors
Ja(g o f) = Jf(a)(g) : Ja(f)

Proposition 2.2.2. Soit f : U C R" — Q C R" une bijection. Si f est différentiable en tout point
de U et f=1 est continue dans Q, alors f=1 est différentiable en yo = f(xo) € Q si et seulement si
df (zo) est inversible et on a

df ~ (o) = (df (o))"

2.3 Théoréme des accroissements finis

Soient f: U C R™ — R une fonction et a, b deux points de U tels que [a,b] C U. Si f est continue
sur [a,b] et différentiable en tout point de ]a, b[, alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

f(b) = fla)=d. f(b—a) =<V f(a+0(b—a),ab>, 6¢€]0,1].

Preuve :

Soit 'application
g: [0,1] — R"
t — gt)=(1—t)a+th.

Quand t parcourt le segment [0, 1] de R, g(t) parcourt le segment [a,b] de U C R™. La fonction g est
différentiable, et sa différentielle au point ¢ € [0, 1] est

dig: R — R"
h —s h(b—a).

f étant différentiable en tout point de ]a, b, alors fog: R™ — Q C R est différentiable sur ]0,1[C R
et on a

(Fog) ()= zd(fog)t) = 1 (dyio ] o dug) ()
Edg(t)f (h(b—a))
Ayt Fh(b —a) - (1)

par application du théoréme des accroissements finis & la fonction scalaire d’une variable réelle f o g
continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1], il existe une constante ¢y €]0, 1] telle que

(fog) (to) = (fog) (1)~ (fog)(0)=f(b) — fla).---(2)
En conbinant (1) et (2), il vient
f(0) = f(a) = dy(1) f(b— a),

d’ou le résultat avec ¢ = g(to) €la, bl.
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2.4 Inégalité des accroissements finis

Soient f : U € R®™ — R une fonction et a, b deux points de U tels que [a,b] C U. Si f est
continue sur [a,b] et différentiable en tout point de ]a,b[ et §’il existe M > 0 telle que pour tout
¢ €la,bf; ||d.f|l < M, alors

1£(b) = fla)| < M |[b—al|.

2.5 Plan tangent

Soient f : U C R? — R une fonction et a = (z4,%,) € U. Si f est différentiable en a, alors dans
I’espace R3, le plan d’équation

z= f(a)+ (z —xa)%(a) + (y—ya)a*(a)a

est tangent au graphe de f en a.

2.6 Applications du théoréme des accroissements finis
Théoréme 2.6.1. (Un théoréme de point fixe) Soit E un espace de Banach et f : E — E une
application. On suppose qu’il existe k €]0, 1] tel que pour tout x € E, ||dxf||£(E) < k, alors f admet

un unique point fixe dans F.
i.e. Ax € E; f(x)==x.

Preuve :
Pour montrer P'existence, considérons la suite (U, ), C E définie par
Up=0, YneN; Upy1 = f(Un),

cette suite converge si et seulement si la série

Z 19117 ou 7911 =U, - Un—la
neN*

est convergente. Or d’aprés les théorémes des accroissements finis, on a
1Un = Uil = 1f(Un-1) = f(Un-2)| < k||Up-1 = Upaf <--- <k"H|UL = Ug|.

Comme k € [0, 1], la série est absolument convergente et donc convergente.
Pour montrer 'unicité, supposons qu’il existe deux points fixes distincts = et y de f, i.e.

fl)=z, fly) =y, = #vy.

L’inégalité des accroissements finis nous donne

1) = F@) < klly =2l <lly ==l = £ () = f@)I],

c’est absurde.
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2.7 Une deuxiéme expréssion du théoréme des accroissements
finis

Soient f : U C R® — R une fonction, x € U et h € R™ tel que le segment [z,x + h] = {y €
R™ y =2 +th; 0 <t <1} soit contenu dans U. Si f est différentiable en tout point de U, alors il
existe 6 €0, 1] (dépendant naturelement de x et h) tel que

f(x+h)— f(z) =df(x+ 60h)(h). (2.2)
Si (e;)_, est la base canonique de R™, alors I’expréssion (2.2)) s’écrit

fath) - @) =32
i=1

f . n
x+60h)h;, ou h= h;e;.
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Chapitre 3

Différentielle d’ordre supérieur

Soit f une fonction définie sur un ouvert non vide U C R™ & valeur réelle, ou plus généralement f
une fonction définie d’'un ouvert non vide U d’'un e.v.n E & valeur dans un e.v.n F.
Si f est différentiable dans U, sa différentielle

Df=df: UCE — L(E,F)
x —  df(x).

3.1 La différentielle seconde

Définition 3.1.1. On dit que f est deuz fois différentiable en a si Uapplication df est différentiable
en a.

Ve B df(a+h)(E) — df(a)(k) = d2f(a)(K) + o(h)(F),
avec d*f(a) € L(E,L(E, F)).

Remarque 3.1.1. On a
x Lo(E, F) lespace des fonctions f : E*> — F bilinéaire et continue.
* Lo,(E,F), n € N* lespace des fonctions f : E™ — F n-linéaire et continue.
L’application
p: L(E,LE,F)) — LofEF)
f — o(f)=g.

est un isomorphisme, de plus g est définie comme suit
9(z,y) = f(2)(y)-
Comme ¢ est un isomorphisme et || f|| = ||lgll, alors f = g cela nous permet d’itentifier d*f(a) a un
élément de Lo(E, F). i.e. d*f(a) € Lo(E, F). Alors d®f(a) est une application bilinéaire continue.
3.2 Différentielle d’ordre supérieur
Définition 3.2.1. f est trois fois différentiable en a si d>f est différentiable en a, de plus
&’ f(a) = d(d*f)(a), d’f(a) € L(B,L(E,F)) = Ls(E, F).

En générale

d"f(a) = d(d""" f)(a) € La(E, F),

est une application n-linéaire continue.

19
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Exemple 3.2.1. Soit Ey, E3, I trois espaces de Banach et f : Fy X Es — F une application
bilinéaire continue. Alors f € C™ (E1 X E3) et

df (z,y)(h, k) = [z, k) + f(hy).
Pour calculer d?f(x,y) il faut istimer la différence

df(I+h1,y+h2)(k1,k2)7df(£17,y)(k1,k2) = f(a:+h1,k2)+f(k1,y+h)
f(x, ko) + f(hy, k2) + f(k1,y) + f(k

f(ha, ko) + f(k1, o)
= d?f(2,y) ((ha, ha), (k1 k2)) .

Soit
Yv: ExE — F
(hyk) = (h,k) = f(hi,k2) + f(k1, h2).

ot E = E; X Ey et h = (h1,ha), k= (k1,ke). L’application ¢ est bilinéaire continue.
P est continue car

[ (h, k)l £ (hy, k)|l + (1 f (ks h2)|

<
< Cllihall %]l + [[E [l f[221l]
< C Rl NEI-

Donc d*f(z,y) eviste et
de(xvy)(hvk) = f(hth) + f(k17h2)'

d"f =0 pour n > 3 a vérifier.

Exemple 3.2.2. Soit E un espace de Banach sur R, ¢ : E?> — R une application bilinéaire continue.
On définit la forme quadratique q : E — R par q(x) = p(z,z). Alors ¢ € C°(E) et

dg(x)(h) = ¢(z,h) + ¢(h, ),

dQQ(x)(h7 k) = <p(k7 h) + @(h’ k)a

et
d"q=0 pour n>3.

3.3 Théoréme de Schwartz

Soient E et F' deux espaces de Banach et U un ouvert non vide de E.
Si f : U — F une application deux fois différentiable en un point a € U, alors d*f(a) € Lo(E, F)
et d?f(a) est symétrique i.e.

Vh,k € B; d*f(a)(h,k) = d*f(a)(k, h).

3.3.1 Généralisation du théoréme de Schwartz

Théoréme 3.3.1. Soient E et F' deux espaces de Banach et U un ouvert non vide de E.
Si f: U — F une application k fois différentiable en un point x € U, alors d*f(z) € Li(E, F) et
d* f(a) est une application k-linéaire symétrique i.e. pour toute permutation s de {1,2,--- ,k}

dkf(x)(h’la te ;hk) = dkf(x)(hs(l)v o 7hs(k:))7 v(hla' te ;hk) € Ek

[z, k2) = f(k1,9)
1,he) — f(z,k2) —

f(k1,y)
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Proposition 3.3.1. Soient f : U C R™ — R une fonction deux fois différentiable en un point a € U,
{e1,-++ ,en} la base canonique de R™ et h € R™. On a

F@m =Y 7@

alors

da)(e) = 51 (@)
par définition on a
df (a+ h)(k) — df (a)(k) = d* f(a)(h, k) + o(h) (k). (3.1)

Dans (3.1) prenons h = te;, k = e; on obtient

$ (A (a+ 1e:)(eg) — df(a)(es) = 7 F(a) b ) + olter)(ey),

implique
ik (21 AU AP R e
tin s o+t~ 3L @) = P ra)enss),
donc o
2
d f(a)(e’“ e]) (917781']
Remarque 3.3.1.
o*f o*f
2 . ) = — — 2 . .
LI @)eie) = g (0) = (@) = ) ere).
*f *f

(a)

Mais si d? f(a) n’existe pas, alors (a) peut exister sans queles soit égaut.

O0x;0x; ¢ O0x;0x;

Exercice 3.3.1. f:R? — R avec

2 _ .2
f(m,y):{ my% si (w,y) # (0,0)
0

On a 5 5
5o 0.0 % 5 2(0.0),
car les dérivées secondes ﬁ(:v ) et i(x ) ne sont pas continues en (0,0)
B0y BV € 5o @y p ,0).

Remarque 3.3.2. Dérivées partielles d’ordre supérieur : Soient x,y € R" tels que

n n
r = E Ti €5y Y = E Yje€j.
=1 j=1

d* f(a)(z,y) =d*f(a) (Z i e, Zyj 6.7')

S IFOICENEN
i=1 j=1



22 CHAPITRE 3. DIFFERENTIELLE D’'ORDRE SUPERIEUR

Donc
2 o~ 0
Pf@)wy) = 3wy, (@)
i,j=1 v

Proposition 3.3.2. Soient p € N et f une fonction p fois différentiable en un point a.
orf

d’ f(a) (eil’eiw T 7eip) - O0x;, 0x;, - - T, (@
Soit hy = Y1, hi e,
n o ) orf
/4 — E JupJ2 o RIp 4
d f(a’) (h17h’27 7h‘l)) P h’l h2 hp 3%11355]2 . 'xjp (a’)

3.4 Formules de Taylor

Exercice 3.4.1. Soit f une fonction continue sur R. On considere la fonction F définie sur R par

1“3

Fz)= [ f(t)adt.

2z
1. Vérifier que F est dérivable sur R.
2. Calculer F'(z) en fonction de f.

Théoréme 3.4.1. (Théoréme fondamental du calcul différentiel).
Soit F un espace de Banach, ¢ : [a,b] — F une application de classe C"*1([a,b]). Alors

3.4.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme 3.4.2. Soient E et F' deux espaces de Banach, Q un ouwvert de E et f : Q — F une
application de classe C*t1 sur Q.
Soit x € Q et h € E tels que le segment [z, + h] soit contenu dans Q. Alors

Pl +h) = () + df ()R o F@) (o h) + -+ ™ F (@) (B )

nfois
1
+i,/ (1 —t)"d" ™ f(x +th)(h,h,--- ,h)dt.
mn: 0 Hf,—/
Preuve :
On pose
P(t) = f(erth)Jr(l—t)df(:z:thh)(h)+ugiltVde(erth)(h, h)+---+ u ;lt)nd”f(xﬂh)(h, h,---,h).
Alors 9 est de classe C! sur [0,1] et
V() = (1;7,15)nd”+1f(a: +th)(h, - ),

la formule de Taylor avec reste intégral se réduit alors a

1
MD—¢®%=A¢KOM
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3.4.2 Formule de Taylor avec reste de Lagrange

Théoréme 3.4.3. Soient E et F' deux espaces de Banach, Q un ouwvert de E et f : Q@ — F une
application n + 1 fois différentiable sur Q). On suppose qu’il existe C' > 0 telle que

||d”+1f(y)HL(En+17F) < C pour tout y €.

Soit x € Q et h € E tels que le segment [z, 2z + h] soit contenu dans Q. Alors

L Lo Clip|™"
fla+h) = fz) = df(@)(h) = 5 d"f(z)(h, h) — - = —d" fl@) (A, h, - B)|| < D
nfois
Preuve :
On pose
(1-1)? 5 (L—0)"
Y(t) = flx+th)+(1—=t)df (x+th)(h)+ o1 d” f(x+th)(h, h)—l—---—l—Td f(x+th)(h,h,--- ,h),
o ca—ptt
g(t) = TS

On a pour tout ¢ € [0,1]
I @] < g'(1),

et pour un théoréme des accroissements finis, il suit

[9(1) = (0)]| < g(1) = 9(0),

ce qui donne le résultat.
Le théoréme suivant donne un développement limité de la fonction & I'ordre n avec un minimum
de controle sur le reste.

3.4.3 Deéveloppement limité ou formule de Taylor-Young

Théoréme 3.4.4. Soient E et F' deux espaces de Banach, Q un ouvert de E et f : Q — F une
application n fois différentiable sur Q, admettant en x une différentielle (n + 1)—ieme. Alors

1
(n+1)!

flx+h) = f(z)+ df(x)(h) + %de(I)(h,h) ot " f(w) (b by h) A+ (B (),

(n+1)fois
ot €(h) — 0 lorsque h — 0.
Preuve : La démonstration par réccurence.
Exemple 3.4.1. Soient Fp, Eo, F' trois espaves de Banach, f : E1 x Es — F wune application
bilinéaire.
Calculons le développement limité (Taylor-Young) d’ordre 2 de f.

Soz'ta:(al,ag)GEl XEQ, h:(hl,hg)eEl XEQ, k:(kl,k2)6E1XE2 .
On a

df(a)(h) = f(a1,h2) + f(h1,a2),
d?f(a)(h, k) = f(h1,k2) + f(k1, ha) = @(h, k).

*  est bilinéaire.
* @ est symétrique, i.e. (h, k) = @(k,h).
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* @ est continue. En effet

lo(h, k)| < [1f (ha, ko) ||+ || f (ka, ho) |
<C (1Al + 11h2ll) - (&2 ]l + [[E2[1)
<C ]l - [ -

Conclusion
Fla+h) = £(a) + far,ha) + f(h1, az) + F(ha ha) + o (|10]])

Remarque 3.4.1.

fla+h) =f(ar+ hi,a2 + ha)
=f(a1,az2) + f(ai, ha) + f(h1,a2) + f(h1, ha)
=f(a) + f(a1, h2) + f(h1,a2) + f(h).

C’est le développement limité de Taylor-Young avec o (||h\|2> =0.

Remarque 3.4.2. Si ¢ est symétrique, pour prouver que ¢ est bilinéaire il suffit de prouver qu’il est
linéaire par rapport a l'une des composante.

Exemple 3.4.2. Soit f : R" — R une fonction n fois différentiable.

2 _
P@)0E) =D Y g (@) hiks
=1 j=1
3 _
& f(a)(h, k1) = 2 2 ; 57 92,7, (a) hi k; 1,

02 f 92 f

g 011 (CL) ho k1 + 871'%(0,) ho ko.

92 f o2 f
_—%(a) hi ky + m(a) hy ko +

Comme | est différentiable, d’aprés le théoréme de Schwartz, pour (x1,x2) = (x,y) on a

2 f 2f

2
@) ) = S @I +2 5@ he + G L0 1

oy?

Le développement limité (Taylor-Young) jusqua l'ordre n = 2 est

0 0 0? 0? 0?
fla+h)=fla)+ ?i(a) hi+ a—;(a) ha -l-% ((%UJ;(Q) h}+2 Ba:gy(a) hi he + Ty];(a) h%) +o (Hh||2) .



Chapitre 4

Extrema et points critiques

Le but de cette section est de trouver des conditions pour qu’un point (xg, yo) soit un point extrémal
d’une fonction de deux variables. Dans le cas d’une fonction dérivable d’une seule variable, on sait
que la dérivée premiére s’annule en un extremum. La nature de I'extremum, minimum ou maximum
dépend de la dérivée seconde si elle existe. Dans le cas d’une fonction de deux variables admettant
des dérivées partielles a 'ordre 2, si (xg,yo) est un extremum, alors les dérivées partielles sont nulles.
La nature de 'extremum est alors donnée par les dérivées partielles secondes. La situation est plus
complexe que dans le cas d’une seule variable.

Soit f une fonction définie d’un ouvert non vide U d’un e.v.n F a valeur dans R.

4.1 Point critique

Définition 4.1.1. Soit E un e.v.n, U un ouwvert de E et f : U C E — R une fonction.
On dit que f admet en a un point critique (ou point stationnaire) si [ est différentiable en a et

df (a) = 0.
Exemple 4.1.1. Soit f(z,y) = 2%+ y?> + zy + 1.

On a 9 5
a*i(w,y)=2x+y, é75(@“,1/)=2y+33-
Si (x,y) est un point critique de f, il vérifié donc le systéme suivant

%(:C,y):2$+y=0

9y "y =2y te=0

(0,0) est donc le point critique de f.

4.2 Extrema libres

Définition 4.2.1. Soit E un e.v.n, U un ouvert de E et f : U C E — R une fonction continue.

1. On dit que f admet en a € U un minimum global si
Ve eU; f(z)= f(a).
2. On dit que f admet en a € U un minimum strict si

VeeU; f(x)> f(a) et z#a.

25
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3. On dit que f admet en a € U un minimum local s’il existe un voisinage ouvert V de a tel que
VeeV; f(x)> f(a).

4. On dit que f admet en a € U un mazimum global si
VeeU; f(z) < f(a)

5. On dit que f admet en a € U un mazimum strict si

VeeU; f(x)<f(a) et z#a.

6. On dit que f admet en a € U un maximum local s’il existe un voisinage ouvert V de a tel que

VeeV; f(z)< fla)

Un extremum ( local, srict) est un point qui est soit un minimum, soit un mazimum (local, strict).

Exemple 4.2.1. Soit f(x,y) = 2> +y* + 2y + 1.
On a

Fla,y) = (m+%)2+37y2+121=f(0,0).

Ainsi, (0,0) est un point extremum local, et méme global de f.

4.2.1 Fonctions d’une variable réelle & valeurs réelles

Proposition 4.2.1. Soit g une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R a valeurs dans R,
dérivable en a € I. Si a est un minimum local de g alors ¢'(a) = 0. Si de plus g est deux fois dérivable
en a, alors g (a) > 0.

Invercement, si b e I est tel que g'(b) =0 et g > 0 alors b est un minimum local de g.

Remarque 4.2.1. Attention ! Les conditions g'(b) =0 et g > 0 ne sont pas suffisantes !

4.2.2 Fonctions d’un espace de dimension finie a valeurs réelles

Théoréme 4.2.1. Soit f : U C R® — R une fonction de classe C? et a € U point critique de f.
Alors

1. Si Hessf, est définie positive (resp. définie négative) alors f admet un minimum (resp. maxi-
mum) local strict en a.

2. Si f admet un minimum (resp. mazimum) local en a alors Hessf, est positive (resp. négative).

Corollaire 4.2.1. Soit f : U C R?> — R une fonction de classe C*> et a € U point critique de f. On
note A(a) le déterminant de Hessf,. On Uappelle le Hessien de f en a. Alors

2 2

1. Si A(a) >0 et (88302 (@) >0 ou 8%2 (a) > O) alors a est un minimum local strict.
0? 0?

2. Si A(a) >0 et (8302 (a) <0 ou a7 (a) < O) alors a est un mazximum local strict.

3. Si Aa) <0 alors a est un point selle.
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4.2.3 Fonctions d’un espace de Banach a valeurs réelles

Théoréme 4.2.2. Soit f une fonction définie sur un ouvert U d’un espace de Banach E et & valeurs
réelles, différentiable en a € U.

St a est un minimum local de f alors df, = 0.
Si de plus f est deux fois différentiable en a, alors d*f,(h,h) > 0 pour tout h € E.

Inversement si b € U est tel que dfy, = 0 et il existe C > 0 avec d2fy(h,h) > C||h||* pour tout
h € E, alors b est un minimum local de f.

Remarque 4.2.2. En dimension finie, Uezistence de C > 0 tel que d2fy(h,h) > C|h||*> pour tout
vecteur h € E équivaut a d? fy(h,h) > 0 quel que soit h # 0.

Proposition 4.2.2. Soit £ un e.v.n, U un owvert de E et f : U C E — R une fonction. Si f admet
en a € U un extremum local et si f est différentiable en a, alors a est un point critique de f.

Proposition 4.2.3. Soit E un e.v.n, U un ouvert de E et f : U C E — R une fonction différentiable.
Si f admet en a € U un extremum local et si f est deux fois différentiable en a, alors a est un point
critique de f et la forme quadratique d*f(a)(h,h) est positive, i.e. YVh € E; d?f(a)(h,h) > 0.

Théoréme 4.2.3. Soit £ un e.v.n, U un ouvert de E et f : U C E — R une fonction deux fois
différentiable en a. Si

1. a est un point critique de f,

2. la forme quadratique d*f(a)(h,h) est définie positive (resp. définie négative),

alors, f admet en a un minimum ( mazimum) local srict.

Exemple 4.2.2. Soit la fonction g : R?> — R avec f(z,y) = 2 + y? + 4oy — 2.
1. Déterminer les points critiques de g.

2. En étudiant les valeurs de g sur les droites vectorielles y = 0 et y = x, étudier les extremas
locaux de g.

1. Les dérivées partielles de g sont

dg

0

dy
Si (z,y) est un point critique de g, il vérifié donc le systéme suivant

99

x,y)=2cx+4y =0
T

a—Z(say) — 2y + 4z =0
(0,0) est donc le seul point critique de g.
2. On a ¢(0,0) = —2, pour x # 0,
g(x,0) =522 —2 > ¢(0,0) et g(x,—x)=—22%—2 < g(0,0).

Ainsi, prés de (0,0) qu’on veut, g prend des valeurs supérieurs et inférieurs a g(0, 0). Donc (0, 0)
n’est pas un extremum local de g. Comme (0,0) est le seul point critique de g, g n’admet pas
d’extremum local.
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4.3 Extrema liés

4.3.1 Fonctions d’un espace de dimension finie a valeurs réelles

Définition 4.3.1. Soit g : U C R™ — RP une fonction de classe C* et T' = g=1(0). On dit que T" est
régulier ( ou encore qu’il satisfait & la condition de qualification non dégénérée) si pour tout a € T,
dg(a) : R™ — RP est surjective.

Remarque 4.3.1. Sip =1, la condition signifie seulement que pour tout a € T, dg(a) # 0.

Théoréme 4.3.1. Soient f,g: U C R" — R de classe Ct, soit T = g=1(0) réguli¢re. Sia € T est
un extremum local de fir, alors il existe un unique A € R tel que

df (a) + Adg(a) = 0.
N.B. : Le réel \ est appelé multiplicateur de Lagrange.

Théoréme 4.3.2. Soient f: U C R® — R de classe C1, g: U CR™ — RP, et ' = g=1(0) régulicre.
Sia €T est un extremum local de fip, alors il eviste un unique X = (A1,---,\p) € RP tel que

df(a) + Y Aidgi(a) = 0.
i=1

4.3.2 Fonctions d’un espace de Banach a valeurs réelles

Définition 4.3.2. Si f et g1, - ,gp sont des fonctions définies sur un ouvert U d’un espace de
Banach E a valeurs dans R, un point a € U tel que g1(a) = 0,---,gp(a) = 0 est un minimum local
de f sous les contraintes g1,--- ,gp s’il existe un voisinage V, de a tel que

f(x) = f(a)
pour tout x € Vg tel que g1(x) =0,---,gp(x) = 0.
Théoréme 4.3.3. Soient f et g1,--,g, sont des fonctions de classe C' définies sur un ouvert
U d’un espace de Banach E & valeurs dans R. Soit a € U tel que gi1(a) = 0,--- ,g,(a) = 0 et
les contraintes g1, - ,gp sont indépendantes au point a. Si a est un minimum local de f sous les
contraintes g, - , gp, alors il existe des réels Ai,--- , A, tels que

df(a) =Y \idgi(a).
i=1

N.B. : Les réels \,- -+, A\, sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Remarque 4.3.2. Les conditions nécessaires d’extremum local sont fausses lorsque U n’est pas un
ouvert.

4.4 Convexité et minima

Définition 4.4.1. Un sous-ensemble C d’un R-espace vectoriel E est dit convexe si pour tout x,y € C
pour tout 6 € [0,1], Ox+ (1 —0)y € C. Une fonction f est définie sur un convexe C' & valeurs dans
R est dite convezxe, si pour tout x,y € C, pour tout 6 € [0,1],

fOz+(1=0)y) <O0f(x)+ (1 -0)f(y).

Elle est dite strictement convexe si l'inégalité ci-dessus est stricte lorsque x # y et 6 €]0,1].
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Théoréme 4.4.1. Soit f une fonction différentiable sur un ouvert U d’un R-espace de Banach E et
soit C' un sous-ensemble convere de U. Alors fic est convexe si et seulement si, pour tous x,y € C,

fy) = fz) + df (2)(y — @).

Elle est strictement convexe si l'inégalité ci-dessus est stricte pour x # y.
De plus si f est deux fois différentiable, fic est convere si et seulement si, pour tous x,y € C,

d?f(x)(y —z,y —x) > 0.
Elle est strictement convexe si l'inégalité ci-dessus est stricte pour x # y.

Théoréme 4.4.2. Soit f une fonction définie sur un ouvert U d’un R-espace de Banach E et soit C
un sous-ensemble convexe de U.

1. Si fic est conveze et admet un minimum local dans C, c’est un minimum global.
2. Si fic est strictement conveze alors elle admet au plus un minimum, et c’est un minimum strict.

3. Si f est différentiable, une condition nécessairepor qu’un point a € C soit un minimum de fc
est

df (a)(y —a) >0,

pour tout y € C. Si de plus fc est convere, cette condition est également suffisante.

Résumé

La premiére partie de la recherche d’un extremum consiste donc & trouver les points d’annulation
des dérivées partielles premiéres. Une fois ces points trouvés, il faut en déterminer la nature. Un point
ol les dérivées partielles premiére s’annule n’est pas nécessairement un extremum. Un tel point est
appelé point stationnaire. Soit (xo,yo) un point stationnaire de la fonction f. Trois cas peuvent se
produire :

— (x0,y0) est un maximum, c’est-a-dire qu’il existe un domaine D autour de (xg,yo) tel que pour

tout (1‘,y) € D,f(l‘,y) < f($07y0);

— (20, yo) est un minimum, c’est-a-dire qu'il existe un domaine D autour de (zo, yo) tel que pour
tout (:c,y) €D, f(x’y) > f(l'(),yo) )

— (x0,y0) n’est ni un maximum, ni un minimum, c’est-a-dire que pour tout domaine D contenant
(x0,Y0), contient aussi des points (z,y) et (xo,y0) tels que f(z,y) < f(zo,y0) et f(z,y) >
f(xo,90)- Un tel point est appelé point selle.

Pour distinguer de tels extrema, il est nécessaire de considérer la dérivée seconde.
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CHAPITRE 4. EXTREMA ET POINTS CRITIQUES



Chapitre 5

Intégrales généralisées

Objectifs :

En premiére année, on a étudié l'intégrale d’une fonction définie et continue sur un intervalle
fermé borné de R. Dans ce chapitre, on va étudier le cas d’une fonction continue sur un intervalle
(a,b) (—o0 <a <b< +00) sans étre continue sur [a, b]. Ainsi on rencontrera du calcul d’intégrale :

Exemple 5.0.1. intégrales de type :

™

+oo L3 1 -
/ S dx, / Inzdzx, /2 tan x dx.
0 € 0 0

Définition 5.0.2. Une fonction f : I C R — R est dite localement intégrable sur I, si elle est
intégrable sur tout intervalle compact de I.

Exemple 5.0.2. La fonction f définie par :

flx) =

0, six est rationnel
1, six estirrationnel

est un exemple d’une fonction n’étant pas localement intégrable.

Définition 5.0.3. On dit que ¢ est un point singulier pour la fonction f si elle n’est pas bornée en ce
point 1i.e.
lim f(z) = oo.

Tr—cC

5.1 Intégrales impropres de 1"° espéce

On dit que ff f(z) dzx est une intégrale impropre (ou généralisée) de 1€ espéce si au moins 1'une
des bornes de l'intervalle (a, b) est infinie. Si f est localement intégrable sur (a,b) alors :

/t;oof(:r)dx lim /atf(x)d:zr, /boof(x)dx lim /tbf(x)dx.

t—+o0 t——o0

Si les limites ci-dessus existent et sont finies, on dit que les intégrales impropres qu’elles définissent
convergent, si non on dit qu’elles divergent.
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