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LỜI MỞ ĐẦU 

 

Vấn đề xác định một hàm phân hình, hàm đa thức, hàm nguyên trên một 

trường đóng đại số, có đặc số 0 thông qua ảnh ngược của các tập hữu hạn đã 

được nghiên cứu bởi nhiều nhà toán học trên thế giới. Cụ thể, năm 1921, G. 

Polya đã chỉ ra rằng hàm nguyên khác hằng trên   được xác định bởi ảnh 

ngược, tính cả bội, của ba giá trị phân biệt. Năm 1926, Nevanlinna đã chứng 

minh rằng hai hàm phân hình khác hằng bất kỳ ,f g  chung nhau 5 giá trị phân 

biệt, (tức là 1 1( ) ( )f a g a− −= , với 1,...,5i = ) thì chúng trùng nhau. Sau đó, Sauer 

chứng minh hai hàm phân hình khác nhau trên một mặt Riemann compact có 

giống 0>g  không thể chung nhau nhiều hơn 2 2+ g  giá trị [6]. Con số này 

gần đây đã được làm sâu sắc hơn đến giá trị 2 22+ +g , và giới hạn về 

gonality, là bậc thấp nhấp của một ánh xạ hữu tỷ từ C  đến một đường thẳng xạ 

ảnh, cũng được đưa ra bởi Schweizer [7].  

Một vấn đề tự nhiên được đặt ra năm 1977 bởi F. Gross, đó là không xét ảnh 

ngược của các điểm rời rạc mà xét ảnh ngược của các tập hợp điểm trong một 

trường đóng đại số nào đó. Gross đưa ra khái niệm tập xác định duy nhất cho 

các hàm mà khi hai hàm khác nhau chung nhau giá trị trên một tập hợp thay vì 

trên một vài giá trị [8]. Vấn đề này thu hút sự chú ý không chỉ trong giải tích 

phức, mà còn trong giải tích không Acsimet và lý thuyết số. Trong quá trình 

nghiên cứu tập xác định duy nhất đã dẫn đến việc xác định đa thức duy nhất 

mạnh tưng ứng với tập xác định duy nhất đó.  

Một đa thức P  trong [ ]Xk  được gọi là đa thức duy nhất mạnh đối với họ 

các hàm F  nếu tồn tại hai hàm khác hằng ,f g∈F  và hằng số c  sao cho 

( ) ( )P f cP g=  thì ta phải có 1c =  và f g= . Các vấn đề này cũng được nghiên 
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cứu trong lý thuyết số và được trình bày theo nhiều cách khác nhau. Việc 

nghiên cứu đa thức duy nhất mạnh cho các hàm phân hình, hàm nguyên, hàm 

hữu tỷ, các đa thức; các hàm phân hình, hàm nguyên không Acsimet được trình 

bày sau đây.  

Gọi ( , , )F X Y Z  là sự thuần nhất hóa của ( ) ( )P X P Y
X Y
−
−

 và  

( , , ), 0,1cF X Y Z c ≠ ∈k  là sự thuần nhất hóa của ( ) ( )P X cP Y− . Gọi ,f g  là các 

hàm phân hình sao cho ( ) ( )P f bP g=  với *b∈  nào đó. Khi đó ta chứng minh 

được 2: ( , ,1) :f g CΦ = → :  là một đồng cấu, và hơn nữa, ảnh của nó thuộc 

[ ]( , , ) 0F X Y Z =  nếu 1b =  hoặc thuộc [ ]( , , ) 0cF X Y Z =  nếu 1b c= ≠ . Từ định 

lý Picard, chúng ta biết rằng điều này không thể xảy ra nếu không có đường 

cong nào trong [ ]( , , ) 0F X Y Z =  và [ ]( , , ) 0cF X Y Z = , với mọi 0,1c ≠ , chứa bất 

kỳ thành phần có giống 0 hoặc 1. Trong [3], điều này được thực hiện bằng cách 

xây dựng hai 1-dạng chính quy độc lập tuyến tính trên các đường cong này. Đối 

với trường hợp hàm hữu tỷ hoặc hàm hoặc hàm phân hình không Acsimet, ta 

chỉ cần xây dựng một 1-dạng chính quy trên các đường cong này là đủ. Nếu f  

và g  là các hàm đại số trong K , thì Φ  trở thành một đồng cấu từ C  vào một 

trong các đường cong trên. Nhờ định lý Hurwitz, chúng ta biết rằng điều này 

không thể xảy ra nếu các đường cong này không có thành phần có giống ≤ g . 

Không thể giải quyết trường hợp này bằng cách xây dựng ( 1+g ) 1-dạng độc lập 

tuyến tính khi g  lớn. Khi 2≥g  và tất cả các đường cong [ ]( , , ) 0F X Y Z =  và 

[ ]( , , ) 0cF X Y Z = , với mọi 0,1c ≠  chỉ chứa các thành phần có giống 2≥g . 

Chúng ta không cho rằng không tồn tại đẳng cấu giữa chúng, ngoài ra, theo định 

lý của De Franchis, chúng ta hy vọng tồn tại hữu hạn các đẳng cấu như thế. 

Trong trường hợp này, chúng ta có một chặn trên hữu hạn của độ cao của f  và 
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g . Chú ý rằng nếu các hệ số của ( )P X  là các số trong trường k , thì theo phỏng 

đoán của Mordell (nay là định lý Faltings), với mỗi \ {0}c∈k , chỉ tồn tại các 

cặp điểm ( , )x y ∈ ×K K  với x y≠  sao cho ( ) ( )P x cP y=  nếu  

(i) [ ]( , , ) 0F X Y Z =  khi 1c =  hoặc 

(ii) [ ]( , , ) 0cF X Y Z = khi 0,1c ≠       

không chứa các thành phần có giống 0 hoặc 1. 

Trong suốt luận văn, ta kí hiệu ( )P X  là đa thức bậc n  trong [ ]Xk , l  là số 

các nghiệm phân biệt của đa thức '( )P X  và 1 2, ,..., lα α α  là các nghiệm này, và 

1 2, ,..., lm m m  là số bội tương ứng với chúng. Do đó:  

         1 2
1 2'( ) ( ) ( ) ...( ) lmm m

lP X a X X Xaaa  = − − − , với a  là hằng số khác 0.    (1) 

Giả sử rằng: ( ) ( ), khii jP P i jα α≠ ≠  (ta gọi đây là giả thiết I). 

Nói cách khác, P  là đơn ánh trên tập các nghiệm của 'P . Để ý rằng giả thiết 

I là điều kiện chung, và sau này, ta thấy điều này giúp ta tính toán dễ dàng hơn. 

Để đơn giản, ta kí hiệu các trường hợp đặc biệt của ( )P X  như sau: 

(1A)   2l =   và 1 2min{ , } 1;m m =   

(1B)   2l =  và 1 2 1m m= = ; 

(1C)   2l =  và 1 2 2m m= = ; 

(1D)   3l =  và 1 2 3 1m m m= = = ; 
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(1E)   3l =  và 1 2 3 1m m m= = = , và tồn tại một hoán vị φ  của { }1,2,3  sao 

cho ( )i iφ ≠  với 1,2,3i =  và ω  thỏa mãn 2 1 0ω ω+ + =  sao cho 

( )

( )
( )

i

i

P
P φ

αω
α

=  với 1,2,3i = .   

Một tập hợp con   của k  được gọi là cứng affine nếu không tồn tại một 

phép biến đổi tuyến tính T  sao cho )(T =  .  

Điều kiện cần và đủ để một đa thức là duy nhất mạnh là:  

Định lý 2.1.4.1 

Gọi ( )P X  là một đa thức xác định như trên thỏa mãn giả thiết I. 

    (I)  (a)   Khi 0=g . ( )P X là đa thức duy nhất mạnh trên K  khi và chỉ khi tập 

các không điểm  của P  là cứng affine và P  không thỏa mãn (1A) 

hoặc (1E). 

          (b)  Khi 1=g . ( )P X là đa thức duy nhất mạnh trên K  khi và chỉ khi tập 

các không điểm   của P  là cứng affine và P  không thỏa mãn 

(1A), (1C) hoặc (1E). 

          (c)   Khi 2≥g . Giả sử  là cứng affine.  ( )P X  là đa thức duy nhất mạnh 

trên K  khi và chỉ khi 2 4l ≥ +g   

     (II)  Nếu 1S = thì ( )P X là đa thức duy nhất mạnh trên  S  khi và chỉ khi   

là cứng affine. 
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Định lý 2.1.4.2  

Gọi ( )P X  là một đa thức xác định như trên thỏa mãn giả thiết I và tập các 

không điểm  của nó là cứng affine. Giả sử rằng ,f g  là hai hàm phân biệt 

khác hằng trên K  sao cho ( ) ( )P f cP g=  với \ {0}c∈k  nào đó. Khi đó: 

      (a) ( ) ( ) 8 8h f h g= ≤ −g  nếu P  không thỏa mãn  (1A), (1C) hoặc (1D). 

      (b) ( ) ( ) 6 6 3h f h g S= ≤ − +g  nếu f  và g  là S − nguyên và P  không thỏa 

mãn (1 )B  hoặc (1D). 

Như đã nói đến ở phần trước, sự xây dựng các 1-dạng chính quy không 

thực hiện được cho các trường hàm nói chung. Chúng ta giải quyết vấn đề này 

bằng cách so sánh độ cao của các hàm. Một thuận lợi khác của phương pháp 

trình bày trong luận văn này là có thể giải quyết cùng lúc trường hợp 

S − nguyên, tức là vành S , với các hàm nguyên.  

Phần tiếp theo của luận văn là đưa ra một điều kiện cần và đủ để một tập là 

tập xác định duy nhất. 

Để đơn giản các định nghĩa, với *η∈K , ta đặt:  

    0 ( ) : max{0, ( )}υ η υ η=p p ,    0 0( ) : min{1, ( )}υ η υ η=p p , 

theo thứ tự là bậc của không điểm tại p  và các giá trị bị chặt của nó; 

 và    ( ) : min{0, ( )}υ η υ η∞ = −p p ,          ( ) : min{1, ( )}υ η υ η∞ ∞=p p  

theo thứ tự là bậc của cực điểm tại p  và các giá trị bị chặt của nó; 
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Cho   là một tập con của k . Ta định nghĩa:  

   0( , ) {( ,min{ , ( )}) | }m
S

a

E f m f a Sυ
∈

= − ∉pp p




 , 

trong đó, m  là số nguyên dương hoặc ∞ .  

Gọi ,f g  là hai hàm khác hằng của K . Chúng ta nói rằng ,f g  chung nhau 

  trên S , tính cả bội (gọi là CM) nếu )( , ( , )S SE f E g∞ ∞=   ; và ,f g  chung 

nhau   trên S , không tính bội (gọi là IM) nếu 1 1( , ) ( , )S SE f E g=  . 

Chúng ta hãy để ý rằng định nghĩa của chúng ta nói chung nhẹ hơn của 

Gross vì S  có thể được chọn là một tập hữu hạn bất kỳ của C . Một tập  được 

gọi là tập xác định duy nhất trên S  CM (tương ứng IM) đối với một họ con F  

của K (chẳng hạn, chọn F  là K  hoặc S ) nếu f  và g  chung nhau  trên S  

CM (tương ứng IM) thì ta phải có f g≡ .  

Kết quả chính là: 

Định lý 2.2.2.3 

Cho { }1,..., nu u=  là cứng affine và cũng là một tập con của k . Đặt 

1( ) ( )...( )nP X X u X u= − −  thỏa mãn giả thiết I và '( )P X  như trên. Giả sử P  

không thỏa mãn (1A), (1C) hoặc (1D). Giả sử thêm rằng 2 4l ≥ +g  nếu 2≥g . 

Khi đó  là tập xác định duy nhất trên S : 

(a) IM trên K  nếu { }max 2 13,2 2 13 2 ;n l l S> + + + +g   

(b) CM trên K  nếu { }max 2 7,2 2 7 2 ;n l l S> + + + +g  

(c) IM trên S  nếu { }max 2 6,2 5 13 6 ;n l l S> + − + +g  



7 

 

(d) CM trên S  nếu { }max 2 3,2 2 7 3n l l S> + − + +g .   

Định lý 2.2.2.4 

Cho { }1,..., nu u= là cứng affine và cũng là một tập con của k . Đặt 

1( ) ( )...( )nP X X u X u= − −  thỏa mãn giả thiết I và '( )P X  như trên. Giả sử P  

không thỏa mãn (1A), (1C) hoặc (1D).  

(I) Giả sử rằng f  và g  chung nhau   trên S  

(a) IM, khi đó ( ) ( ) 26 20 4h f h g S+ ≤ − +g   nếu 2 13;n l≥ +   

(b) CM, khi đó ( ) ( ) 22 8 4h f h g S+ ≤ − +g   nếu 2 7.n l≥ +   

(II) Giả sử rằng f  và g  là các S − nguyên chung nhau   trên S  

(a) IM, khi đó ( ) ( ) 26 20 12h f h g S+ ≤ − +g   nếu 2 6;n l≥ +   

(b) CM, khi đó ( ) ( ) 22 8 10h f h g S+ ≤ − +g   nếu 2 3.n l≥ +   

Nội dung chính của luận văn là chứng minh 4 định lý trên, được dựa vào 

tài liệu [1]. Cụ thể gồm 2 chương như sau: 

Chương 1.  Kiến thức chuẩn bị. 

Chương này sẽ trình bày các khái niệm và tính chất cơ bản, chứng minh 

một số định lý và bổ đề được dùng trong luận văn, gồm: 

1. Trường định chuẩn không Acsimet, trường số phức p-adic. 

2. Hàm chỉnh hình và hàm phân hình trên trường các số phức p-adic. 

3. Các trường hàm đại số và số chiều của đa tạp xạ ảnh. 
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4. Đường cong đại số. Giống của đường cong đại số. 

Chương 2. Đa thức duy nhất và tập xác định duy nhất cho hàm phân hình 

trên trường không Acsimet. 

Nội dung của chương này là đưa ra các điều kiện cần và đủ để một đa 

thức là duy nhất mạnh và một tập là xác định duy nhất. 

Dù đã cố gắng hết sức nhưng do kiến thức và thời gian có hạn, luận văn 

khó tránh khỏi những sai sót. Kính mong quý thầy cô và bạn đọc đóng góp để 

luận văn được hoàn thiện hơn. 
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CHƯƠNG 1. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

1.1. Trường định chuẩn không Acsimet, trường số phức p-adic.  

1.1.1. Các định nghĩa 

 1.1.1.1. Định nghĩa 

Cho X  là một tập khác rỗng. Một khoảng cách, hay metric, trên X  là 

một hàm : Xd X +× →  thỏa mãn: 

(1) ( , ) 0d x y x y= ⇔ = , 

(2) ( , ) ( , )d x y d y x= ,  

(3) ( , ) ( , ) ( , )d x y d x z d z y≤ + , với mọi z X∈ .  

 1.1.1.2. Định nghĩa 

Cho k  là một trường. Một chuẩn trên trường k  là một ánh xạ 

: +→k   thỏa mãn:  

(1) 0 0x x= ⇔ =  

(2) . . , ,x y x y x y= ∀ ∈k  

(3) , ,x y x y x y+ ≤ + ∀ ∈k  

 1.1.1.3. Ví dụ 

(1)  Trên   và  , giá trị tuyệt đối thông thường là chuẩn.  

(2)  Cho k là một trường. Xét ánh xạ: 

    
. :

1, 0
0, 0

x
x x

x

+→

≠
=  =

k 


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Khi đó .  là một chuẩn trên k , gọi là chuẩn tầm thường. 

 

1.1.2. Metric trên trường số hữu tỷ 

 1.1.2.1. Định nghĩa 

Cho p  là một số nguyên tố. Với số nguyên không âm a , đặt pord a  là 

lũy thừa cao nhất của p  chia hết a , tức là số m  lớn nhất sao cho 

0(mod )ma p≡ . 

Qui ước: 0pord = ∞ . 

Với số hữu tỷ ax
b

= , ta định nghĩa p p pord x ord a ord b= − .  

 1.1.2.2. Mệnh đề  

Cho p  là một số nguyên tố. Với mọi ,x y∈ , ta có : 

(1) ( )p p pord xy ord x ord y= +  

(2) ( ) min{ , }p p pord x y ord x ord y+ ≥  

 1.1.2.3. Mệnh đề 

Ánh xạ :
p

+→   xác định như sau: , 0
0, 0

pord x

p

p xx
x

− ≠= 
=

.  

Khi đó 
p
là chuẩn trên  .  
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 1.1.2.4. Định nghĩa 

Một chuẩn  trên trường k  được gọi là chuẩn không Acsimet nếu nó thỏa 

mãn thêm điều kiện: max( , )x y x y+ ≤ , với mọi ,x y∈k .  

 1.1.2.5. Ví dụ 

Chuẩn tầm thường trên  k  là chuẩn không Acsimet trên k .  

 1.1.2.6. Mệnh đề  

p
là chuẩn không Acsimet trên  .  

1.1.3. Xây dựng trường số phức p-adic 

 1.1.3.1. Định lý (Định lý Ostrowski) 

Mọi chuẩn không tầm thường trên   tương đương với 
p
với p  là số 

nguyên tố hoặc p = ∞ .  

Chứng minh 

Giả sử  là một chuẩn không tầm thường trên  . Ta xét hai trường hợp. 

Trường hợp 1 : : 1n n∃ ∈ > .  

Gọi 0n  là số tự nhiên bé nhất sao cho 0 1n > . Ta đặt  

   
00 0 0, ( log )nn n nα α= =   

Ta sẽ  chứng minh ,n n nα= ∀ ∈ .  

Giả sử 0 1 0 0... s
sn a a n a n= + + +  , với 1

0 0 00 ; 0; s s
i sa n a n n n +≤ < ≠ ≤ <  . Ta 

có : 
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    0 1 0 0. ... s
sn a a n a n≤ + + +   

Mặt khác do 0ia n<  nên 1, 1..ia i s≤ ∀ =   

Suy ra  

    0 0

0 0

1 ...

1 ...

s

s

n n n

n nα α

≤ + + +

≤ + + +
  

0
0 0

1 11 ...s
s sn n

n n
α

α

 
⇒ ≤ + + + 

 
 . 

Đặt 
0 0

1 11 ...s sC
n n α= + + +  là hằng số chỉ phụ thuộc vào 0n , không phụ 

thuộc vào n , ta được  0. sn C n α≤  .  

Mà 0 ,sn n n≤ ∀ ∈  nên . ,n C n nα≤ ∀ ∈ . 

Khi đó, với mọi số tự nhiên k , ta có .( ) .k k kn C n n C nα α≤ ⇔ ≤   

Cho k →+∞  ta được n nα≤        (1) 

Mặt khác, 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0
s s s s sn n n n n n n n n n n+ + + + += − + ≤ − + ⇒ ≥ − −   

Mà 0 0n nα=  nên 1 ( 1)
0 0
s sn nα+ +=   

Suy ra ( 1) 1
0 0

s sn n n nα + +≥ − −   

Theo chứng minh trên, ta có ( )1 1
0 0
s sn n n n

α+ +− ≤ −  và 0
sn n≥  . 

Từ các kết quả trên ta được  
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   ( )( 1) 1 ( 1)
0 0 0 0

0

11 (1 )s s s sn n n n n n
n

αα α α+ + +  
≥ − − ⇔ ≥ − − 

 
 

Đặt  
0

1' 1 1C
n

α
 

= − − 
 

, ta được ( 1)
0'. sn C nα +≥   

Mà 1
0
sn n +<  nên '.n C nα≥   

Do đó, với mọi số tự nhiên k , ta có: 

   '. '.k k kn C n n C nα α≥ ⇔ ≥  . 

Cho k →+∞  ta được n nα≥         (2) 

Từ (1) và (2) ta được n nα=   

Vậy ta đã chứng minh được ,n n nα= ∀ ∈ . 

Do đó, với ,( , ) *mx m n
n

= ∈ ∈ ×    thì  

   
mm m mx x

n n n n

αα
α

α
 = = = = = 
 

  

Vậy   . 

Trường hợp 2 : , 1n n∀ ∈ ≤  .  

Khi đó , 1n n∃ ∈ <  . 

Gọi 0n  là số tự nhiên bé nhất sao cho 0 1n < . Khi đó 0n p=  với p  là số 

nguyên tố vì ngược lại, ta có : 
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   0 1 2 1 2 0 0 1 2. ,(0 ) . 1n n n n n n n n n= < < < ⇒ = <  

Suy ra 1 1n <  và 2 1n <  ( mâu thuẫn với sự lựa chọn 0n )  

Tiếp theo, ta chứng minh với mỗi số nguyên m  mà ( , ) 1m p =  thì ta có 

1m = . 

Thật vậy, giả sử 1m <  thì tồn tại 1 1*: ,
2 2

k kk m p∈ < <  . 

Mặt khác, do ( , ) 1m p =  nên ( , ) 1k km p = . Suy ra , : . . 1k ku v u m v p∃ ∈ + =   

Do đó: 1 11 . . 1
2 2

k k k ku m v p m p= + ≤ + < + =  ( vô lý) 

Vậy nếu ( , ) 1m p =  thì ta có 1m = .  

Khi đó với mọi , mx x p
n

α∈ = , với ,ta được 

   
m

x p p
n

α α= =   

Nên 
p

             

Từ đó, với mỗi x +∈ , ta có 

    1
p

p

x =∏   

trong đó 
p

p

x∏  lấy với mọi số nguyên tố trong   , kể cả p = +∞ .  
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Đầy đủ hóa   bởi tôpô cảm sinh từ 
p
, ta thu được một trường, được kí 

hiệu là p  , và chuẩn 
p
trên   được mở rộng thành chuẩn không Acsimet 

trên p , vẫn kí hiệu là 
p
 và thỏa mãn các tính chất sau : 

(i) Tồn tại phép nhúng p→   và chuẩn cảm sinh bởi 
p
 trên   

qua phép nhúng là chuẩn p-adic. Do vậy ta đồng nhất   với 

ảnh của nó qua phép nhúng p .  

(ii)   trù mật trong p .  

(iii) p  đầy đủ. 

Trường p  thỏa mãn (i), (ii), và (iii) là duy nhất, sai khác một đẳng cấu, 

bảo toàn giá trị của chuẩn p-adic, gọi là trường các số p-adic. 

Hơn nữa, p còn có tính chất sau : 

(iv) Với mỗi * \ {0}p px∈ =  , tồn tại một số nguyên ( )p xυ  sao 

cho ( )p x
p

x p υ−= , tức là pυ  trong   được mở rộng lên p . Nói 

cách khác, tập tất cả các giá trị của   và p  qua 
p
 là trùng 

nhau và đó là { | } {0}np n∈ ∪} .  

Từ tính chất (iv) ta thấy 

    ( ; ) ; , ,p p p
rx r x x r
p

+ 
= ∈ ∈ 

 
     . 
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Do đó vành định giá [ ]0;1 (0; )
p p p p= =



   vừa mở, vừa đóng và 

được gọi là vành số nguyên p -adic, kí hiệu p . Với mọi n +∈ , vành +
  

được phủ bởi 

    ( ); , 0,1,..., 1n n n
p pk p k p k p−  = + = −     

suy ra p  compact và do đó p  compact địa phương. Như vậy ta có 

    / /n n
p p pp p≅     , 

và các lớp n
pp   trong p  là các quả cầu trong tôpô p-adic. 

Các tập ( ); ,n n
p pk p p n−  = ∈     tạo thành một hệ cơ bản các lân cận 

của 0 p∈ .  

Không gian p  không liên thông nhưng là không gian tôpô Hausdorff. 

Kí hiệu  p  là bao đóng đại số của p . 

Ta mở rộng giá trị tuyệt đối p -adic trên p  như sau. 

Lấy px∈ , khi đó x  thuộc trường mở rộng hữu hạn ( )p x  và do đó ta 

có thể định nghĩa 
p
 bằng cách sử dụng sự mở rộng duy nhất của chuẩn  

    p -adic trên ( )p x . Do đó ta được hàm 

    . : p
+→    

là sự mở rộng của chuẩn p-adic trên p . Ta chứng minh được hàm này cũng 

là một chuẩn. Chuẩn  trên p  cũng gọi là chuẩn p-adic. Tuy nhiên, p  

không đầy đủ với chuẩn này. 
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Đầy đủ hóa của p  ứng với tôpô sinh bởi 
p
 là một trường, được kí 

hiệu là p , chuẩn này vẫn được kí hiệu là 
p
, thỏa mãn các điều kiện sau : 

(i) Tồn tại phép nhúng p p→   và chuẩn sinh bởi 
p
 trên p  qua 

phép nhúng là chuẩn p -adic. Do vậy, ta đồng nhất p  với ảnh 

của nó qua phép nhúng trong p .  

(ii) p  trù mật trong p .  

(iii) p  đầy đủ. 

Trường p  thỏa mãn các điều kiện (i), (ii), và (iii) là suy nhất, sai khác 

một đẳng cấu, bảo toàn chuẩn 
p
, được gọi là trường các số phức p-adic. 

Ngoài ra, p  còn có các tính chất sau: 

(iv) Với mỗi * \ {0}p px∈ ={{  , tồn tại số hữu tỷ ( )p xυ  sao cho 

( )p x
p

x p υ−=  , tức là pυ  trong p  được mở rộng đến p  là ảnh 

của *
p  qua pυ  là  .  

(v) p  đóng đại số nhưng không compact địa phương. 

1.2. Hàm chỉnh hình và hàm phân hình trên trường các số phức phức p-

adic 

1.2.1. Hàm chỉnh hình trên trường các số phức p-adic 

Ta kí hiệu k  là trường đóng đại số, đầy đủ với chuẩn không Acsimet và 

có đặc số 0. 
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Các khái niệm về dãy, chuỗi và sự hội tụ của dãy, chuỗi trong trường 

không Acsimet tương tự như trong trường Acsimet. Tuy nhiên, với trường có 

chuẩn không Acsimet, ta có một số tính chất đặc biệt như sau: 

 1.2.1.1. Định lý 

Giả sử { }nx  là một dãy trong k . Dãy { }nx  là một dãy Cauchy nếu và chỉ 

nếu 

    1lim 0n nn
x x+→∞

− =   

Chứng minh 

Điều kiện đủ là hiển nhiên theo định nghĩa. 

Ta chứng minh điều kiện cần. 

Với mọi ,p n∈ , ta có: 

  
1 1 2 1

1 1 2 1

...

max{ , ,..., }

n p n n p n p n p n p n n

n p n p n p n p n n

x x x x x x x x

x x x x x x

+ + + − + − + − +

+ + − + − + − +

− = − + − + + −

≤ − − −
  

Vì 1lim 0n nn
x x+→∞

− =  nên ta có ngay điều cần chứng minh. 

 1.2.1.2. Định lý 1.12 

Chuỗi 
0

n
n

a
∞

=
∑ , na ∈k  hội tụ khi và chỉ khi lim 0nn

a
→∞

= . Khi đó ta có 

0
maxn nnn

a a
∞

=

≤∑   

Chuỗi lũy thừa 
0

n
n

n
a z

∞

=
∑ , na ∈k  hội tụ tại z  khi và chỉ khi lim 0n

nn
a z

→∞
=  
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 1.2.1.3. Mệnh đề  

Chuỗi lũy thừa 
0

( ) n
n

n
f z a z

∞

=

=∑ , na ∈k . Đặt 1
limsup n

na
ρ = . Khi đó: 

i)   Nếu 0ρ =  thì ( )f z  chỉ hội tụ tại 0z = .  

ii)  Nếu ρ = +∞  thì ( )f z  hội tụ với mọi z∈k .  

iii) Nếu 0 ρ< < +∞ và lim 0n
nn

a ρ
→∞

=  thì  ( )f z  hội tụ khi và chỉ khi 

z ρ≤   

iv) Nếu 0 ρ< < +∞ và lim 0n
nn

a ρ
→∞

≠  thì  ( )f z  hội tụ khi và chỉ khi 

z ρ<   

Khi đó, ρ  được gọi là bán kính hội tụ của ( )f z . 

Tập hợp tất cả các chuỗi lũy thừa với 
0

( ) n
n

n
f z a z

∞

=

=∑ , na ∈k  với hai phép 

toán cộng và nhân tạo thành một vành. 

Đặt { }( ) | b¸n kÝnh héi tôA f(z) rr= ≤kr .  

( ) ( )A A∞=k k - tập hợp các hàm nguyên trên k .  

Ta có ( ) ( )r s
s r

A A
≤

=k k


.  

 1.2.1.4. Định nghĩa  

Với 
0

( ) ( )n
n

n
f z a z Aρ

∞

=

= ∈∑ k  và 0 r r< ≤ , ta định nghĩa 

+  Số hạng lớn nhất 
0

( , ) max n
nn

r f a rm
≥

=   
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+  Chỉ số ứng với số hạng lớn nhất là 
0

( , ) { | max ( , )}n
nn

r f n a r r fυ m
≥

= = . 

Với 0r = , ta định nghĩa  
0

(0, ) lim ( , )
r

f r fm m
+→

=  ; 
0

(0, ) lim ( , )
r

f r fυ υ
+→

=   

Ta có các kết quả sau : 

 1.2.1.5. Mệnh đề` 

 Với 0r > , hàm ( ,.) : ( )rr Aµ +→k   thỏa mãn:  

i) ( , ) 0; ( , ) 0r f r fµµ ≥ =  khi và chỉ khi 0f = .  

ii) ( , ) ( , ) ( , )r fg r f r gµµµ  = ; ( , ) ( , )r f r fµ λ λ µ=   

iii) ( , ) max{ ( , ); ( , )}r f g r f r gm m m+ ≤   

Khi đó ( ,.)rµ  là một chuẩn không Acsimet trên ( )rA k  và 

iv)  ( )rA k đầy đủ với chuẩn ( ,.)rµ  

v) Vành đa thức [ ]zk  trù mật trong ( )rA k  theo chuẩn ( ,.)rµ . 

 1.2.1.6. Định lý 

Với ( ) \ {0}, 0rf A r∈ >k , tồn tại đa thức 0 1( ) ... [ ]g z b b z b z zυ
υ= + + + ∈k  

với ( , )r fυ υ=  và chuỗi lũy thừa 
1

( ) 1 ,n
n n

n
h z c z c

∞

=

= + ∈∑ k  thỏa mãn: 

i) ( ) ( ) ( )f z h z g z=   

ii) ( , )r f b rυυµ =   

iii) ( )rh A K∈   

iv) ( , 1) 1r hµ − <  và ( ) ( , )f g r fµµ − <   
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 1.2.1.7. Định nghĩa 

Với U ⊂ k là tập mở, hàm :f U → k  được gọi là khả vi tại 0z ∈k  nếu 

tồn tại  

    0 0
00

( ) ( )lim : '( )
h

f z h f z f z
h→

+ −
=   

Hàm f  được gọi là khả vi trên U  nếu f  khả vi tại mọi z U∈ .  

 1.2.1.8. Định nghĩa  

Giả sử D  là tập vô hạn trong k , ( )R D  là tập các hàm hữu tỷ không có 

cực điểm trong D . Khi đó với mọi ( )h R D∈ , đặt sup ( )
D

z D
h h z

∈
=   

Ta kí hiệu ( )H D  là đầy đủ hóa của ( )R D  theo tôpô sinh bởi chuẩn hội tụ 

đều trên D .  

Mỗi phần tử của ( )H D  được gọi là một hàm chỉnh hình trên D .  

 1.2.1.9. Định nghĩa  

Giả sử D ⊂ k  không có điểm cô lập. Hàm :f D → k  được gọi là chỉnh 

hình địa phương nếu với mọi a D∈ , tồn tại ,{ }nr a+∈ ⊂ k  sao cho  

   
0

( ) ( )n
n

n
f z a z a

∞

=

= −∑ , với mọi [ ; ]z D a r∈ ∩k   

 1.2.1.10. Mệnh đề 

Nếu hàm f  chỉnh hình địa phương trên tập mở D  thì nó có đạo hàm mọi 

cấp trên D . Điểm 0z D∈  là nghiệm bội q  của f  nếu và chỉ nếu 

( )( )
0 0nf z = , n q∀ <  và ( )

0( ) 0qf z ≠ .  
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1.2.2. Hàm phân hình trên trường các số phức p-adic 

 1.2.2.1. Định nghĩa 

Giả sử D ⊂ k  không có điểm cô lập. Hàm : { }f D → ∪ ∞k  được gọi là 

hàm phân hình trên D  nếu tồn tại một tập đếm được ,S D S⊂  không có 

điểm giới hạn trong D  sao cho hàm f  chỉnh hình trên \D S .  

Kí hiệu ( )M D  là tập các hàm phân hình trên D .  

 1.2.2.2. Định nghĩa 

Giả sử D ⊂ k  không có điểm cô lập. Hàm : { }f D → ∪ ∞k  được gọi là 

hàm phân hình địa phương trên D nếu , ,a D r q+ +∀ ∈ ∈ ∈   và na ∈K  sao 

cho  

     ( ) ( )n
n

n q
f z a z a

∞

=−

= −∑ , với mọi [ ; ]z D a r∈ ∩k   

Đặt ( )( ) (0; )M Mρ ρ=k k . Ta có các kết quả sau: 

 1.2.2.3. Mệnh đề 

Giả sử ( )f M ρ∈ k . Khi đó tồn tại , A ( )rg h∈ k  sao cho gf
h

=  và 

    ( , )( , )
( , )
r gr f
r h

µµ
µ

=  với 0 r r≤ <   

Đặc biệt, 1 1( , )
( , )

r
f r f

µ
µ

=   
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 1.2.2.4. Mệnh đề 

Với 0 r r< < , hàm ( ),. : ( )r M rµ +→k   thỏa mãn: 

i) ( , ) 0r fµ =  khi và chỉ khi 0f = , 

ii) 1 2 1 2( , ) max{ ( , ); ( , )}r f f r f r fm m m+ ≤ ,  

iii) 1 2 1 2( , . ) ( , ) ( , )r f f r f r fµµµ  =  .   

1.3. Trường các hàm đại số và số chiều của đa tạp xạ ảnh 

1.3.1. Các định nghĩa 

 1.3.1.1. Định nghĩa 

Cho k  là một trường, ( )n k  là không gian afin n  chiều trên k .  

Đặt ( )V F  là tập hợp các không điểm của F , với 1 2[ , ,..., ]nF X X X∈k  

Một cách tổng quát, gọi S  là tập hợp các đa thức bất kỳ trong 

1 2[ , ,..., ]nX X Xk , ta đặt ( ) { | ( ) 0, }nV S P F P F S= ∈ = ∀ ∈ .  

Một tập nX ⊂   được gọi là một tập đại số afin nếu tồn tại S  sao cho 

( )X V S= .  

 1.3.1.2. Định nghĩa 

Một tập đại số afin nV ⊂   gọi là khả quy nếu 1 2V V V= ∪ , với 1 2,V V  là 

các tập đại số trong 1 2, ,n V V V V≠ ≠ . Ngược lại ta gọi V  là bất khả quy. 

 1.3.1.3. Định nghĩa 

Một tập đại số afin được gọi là một đa tạp affine. 

 1.3.1.4. Định nghĩa  
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Cho nv ⊂   là một đa tạp khác rỗng. Khi đó ( )I V  là một ideal nguyên tố 

trong 1 2[ , ,..., ]nX X Xk , vì vậy 1 2[ , ,..., ]/ ( )nX X X I Vk  là một miền nguyên. Đặt  

1 2( ) [ , ,..., ]/ ( )nV X X X I VΓ = k và gọi là vành tọa độ. Do đó ta có thể tạo ra một 

trường các thương của ( )VΓ . Trường này được gọi là trường các hàm hữu tỷ 

trên V , kí hiệu ( )Vk . Mỗi phần tử của ( )Vk  gọi là một hàm hữu tỷ trên V .  

 1.3.1.5. Định nghĩa 

Cho f  là một hàm hữu tỷ trên V . Ta nói rằng f  xác định tại P  nếu với 

, ( ), aa b V f
b

∈Γ =  thì ( ) 0b P ≠ .  

Đặt ( ) |f (V)= ∈kP V f P{ x¸c ®Þnh t¹i } và gọi ( )P V  là vành địa 

phương của V  tại P .  

1.3.2. Số chiều của đa tạp xạ ảnh 

 1.3.2.1. Định nghĩa 

Cho đa tạp X , ( )Xk  là một mở rộng hữu hạn của k . Số chiều của X , kí 

hiệu dim X , là bậc mở rộng siêu việt của ( )Xk  trên k .  

 1.3.2.1. Mệnh đề 

(i) Nếu U  là một tập con mở của X  thì dim dimU X= .  

(ii) Gọi *V  là bao đóng xạ ảnh của đa tạp affine V  thì *dim dimV V= .  

(iii) Một đa tạp có số chiều bằng 0 khi và chỉ khi nó là một điểm. 

(iv) Mọi đa tạp con đóng thật sự của một đường cong là một điểm. 

(v) Một đa tạp con đóng có số chiều bằng 1 khi và chỉ khi nó là một 

đường cong. 
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1.4. Đường cong đại số và giống của đường cong đại số 

1.4.1. Đường cong đại số  

 1.4.1.2. Định nghĩa 

Một điểm trong mặt phẳng xạ ảnh biểu diễn dưới dạng bộ ba 0 1 2( , , )x x x  

với 2 2 2
0 1 2 0x x x+ + > , hay một cách tương đương là 0 1 2( , , )x x xρ ρ ρ  với 0ρ ≠ .  

Giả sử 0 1 2 0 1 2( , , ) [ , , ]F X X X X X X∈k  là một đa thức thuần nhất khác 

hằng. Tập hợp các điểm 0 1 2( , , )x x x  sao cho 0 1 2( , , ) 0F x x x =  được gọi là một 

đường cong đại số. 

 1.4.1.3. Định lý 

Mỗi đường cong Γ  xác định bởi phương trình 0F =  có bậc n  cắt đường 

thẳng L  tại ít nhất một điểm và tại tối đa n  điểm, trừ trường hợp L  nằm 

trong Γ .  

 1.4.1.4. Hệ quả 

Nếu mọi điểm của L  nằm trên Γ  thì F  chia hết cho 0 0 1 1 2 2a X a X a X+ + .   

 1.4.1.5. Định lý 

Cho 0 1 2( , , )F X X X  là đa thức thuần nhất bất khả quy. Nếu G  là một đa 

thức thuần nhất triệt tiêu tại mọi điểm của 0F =  thì G  chia hết F  trong 

0 1 2[ , , ]X X Xk .  

 1.4.1.6. Định lý  
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Nếu đường cong Γ  được cho bởi phương trình 0F = , với 
1 2

1 2 ... mrr r
mF cF F F= , c  là một đơn vị của vành, iF  là các đa thức bất khả quy 

khác đơn vị, i jF F≠  không liên kết với i j≠  và 0ir > . Khi đó, một phương 

trình khác của Γ  có dạng 0G =  với 1 2
1 2 ... mss s

mG dF F F=  với d  là đơn vị và 

0is > .  

Đặc biệt, lấy các số 1ir = , ta có: 

 1.4.1.7. Hệ quả 

Phương trình của Γ có bậc nhỏ nhất có dạng 1 2... 0mcF F F = . Vì vậy, nếu 

không kể đến các nhân tử c , ta có thể nói rằng phương trình của Γ  với bậc 

nhỏ nhất là duy nhất. 

 1.4.1.8. Định nghĩa 

Một đường cong Γ  được gọi là khả quy nếu nó là hợp thật sự của hai 

đường cong khác, tức là 1 2Γ = Γ ∪Γ  với 1 2,Γ ≠ Γ Γ ≠ Γ . Γđược gọi là bất 

khả quy nếu nó không khả quy. 

 1.4.1.9. Định lý 

Một đường cong Γ là bất khả quy khi và chỉ khi phương trình với bậc nhỏ 

nhất của nó 0F =  là đa thức bất khả quy. 

 1.4.1.10. Định lý 

Cho 1 2,Γ Γ  là đường cong bất khả quy có phương trình lần lượt là 

1 20; 0F F= =  với 1 2,F F  là các đa thức bất khả quy. Khi đó 1 2Γ = Γ  khi và chỉ 

khi 1 2,F F  là các đa thức liên kết. 

 1.4.1.11. Định lý 
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Cho Γ  là đường cong có phương trình 0F =  (không nhất thiết là có bậc 

nhỏ nhất) và ∆  là đường cong bất khả quy có bậc nhỏ nhất với phương trình 

0G = . Khi đó ∆  chứa trong Γ  khi và chỉ khi F  chia hết cho G , tức là G  là 

một trong các nhân tử bất khả quy của F . Đường cong bất khả quy ∆  chứa 

trong 1 2 ... sΓ ∪Γ ∪ ∪Γ  khi và chỉ khi nó chứa trong một đường cong iΓ .  

 1.4.1.12. Hệ quả 

Nếu ,Γ ∆  là các đường cong bất khả quy và ∆ ⊂ Γ  thì ∆ = Γ .  

 1.4.1.13. Định lý 

Đường cong Γ  có thể được viết dưới dạng hợp của các đường cong bất 

khả quy theo một cách duy nhất. 

 1.4.1.14. Định lý 

Cho 0 1 2( , , ) 0F X X X =  là một đa thức bất khả quy thuần nhất với F C≠ . 

Nếu 0 1 2( , , ) 0G X X X =  là một đa thức thuần nhất không chia hết F  thì G  chỉ 

triệt tiêu tại một số điểm hữu hạn của 0F = .  

 1.4.1.15. Định lý 

Cho 1 2, [ , ,..., ]nG F Y Y Y∈k  với F  bất khả quy. Nếu G  triệt tiêu tại các 

điểm mà F  triệt tiêu thì 0( )G F≡  (trong 1 2[ , ,..., ]nY Y Yk ).  



28 

 

1.4.2. Giống của đường cong 

 1.4.2.1. Định nghĩa 

Một ước trên X  là một tổng hình thức P
P X

D n P
∈

= ∑ , Pn ∈  và 0Pn =  

với hầu hết các điểm trừ một số hữu hạn các điểm P .  

 1.4.2.2. Định nghĩa 

Cho P
P X

D n P
∈

= ∑  là một ước trên X . Ta định nghĩa:  

( )( ) { | , }P PL D f ord f n P X= ∈ ≥ − ∀ ∈K .  

Do đó ( )f L D∈  nếu ( ) 0div f D+ ≥  hoặc 0f = . Khi đó ( )L D  tạo thành 

một không gian vectơ hữu hạn chiều, kí hiệu dim ( ) ( )L D l D= .  

 1.4.2.3. Định lý  (Định lý Riemann) 

Tồn tại một số nguyên g  sao cho ( ) deg( ) 1l D D≥ + − d  với mọi ước D  

của X . Số g  nhỏ nhất trong các số  đó được gọi là giống của X . Giống là 

một số nguyên không âm. 

 1.4.2.4. Hệ quả 

Nếu 0 0( ) deg( ) 1l D D= + − d  và 0D D≥  thì ( ) deg( ) 1l D D= + − d . 

 1.4.2.5. Hệ quả 

Nếu ,x x∈ ∉K k  thì ( ) ( )0 0deg ( ) ( ) 1r x l r x= − +d  với mọi số r  đủ lớn. 
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 1.4.2.6. Hệ quả 

Tồn tại số nguyên dương N  sao cho tất cả các ước của D  có bậc lớn hơn 

N  và  ( ) deg( ) 1l D D= + − d . 

 1.4.2.8. Mệnh đề 

Cho C  là đường cong chỉ có điểm bội thông thường. Đặt deg( ),n C=  

( )P Pr m C= . Khi đó giống của C  được cho bởi công thức  

( 1)( 2) ( 1)
2 2

P P

P C

n n r r
∈

− − −
= −∑g  

 1.4.2.9. Hệ quả 

Cho C  là đường cong có bậc là n  và đặt ( )P Pr m C= . Khi đó 

    ( 1)( 2) ( 1)
2 2

P P

P C

n n r r
∈

− − −
≤ −∑g  

 1.4.2.10. Hệ quả 

Nếu ( 1) ( 1)( 2)
2 2

P P

P C

r r n n
∈

− − −
=∑  thì C  là đường cong hữu tỷ. 

 1.4.2.11. Định nghĩa 

Cho C  là một đường cong xạ ảnh, X  là mô hình không kì dị của nó, K  

là trường các hàm trên C . Đặt ( )kΩ =Ω K  là không gian các vi phân của K  

trên k , các phần tử ω∈Ω  được gọi là vi phân trên X , hoặc trên C .  

Lấy , 0ω ω∈Ω ≠ , và gọi P X∈  là một vị trí. Ta định nghĩa bậc của ω  

tại P , kí hiệu là ( )Pord ω  như sau : Chọn một tham số đơn trị hóa t  trong 

( )Po X , fdtω = , f ∈K , và đặt ( ) ( )P Pord ord fω =  .  
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Lấy , 0ω ω∈Ω ≠ . Ước của ω  , kí hiệu ( )div ω , được định nghĩa là 

( ) ( )P
P X

div ord Pω ω
∈

= ∑  . Khi đó ( )W div ω=  gọi là một ước chuẩn tắc. 

 1.4.2.12. Mệnh đề 

Giả sử C  là đường cong có bậc lớn hơn hoặc bằng 3  chỉ có các điểm bội 

thông thường. Đặt ( )1Q
Q X

E r Q
∈

= −∑  và gọi G  là một đường cong phẳng bậc 

3n − . Khi đó ( )div G E−  là một ước chẩn tắc ( Nếu 3n =  thì ( ) 0div G =  ) 

 1.4.2.13. Hệ quả 

Nếu W  là một ước chuẩn tắc thì deg( ) 2 2W = −d   và ( )l W ≥ g .  

 1.4.2.14. Định lý (Định lý Riemann-Roch) 

Cho W  là một ước chuẩn tắc trên X . Khi đó với ước D  tùy ý, ta có 

( ) deg( ) 1 ( )l D D l W D= + − + −d   

 1.4.2.15. Hệ quả 

( )l W = g  nếu W  là một ước chuẩn tắc. 

 1.4.2.16. Hệ quả 

Nếu deg( ) 2 1D ≥ −d  thì ( ) deg( ) 1l D D= + − d . 

 1.4.2.17. Hệ quả 

Nếu deg( ) 2D ≥ d  thì  ( ) ( ) 1l D P l D− = −  với mọi P X∈ .    
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Cho D  là một ước. Ta định nghĩa ( ) { | ( ) }D div Dω ωΩ = ∈Ω ≥ . Khi đó 

( )DΩ  là một không gian vectơ trên k . Gọi ( ) dim ( )kD Dd = Ω , gọi là chỉ số 

của D . Các vi phân trong (0)Ω  được gọi là vi phân cấp 1. 

1.4.2.18. Mệnh đề 

(i) ( ) ( )D l W Dδ = − . 

(ii) Tồn tại g  vi phân cấp 2 độc lập tuyến tính trên X .  

(iii) ( ) deg( ) 1 ( )l D D Dd= + − +d  .
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CHƯƠNG 2. ĐA THỨC DUY NHẤT VÀ TẬP XÁC ĐỊNH DUY 

NHẤT CHO HÀM PHÂN HÌNH TRÊN TRƯỜNG KHÔNG 

ACSIMET 

2.1. Đa thức duy nhất mạnh 

Trong phần này, gọi ( )P X  là đa thức monic bậc n  trong [ ]Xk , và   là 

tập các không điểm của đa thức P . Gọi l  là số các nghiệm phân biệt của 

'( )P X , và kí hiệu các nghiệm này là 1 2, ,..., lα α α  có số bội tương ứng là 

1 2, ,..., lm m m  trong '( )P X . Do đó: 

    ( ) ( ) ( )1 2

1 2'( ) ... lmm m
lP X n X X Xα α α= − − − . 

Ta gọi  ( ) ( ),i jP P khi i jα α≠ ≠  là giả thiết I. 

Khai triển của P  tại iα  là:  

  ( ) ( )1
, 1 ,( ) ( ) ...i

i

m n
i i m i i n iP X P b X b Xα α α+

+− = − + + −          (2.1) 

Ta sẽ đưa ra một số điều kiện đủ để P  là đa thức duy nhất mạnh trên S , 

tức là trên S − nguyên trong K . Khi 1≥g , ta cũng đưa ra điều kiện về độ cao 

của f  và g  nếu chúng thỏa mãn phương trình ( ) ( )P f cP g=  với \ {0}c∈k  

nào đó. 

2.1.1. Các mệnh đề 

 2.1.1.1. Mệnh đề  

Giả sử   là cứng affine. 
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(i) Nếu f  và g  là hai hàm khác hằng phân biệt trong K  sao cho 

( ) ( )P f cP g=  với \ {0}c∈k  nào đó thì f  và g  không có quan 

hệ tuyến tính, tức là g fλ β≠ +  với mọi ,λ β ∈k .  

(ii) 2l ≥ .  

Chứng minh 

Giả sử tồn tại ,λ β ∈k  sao cho g fλ β= + . Khi đó ( ) ( )P f cP fλ β= + . 

Hiển nhiên là ( , ) (1,0)λ β ≠  vì f g≠ . Đặt 1{ ,..., }nu u= . Khi đó: 

1 1( )...( ) ( )...( )n nf u f u c f u f uλ β λ β− − = + − + − . 

Vì f  là hàm khác hằng trong K  nên n cλ− =  và λ β+ =  . Vì vậy   

không phải là cứng affine. Do đó ta có (i). 

Đối với (ii), ta nhận thấy rằng nếu 1l =  thì 1( ) ( )nP X X bα= − +  với 

b∈k . Gọi 1ε ≠  là một căn bậc n  của đơn vị, và f  là một hàm khác hằng 

trên K , và đặt 1 1g fε εα α= − + . Khi đó ( ) ( )P f P g=  nên   không là cứng 

affine do (i).               □ 

 Cho [ ] ( )1,f g ∈ K . Độ cao của [ ],f g  được định nghĩa là:  

   ( , ) : min{ ( ), ( )}
C

h f g f gυ υ
∈

= −∑ p p
p

  

Hiển nhiên, ( ) ( ,1)h f h f= . 

Để đơn giản, với 1,i t≥ ∈K \ k  và η∈K , ta kí hiệu: 

  :
i

i
t i

dd
dt
ηη = ,  :

i
i

i
dd
dt
ηη =p
p
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Từ định lý Riemann-Roch và công thức tính tổng, ta có: 

 2.1.1.2. Mệnh đề  

 Cho \{0}η∈K  và [ ] 1( ),f g ∈ K . Ta có: 

(i)   ( ) 2 2
C

dυ η
∈

= −∑ p p
p

d  nếu η  không phải là hàm hằng. 

(ii)   ( ) 0
C
υ η

∈

=∑ p
p

. 

(iii)  ( , ) ( , )h f g h f ghh  = .  

 2.1.1.3. Bổ đề 

Giả sử f  và g  là các hàm khác hằng phân biệt trên K  và ( ) ( )P f cP g=  

với c  là hằng số khác 0. Khi đó ( ) ( )h f h g=  và: 

(i)  ( ) { }0 0'( ), '( ) min ( ), ( ) 2 ( ) 2 2
C

h P f P g d f d g h fυ υ
∈

+ ≤ + −∑ p p p p
p

d .  

(ii)  ( )'( ), '( ) ( ) 2 2h P f P g h f S≤ + + −g , nếu f  và g  là các 

S − nguyên. 

(iii)   ( ) 2h f ≥ , nếu   là cứng affine. 

(iv)  2S ≥ , nếu   là cứng affine và f  và g  là các S − nguyên. 

Chú ý: Từ (i) suy ra ( )'( ), '( ) 2 ( ) 2 2h P f P g h f≤ + −g  vì 0 ( ) 0d fυ ≥p p  và  

                      0 ( ) 0d gυ ≥p p .  

Chứng minh 
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Vì ( ) ( )P f cP g=  với p  mà ( ) 0fυ <p , nên  ( ) ( ( )) ( )n f P f n gυ υ υ= =p p p . 

Do đó ( ) ( )h f h g= .  

Mặt khác, ta có '( ) '( )t td fP f cd gP g= với t∈K \ k . Và vì vậy  

           ( ) ( ) ( ) ( )'( ), '( ) '( ) / '( ) / ,t t t th P f P g h P f P g h cd g d f h d f d g= = = .     (2.2) 

Ta có ,td f d fd t=p p   ( ) ( ) ( )td f d f d tυ υ υ= −p p p p p   

Nếu ( ) 0fυ <p  thì ( ) ( ) 1d f fυ υ= −p p p . Nếu ( ) 0fυ ≥p  thì ( ) 0d fυ ≥p p . 

Do đó: 

   

( )
{ }

{ }

{ }

( ) { }

{ }

( ) 0

( ) 0

0 0

( ) 0

0

'( ), '( ) ( , )

min ( ), ( )

( ) min ( ), ( )

min ( ), ( )

2 2 ( ) 1 min ( ( ), ( ( )

( ) # | ( ) 0 2 2

min ( ( )

t t

t t
C

C f

f

p
f C

h P f P g h d f d g

d f d g

d t d f d g

d f d g

f d f d g

h f C f

d f

υ

υ

υ

υ υ

υ υ υ

υ υ

υ υ υ

υ

υ

∈

∈ <

≥

< ∈

=

= −

= + −

− −

= − + − + −

≤ + ∈ < + −

−

∑

∑ ∑

∑

∑ ∑

p

p

p

p p
p

p p p p p p
p

p p p p

p p p p
p

p

p p

p

d

d

{ }0, ( ( )
C

d gυ
∈
∑ p p

p

  

Hiển nhiên, { }# | ( ) 0 ( )C f h fυ∈ < ≤pp  và { }# | ( ) 0C f Sυ∈ < ≤pp  nếu 

f  là một S − nguyên. Vì vậy ta có (i) và (ii). 

Vì f  và g  khác hằng, chúng ta luôn có ( ) 1h f ≥ . Nếu ( ) 1h f =  thì f  có 

đúng một cực điểm đơn. Hơn nữa, g  cũng có đúng một cực điểm đơn vì 

( ) ( )P f cP g= . Từ khai triển Laurent của f  và g  tại cực điểm đơn này, ta có 
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thể tìm được hằng số λ  sao cho f gλ−  không có cực điểm và do đó f gλ−  

là hằng số. Do mệnh đề 2.1.1.1, điều này không thể xảy ra vì   là cứng 

affine. Vì vậy ( ) 2h f ≥ .  

Bây giờ ta chứng minh (iv). Giả sử rằng S  chỉ chứa một điểm, gọi điểm 

đó là C∈q , và ,f g  là hai S − nguyên sao cho ( ) ( )P f cP g=  với \ {0}c∈k  

nào đó. Gọi Φ  là đồng cấu được định nghĩa bởi [ ] 2, ,1 :f g C → : . Khi đó ảnh 

( )CΦ  là một trong các thành phần của [ ]( , , ) 0F X Y Z =  nếu 1c =  hoặc 

[ ]( , , ) 0cF X Y Z =  nếu 1c ≠ , vì một đồng cấu giữa hai đường cong bất khả quy 

là một toàn ánh. Hơn nữa, ( ) [ 0] ( )C Z qΦ ∩ = =Φ  vì q  là cực điểm duy nhất 

của f  và g . Mặc khác, ta có thấy rằng  ( , ,0) ( ) / ( )n nF X Y X Y X Y= − −  và 

( , ,0) n n
cF X Y X cY= −  được phân tích thành 1n −  và n  nhân tử tuyến tính 

tương ứng. Nếu ( )CΦ  không phải là đường thẳng thì tồn tại ít nhất hai điểm 

trong [ ]( ) 0C ZΦ ∩ =  (vô lý).      □  

Giả sử rằng hai hàm phân biệt khác hằng f  và g  trong K  thỏa mãn 

( ) ( )P f cP g= , \ {0}c∈k  nào đó. Từ bổ đề 2.1.1.3, ta có một chặn trên của 

( )( ' ), '( )h P f P g . Mặt khác, để tìm một chặn dưới của ( )( ' ), '( )h P f P g , ta tìm 

một phần tử G  thuộc K  sao cho độ cao của G  không quá lớn và bậc không 

điểm của G  tại mỗi điểm trên đường cong ít nhất bằng giá trị nhỏ nhất của 

bậc các không điểm của '( )P f  và '( )P g . Để xây dựng các hàm này, ta cần 

đến mệnh đề sau. 
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2.1.1.4. Mệnh đề 

 Giả sử rằng hai hàm phân biệt khác hằng f  và g  trong K  thỏa mãn 

( ) ( )P f cP g= , \ {0}c∈k  nào đó.  Nếu ( ) 0ifυ α− >p  và ( ) 0jgυ α− >p  với 

C∈p  thì ta có : 

(i) ( 1) ( ) ( 1) ( )i i j jm f m gυ α υ α+ − = + −p p  ; 

(ii) ( )11
, 1 , 1( ) ( ) ( 2) ( )ji

i j

mm
i m i j m j i ib f cb g m fυ α α υ α++

+ +− − − ≥ + −p p , khi 

i jm m= . 

Đặc biệt, nếu 1c =  và j i=  thì ( ) ( )i ig fυ α υ α− = −p p  và 

(iii)  ( ) ( )if g fυ υ α− ≥ −p p   

(iv)  ( )1 1( ) ( ) ( 2) ( )i im m
i i i if g m fυ α α υ α+ +− − − ≥ + −p p . 

Chứng minh 

Nếu ( ) 0ifυ α− >p  và ( ) 0jgυ α− >p  thì ( ) ( )i jP cPα α=  vì 

( ) ( )P f cP g= . Khi đó khai triển của ( )P X  tại iα   và jα , ta được  

        1
, 1

1
, 1

0 ( ) ( )
( )

( )

{c¸c sè bËc cao h¬n trong }

{c¸c sè bËc cao h¬n trong }

i

i

j

j

m
i m i i

m
j m j j

P f cP g
b f f

c b f f

aa

aa

+
+

+
+

= −

= − + −

 − − + −è 

  

Các khẳng định (i), (ii) và (iv) được suy ra từ đẳng thức này. Khẳng định 

(iii) suy ra từ sự biểu diễn ( ) ( )i if g f gα α− = − − −      □ 
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2.1.2. Phương trình ( ) ( )P f P g=  

Ta nhắc lại các trường hợp đặc biệt sau đây của ( )P X : 

(1A)   2l =   và 1 2min{ , } 1;m m =   

(1B)   2l =  và 1 2 1m m= =  ; 

(1C)   2l =  và 1 2 2m m= =  ; 

(1D)   3l =  và 1 2 3 1m m m= = = . 

 Bổ đề 

Giả sử rằng ( )P X  là đa thức như trên thỏa mãn giả thiết I, và gọi   là 

tập các không điểm của nó. Giả sử rằng hai hàm phân biệt khác hằng f  và g  

trong K  thỏa mãn ( ) ( )P f P g= .  

(I) Khi 0=g thì hoặc là 1l =  hoặc là P  thỏa mãn (1A). 

(II) Khi 1≥g  và  là cứng affine thì  

(a) 2l ≤ +g  ; 

(b) ( ) ( ) 8 8h f h g= ≤ −g  nếu P  không thỏa mãn (1A), (1C), và 

(1D); 

(c) ( ) ( ) 6 6 3h f h g S= ≤ − +g  nếu f  và g  là các S − nguyên và 

P  không thỏa mãn (1B). 
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Chứng minh 

Từ bổ đề 2.1.1.3, ta có  

( ) ( )h f h g= , ( )'( ), '( ) 2 ( ) 2 2h P f P g h f≤ + −g               (2.3) 

và  

  ( )'( ), '( ) ( ) 2 2h P f P g h f S≤ + + −g , nếu f  và g  là các S − nguyên.   (2.4) 

Vì P  thỏa mãn giả thiết I, chỉ các không điểm chung của '( )P f  và '( )P g  

là các điểm C∈p  mà ( ( ), ( )) ( , ),1i if g i lα α= ≤ ≤p p . Vì vậy,  

{ }min ( '( )), ( '( )) 0P f P gυ υ >p p   

nếu ( ) 0ifυ α− >p  và ( ) 0igυ α− >p  với 1,...,i l=  nào đó.  

Để có một chặn dưới của ( )'( ), '( )h P f P g , ta cần xây dựng một phần tử 

0G ≠  trong K  với cấp của không điểm tại p  thỏa mãn điều kiện 

( ) 0ifυ α− >p  và ( ) 0igυ α− >p , với 1,...,i l= . Bằng cách sắp xếp lại các số 

iα , ta có thể giả sử 1 2 ... lm m m≥ ≥ ≥ . Đầu tiên, ta chọn ( ) 1: mG f g= −  với 

0G ≠  vì f g≠ . Giả sử ( ) 0ifυ α− >p  và ( ) 0igυ α− >p . Hiển nhiên, 

( ) ( ) 0j jf gυ α υ α− = − =p p  nếu j i≠ .  

Từ mệnh đề 2.1.1.4, ( ) ( )i if gυ α υ α− = −p p  và từ     

  ( ) ( )1( ) ( ) ( ) '( ) '( )i iG m f g m f P f P gυ υ υ α υ υ= − ≥ − = =p p p p p . 

Ta có { }min ( '( )), ( '( )) ( ) 0P f P g Gυ υ υ− ≤p p p   nếu ( ) 0fυ ≥p . 

Mặt khác, nếu  ( ) 0fυ <p  thì ( ) ( )f gυ υ=p p , ( ) ( )f g fυ υ− ≥p p  và 
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           ( '( )) ( '( )) ( 1) ( )P f P g n fυ υ υ= = −p p p .  

Mà:     { }
2

min ( '( )), ( '( )) ( ) ( )
l

i
i

P f P g G m fυ υ υ υ
=

− ≤∑p p p p . 

Do đó:  

{ }

{ }
( ) 0

( ) 0

( ) 0 2 2

( '( ), '( )) ( '( ) / , '( ) / )

(min ( '( )), ( '( )) ( ))

(min ( '( )), ( '( )) ( ))

( ) ( )

f

f

l l

i i
f i i

h P f P g h P f G P g G

P f P g G

P f P g G

m f m h f

υ

υ

υ

υ υ υ

υ υ υ

υ

<

≥

< = =

=

= − −

− −

≥ − =

∑

∑

∑ ∑ ∑

p

p

p

p p p

p p p

p

   

Kết hợp với (2.3), ta có: 

   
2

2 ( ) 2 2
l

i
i

m h f
=

 
− ≤ − 

 
∑ g      (2.5) 

và  (2.4) cho ta   

 
2

1 ( ) 2 2
l

i
i

m h f S
=

 
− ≤ + − 

 
∑ g  nếu f  và g  là các S − nguyên      (2.6) 

Nếu 0=g  thì (2.5) suy ra 1l =  hoặc 2l =  và 2 1m = .  

Vậy (I) được chứng minh. 

Từ đây, giả sử 1≥g . Vì f  được giả sử là khác hằng và   là cứng affine, 

ta có ( ) 2h f ≥ . Khi đó (2.5) suy ra  
2

1
l

i
i

m
=

≤ +∑ g , và vì vậy 2l ≤ +g . Vậy ta 

chứng minh được (II)(a). 
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Từ phương trình (2.5) cũng suy ra rằng ( ) 2 2h f ≤ −g  nếu 
2

3
l

i
i

m
=

≥∑  và 

cũng đúng trong các trường hợp sau: (i) 4l ≥ , (ii) 3l =  ngoại trừ 2 3 1m m= = , 

hoặc (iii) 2l =  ngoại trừ 2 2m ≤ . 

Với (II)(b), cần xét thêm các trường hợp (1) 2 33, 1l m m= = =   và 1 2m ≥ , 

và (2) 22, 2l m= =  và 1 3m ≥ . 

Trường hợp 1:  2 33, 1l m m= = =   và 1 2m ≥  

Đặt ( ) 1
1 1

11 12
1 1: ( ) ( ) ( )

mm mG f g f gα α
−+ += − − − − . 

Ta sẽ chứng minh:  

{ }1( 1)min ( '( )), ( '( )) ( ) 0m P f P g Gυ υ υ+ − ≤p p p , nếu ( ) 0fυ ≥p . 

Từ phần lập luận trước, ta thấy rằng chỉ cần xét đối với những điểm p  mà 

( ) 0ifυ α− >p  và ( ) 0igυ α− >p với 1,2,3i =  là đủ.  

Nếu 1( ) 0fυ α− >p  và 1( ) 0gυ α− >p thì khi đó từ mệnh đề 2.1.1.4, ta có  

   1 1( ) ( ) ( )f g f gυ α υ α υ− = − ≤ −p p p , và  

  ( )1 11 1
1 1 1 1( ) ( ) ( 2) ( )m mf g m fυ α α υ α+ +− − − ≥ + −p p . 

Vì vậy, { }1 1 1 1( ) ( 1) ( ) ( 1)min ( '( )), ( '( ))G m m f m P f P gυ υ α υ υ≥ + − = +p p p p . 

Nếu ( ) 0ifυ α− >p  và ( ) 0igυ α− >p , 2,3i =  thì do f g−  là một nhân tử 

của 1 11 1
1 1( ) ( )m mf gα α+ +− − −   và ( ) ( )if g fυ υ α− ≥ −p p , nên ta có:  

  { }1 1( ) ( 1) ( ) ( 1)min ( '( )), ( '( ))iG m f m P f P gυ υ α υ υ≥ + − = +p p p p . 
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Vậy khẳng định trên là đúng.  

Mặt khác, dễ thấy rằng nếu ( ) 0fυ <p  thì 

    { }1 11 1
1min ( '( )) , ( '( )) ( ) (3 1) ( )m mP f P g G m fυ υ υ υ+ + − ≤ +p p p p   

Vì vậy, ta có 

   
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1 1
1

1 1
1

( 1) '( ), '( ) '( ) , '( )

'( ) / , '( ) / 3 1 ( )

m m

m m

m h P f P g h P f P g

h P f G P g G m h f

+ +

+ +

+ =

= ≥ +
 

Kết hợp với (2.3), ta có: 1

1

1 ( ) 2 2
1

m h f
m

−
≤ −

+
g . 

Vì 1 2m ≥  nên ( ) 3(2 2)h f ≤ −g . 

Trường hợp 2: 22, 2l m= =  và 1 3m ≥ . 

Đặt ( ) 1
1 1 1

24 1 1
1 1: ( ) ( ) ( )

mm m mG f g f gα α
−+ + += − − − − . 

Lý luận như trường hợp 1, ta có: 1

1

2 ( ) 2 2
1

m h f
m
−

≤ −
+

g . 

Nếu 1 3m ≥  thì ( )( ) 4 2 2h f ≤ −g . Vậy (II)(b) được chứng minh. 

Giả sử thêm rằng f  và g  là các S − nguyên. Khi đó, từ lập luận trước 

suy ra  

    ( )( ) ( ) 3 2 2h f h g= ≤ −g , 

ngoại trừ các trường hợp (1) 3l =  và 1 2 3 1m m m= = = , và (2) 2l = , 2 1m =  và 

(3) 2l = , 2 2m = .  
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Với trường hợp (1), lấy G f g= − .  

Khi đó do (2.4), ta có ( ) 2 2h f S≤ − +g . 

Với trường hợp (2), ta chỉ cần xét khi 22, 1l m= = , và 1 2m ≥ .  

Đặt ( ) 1
1 1

11 12
1 1: ( ) ( ) ( )

mm mG f g f gα α
−+ += − − − − . 

Lý luận tương tự (2.4), ta có 1

1

1 ( ) 2 2
1

m h f S
m

−
≤ − +

+
g . 

Vì 1 2m ≥ , ta có ( ) 3(2 2 )h f S≤ − +g .      

Với trường hợp (3), ta đặt ( ) 1
1 11 12

1 1: ( ) ( ) ( )
mm mG f g f gα α+ += − − − −   

Tính toán tương tự như trên, ta có 1

1

1 ( ) 2 2
1

m h f S
m

−
≤ − +

+
g . 

Vì 1 2m ≥ , ta có ( )( ) 3 2 2h f S≤ − +g .     □ 

2.1.3. Phương trình ( ) ( ), 0,1P f cP g c= ≠  

Nhắc lại các trường hợp đặc biệt sau đây của ( )P X :  

(1A)   2l =   và 1 2min{ , } 1;m m =   

(1B)   2l =  và 1 2 1m m= =  ; 

(1C)   2l =  và 1 2 2m m= =  ; 

(1D)   3l =  và 1 2 3 1m m m= = =  ; 
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(1E)  3l =  và 1 2 3 1m m m= = = , và tồn tại một hoán vị φ  của {1,2,3} 

sao cho ( )i iφ ≠  với 1,2,3i =  và ω  thỏa mãn 2 1 0ω ω+ + =  sao 

cho 
( )

( )
( )

i

i

P
P φ

αω
α

=  với 1,2,3i = .   

 2.1.3.1. Bổ đề 

Giả sử rằng ( )P X  là đa thức như trên thỏa mãn giả thiết I và tập các 

không điểm   của P  là cứng affine. Giả sử rằng ,f g  là hai hàm phân biệt 

khác hằng trên K  sao cho ( ) ( )P f cP g=  với \ {0}c∈K  nào đó. Khi đó: 

(I) Khi 0=g  thì P  thỏa mãn (1A) hoặc (1E). 

(II)  Khi 1≥g  thì 2 3l ≤ +g . 

Chứng minh 

Đặt { }0 : # ( , ) | ( ) ( ) .i jl i j P cPα α= =  

Vì ( )P X  thỏa mãn giả thiết I, nên dễ thấy rằng 00 l l≤ ≤  và 0l l=  nếu tồn 

tại một hoán vị φ  của {1,2,..., }l  sao cho ( )( , ,1)i i cCφα α ∈  với bất kỳ 

1,2,...i l= , có nghĩa là 

   1 2

(1) (2) ( )

( ) ( ) ( )...
( ) ( ) ( )

l

l

P P P c
P P Pφ φ φ

α α α
α α α

= = = = . 

Để đơn giản ký hiệu, sau đây φ  luôn là một hoán vị của  { }1,2,...,l  sao 

cho ( )i jφ =  nếu ( ) ( )i jP cPα α= . Với một hoán vị cố định φ  và 1 i j l≤ ≠ ≤ , 

ta định nghĩa , ,( , )i j i jL f g Lf =   như sau: 
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   ( ) ( )
, ( ): ( ) ( )i j

i j i i
i j

L g fff
f

α α
α α

α α
−

= − − −
−

   (2.6) 

Hoặc cũng có thể trình bày dưới dạng: 

   ( ) ( )
, ( ): ( ) ( )i j

i j j j
i j

L g fff
f

α α
α α

α α
−

= − − −
−

   (2.7) 

Tại mỗi điểm C∈p , ta có 

, ( )( ) min{ ( ), ( )}i j i iL f g fυ υ α υ α≥ − −p p p    

và    , ( )( ) min{ ( ), ( )}i j j jL f g fυ υ α υ α≥ − −p p p     (2.8) 

Vì ( ) ( )P f cP g=  nên từ bổ đề 2.1.1.3, suy ra 

 ( ) ( )h f h g= , ( '( ), '( )) 2 ( ) 2 2h P f P g h f≤ + −g ,   (2.9) 

và 

   ( '( ), '( )) ( ) 2 2h P f P g h f S≤ + + −g , nếu ,f g  là các S − nguyên   (2.10) 

Đặt  { }0 ( ) 0 0: ,1 | ( ) ( ) , #i iA i i l P cP l Aφα α= ≤ ≤ = = , 

  { }1 0 ( ) 1 1: | , #i iA i A m m l Aφ= ∈ = = , 

  { }2 0 ( ) 2 2: | , #i iA i A m m l Aφ= ∈ > = , 

  { }3 0 ( ) 3 3: | , #i iA i A m m l Aφ= ∈ < = . 

Không mất tính tổng quát, ta đặt { }1 11,2,...,A l= , và 
11 2 ... lm m m≥ ≥ ≥ . 
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Đặt ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1 ( )2 11

1

2 3

22
2

2 1,2 ( )
1

: l ii i

l
lm l mm m

l i i i i
i i A i A

G f L g ff

fα α α−

 
     −    

−
= ∈ ∈

= − − −∏ ∏ ∏  

thì khi đó ta có 0G ≠  vì ta đã giả sử   là cứng affine.  

Tương tự phần chứng minh bổ đề 2.1.2, ta sẽ chứng minh  

   { }min ( '( )), ( '( )) ( ) 0P f P g Gυ υ υ− ≤p p p , nếu ( ) 0fυ ≥p .  

Đối với bất đẳng thức này, ta cũng chỉ cần chứng minh đối với các điểm 

p  mà ( ) 0ifυ α− >p  và ( )( ) 0ig φυ α− >p  với 0Ai∈  là đủ.  

Nếu 1Ai∈  thì ( ) ( )( )i if g fυ α υ α− = −p p  thì khẳng định trên suy ra từ 

(2.8). Khẳng định trên cũng đúng khi 2Ai∈  hoặc 3Ai∈  vì  

  { } { }( ) ( )min ( '( )), ( '( )) min ( ), ( )i i i iP f P g m f m gff υ υ υ α υ α= − −p p p p . 

Nếu ( ) 0fυ <p  thì 
12 1,2( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i lf g L g fυ υ υ υ α υ α−= = = − = −p p p p p . 

Do đó 

   

{ }
1

2 0

[ ]
2

2 ( )
1

min ( '( )), ( '( )) ( )

( ) ( )

l

i i i i
i i A i A

P f P g G

m m m m ff

υ υ υ

υ
= ∈ ∉

−

 
 ≤ + − + 
  
∑ ∑ ∑

p p p

p

 

Cuối cùng, ta có 

( ) ( )
1

0 2

[ ]
2

2 ( )
1

'( ), '( ) '( ) / , '( ) /

( ) ( )

l

i i i i
i A i i A

h P f P g h P f G P g G

m m m m h ff
∉ = ∈

=

 
 ≥ + + − 
  
∑ ∑ ∑

. 
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Kết hợp với (2.9), ta có 

  
1

0 2

[ ]
2

2 ( )
1

2 ( ) ( ) 2 2

l

i i i i
i A i i A

m m m m h ff
∉ = ∈

 
 − + + + − ≤ − 
  

∑ ∑ ∑ g   (2.11) 

Tương tự, ta có  

 
1

0 3

[ ]
2

2 ( )
1

2 ( ) ( ) 2 2

l

i i i i
i A i i A

m m m m h ff
∉ = ∈

 
 − + + + − ≤ − 
  

∑ ∑ ∑ g         (2.12) 

Nếu ,f g  là các S − nguyên thì từ (2.10) suy ra  

             
1

0 2

[ ]
2

2 ( )
1

1 ( ) ( ) 2 2

l

i i i i
i A i i A

m m m m h f Sf
∉ = ∈

 
 − + + + − ≤ − + 
  

∑ ∑ ∑ g     (2.13) 

và   
1

0 3

[ ]
2

2 ( )
1

1 ( ) ( ) 2 2

l

i i i i
i A i i A

m m m m h f Sf
∉ = ∈

 
 − + + + − ≤ − + 
  

∑ ∑ ∑ g      (2.14) 

Xét trường hợp 0=g . Vế phải của (2.11) và (2.12) là các số âm nên  

   
1

0 2

[ ]
2

2 ( )
1

( ) 1

l

i i i i
i A i i A

m m m mφ
∉ = ∈

+ + − ≤∑ ∑ ∑ , 

   
1

0 3

[ ]
2

2 ( )
1

( ) 1

l

i i i i
i A i i A

m m m mφ
∉ = ∈

+ + − ≤∑ ∑ ∑ . 

Từ hai bất đẳng thức này, ta suy ra 0 1l l≥ − . Hơn nữa, nếu 0 1l l= −  thì 

2 3 0l l= = , 1 1l =   và 2 1m = . Do đó 2l =  và 1 2min{ , } 1m m = . Bây giờ giả sử 
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0l l= . Khi đó 1 3l ≤ . Nếu 1 3l =  thì 2 3 1m m= =  và 2 3 0l l= = . Suy ra 3l =  và 

1 1m = . Nếu 1 2l =  thì 1 2 1m m= =  và 2 3 0l l= = . Suy ra 2l = . Ta cũng có thể 

dễ dàng kiểm tra được không thể xảy ra trường hợp 1 0l = . Cuối cùng, nếu 

1 1l = thì chỉ có thể là 2 3 1l l= =  và 2 (2) 3 (3)1, 1m m m mφ φ− = − = −  nếu ta giả sử 

2 {2}A = , 3 {3}A =   mà không mất tính tổng quát. Trong trường hợp này, ta 

thay G  bởi ( 2)1
1,3 (2)( )mmL g φ

φα−  và lặp lại các bước trên để có được 2 1m = , mà 

điều này mâu thuẫn với 2 (2) 1m mφ− = . Vì vậy trường hợp này không xảy ra, 

và (I) được chứng minh. 

Xét trường hợp tổng quát khi 1≥g . Vì 0 1 2 3l l l l= + +  nên 

            

1 1

0 2 0 3

[ ] [ ]
2 2

2 ( ) 2 ( )
1 1

0 1 2 3 0

( ) ( )

2( ) ( 1) ( ) 1 1

l l

i i i i i i i i
i A i i A i A i i A

m m m m m m m m

l l l l l l l l l

φ φ
∉ = ∈ ∉ = ∈

+ + − + + + −

≥ − + − + + = − + − ≥ −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

Do đó, từ (2.11) và (2.12) ta có 

   ( )5 ( ) 4 4l h f− + ≤ −g .     (2.15) 

 Vì ,f g  được giả sử là khác hằng, ( ) 2h f ≥  nếu   là cứng affine. Từ 

(2.15) suy ra 2 3l ≤ +g . 

Như là hệ quả của (2.11), (2.12), (2.13) và (2.14), ta có các điều sau 

 2.1.3.2. Mệnh đề 

Gọi ( )P X  là đa thức thỏa mãn giả thiết I. Giả sử tập các không điểm 

 của P  là cứng affine. Gọi φ  là một hoán vị của {1,2,..., }l  sao cho ( )i jφ =  
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nếu ( ) ( )i jP cPα α= . Giả sử tồn tại hai hàm phân biệt khác hằng ,f g  trên K  

sao cho ( ) ( )P f cP g=  với \ {0,1}c∈k  nào đó. Khi đó 

(i) ( ) ( ) 2 2h f h g= ≤ −g  nếu tồn tại i  sao cho ( ) 3i im mφ− ≥ . 

(ii) ( ) ( ) 2 2h f h g S= ≤ − +g  nếu ,f g là các S − nguyên nếu tồn tại i  

sao cho ( ) 2i im mφ− ≥ . 

 2.1.3.3. Bổ đề 

Giả sử rằng ( )P X  là đa thức như trên thỏa mãn giả thiết I và tập các 

không điểm   của P  là cứng affine. Giả sử rằng ,f g  là hai hàm phân biệt 

khác hằng trên K  sao cho ( ) ( )P f cP g=  với \ {0,1}c∈k  nào đó. Khi đó: 

(I) Khi 1≥g  thì ( ) ( ) 4 4h f h g= ≤ −g  nếu P  không thỏa mãn (1A) hoặc 

(1D). 

(II) ( ) ( ) 4 4 2h f h g S= ≤ − +g  nếu f  và g  là các S − nguyên và không 

thỏa mãn (1B). 

Chứng minh 

Nếu ( ) 0fυ ≥p  thì  

  { } { }( ) ( )min ( '( )), ( '( )) min ( ), ( )i i i iP f P g m f m gff υ υ υ α υ α= − −p p p p   

nếu ( ) 0ifυ α− >p   và ( )( ) 0ig φυ α− >p  với 1 i l≤ ≤  nào đó.  

Ngược lại,   { }min ( '( )), ( '( )) 0P f P gυ υ =p p  

Giả sử 1 2 ... lm m m≥ ≥ ≥ . Ta xét các trường hợp sau: 
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Trường hợp 1: 2 3m ≥ .  

Đặt ( )1
1,2

3

: i
l

mm
i

i

G L f α
=

= −∏ . 

Khi đó  

       { } 2min ( '( )), ( '( )) ( ) ( )P f P g G m fυ υ υ υ− =p p p p , nếu ( ) 0fυ <p . 

Tương tự, ta có { }min ( '( )), ( '( )) ( ) 0P f P g Gυ υ υ− ≤p p p  nếu  ( ) 0fυ ≥p . 

Từ sự lựa chọn G , ta thấy rằng chỉ cần chứng minh khi ( ) 0ifυ α− >p   

và ( )( ) 0ig φυ α− >p với 1,2i = . Trong các trường hợp này, khẳng định này là 

một sự suy ra của (2.8). Vì vậy, ta có 

   ( ) ( ) 2'( ), '( ) '( ) / , '( ) / ( )h P f P g h P f G P g G m h f= ≥   

Kết hợp với bổ đề 2.1.1.3, ta suy ra ( )2( ) 2 ( ) 2 2h f m h f≤ − ≤ −g . 

Trường  hợp 2: 2 12, 3m m= ≥ .  

Nếu 1 5m ≥  thì 1 (1) 3m mφ− ≥ . Vì vậy, trong trường hợp này thì khẳng 

định trên là đúng. 

Đặt ( )1 1
1,2

3

: i
l

mm
i

i

G L f α−

=

= −∏  

Nếu ( ) 0fυ <p  thì { }min ( '( )), ( '( )) ( ) 3 ( )P f P g G fυ υ υ υ− =p p p p . 
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Tương tự, nếu ( ) 0fυ ≥p  thì { }min ( '( )), ( '( )) ( ) 0P f P g Gυ υ υ− ≤p p p , 

ngoại trừ điểm p mà ( ) 0ifυ α− >p   và ( )( ) 0ig φυ α− >p  với 1i =  hoặc 2i = . 

Đối với các trường hợp ngoại lệ này, ta sẽ chứng minh rằng: 

   { } { }0 0min ( '( )), ( '( )) ( ) min ( ), ( )P f P g G d f d gυ υ υ υ υ− ≤p p p p p p p .       (2.16) 

Khi đó ta có 

( ) ( )
{ }0 0

'( ), '( ) '( ) / , '( ) /

3 ( ) min ( ), ( )
C

h P f P g h P f G P g G

h f d f d gυ υ
∈

=

≥ − ∑ p p p p
p

. 

Kết hợp với bổ đề 2.1.1.3, ta thu được ( ) 2 2h f ≤ −g .  

Bây giờ ta chứng minh (2.16) với các điểm C∈p  thỏa mãn 

( ) 0ifυ α− >p   và ( )( ) 0ig φυ α− >p với 1,2i = .  

Với 1i = , từ mệnh đề 2.1.1.4, ta có 

  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 (1) (1)1 1m f m gff υ α υ α+ − = + −p p .   (2.17) 

Từ đó suy ra  

    { } ( ) ( )1 (1)
1 1

(1)

min ( '( )), ( '( )) ( )
1

m m
P f P g G f f

m
f

f

υ υ υ υ α υ α
−

− ≤ − − −
+p p p p p . 

Vì ( ) ( )0
1 1d f fυ υ α= − −p p p  nên phần còn lại là chứng minh   

( )1 (1)
1

(1)

1
1

m m
f

m
f

f

υ α
−

− ≥
+ p .  

Điều này được thực hiện như sau.  
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Nếu ( ) ( )1 (1), 3,2m mφ =  hoặc ( ) ( )1 (1), 4,2m mφ =  thì từ (2.17) suy ra 

( ) 3ifυ α− ≥p . Nếu ( ) ( )1 (1), 3,1m mφ =  thì 1 (1)

(1)

1
1

m m
m

φ

φ

−
=

+
. Chú ý rằng trường 

hợp ( ) ( )1 (1), 4,1m mφ =  được suy ra từ mệnh đề 2.1.3.2.  

Tương tự, với 2i =  ta có 

   ( ) ( ) ( )2 (2) (2)3 1 (f m gff υ α υ α− = + −p p   (2.18) 

Nếu (2) 2mφ ≤  thì do (2.8) và 1 3m ≥  ta có : 

     { } ( ) ( ) ( )2 1 2min ( '( )), ( '( )) 2 1 ( )P f P g f m f Gυ υ υ α υ α υ≤ − ≤ − − =p p p p p  

Nếu (2) 2mφ > thì (2) 1m mφ = và ( ) ( ) ( )1,2 (2) 2L g ffυ υ α υ α= − < −p p p .  

Vì vậy 

     { } ( ) ( )1
(2) (2)

2min ( '( )), ( '( )) ( )
3

mP f P g G g gff υ υ υ υ α υ α−
− = − − −p p p p p  

Vì ( ) ( )0
(2) 1d g g φυ υ α= − −p p p  nên phần còn lại là chứng minh  

    ( )1
(2)

2 1
3

m g φυ α−
− ≥p . 

Mà điều này dễ dàng suy ra từ (2.18) là ( )(2) 3g φυ α− ≥p  nếu 1 3m =  hoặc 

1 4m = . 

Trường hợp 3: 2 12, 2m m= =  và 3l ≥ . 

Nếu 3 2m =  thì ta lấy ( )1,2 1,3 2,3
4

: i
l

m
i

i

G L L L f α
=

= −∏ . 
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Khi đó ta chỉ cần xét trường hợp 3 1m = . Nếu (1) (2) 2m mφ φ= =  thì hoặc là 

(i) 3l =   và 3( ) ( )iP cPα α≠  với i  tùy ý, (tức là 0 2l ≤ ), hoặc là (ii) 4l ≥  và 

(3) (4) 1m mφ φ= = . 

Đối với trường hợp (i), ta đặt  ( )2
1,2

4

: i
l

m
i

i

G L f α
=

= −∏  

Đối với trường hợp (ii), ta đặt  ( )2
1,2 3,4

5

: i
l

m
i

i

G L L f α
=

= −∏ . 

Các trường hợp còn lại, không mất tính tổng quát, giả sử (2) 1mφ = . Ta lấy 

( )1,2 1,3
4

: i
l

m
i

i

G L L f α
=

= −∏  

Ta bỏ qua phần chứng minh cho các trường hợp này, vì chúng tương tự 

trường hợp 2. 

Trường hợp 4: 2 12, 2m m= =  và 2l = . 

Nếu 0 2l =  thì dễ thấy rằng 1c = −  và 1 2X Y α α+ − −  là một nhân tử 

tuyến tính của ( ) ( )P X P Y+ . Từ đó suy ra   không là cứng affine. Do đó ta 

chỉ cần xét 0 2l < . Nếu 0 0l = , ta lấy 1G = . Nếu 0 1l = , ta có thể giả sử rằng 

2 1( ) ( )P cPα α≠  và 1 2( ) ( )P cPα α= . Ta đặt ( ) ( )3 3
1,3 1 2,3 2:G b f cb gα α= − − − . 

Từ mệnh đề 2.1.1.4(ii), ta có  

{ }1 2( ) 4min ( ), ( )G f gυ υ α υ α≥ − −p p p , nếu ( ) 0fυ ≥p . 

Khi đó dễ dàng kiểm tra rằng  
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( ) ( )4 4 4 4
1 2 1 2

1'( ), '( ) ( ) ( ) / ,( ) ( ) /
2
5 ( )
2

h P f P g h f f G g g G

h f

α α α α= − − − −

≥
 

và         ( ) 4 4h f ≤ −g . 

Trường hợp 5: 2 1m = . 

Trong trường hợp này, 1im =  với mọi 2i ≥ , và 3l ≥  do giả thiết của bổ 

đề. 

Theo mệnh đề 2.1.3.2 ta chỉ cần xét trường hợp 1 3m ≤ . Không mất tính 

tổng quát, giả sử (2) 1m mφ = . Khi đó ( ) 1imφ =  nếu 2i ≠ . Nếu 1 3m = , ta đặt  

( )( ) ( )2
(1) 2 1,2 2,3 3,1

4

:
l

i
i

G g f L L L ffα α α
=

= − − −∏ . 

Vì vậy nếu ( ) 0fυ <p  thì 

   { }2min ( '( )), ( '( )) ( ) 5 ( )P f P g G fυ υ υ υ− =p p p p  

 Ta cũng dễ dàng kiểm tra được  

{ }2min ( '( )), ( '( )) ( ) 0P f P g Gυ υ υ− ≤p p p , nếu ( ) 0fυ ≥p . 

Do đó ta có 

( ) ( )2 21'( ), '( ) ( '( )) / ,( '( )) /
2
5 ( )
2

h P f P g h P f G P g G

h f

=

≥
  

và khi đó   ( ) 4 4h f ≤ −g . 
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Nếu 1 2m = , ta lấy  ( )2
1,2 2,3 3,1

4

:
l

i
i

G L L L f α
=

= −∏  

Một cách tương tự, nếu ( ) 0fυ <p  thì  

  { }2min ( '( )), ( '( )) ( ) 5 ( )P f P g G fυ υ υ υ− =p p p p  

Nếu ( ) 0fυ ≥p , kiểm tra tương tự như trường hợp 2 thì ta có 

  { } { }0 01min ( '( )), ( '( )) ( ) min ( ), ( )
2

P f P g G d f d gυ υ υ υ υ− ≤p p p p p p p . 

Khi đó ta cũng có ( ) 4 4h f ≤ −g . 

Nếu 1 1m =  và 5l ≥ , thì ta lấy ( )2
1,2 2,3 3,4 4,5 5,1

6

:
l

i
i

G L L L L L f α
=

= −∏  và cũng 

thu được  

( ) 4 4h f ≤ −g .   

Nếu 1 1m =  và 4l =  và 0 1l l≤ − , ta giả sử 4( ) ( )jP cPα α≠  với mọi j . Ta 

lấy 1,2 2,3 3,1:G L L L=   và khi đó ( ) 4 4h f ≤ −g . 

Nếu 1 1, 4m l= =  và 0l l=  thì ( ) ( )P X cP Y−  có một nhân tử tuyến tính, do 

đó   không phải là cứng affine, điều này trái với giả thiết. 

(II) có thể có được từ lập luận phần (I) bằng cách thay việc dùng (2.9) bởi 

(2.10). Vì vậy, phần còn lại là xét trường hợp (1) 22, 1l m= =  và 1 2m ≥  hoặc 

(2) 3l =  và 1 2 3 1m m m= = = . 

Trường hợp 1: 22, 1l m= =  và 1 2m ≥   

Trong trường hợp này, ta lấy 1,2:G L= . 
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Nếu ( ) ( )1 20, 0f gυ α υ α− > − >p p  thì  

  ( ) ( ) ( )2 1 1,22 3 3g f Lυ α υ α υ− = − =p p p .  

Do đó  

  
{ } ( )

( ) ( )
1

0
1

1min ( '( )), ( '( )) ( )
2

1

P f P g G f

f d f

υ υ υ υ α

υ α υ

− = −

≤ − − =

p p p p

p p p

. 

Tương tự, nếu ( ) ( )2 (2)0, 0f g fυ α υ α− > − >p p , ta có  

{ } ( )0min ( '( )), ( '( )) ( )P f P g G d gυ υ υ υ− ≤p p p p p  

Vì vậy,  

    
( ) ( )

{ }0 0

'( ), '( ) '( ) / , '( ) /

2 ( ) min ( ), ( )
C

h P f P g h P f G P g G

h f d f d gυ υ
∈

=

≥ − ∑ p p p p
p

. 

Khi đó ( ) 2 2h f S≤ − +g , theo bổ đề 2.1.1.3. 

Trường hợp 2: 3l =  và 1 2 3 1m m m= = = . 

Lấy 1,2 2,3 3,1:G L L L= . Khi đó  

  2 21 3( '( ), '( )) (( '( )) / ,( '( )) / ) ( )
2 2

h P f P g h P f G P g G h f= ≥ . 

Từ đó suy ra ( ) 4 4h f S≤ − +g . Vậy (II) được chứng minh.  □  
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 2.1.3.4. Mệnh đề 

Gọi ( )P X  là đa thức như trên thỏa mãn giả thiết I. Giả sử 4l = , 1im =  và 

tồn tại một hoán vị của { }1,2,3,4  sao cho ( )( ) ( )i iP cP φα α=  với mỗi 1 4i≤ ≤ . 

Khi đó   không là cứng affine. 

Chứng minh 

Giả sử   là cứng affine. Xét đường cong [ ]( , , ) 0c cC F X Y Z= =  trong 2  

được xác định bởi sự thuần nhất hóa của ( ) ( )P X cP Y− . Khi đó, ta có (i) cF  

không có nhân tử tuyến tính nếu   là cứng affine; (ii) đường cong cC chỉ có 

bốn điểm kỳ dị thường bội 2, và do đó số khuyết của nó là 2
cFδ = . Khi đó cC  

hoặc là đường cong bất khả quy có giống bằng 2, hoặc là cF AB= , trong đó 

A  và B  là các thành phần bất khả quy có bậc tương ứng là 2 và 3. 

Mặt khác, ta có thể xây dựng ba 1-dạng chính quy trên cC  như sau: 

  1 1,2 3,4: H Hω η= , 2 1,3 2,4: H Hω η= , 3 1,4 2,3: H Hω η= , 

trong đó, 4

1

:
( )i

i

YdZ ZdY

X Y
η

α
=

−
=

−∏
  và ( ) ( )

, ( ): ( ) ( )i j
i j i i

i j

H Y Z X Zφ φ
φ

α α
α α

α α
−

= − − −
−

. 

Hơn nữa, các 1-dạng này là không tầm thường trên mỗi thành phần của 

cC  vì cC  không có các thành phần tuyến tính. Sự tồn tại các 1-dạng suy ra cC  

không có thành phần nào có giống bằng 0. Kết hợp với lý luận ở phần trước, 

ta thấy rằng cC  là đường cong bất khả quy có giống bằng 2 . Do đó các 1-

dạng phụ thuộc tuyến tính trên k . Vì vậy, ta có một quan hệ tuyến tính trên 

cC : 
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  1,2 3,4 1,3 2,4 1,4 2,3 0H H H H H Hα β γ+ + = ,  với , , kα β γ ∈ . 

Phương trình này xác định một đường cong bậc 4, và nó cũng thỏa mãn 

với mọi điểm trong cC . Điều này trái với giả thiết cC  là đường cong bất khả 

quy bậc 4. Vì vậy   không là cứng affine. 

 2.1.3.5. Mệnh đề 

Nếu tồn tại { }( , ) \ (1,0)λ β ∈ ×k k  sao cho λ β= +  , tức là   không 

là cứng affine thì ( )1( ) ( )nP f P fλ λ β−= −  với f ∈K  tùy ý. 

Chứng minh 

Đặt { }1,..., nu u= . Khi đó từ =λ β+   suy ra  

( )
1 1

1

( ) ( )...( ) ( )...( )

( )
n n

n

P X X u X u X u X u

P X

λ β λ β

λ λ β−

= − − = − − − −

= −
 

Do đó ( )1( ) ( )nP f P fλ λ β−= − với f ∈K  tùy ý.    □ 

2.1.4. Đa thức duy nhất mạnh 

Sau đây ta sẽ đưa ra điều kiện cần và đủ để một đa thức là duy nhất mạnh. 

 2.1.4.1. Định lý 

Gọi ( )P X  là một đa thức thỏa mãn giả thiết I. 

    (I)  (a)   Khi 0=g . ( )P X là đa thức duy nhất mạnh trên K  khi và 

chỉ khi tập các không điểm  của P  là cứng affine và P  

không thỏa mãn (1A) hoặc (1E). 
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         (b)  Khi 1=g . ( )P X là đa thức duy nhất mạnh trên K  khi và chỉ 

khi tập các không điểm   của P  là cứng affine và P  không 

thỏa mãn (1A), (1C) hoặc (1E). 

        (c)  Khi 2≥g . Giả sử   là cứng affine.  ( )P X  là đa thức duy 

nhấtmạnh trên K khi và chỉ khi 2 4l ≥ +g   

     (II)   Nếu 1S = thì ( )P X là đa thức duy nhất mạnh trên  S  khi và chỉ 

khi   là cứng affine. 

Chứng minh 

Khi 0=g , ta đã chứng minh trong bổ đề 2.1.1.2 và 2.1.3.1 là ( )P X  là đa 

thức duy nhất mạnh nếu   là cứng affine và P  không thỏa mãn (1A) hoặc 

(1E). Mặt khác, nếu   không là cứng affine thì ( )P X  không là đa thức duy 

nhất mạnh. Hơn nữa, cũng dễ dàng kiểm tra được nếu P  thỏa mãn (1A) thì 

[ ]( , , ) 0F X Y Z =  là đường cong bất khả quy có giống bằng 0, và nếu P  thỏa 

mãn (1E) thì [ ]( , , ) 0F X Y Zω =  cũng là đường cong bất khả quy có giống 

bằng 0. Vì vậy, tồn tại hai hàm đại số phân biệt f   và g  trong K  dẫn đến 

một đồng cấu từ C  vào [ ]( , , ) 0F X Y Z =  hoặc [ ]( , , ) 0F X Y Zω =  theo thứ tự 

đó. Điều này chứng minh rằng P  không là đa thức duy nhất mạnh nếu P  

thỏa mãn (1A) hay (1E). Vậy ta chứng minh được 2.1.4.1(I)(a). 

Định lý 2.1.4.1(I)(b) suy ra từ định lý 2.1.4.2(a). 

Định lý 2.1.4.1(I)(c) suy ra từ bổ đề 2.1.1.2 và 2.1.3.1. 

Định lý 2.1.4.1(II) suy ra từ bổ đề 2.1.1.3 và mệnh đề 2.1.3.5. 
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2.1.4.2. Định lý 

Gọi ( )P X  là một đa thức thỏa mãn giả thiết I và tập các không điểm 

 của nó là cứng affine. Giả sử rằng ,f g  là hai hàm phân biệt khác hằng 

trên K  sao cho ( ) ( )P f cP g=  với \ {0}kc∈  nào đó. Khi đó: 

      (a) ( ) ( ) 8 8h f h g= ≤ −g  nếu P  không thỏa mãn  (1A), (1C) hoặc (1D). 

      (b) ( ) ( ) 6 6 3h f h g S= ≤ − +g  nếu f  và g  là S − nguyên và P  không 

thỏa mãn (1B)  hoặc (1D). 

Chứng minh 

Định lý 2.1.4.2 được suy ra từ bổ đề 2.1.1.2 và 2.1.3.2. 

2.2. Tập xác định duy nhất 

Đặt  { }1,..., nu u=  là một tập con của k , và ,f g  là hai hàm phân biệt 

khác hằng trên K . Ta nói rằng f  và g  thỏa mãn ( )
0 ,m SC  nếu  

  { } { }0 0
0 0

1 1
min , ( ) min , ( )

n n

i i
i i

m f u m g uuu
= =

− = −∑ ∑p p , với mọi S∉p ,  

trong  đó, 0m  là số nguyên dương hoặc 0m = ∞ . Khi 0 1m = , điều này tương 

đương với f  và g  chung nhau   ngoài S  không tính bội. Khi 0m = ∞  điều 

này tương đương với f  và g  chung nhau  ngoài S  kể cả bội. Đặt  

   1( ) ( )...( )nP X X u X u= − −      (3.1) 

là đa thức liên kết với  , và đặt 

   ( ) ( )1

1'( ) ... lmm
lP X n X Xα α= − −     (3.2) 
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với các hệ số iα  phân biệt. 

2.2.1. Một số kết quả về trường các hàm 

Trong phần này, ta giả` sử rằng ( )t ∈K  được chọn như sau. Chọn một 

điểm S∈q , và xét −k không gian vectơ  

0L(( 1) ) : { | ( ) ( ) ( 1) }η η η ∞+ = ∈ − ≥ − +q K qg g     

Từ định lý Riemann- Roch, suy ra số chiều của không gian vectơ này ít 

nhất bằng 2. Vì vậy, tồn tại một hàm khác hằng t  trong không gian vectơ 

này. Hơn nữa, từ việc xây dựng này hàm t  chỉ có một cực điểm tại q  có bậc 

cao nhất là 1+g . Do đó ta có 

 2.2.1.1. Mệnh đề 

(i) ( ) 1h t ≤ +g , 

(ii) ( ) 3
S

d tυ
∉

≤∑ p p
p

d . 

Chứng minh 

(i) rõ ràng được suy ra từ việc chọn t . 

Với (ii), Từ định lý Riemann- Roch ta có  

   
( ) 2 2 ( )

2 2 ( ( ) 1) 2 1 ( ) 3
S S

d t d t

t h t

υ υ

υ
∉ ∈

= − −

≤ − − − ≤ − + ≤

∑ ∑p p p p
p p

q

d

ddd 
 

 2.2.1.2. Mệnh đề 

Cho η  là một hàm khác hằng trên K . Khi đó 
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   0 ( ) 2 ( ) 2 2
C

d hυ hh
∈

≤ + −∑ p p
p

d .  

Hơn nữa, nếu η  là S − nguyên thì 0 ( ) ( ) 2 2
C

d h Sυ hh
∈

≤ + − +∑ p p
p

d . 

Chứng minh 

Khẳng định đầu tiên được suy ra từ các phép tính sau 

  

0

( ) 0 ( ) 0 ( ) 0

( ) 0 ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) 1) 2 2

2 ( ) 2 2

t
C

C

d d d d t

d d t

h

υ h υ h υ h

υ h υ h

υ h υ h υ h υ

υ h υ υ h

h

∈ ≥ ≥ ≥

< ∈ <

= = +

= − + ≤ − − + −

≤ + −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
p p p

p p

p p p p p p p
p

p p p p p
p

d

d

 

Nếu  η  là S − nguyên thì số các điểm p  mà ( ) 0υ η <p  nhiều nhất là S . 

Do đó  

   ( )
( ) 0

( ) 1 ( )h S
υ h

υ hh
<

− − ≤ +∑
p

p  

Từ đó suy ra khẳng định thứ hai.      □  

Cho 0η ≠ . Hàm đếm bị chặt trên S  được định nghĩa như sau 

   { }0( ) : min 1, ( )S
S

N η υ η
∉

= ∑ p
p

, { }0( ) : min 1, ( )S
S

N η υ η
∉

= ∑ p
p

 

  2.2.1.3. Bổ đề  (Định lý cơ bản thứ hai bị chặt)  

Cho f  là hàm khác hằng trên K  và gọi 1 2, ,..., nu u u  là n  phần tử phân 

biệt trong k . Khi đó  

         ( ) 1

1
1 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2

S

n

iS S
i C

n h f N f u N f d f Su−

= ∈

− ≤ − + − + − +∑ ∑ p p
p 

d . 
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trong đó, { }| ( ) 0 1víi mäiiSC S f u i nu= ∉ − = ≤ ≤pp   

Chứng minh 

Vì iu ∈k  nên ( )t t id f d f u= −              (2.2.1) 

Và 2 1
t td f f d f −= − .             (2.2.2) 

Đầu tiên, xét ( ) 0fυ <p .  

Trong trường hợp này ta có, 1( ) ( ) 0f fυ υ− = − >p p  và ( ) ( )if u fuu − =p p .  

Từ (3.4) ta có 

  

1
1 1

1

1
1

1

( )...( ) ( )...( )

( )...( )

n n

t t

n

f u f u f f u f u
d f fd f

f f u f u d t
fd f

−

−

−

−

− − − −
=

−

− −
=

− p
p

              (2.2.3) 

Do ( ) ( ) { }1 1 1 1/ min 1, ( )fd f d f f fυ υ υ− − − −= ≥ −p p p p p . 

Nên từ (2.2.3) ta có  

  { }1

1
( ) ( ) ( 1) ( ) min 1, ( ) ( )

n

i t
i

f u d f n f f d tuuuuu    −

=

− − ≤ − + +∑ p p p p p p .   

Do đó  

            
{ }

{ }1

1

( 1)min 0, ( )

( ) ( ) min 1, ( ) ( )
n

i t
i

n f

f u d f f d t

u

uuuu   −

=

− −

≤ − − + + +∑

p

p p p p p

        (2.2.4)  

Bây giờ ta xét trường hợp ( ) 0fυ ≥p .  
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Chọn { } { }(1),..., ( ) 1,...,n nπ π =  và  

   ( ) ( ) ( )(1) (2) ( )... 0nf u f u f uπ π πuuu  − ≥ − ≥ ≥ − ≥πππ   . 

Dễ dàng kiểm tra được  ( ) ( )(2) ( )... 0nf u f uπ πuu − = = − =ππ  .  

Từ (2.2.1) ta có  

       (2) ( )1 1
1

(1) (1) (1)

( )...( )( )...( ) ( )...( )
( ) ( ) ( )

nn n

t t

f u f uf u f u f u f u d t
d f d f u f u d f u

π π

π π π
−

− −− − − −
= =

− − − π
π

. 

Tương tự, ta có { }(1)
1

( ) ( ) min 1, ( ) ( )
n

i t
i

f u d f f u d tπuuuu  
=

− − ≤ − +∑ πππππ     . 

Vì vậy, ta có hai bất đẳng thức sau 

      { }
1 1

0 ( ) ( ) min 1, ( ) ( )
n n

i t i
i i

f u d f f u d tuuuu  
= =

≤ − − + + − +∑ ∑p p p p p       (2.2.5) 

               
1

0 ( ) ( ) 1 ( )
n

i t
i

f u d f d tuuu 
=

≤ − − + + +∑ p p p p                                      (2.2.6) 

Cộng (2.2.4) với mọi p  mà ( ) 0fυ <p , (2.2.5) với mọi p  mà S∉p  và 

( ) 0if uu − >p  với 1 i n≤ ≤ , và (2.2.6) với mọi p  mà S∈p  và ( ) 0fυ ≥p , ta 

được 

     
1

1

1

( 1) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

S

S

n

i t
i C C

n

iS S
i C

n h f f u d f

N f u N f S d t

uu

u

= ∈ ∉

−

= ∉

− ≤ − − +

+ − + + +

∑∑ ∑

∑ ∑

p p
p p

p p
p





  (2.2.7)   
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Vì bất kỳ phần tử nào trong trường hàm có cùng số các không điểm và 

cực điểm, kể cả bội, ( ) 0i
C

f uu
∈

− =∑ p
p

 và  

( ) ( ) ( ) ( )
S S S S

t t
C C C C

d f d f d f d tυ υ υ υ
∉ ∈ ∈ ∈

= − = − +∑ ∑ ∑ ∑p p p p p p
p p p p   

. 

Hơn nữa, vì ( ) 2 2
C

d tυ
∈

= −∑ p p
p

d  và (2.2.7) nên ta được 

                 1

1
( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2

S

n

iS S
i C

n h f N f u N f d f Su−

= ∈

− ≤ − + − + + −∑ ∑ p p
p

d


   □ 

Kể từ nay, giả sử rằng f  và g  là các hàm khác hằng phân biệt trên K  

thỏa mãn 
0 ,( )m SC . Gọi ( )P X  là đa thức được định nghĩa như trên, ta đặt 

   1:
( )

F
P f

= , 1:
( )

G
P g

= , và 
2 2

: t t

t t

d F d GH
d F d G

= − . 

 2.2.1.4. Bổ đề  

Giả sử ( )P X  thỏa mãn giả thiết I. Giả sử rằng f  và g  là các hàm khác 

hằng phân biệt trên K  thỏa mãn 
0 ,( )m SC , và H  xác định như trên. Nếu 

0H ≡  thì 

    0
1

1
( ) ( )

c c
P f P g

= +   

với 0 0c ≠  và 1c ∈k , ( ) ( )h f h g= . Hơn nữa, giả sử rằng (i) 4l ≥ , (ii) 3l =  và 

{ }1 2 3max , , 2m m m ≥  hoặc (iii) 2l =  và { }1 2min , 2m m ≥ . Khi đó hoặc là 

1 0c =  hoặc là các mệnh đề sau đúng: 

(i)     ( ) 10(2 2 )h f S≤ − +g  ; 
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(ii) { }max 5,4 2n S≤ +g . 

Chứng minh 

Đặt  1:
( )

F
P f

= , 1:
( )

G
P g

= , 
2 2

: t t

t t

d F d GH
d F d G

= −  và  
2 2

:
d F d G

H
d F d G

= −p p
p

p p

  

Do quy luật hàm hợp, ta có .H H d t=p p      (2.2.8) 

Tính toán trực tiếp, ta có 

2 2

"( ) "( )
'( ) '( )

'( ) '( )2
( ) ( )

P f P gH d f d g
P f P g

d f d gP f P gd f d g
P f P g d f d g

 
= − 
 

    − − + −   
    

p p p

p p
p p

p p

   (2.2.9) 

Nếu 0H ≡  thì 2 2
t t t td Fd G d Gd F= , suy ra ( / ) 0t t td d F d G = . 

Do đó 0t td F c d G=  với 0c ∈k .  

Vậy 0 1F c G c= +  với 1c ∈k  nên khẳng định đầu tiên là rõ ràng. Lưu ý 

rằng 0 0c ≠  vì f  và g  khác hằng. 

Khẳng định ( ) ( )h f h g=  được suy ra từ việc tính toán như sau 

( )

( )

0
1

0

1( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

cnh f h P f h h c
P f P g

ch h P g nh g
P g

   
= = = +   

   
 

= = = 
 

 

Giả sử rằng 1 0c ≠ .  
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Xét đa thức 0

1

( ) : ( ) cQ X P X
c

= + , và đặt  

1 2
1 2( ) ( ) ( ) ...( ) rn n n

rQ X X e X e X e= − − −   

là sự phân tích nguyên tố của nó.  

Khi đó  

'( ) '( )P X Q X=  và 1 2
1 2

1

( ) ( ) ( ) ...( )
( )

rn n n
r

P g g e g e g e
c P f

= − − −   (2.2.10) 

Do đó 1r ≠  vì nếu ngược lại, ta có 1l = .  

Vì 0

1

( )i
cP e
c

=  và từ giả thiết I suy ra tồn tại nhiều nhất một ie  như trên là 

không điểm của '( ) '( )P X Q X= . Rõ ràng, nếu ie  không là không điểm của 

'( )Q X  thì 1in = . Sau khi sắp xếp lại các chỉ số, ta có thể giả sử rằng 

2 3 ... 1rn n n= = = = . 

Ta chứng minh 2r ≠ .  

Nếu 2r =   thì 1
1 2( ) ( ) ( )nQ X X e X e= − − . Điều này suy ra  

   ( )2
1 1 2'( ) '( ) ( ) ( 1)nP X Q X X e nX e n e−= = − − − −   

và do đó 2l = , { }1 2min , 1m m = , trái với giả thiết.   

Vậy ta chỉ cần xét khi 3r ≥ . Từ (2.2.10) và ( ) 0iP e ≠  ta suy ra được nếu 

( ) 0ig eυ − >p  thì ( ) ( )( ) 0i iP f n g eυ υ= − − <p p . Từ đó ta thu được ( ) 0fυ <p        

và ( )( ) ( )P f n fυ υ=p p . Do đó 
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    ( ) ( )i
i

ng e f
n

υ υ− = −p p . 

Vậy  0 0( ) ( )i ig e n g eυ υ− ≥ −p p , với 2 i r≤ ≤  vì 2 3 ... 1rn n n= = = = . 

Mà 1 ( 1)n r n+ − =  và 3r ≥  nên 
1

1
2

n n
n n
≥ >

−
.  

Do đó 1
1

( ) ( ) 2ng e f
n

υ υ− = − ≥p p . 

Khi đó 0 0
1 1( ) 2 ( )g e g eυ υ− ≥ −p p . 

Bây giờ ta áp dụng định lý chính thứ hai bị chặt, ta được  

1

1
2

( 2) ( ) ( ) 2 2

1 1( ) ( ) 2 2
2
1 1 ( ) 2 2
2

r

iS
i

r

iS S
i

r h g N g e S

N g e N g e S
n

r h g S
n

=

=

− ≤ − + − +

≤ − + − + − +

− ≤ + + − + 
 

∑

∑

g

g

g

 

Khi đó 1 5 1 ( ) 2 2
2

n r h g S
n n
− − + ≤ − + 

 
g . 

Vì 3r ≥  nên 4 ( ) 2 2
2

n h g S
n
−

≤ − +g       (2.2.11) 

Từ giả thiết suy ra 5n ≥ . Do đó ( )( ) 10 2 2h g S≤ − +g .  

Vì 2g e−  không là hàm hằng nên 2( ) 0g eυ − >p  với p  nào đó. Theo phần 

trước, ta có  2( )g e nυ − ≥p . Khi đó 2( )h g e n− ≥ , vì nó bằng số các không 

điểm, kể cả bội. 
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Vậy 2( ) ( )h g h g e n= − ≥ . 

Từ (2.2.11) và 5n ≥  suy ra 4 2n S≤ +g . 

 2.2.1.5. Mệnh đề 

Nếu ( ) ( ) 1F Gυ υ= = −p p  thì ( ) 0Hυ >p p . 

Chứng minh 

Ta đặt 1 1,F t F G t G− −= =p p

−−

 với ( ) ( ) 0F Gυ υ= =p p

 

. Khi đó 

  
2 2t d F t d G

H
t d F F t d G G

= −
− −

p p p p
p

p p p p

−−

−−−−  

 có bậc dương tại p .   

 2.2.1.6. Mệnh đề 

 ( ) 1Hυ∞ ≤p p , với mọi C∈p . 

Chứng minh 

Điều này được suy ra từ 
)

1
d η

υ
η

 
≥ − 

 
p

p , với {0}\η∈K tùy ý.  □ 

Nhắc lại rằng { }| ( ) 0 1víi mäiiSC S f u i nu= ∉ − = ≤ ≤pp .  

Đặt   { }| ( ) 0, 1iS S f u i nu= ∉ − > ≤ ≤pp   

   
0
1,

:
, ng­îc l¹i

SC SC
ε

∈
= 


p

p 
  và 

0,
1,

:
ng­îc l¹i

S Sε
∈

= 


p

p 
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 2.2.1.7. Mệnh đề 

Giả sử f  và g  là hai hàm phân biệt khác hằng thỏa mãn 
0 ,( )m SC . Lấy 

S∉p . 

(i) Nếu 0m = ∞  thì  

( ) ( ) { }

{ }

0 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )S

l

j j
j

C

H f g f g

d f d g

υ υ α υ α υ υ

ε υ υ

∞ ∞ ∞

=

≤ − + − + +

+ +

∑p p p p p p

p p p p p


  

(ii) Nếu 00 m≤ < ∞  thì  

( ) ( ) { }

{ } { }

0 0

1

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
'

S

S

l

p j j
j

C

H f g f g

d f d g d f d g
m

υ υ α υ α υ υ

ε
ε υ υ υ υ

∞ ∞ ∞

=

≤ − + − + +

+ + + +

∑p p p p p

p
p p p p p p p p p




 

với { }0 0' : max 1, 1m m= − .  

Chứng minh 

Từ mệnh đề 2.2.1.6, ( ) 1Hυ∞ =p p  nếu ( ) 0Hυ <p p . Từ (2.2.9) ta thấy nếu 

( ) 0Hυ <p p  chỉ nếu (a) ( ) 0, ( ) 0f gυ υ< <p p , (b) ( ) ( )'( ) 0, '( ) 0P f P gυ υ> >p p , 

(c) ( ) ( )( ) 0, ( ) 0P f P gυ υ> >p p , hoặc (d) ( ) 0,d fυ >p p  hoặc ( ) 0d gυ >p p . Do 

đó, hai số hạng đầu tiên trong các bất đẳng thức (i) hoặc (ii) không kể đến từ 

(a) và (b). Chú ý rằng 
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'( ) '( ) ( ) ( )/
( ) ( ) ( ) ( )

P f P g P f P fd f d g d
P f P g P g P g

 
− =  

 
p p p   và 

2 2

/
d f d g d f d f

d
d f d g d g d g

 
− =   

 

p p p p
p

p p p p

. 

Nếu 0m = ∞  thì 
0 ,( )m SC suy ra ( ) 0

( )
P f
P g

υ
 

= 
 

p  và do đó  

   '( ) '( ) 0
( ) ( )

P f P gd f d g
P f P g

υ
 

− ≥ 
 

p p p  

Hơn nữa, nếu ( ) 0if uu − >p  thì ( ) ( ) 0j ig u f uuu − = − >p p  với j  nào đó. 

Vì vậy, ( ) ( )d f d gυ υ=p p p p . Suy ra 
2 2

0
d f d g
d f d g

υ
 

− ≥  
 

p p
p

p p

 

Do đó, số hạng cuối cùng trong (i) chỉ được tính đến khi SC∈p  . 

Bây giờ, xét trường hợp 0m  là một số nguyên dương. Nếu ( )( ) 0P fυ >p  

thì ( ) 0if uu − >p  với i  nào đó và ( ) 0jg uu − >p  với j  nào đó do 
0 ,( )m SC . 

Nếu ( ) ( ) 0d f d gυ υ= =p p p p  thì ( ) 1if uu − =p  và ( ) 1jg uu − =p . Từ đó suy ra 

( ) 0Hυ >p p  theo bổ đề 2.2.1.5. Do đó ta chỉ cần xét khi ( ) 1d fυ >p p  hoặc 

( ) 0d gυ =p p . Không mất tính tổng quát, ta chỉ xét ( ) 2if uu − ≥p . Trong 

trường hợp này, ( ) 1d fυ ≥p p , vì vậy (ii) đúng khi 0 1,2m = . Giả sử 0 3m ≥ . 

Nếu 02 ( )if u mu≤ − ≤p  và 00 ( )jg u mu< − ≤p  thì trường hợp này tương tự 

như 0m = ∞ . Ngược lại, hoặc là 0( ) 1d f mυ ≥ −p p hoặc là 0( ) 1d g mυ ≥ −p p . 

Điều này chứng minh được (ii). 
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2.2.2. Tập xác định duy nhất 

 2.2.2.1. Bổ đề 

Cho ( ), ,P X f g  và H  như bổ đề trên. Giả sử rằng 0H ≡ . 

(I) (a)    Nếu 0 1m =  thì 

(i) { }max 2 13,2 2 13 2n l l S≤ + + + +g  ; 

(ii) ( ) ( ) 26 20 4h f h g S+ ≤ − +g , nếu 2 13n l≥ + . 

         (b)   Nếu 0 2m ≥  thì 

(i) 
0 0

4 4max 2 7 ,2 2 7 2
1 1

n l l S
m m

   ≤ + + + + + +  − −   
g . 

(ii) 
0 0

8 8( ) ( ) 14 8 4
1 1

h f h g S
m m

   
+ ≤ + − + +   − −   

g , nếu 

0

42 7
1

n l
m

≥ + +
−

  

(II)   Nếu ta giả sử thêm rằng f  và g  là các S − nguyên thì 

(a) Nếu 0 1m =  thì 

(i) { }max 2 6,2 5 13 6n l l S≤ + − + +g  ; 

(ii) ( ) ( ) 26 20 12h f h g S+ ≤ − +g , nếu 2 6n l≥ + . 

(b)  Nếu 0 2m ≥  thì 
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(i)  

0 0 0

2 4 2max 2 3 ,2 2 7 3
1 1 1

n l l S
m m m

     ≤ + + − + + + +    − − −     
g  

(ii) 
0 0 0

8 8 4( ) ( ) 14 8 6
1 1 1

h f h g S
m m m

     
+ ≤ + − + + +     − − −     

g , 

nếu 
0

22 3
1

n l
m

≥ + +
−

.  

Chứng minh 

Theo định lý chính thứ hai, ta có 

         ( ) 1

1
1 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2

S

n

iS S
i C

n h f N f u N f d f Su−

= ∈

− ≤ − + − + − +∑ ∑ p p
p 

d .  (3.14) 

Đầu tiên, ta khẳng định rằng 

            0

1
( ) ( ) ( ) ( )

S S

n

iS
i S

N f u H d f d guu  d u
= ∉ ∈ ∈

− ≤ + +∑ ∑ ∑ ∑p p p p p p
p p p 

        (3.15) 

trong đó 1δ =  nếu 0 1m =  và 0δ =  nếu 0 2m ≥ . 

Xét trường hợp 0 2m ≥ . 

Giả sử rằng S∉p  và ( ) 0if uu − >p  với 1 i n≤ ≤  nào đó. Từ đó suy ra   

( ) 0mf uu − =p  với mọi m i≠ . Nếu ( ) 1if uu − =p  thì ( ) 1jg uu − =p  với j  nào 

đó vì ,f g  thỏa mãn 
0 ,( )m SC và 0 2m ≥ . Do đó ( ( )) ( ( )) 1P f P gυ υ= =p p . Từ 

mệnh đề 2.2.1.5 suy ra ( ) 0Hυ >p p . Nếu ( ) 2if uu − ≥p thì ( ) 1d fυ ≥p p . Vì 

vậy (3.15) đúng.  
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Với trường hợp 0 1m = . Nếu ( ) 0if uu − >p  thì ta chỉ kết luận rằng (a) 

( ) 0d fυ >p p  hoặc ( ) 0d gυ >p p , hoặc (b) ( ) ( ) 0d f d gυ υ= =p p p p . Một cách 

tương tự, trường hợp sau được suy ra từ ( ) 0Hυ >p p . Vậy ta có (3.15) 

Thứ hai, ta khẳng định rằng 

( )

( ) ( )

0 1 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1( ) ( ) ( ) ( ) 3
'

S S

S S
S

C

H l h f h g N f N g

d f d g d f d g S
m

υ

υ υ υ υ

− −

∉

∈ ∈

≤ + + +

+ + + + + +

∑

∑ ∑

p p
p

p p p p p p p p
p p 

d
    (3.16) 

Ta có  

( )

( ) ( )

( )

0 0

1

1 1

0

( ) ( ) ( )

( ) ( )) ( ) 3

( ) ( ) ( ) ( )

1( ) ( ) ( ) ( ) 3
'

S

S

S S

C S S

l

j jS S
j C

S S

H H d t

H d t H S

N f N g d f d g

N f N g d f d g S
m

υ υ υ

υ υ υ

α α υ υ

υ υ

∉ ∉

∞ ∞

∈ ∉ ∉

= ∈

− −

∈

≤ +

≤ + ≤ + +

≤ − + − + +

+ + + + + +

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

p p p p p
p p

p p p p
p p p

p p p p
p

p p p p
p





d

d

  

( ) ( )

( )

1 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) 3
'

S

S

S S
C

l h f h g N f N g d f d g

d f d g S
m

υ υ

υ υ

− −

∈

∈

≤ + + + + +

+ + + +

∑

∑

p p p p
p

p p p p
p





d
 

Theo (3.14), (3.15) và (3.16), ta có 

                  ( )

( )

1 1

0

( 1) ( )

( ( ) ( )) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

1( ) ( ) ( ) 5 2 2
'

S

S S

S S
C

n h f

l h f h g N f N g d f d g

d g d f d g S
m

υ υ

d υ υ υ

− −

∈

∈ ∈

−

≤ + + + + +

+ + + − +

∑

∑ ∑

p p p p
p

p p p p p p
p p



 

d
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Một cách tương tự, ta có  

    ( ) ( )

( )

1 1

0

( 1) ( )

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

1( ) ( ) ( ) 5 2 2
'

S

S S

S S
C

n h g

l h f h g N f N g d f d g

d f d f d g S
m

υ υ

d υ υ υ

− −

∈

∈ ∈

−

≤ + + + + +

+ + + + − +

∑

∑ ∑

p p p p
p

p p p p p p
p p



 

d

 

Cộng hai bất đẳng thức này, ta được 

            

( )
( ) ( )

( )

1 1

0 0

0

0 0

0

( 1) ( ) ( )

2 ( ) ( ) 3 ( ) ( )

2 1 ( ) ( ) 10 4 4
'

4 82 5 2 ( ) ( ) 14 4
' '

88 4 4
'

S S

S S

n h f h g

l h f h g N f N g

d f d g S
m

l h f h g
m m

S
m

d υ υ

d d

d

− −

∉ ∉

− +

≤ + + +

  
+ + + + + − +  
  

   
≤ + + + + + + +   
   

 
− + + + 
 

∑ ∑p p p p
p p

d

d≤

≤

        (3.17) 

 Vì vậy 

( )
0

0 0

42 6 2 ( ) ( )
'

8 814 4 8 4 4
' '

n l h f h g
m

S
m m

δ

δδ

 
− − − − + 

 
   

≤ + + − + + +   
   

δ

 

Nếu 
0

42 7 2
'

n l
m

δ≥ + + +  thì  

   
0 0

8 8( ) ( ) 14 4 8 4 4
' '

h f h g S
m m

δδ
   

+ ≤ + + − + + +   
   

δ . 

Vì ,f g  là các hàm khác hằng nên ( ) ( ) 2h f h g+ ≥ . Suy ra 
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0

42 2 7 2 2
'

n l S
m

δ
 

≤ + + + + + 
 

δ .  

Đối với trường hợp ,f g  là các S − nguyên, 1 1( ) ( )S SN f N g S− −= ≤ , ta 

có 

0 0{ ( ) ( ) ( ) ( ) 4 4 2
S S

d f d g h f h g Sυ υ
∉ ∉

+ ≤ + + − +∑ ∑p p p p
p p

d . 

Khi đó (3.17) cho ta 

    
( )

0

0 0 0

22 2 ( ) ( )
'

8 8 414 4 8 4 6 2
' ' '

n l h f h g
m

S
m m m

δ

δδδ 

 
− − − − + 

 
     

≤ + + − + + + + +     
     

δ

  

Nếu 
0

22 3
'

n l
m

δ≥ + + +  thì  

0 0 0

( ) ( )

8 8 414 4 8 4 6 2
' ' '

h f h g

S
m m m

δδδ 

+

     
≤ + + − + + + + +     
     

δ
. 

Vì ,f g  là các hàm khác hằng nên ( ) ( ) 2h f h g+ ≥ . Bất đẳng thức này 

cũng cho ta 

0 0 0

2 4 22 2 7 2 3 2
' ' '

n l S
m m m

δδδ 
   

≤ − − − + + + + + +   
   

δ . 

 2.2.2.2. Định lý 

Gọi { }1,..., nu u=  là một cứng affine, tập con của k , đặt 

1( ) ( )...( )nP X X u X u= − −  thỏa mãn giả thiết I, '( )P X  như trong (1) và (i) 
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4l ≥ , (ii) 3l =  và { }1 2 3max , , 2m m m ≥  hoặc (iii) 2l =  và { }1 2min , 2m m ≥ . 

Giả sử f  và g  là hai hàm phân biệt khác hằng trên K thỏa mãn 
0 ,( )m SC . 

(I) (a)  Nếu 0 1m =  và 2 13n l≥ +  thì ( ) ( ) 26 20 4h f h g S+ ≤ − +g . 

(b)  Nếu 0 2m ≥  và 
0

42 7
1

n l
m

≥ + +
−

 thì  

( ) ( ) 22 8 4h f h g S+ ≤ − +g . 

(c)  Nếu 0 1m = , f  và g  là các S − nguyên, và nếu 2 6n l≥ +  thì 

( ) ( ) 26 20 12h f h g S+ ≤ − +g . 

(d)  Nếu 0 2m ≥ , f  và g  là các S − nguyên, và nếu 

0

22 3
1

n l
m

≥ + +
−

  thì ( ) ( ) 22 8 10h f h g S+ ≤ − +g . 

(II)  Giả sử thêm 2 4l ≥ +g  nếu 2≥g . 

(a)   Nếu 0 1m = thì { }max 2 13,2 2 13 2n l l S≤ + + + +g .   

(b)   Nếu 0 2m ≥  thì  

0 0

4 4max 2 7 ,2 2 7 2
1 1

n l l S
m m

   ≤ + + + + + +  − −   
g . 

(c)  Nếu 0 1m = , f  và g  là các S − nguyên thì 

{ }max 2 6,2 5 13 2n l l S≤ + − + +g   

(d)  Nếu 0 2m ≥ , f  và g  là các S − nguyên thì  
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0 00 0

2 2 4max 2 3 ,2 2 7
1 1 1

23
1

n l l
m mm

S
m

   + +
 

≤ +  +
− 

− − +
 

+ − − −  
g

 

Chứng minh 

Nếu 0H ≡  thì từ bổ đề 2.2.9 suy ra 0
1

1
( ) ( )

c c
P f P g

= +  với 0 0c ≠  và 

1c ∈k , ( ) ( )h f h g= . 

Nếu 1 0c ≠  thì (i) ( ) 10(2 2 )h f S≤ − +g , và (ii) max{5,4 2 }n S≤ +g .  

Nếu 1 0c =  thì 0( ) ( )P g c P f= . Từ định lý 2, ta có ( ) 8 8h f ≤ −g , và 

( ) 6 6 3h f S≤ − +g  nếu f  và g  là các S − nguyên. Ngoài ra, nếu ta giả sử 

thêm 2 4l ≥ +g  khi 2≥g  thì mâu thuẫn với định lý 2.11. Vậy chỉ cần xét khi 

0H ≡ . Trong trường hợp này, định lý được suy ra trực tiếp từ bổ đề 2.2.8. 

 Sau đây, ta sẽ đưa ra điều kiện cần và đủ để một đa thức là duy nhất. 

 2.2.2.3. Định lý 

Cho { }1,..., nu u= là cứng affine và là tập con của k . Đặt 

1( ) ( )...( )nP X X u X u= − −  thỏa mãn giả thiết I và '( )P X  như trong (1). Giả 

sử P  không thỏa mãn (1A), (1C) hoặc (1D). Giả sử thêm rằng 2 4l ≥ +g  nếu 

2≥g . Khi đó  là tập xác định duy nhất trên S : 

(a) IM trên K  nếu { }max 2 13,2 2 13 2 ;n l l S> + + + +g   

(b) CM trên K  nếu { }max 2 7,2 2 7 2 ;n l l S> + + + +g  

(c) IM trên S  nếu { }max 2 6,2 5 13 6 ;n l l S> + − + +g  
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(d) CM trên S  nếu { }max 2 3,2 2 7 3n l l S> + − + +g .   

Chứng minh 

Từ 2.2.2.2(II)(a) và do  là tập xác định duy nhất trên S  nên ta có 

2.2.10(a). 

Với 2.2.2.3(b), do 0 2m ≥  nên 
0

4 0
1m
>

−
, kết hợp với 2.2.2.2(II)(b) ta có 

được 2.2.2.3(b). 

Lập luận tương tự, từ 2.2.2.2(II)(c) và 2.2.2.2(II)(d) ta có 2.2.2.3(c) và 

2.2.2.3(d). 

 2.2.2.4. Định lý 

Cho 1{ ,..., }nu u= là cứng affine và là tập con của k . Đặt 

1( ) ( )...( )nP X X u X u= − −  thỏa mãn giả thiết I và '( )P X  như trong (1). Giả 

sử P  không thỏa mãn (1A), (1C) hoặc (1D).  

(I) Giả sử rằng f  và g  chung nhau   trên S  

(a) IM, khi đó ( ) ( ) 26 20 4h f h g S+ ≤ − +g   nếu 2 13;n l≥ +   

(b) CM, khi đó ( ) ( ) 22 8 4h f h g S+ ≤ − +g   nếu 2 7.n l≥ +   

(II) Giả sử rằng f  và g  là các S − nguyên chung nhau   trên S  

(a) IM, khi đó ( ) ( ) 26 20 12h f h g S+ ≤ − +g   nếu 2 6;n l≥ +   

(b) CM, khi đó ( ) ( ) 22 8 10h f h g S+ ≤ − +g   nếu 2 3.n l≥ +   

Chứng minh 



80 

 

Từ 2.2.2.2(I)(a) ta có 2.2.2.4.(I)(a). 

Với 2.2.2.4(I)(b), do 0 2m ≥  nên 
0

4 0
1m
>

−
, kết hợp với 2.2.2.2(I)(b) ta 

có 2.2.2.4(I)(b). 

Lập luận tương tự, từ 2.2.2.2(I)(c) và 2.2.2.2(I)(d) ta suy ra được 

2.2.2.4(II)(a) và 2.2.2.4(II)(b) 
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KẾT LUẬN 

Luận văn trình bày một số vấn đề về tập xác định duy nhất và đa thức duy 

nhất cho các hàm phân hình trên trường không Acsimet. Các kết quả chính của 

luận văn như sau: 

1. Trình bày các khái niệm, và các tính chất cơ bản, cần thiết cho việv 

nghiên cứu tập xác định duy nhất và đa thức duy nhất cho các hàm 

phần hình trên trường không Acsimet. Cụ thể gồm: Trường định chuẩn 

không Acsimet, trường số p-adic. Hàm chỉnh hình và hàm phân hình 

trên trường các số phức p -adic. Các trường hàm đại số và số chiều của 

đa tạp xạ ảnh. Đường cong đại số. Giống của đường cong đại số. 

2. Đưa ra các điều kiện cần và đủ để một đa thức là duy nhất mạnh: Các 

định lý 2.1.4.1 và 2.1.4.2,  và các điều kiện cần và đủ để một tập là xác 

định duy nhất: Các định lý 2.2.2.3 và 2.2.2.4. 
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